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Das  Recht  der  UeberseUung  wird  vorbehalten. 
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VORREDE. 


Les  canses  primordiales  ne  noas  sont  point  connnes; 
mais  elles  sont  assnjetiies  k  des  lois  simples  et  con- 
Htantes,  que  Ton  peut  d^couTrir  par  robservation,  et 
dont  r^tade  est  l'objet  de  la  philosophie  naturelle. 

Fonrier. 

Der  Ausdruck  ^Natural  Philosophy"  *)  wurde  von  Newton 
gebraucht  und  wird  noch  jetzt  auf  den  britischen  Universi- 
täten angewandt,  um  die  Erforschung  der  Gesetze  der  materiel- 
len Welt  und  die  Herleitung  nicht  direct  beobachteter  Resul- 
tate aus  ihnen  zu  bezeichnen.  Beobachtung,  Classification  und 
Beschreibung  der  Erscheinungen  muss  der  Theorie  in  jedem 
Theile  der  Naturwissenschaften  nothwendig  vorhergehen.  Diese 
frühere  Stufe  wird  in  einzelnen  Zweigen  der  Wissenschaft 
Naturgeschichte  genannt  und  könnte  mit  demselben  Rechte 
auch  in  allen  übrigen  diesen  Namen  führen. 

Unsere  Aufgabe  ist  eine  zweifache :  einen  einigermaassen 
ToUständigen  Bericht  über  die  jetzt  bekannten  Resultate  dieser 
Wissenschaft  iu  einer  dem  nichtmathematischen  Leser  verständ- 
lichen Sprache  zu  geben,  und  denen,  welche  des  Privilegiums 
tieferer  mathematischer  Kenntnisse  theilhafbig  sind,  einen  zu- 
sammenhängenden Umriss  der  analytischen  Processe  zu  liefern, 
dorch  welche  die  meisten  jener  Resultate  auch  in  Gebiete  aus- 
gedehnt worden  sind,  deren  die  experimentelle  Untersuchung 
sich  noch  nicht  hat  bemächtigen  können. 


*)  Dies  ist  der  englische  Titel  des  Buches,  entsprechend  dem  Titel  von  New- 
toa's  berfihmten  Werke  „Philosophise  Naturalis  Principia'';  im  Deatscbtn 
aitsphcht  diesem  Begriffe  etwa  der  der  „theoretischen  Natur  Wissenschaft",  oder 
•■cfa  in  noch  specieUerem  Sinne  geradezu:   „Physik". 
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^^^  Vorrede. 

In  dem  vorliegenden  Bande  nimmt  die  (durch  kleineren 
Druck  unterschiedene)  mathematische  Entvricklung  nothwen- 
dig  weit  mehr  Raum  ein ,  als  der  experimentelle  und  beschrei- 
bende Theil. 

Wir  beginnen  mit  einem  Capitel  über  die  Bewegung, 
einem  von  der  Existenz  der  Materie  und  der  Kraft  völlig 
unabhängigen  Gegenstande.  Wir  werden  darin  naturgemäss 
zur  Betrachtung  der  Krümmung  und  Windung  von  Curven,  der 
Krümmung  von  Flächen  und  verschiedener  anderer  rein  geome- 
trischer Gegenstände  geführt. 

Die  Gesetze  der  Bewegung,  das  Gesetz  der  Gravi- 
tation und  der  elektrischen  und  magnetischen  Attrac- 
tion,  Hooke^s  Gesetz  und  andere  direct  auf  experimentellem 
Wege  hergeleitete  Fundamentalprincipien  fuhren  mittels  mathe- 
matischer Operationen  zu  manchen  interessanten  und  nützlichen 
Resultaten,  für  deren  Prüfung  freilich  auch  unsere  feinsten  Ver- 
suchsmethoden bis  jetzt  völlig  ungenügend  sind.  Ein  grosser 
Theil  unseres  ersten  Bandes  ist  diesen  Entwicklungen  gewidmet, 
die  zwar  nicht  unmittelbar  experimentell  bestätigt  werden  kön- 
nen, aber  so  sicher  wahr  sind,  wie  die  elementaren  Gesetze,  aus 
denen  sie  durch  die  mathematische  Analysis  hergeleitet  wurden. 

Wir  wenden  in  der  Regel  diejenigen  analytischen  Processe 
an,  welche  am  directesten  zu  den  herzuleitenden  Resultaten 
führen.  Das  Verständniss  des  Werkes  wird  daher  für  den  ge- 
wohnlichen  Leser  oft  schwierig  sein.  Ein  kleineres  Buch, 
welches  einen  grossen  Theil  der  nichtmatbematischen  Ent- 
wicklungen des  vorliegenden  Bandes  und"  von  den  mathemati- 
schen Entwicklungen  nur  so  viel  enthält,  als  sich  leicht  mittels 
der  elementaren  Geometrie  und  Algebra  herleiten  lässt,  wird 
in  Kurzem  erscheinen. 

Nach  Ampere's  Vorschlag  bedienen  wir  uns  für  die  rein 
geometrische  Bewegungslehre  des  Ausdrucks  Kinematik  Fer- 
ner wenden  wir  den  Ausdruck  Dynamik  in  seinem  etymolo- 
gisch richtigen  Sinne  an,  bezeichnen  also  damit  die  Wissen- 
schaft, welche  von  der  Wirkung  der  Kraft  handelt,  mag  letz- 
tere nun  relative  Ruhe  unterhalten  oder  eine  Beschleunigung 


Vorrede.  v^^ 

der  relativen  Bewegung  heiTorbringen.  Die  diesen  beiden  Fäl- 
len entsprechenden  Theile  der  Dynamik  werden  zweckmässig 
Statik  und  Kinetik  genannt. 

Ein  Gegenstand,  den  wir  beständig  im  Auge  behalten  haben, 
ist  das  wichtige  Princip  der  Erhaltung  der  Energie.  Die  Ke- 
saltate  neuerer  experimenteller  Forschungen,  besonders  die  von 
Joule,  lehren  übereinstimmend,  dass  die  Energie  ebenso  real 
und  unzerstörbar  ist,  wie  die  Materie.  Es  gewährt  uns  hohe  Be- 
friedigung, zu  finden,  dass  Newton,  soweit  es  der  Zustand  der 
experimentellen  Wissenschaft  seiner  Zeit  gestattete,  dieie  herr- 
liche modeme  Yerallgemeinerung  anticipirte. 

Wir  bitten  zu  beachten,  dass  an  vielen  Stellen  unseres 
Werkes,  wo  es  scheinen  könnte,  als  hätten  wir  heutzutage  all- 
gemein angenommene  Methoden  und  Ißeweisarten  rasch  und 
uDüöthiger  Weise  verlassen,  wir  nicht  sowohl  Neuerer  als  viel- 
mehr Wiederhersteller  sind. 

In  unserem  einleitenden  Capitel  über  Kinematik  führt  uns 
die  Betrachtung  der  harmonischen  Bewegung  naturgemäss  zum 
Fourier'schen  Satze,  der,  was  den  Nutzen  für  die  Wissenschaft 
der  Physik  betriflFt,  zu  den  wichtigsten  aller  analytischen  Resul- 
tate gehört.  In  den  Anhängen  zu  diesem  Capitel  haben  wir 
eine  Ausdehnung  des  Green'schen  Satzes  \ind  eine  kurze  Ab- 
handlung über  die  bemerkenswerthen  Functionen  gegeben ,  die 
unter  dem  Namen  von  Laplace's  Coefficienten  bekannt 
sind.  Ueber  die  Eleganz  und  den  Nutzen  dieser  Analyse  von 
Laplace  kann  nur  eine  Ansicht  herrschen.  Aber  die  Art  und 
Weise,  in  der  sie  bis  jetzt  dargestellt  wurde,  ist  den  fähigsten 
ülathematikem  abstossend  und  den  minder  fähigen  allzu  schwie- 
rig erschienen.  Man  wird  finden ,  dass  sie  in  der  vereinfachten 
und  symmetrischen  Form,  in  der  wir  sie  geben,  völlig  im  Be- 
reiche derjenigen  Leser-  liegt,  die  nur  einigermaassen  mit  den 
neueren  mathematischen  Methoden  vertraut  sind. 

Im  zweiten  Capitel  geben  wir  Newton's  Bewegungsgesetze 
in  seinen  eigenen  Worten  und  mit  einigen  seiner  eigenen  Com- 
mentare.  In  der  That  ist  jeder  Versuch,  diese  Gesetze  bei  Seite 
zu  drängen,  völlig  misslungen.    Vielleicht  in  keiner  Wissen- 
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^'^^^  Vorrede. 


Schaft  ist  jemals  einem  System  eine  so  einfache  und  zu  gleicher 
Zeit  so  umfassende  Grundlage  gegeben  worden.  Die  Anwen- 
dung der  Lagrange*schen  allgemeinen  Goordinaten  auf 
die  Dynamik,  Hamilton's  variirende  Wirkung  und  damit 
in  Zusammenhang  stehende  Gegenstände  yervoUständigen  das 
Gapitel. 

Das  dritte  Gapitel,  ^Erfahrung'',  handelt  kurz  von  der 
Beobachtung  und  dem  Experiment  als  den  Grundlagen  der 
Naturlehre. 

Dd^  vierte  Gapitel  hat  es  mit  den  bei  der  Messung  der  Zeit, 
des  Raumes  und  der  Kraft  gebrauchten  Fundamefttaleinheiten 
und  mit  den  wichtigsten  Instrumenten  zu  thun« 

Damit  schliesst  der  erste  Theil  des  Werkes,  welcher  streng 
genommen  nur  die  Einleitung  bildet 

Der  zweite  Theil  ist  der  abstracten  Dynamik  gewidmet  (die 
in  neuerer  Zeit  nicht  gerade  passend  Mechanik  genannt  wird). 
Sein  Gegenstand  ist  in  dem  einleitenden  (fünften)  Gapitel  kurz 
dargelegt.  Der  Rest  des  vorliegenden  Bandes  behandelt  die 
Statik. 

Im  eecfasten  Gapitel  gehen  wir,  nachdem  wir  die  Statik 
eines  materiellen  Punktes  kurz  behandelt  haben,  sehr  ausfuhr- 
lich auf  das  wichtige  Thema  der  Attraction  ein.  Das  sie- 
bente Gapitel  enthält  die  Statik  der  festen  und  flüssigen  Kör- 
per, und  finden  darin  verschiedene  wichtige  Gegenstände,  vde 
die  Deformation  elastischer  fester  Körper,  die  statische  Theorie 
der  Ebbe  und  Fluth ,  die  Gestalt  und  Festigkeit  der  Erde  eine 
eingehende  Berücksichtigung. 

Im  zweiten  Bande  wird  der  zweite  Theil  durch  Gapitel  über 
die  Kinetik  eines  materiellen  Punktes  und  über  die  Kinetik  der 
festen  und  der  flüssigen  Körper  vervollständigt  werden.  Wir 
werden  darin  auch  die  Vibrationen  fester  Körper  und  die  Wellen- 
bewegung im  Allgemeinen  behandeln.  Dieser  Band  wird  wahr- 
scheinlich auch  den  dritten  Theil:  „Ueber  die  Eigenschaften 
der  Materie**  enthalten. 

Wir  glauben,  dass  der  mathematisch  gebildete  Leser  haupt- 
sächlich durch  die  Leetüre  des  gross  gedruckten  Theils  dieses 
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Vorrede.  ^^ 

Bandes  Nutzen  haben  wird;  denn  er  wird  dadurch  genöthigt  wer- 
den, durch  eigenes  Nachdenken  das  zu  finden,  was  er  zu  oft  ge- 
wohnt war,  Termittels  einer  bloss  mechanischen  Anwendung  der 
Analysis  zu  erreichen.  Nichts  kann  für  den  Fortschritt  verhäng- 
nissyoUer  ^ein,  als  ein  zu  grosses  Vertrauen  auf  mathematische 
Symbole;  denn  der  Studirende  ist  nur  zu  sehr  geneigt,  den 
bequemeren  Weg  einzuschlagen  und  die  Formel,  nicht  die 
Thatsache  als  die  physikalische  Realität  anzusehen. 

Der  vorliegende  Band  enthält  eine  Menge  anscheinend 
zweckloses  Material.  Es  wird  sich  jedoch  zeigen,  dass  dasselbe 
sich  direct  auf  Abschnitte  der  drei  übrigen  Bände  bezieht.  Die 
Nothwendigkeit,  die  Bedürfiiisse  der  folgenden  Bände  so.  zu  an- 
tidpiren,  ist  eine  der  Hauptursachen  des  langsamen  Erschei- 
nens dieses  Bandes,  dessen  Druck  seit  dem  November  1862  in 
anregelmassigen  Intervallen  vorgeschritten  ist. 

[Folgen  Bemerkungen  über  den  Druck  der  englischen  Aus- 
gabe.] 

Juli  1867. 

W.  Thomson.      P.  G.  Tait 


VORREDE 

ZUR 

DEUTSCHEN    ÜBERSETZUNG. 


Jm  vorliegenden  Bande  wird  dem  deutschen  naturwissenschaft- 
lichen und  mathematischen  Publicum  der  Anfang  eines  Werkes 
von  hoher  wissenschaftlicher  Bedeutung  übergeben,  welches 
eine  in  der  Literatur  sehr  fühlbare  Lücke  in  ausgezeichnetester 
Weise  ausfüllen  wird.  Während  es  an  zweckmässigen  popu- 
lären Lehrbüchern  der  Physik  nicht  fehlte,  musste  sich  jeder, 
der  ein  eingehendes  wissenschaftliches  Verständniss  auch  nur 
einzelner  Theile  dieser  Wissenschaft  suchte,  ein  Verständniss, 
wie  es  ohne  mathematische  Behandlung  eben  nicht  zu  gewinnen 
ist,  dem  Studium'  der  einzelnen  Original- Abhandlungen  zuwen- 
den. Diese  sind  aber  fast  alle  in  akademi8cl\en  Denkschriften 
oder  anderen  wenig  verbreiteten  periodischen  Schriften  enthal- 
ten und  gewöhnlich  nur  in  grösseren  Bibliotheken  zu  finden, 
selbst  wenn  man  weiss,  wo  man  zu  suchen  hat.  Strengere 
mathematische  Studien  werden  im  Allgemeinen  freilich  nie  ein 
sehr  grosses  Publicum  finden,  aber  es  ist  wohl  nicht  zu  be- 
zweifeln, dass  die  genannte  rein  äusserliche  Schwierigkeit  einen 
wesentlichen  Theil  der  Schuld  davon  trägt,  dass  mathematisch- 
physikalische Kenntnisse  auch  bei  uns  in  Deutschland  nur  eine 
sehr  geringe  Verbreitung  haben,  trotzdem  an  deutschen  Uni- 
versitäten einige  der  ausgezeichnetesten  Vertreter  dieser  Rich- 
tung gelehrt  haben  und  noch  lehren. 


Vorrede  zur  deutschen  Uebersetzung.  ^ 

Wenigstens  der  eine  der  Verfasser  des  vorliegenden  Buches, 
Sir  William  Thomson,  ist  längst  auch  in  Deutschland  be- 
kannt als  einer  der  durchdringendsten  und  erfindungsreichsten 
Denker,  welche  sich  unserer  Wissenschaft  je  zugewendet  haben. 
Wenn  ein  solcher  es  unternimmt,  uns  gleichsam  in  die  Werk* 
statt  seiner  Gedanken  einzuführen  und  die  Anschauungsweisen 
zn  enthüllen,  die  leitenden  Fäden  auseinander  zu  wickeln,  die 
ihm  in  seinen  kühnen  Gedankencombinationen  geholfen  haben, 
den  widerstrebenden  und  verwirrten  Stoff  zu  beherrschen  und 
zn  ordnen,  so  sind  wir.  ihm  alle  dafür  den  höchsten  Dank  schul- 
dig. Er  hat  dabei  in  Herrn  P.  G.  Tait,  Professor  der  Physik 
in  Edinburg,  für  dieses  Werk,  welches  sonst  die  Kräfte  eines 
einzelnen  vielbeschäftigten  Mannes  übersteigen  würde,  einen 
höchst  geeigneten  und  talentvollen  Helfer  gefunden.  Nur  durch 
eine  solche  glückliche  Vereinigung  war  die  Aufgabe  vielleicht 
überhaupt  zu  lösen. 

Das  Werk  arbeitet  auf  eine  möglichst  allseitige  und  eindrin- 
gende Einsicht  in  die  Wechselbeziehungen  der  Naturkräfte  hin, 
Xobei  es  wesentlich  die  Hervorhebung  des  physikalischen 
Zusammenhangs  im  Gegensatz  zu  der  Eleganz  der  mathema- 
tischen Methoden  bevorzugt.  Wird  die  Wissenschaft  einst 
vollendet  sein,  so  werden  die  physikalische  und  mathematische 
Consequenz  vielleicht  zusammenfallen.  Bei  den  ausserordentlich 
mannigfaltigen  Wechselbeziehungen  der  Naturkräfte  zu  einander 
liegt  es  in  der  Natur  der  Sache,  dass  man  sie  nur  verstehen 
kann,  wenn  man  sich  die  Verhältnisse  von  den  mannigfaltigsten 
Gesichtspunkten  aus  betrachtet,  und  sich  jedesmal  denjenigen 
SQcht,  der  am  tiefsten  in  den  Kern  der  gerade  vorliegenden 
Frage  blicken  lässt.  Dadurch  wird  allerdings  die  Einheit  der 
Methode  gestört,  die  die  besseren  französischen  Lehrbücher  so 
bequem  und  angenehm  macht,  und  es  wird  dem  Leser,  wie  auch 
die  Verfasser  in  der  Vorrede  zum  Original  anerkennen,  mehr 
Arbeit  eigenen  Denkens  zugemuthet.  Der  Leser  aber,  der  diese 
Arbeit  nicht  scheut,  wird  reichlichen  Lohn  davon  haben;  er 
wird  sich  z)i  eigener  Erweiterung  seines  Verständnisses  viel 
besser  ausgerüstet  finden ,  als  durch  die  einseitig  consequenten 


^^^         *  Vorrede  zur  deu^chen  üebersetzung. 

Methoden,  die  meist  nicht  weiter  führen,  als  bis  zu  dem  Ziel,  auf 
das  sie  berechnet  sind. 

Dieser  Richtung  ihrer  Arbeit  entsprechend  haben  die  Ver- 
fasser sich  auch  bemüht,  wo  es  anging,  mathematische  Methoden 
zu  gebrauchen  und  Begriffe  einzuführen,  welche  einer  An- 
schauung fähig  sind.  Eine  solche  sich  herauszuarbeiten,  ist  im 
Anfang  aUerdings  oft  schwerer,  als  den  gegebenen  analytischen 
Methoden  in  der  Rechnung  einfach  zu  folgen;  aber  es  bleibt 
durch  die  dabei  gewonnene  grössere  üebersichtlichkeit  des  Ver- 
fahrens auch  ein  dauernder  Gewinn  bestehen. 

Die  üebersetzung  eines  solchen  Buches,  wo  die  grösste  Ge- 
nauigkeit im  Ausdrucke  nöthig  ist,  während  die  Wörter  der 
beiden  Sprachen  sich  nicht  immer  vollständig  decken,  ist  keine 
ganz  leichte  Sache.  Dazu  kam,  dass  die  Verfasser  selbst  eine 
Reihe  neuer  englischer  Wörter  in  die  wissenschaftlichen  Aus- 
drucksweisen eingeführt  haben.  Die  Hauptarbeit  ist  Herrn 
G.  Wertheim  zugefallen.  Der  Unterzeichnete  glaubte  bei  der 
Einführung  eines  so  wichtigen  Werkes  in  die  deutsche  wissen- 
schaftliche Literatur  seine  Hilfe  trotz  starker  Ueberladung  mit 
Arbeiten  nicht  versagen  zu  dürfen,  so  weit  sie  von  den  übrigen 
Betheiligten,  den  ihm  nahe  befreundeten  Verfassern,  dem  Herrn 
Verleger  und  dem  Uebersetzer,  in  Anspruch  genommen  wurde. 
Ich  habe  deshalb  eine  Correctur  gelesen,  und  namentlich  in  den 
schwierigeren  Fällen  der  Accommodation  zum  Theil  neuer  deut- 
scher Ausdrücke  an  die  englischen  zu  helfen  gesucht,  so  gut 
ich  konnte. 

Endlich  ist  auch  noch  eine  Reihe  Correcturbogen  von  den 
Verfassern  selbst  durchgesehen  worden,  um  dadurch  möglichste 
Sicherung  gegen  Missverständnisse  oder  Ungenauigkeiten  des 
Ausdrucks  zu  erzielen. 

Der  Herr  Verleger,  indem  er  seinerseits  eine  so  verwickelte 
und  zeitraubende  Art  der  ControUe  möglich  machte,  hat  sich 
ohne  Zweifel  dadurch  den  Dank  der  deutschen  Leser  in  hohem 
Grade  verdient. 

Berlin,  im  Mai  1871. 

Helmholtz. 
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ERSTER   THEIL. 


EINLEITENDE    BEGRIFFE. 


Erstes  Capitel. 

Kinematik. 

1.  Es  giebt  viele  Eigenschaften  der  Bewegung,  der  Orts-  und 
PormTerändemng ,  welche  völlig  unabhängig  von  physikalischen  Be- 
griffen, wie  Kraft,  Masse,  Elasticität,  Temperatur,  Magnetismus, 
£lektricitat,  betrachtet  werden  können.  Da  eine  vorläufige  abstracte 
Untersuchung  dieser  Eigenschaften  von  grossem  Nutzen  für  die 
theoretische  Physik  ist,  so  widmen  wir  mr  das  ganze  erste  Capitel. 
Dieselbe  wird  gewissermaassen  die  Geometrie  unseres  Gegenstandes 
ausmachen  und  Alles  umfassen,  was  rücksichtlich  der  vorhandenen 
Bewegungen  beobachtet  oder  durch  Schlüsse  entdeckt  werden  kann, 
8ö  lange  nicht  nach  der  ürsacho  gefragt  wird. 

2.  Mit  dieser  Beschränkung  werden  wir  zuerst  die  freie  Be- 
wegung eines  Punktes,  darauf  die  Bewegung  eines  an  einem  unaus- 

«dehnsamen  Faden  befestigten  Punktes,  dann  die  Bewegungen  und 
Verschiebungen  staiTer  Systeme,  und  endlich  die  Formveränderungen 
von  Flachen  und  festen  oder  flüssigen  Massen  betrachten.  Beiläufig 
werden  wir  auch  veranlasst  sein,  einen  grossen  Theil  des  Gebietes 
der  elementaren  Geometrie  zu  berühren,  das  mit  der  Krümmung  der 
Linien  und  Flächen  im  Zusammenhange  steht. 

3.  Bewegung  eines  Punktes.  —  Wenn  sich  ein  Punkt  aus 
einer  Lage  in  eine  andere  bewegt,  so  muss  er  offenbar  eine  conti- 
nuirlicbe  Linie  beschreiben,  welche  krumm  oder  gerade  sein  kann, 
oder  die  auch  wohl  aus  Theilen  von  geraden  und  krummen  Linien 
besteht,  welche  unter  irgend  welchen  Winkeln  zusammentreffen.  Bei 
der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  jedoch  kann  eine  solche 
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plötzliche  Richtungsänderung,  ausser  ^o  die  Geschwindigkeit  Null  ist, 
nicht  vorkommen,  da  dies  (wie  wir  später  sehen  werden)  die  Wirkung 
einer  unendlich  grossen  Kraft  voraussetzen  würde.  Es  ist  zweck- 
mässig, beim  Beginn  einige  Sätze  ins  Auge  zu  fassen,  die  aus  dem  geo- 
metrischen Begi'iff  der  von  einem  bewegten  Punkte  beschriebenen  Balin 
abzuleiten  sind;  diese  Satze  wollen  wir  jetzt  folgen  lassen  und  die 
Betrachtung  der  Geschwindigkeit,  die  schon  in  näherer  Beziehung  zu 
physikalischen  Begriffen  steht,  auf  einen  spätem  Paragraphen  ver- 
schieben. 

4.  Die  Richtung  der  Bewegung  eines  Punktes  ist  in  jedem 
Augenblick  die  an  seine  Bahn  gezogene  Tangente,  falls  diese  Bahn 
gekrümmt  ist.  Ist  die  Bahn  eine  Gerade,  so  ist  die  Bewegungs- 
richtung  diese  Gerade  selbst. 

5.  Krümmung  einer  ebenen  Curve.  —  Wenn  die  Bahn 
nicht  gerade  ist,  so  ändert  sich  die  Bewegungsrichtung  von  Punkt  zu 
Punkt,  und  der  verhältnissmässige  Betrag  dieser  Aenderung,  für  die 
Längeneinheit  der  Curve  berechnet,  wird  Krümmung  genannt. 

Um  dies  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  nehmen  wir  an,  es 
seien  zwei  Tangenten  an  einen  Kreis  gezogen  und  die  Berührungs- 
punkte derselben  mit  dem  Mittelpunkte  verbunden.  Der  von  den 
Tangenten  eingeschlossene  Winkel  ist  die  verlangte  Richtungsände- 
rung, und  die  Grösse  der«Krümmung  ist  demnach  durch  das  Ver- 
hältniss  zwischen  dieaem  Winkel  und  der  Länge  des  zugehörigen 
Kreisbogens  2u  messen.  Bezeichnet  nun  &  den  Winkel,  $  den  Bogen 
und  Q  den  Radius,  so  sehen  wir  auf  der  SteUe  (da  der  von  den  Ra-: 
dien  gebildete  Winkel  dem  zwischen  den  Tangenten  enthaltenen 
gleich  ist),  dass 

O  1 

und  folglich  —  =  ~  das  Maass  der  Krümmung  ist.     Danach  ist  die 

Krümmung  eines  Kreises  dem  Radius  umgekehrt  proportional;  sie 
ist  einfach  gleich  dem  reciproken  Werth  des  Radius;  wenn  wir  ab 
Einheit  der  Krümmung  die  Krümmung  eines  Kreises  annehmen,  des- 
sen Radius  gleich  der  Längeneinheit  ist. 

b.  Jedes  kleine  Stück  einer  Curve  kann  näherungsweise  als 
ein  Kreisbogen  angesehen  werden,  und  diese  Annahme  kommt  der 
Wahrheit  desto  näher,  je  kleiner  der  betrachtete  Bogen  ist.  Die 
Krümmung  desselben  ist  dann  der  reciproke  Wei*th  des  Radius  die- 
ses Kreises. 

Ist  A*  der  Winkel  zwischen  zwei  Tangenten  einer  Curve,    derf»n  Be- 
rührungspunkte uni  den  Curvenbogen  ds  von  einander  abstehen,  so  giebt 
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ans  die  D«fimtion  der  Krümmung  sofort  das  Maass  derselben:  es  ist  der 
Grenzverth,  welchen  -j—  hat,  wenn  0  8  unbegrenzt  abnimmt,  oder  nach 

der  in  der  Differentialrechnung  üblichen  Bezeichnung  t—  -  Wir  haben  aber 

ax 

wenn  wir  die  Curve,  die  als  eben  vorausgesetzt  wird,  nach  Cartesius' 
Methode  auf  zwei  rechtwinklige  Axen  OXj  OY  beziehen  und  die  Nei- 
gung, welche  ihre  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  x^y  gegen  die  Axe 
OX  hat,  mit  ^  bezeichnen.    Daraus  folgt 

^  =  aretan  ^ , 

und  die  Differentiation  in  Beziehung  auf  irgend  eine  unabhängig  Ver- 
änderliche t  liefert: 


\dx) 


,  \dx/  dxd^y  —  dyd^x 

<dx* 


,    /dy\2    ""         dx^-^dy^ 


Da  nun 

ds  =  (d«2  4.  <iya)»/t 

ist,  so  erhalten  wir,  wenn  q  den  Krümmungsradius  bezeichnet ,  wenn  also 

1         d^    . 
-  =  -5-    ist, 
^         da 

1  __  dxd^y  —  dyd'^x 

?  ""     (dx^  +  dy^*^ 

Obwohl  es  im  Allgemeinen  gut  ist,  in  kinematischen  und  kinetischen 
Formeln  die  Zeit  als  die  unabhängig  Veränderliche  anzusehen  und  alle 
▼eränderlichen  geometrischen  Elemente  als  Functionen  derselben  zu  be- 
tiBchten,  BO  giebt  es  doch  auch  Fälle,  in  denen  es  sich  empfiehlt,  die 
Länge  des  Bogens  oder  Weges,  den  ein  Punkt  beschreibt,  zur  unabhängig  , 
Veränderlichen  zu  nehmen.    Unter  dieser  Voraussetzung  hab^n  wir  ' 

d  (ds^)  =  d  (da:2  ^  dy^)  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  durch  Anfügung  eines   Index   an  den  Buch- 
staben ä  ausgedrückt  wird,  nach  welcher  Grösse  differentürt  werden  soll, 

^  _  _  d?«  _  [{diy)^^{dU)^]''* 

dx  dy  (^a.2  _|_  dya)V« 

oder 

Diese  beiden  der  Einheit  gleichen  Ausdrücke  benutzen  wir,   um  den  oben    \ 

ftr  —  erhaltenen  Werth   auf  eine   andere   Form   zu   bringen.     Mit   dem 

entern  multipliciren  wir  dxd^y^  mit  dem  zweiten  dyd^x  und  gelangen 
tnf  diese  Weise  zu  dem  Ausdruck :  . 

1  _  {(dJy^^-jdHxY)'^ 
Q  "^  ds^  ' 

r 
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oder  nach  ^r  gewöhnlichen  kurzen ,  obwohl  nicht  ganz  vollständigen  Be- 
zeichnung 

Hie)'+(Sf)T- 

7.  Gewundene  Curve.  —  Wenn  alle  Punkte  der  Curve  in 
einer  Ebene  liegen,  so  heisst  sie  eine  ebene  Curve;  ebenso  sprechen 
wir  von  einem  ebenen  Polygon  oder  einer  ebenen  gebrochenen 
Linie.  Wenn  verschiedene  Punkte  der  Linie  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  so  haben  wir  im  einen  Falle  eine  sogenannte  Curve  doppel- 
ter Krümmung,  im  andern  ein  unebenes  Polygon.  Der  Aus- 
druck „Curve  doppelter  Krümmung^  ist  sehr  schlecht  gewählt,  und 
obgleich  man  sich  desselben  allgemein  bedient,  so  hoffen  wir  doch, 
dasB  er  wird  beseitigt  werden  können.  Es  sind  nämlich  nicht  zwei 
Krümmungen  vorhanden,  sondern  nur  eine  einzige  (nach  der  obigen 
Definition),  deren  Ebene  beständig  eine  andere  wird  oder  sich  xaa 
die  Tangente  dreht  nnd  auf  diese  Weise  eine  Windung  darstellt. 
Der  Lauf  einer  solchen  Curve  wird  im  gewöhnlichen  Leben  treffend 
„gewunden"  genannt,  und  daher  empfiehlt  es  sich,  das  Maass  der 
entsprechenden  Eigenschaft  die  „Grösse  der  Windung"  zu  nennen.. 

8.  Das  Wesen  der  Windung  wird  am  besten  veratanden  wer- 
den, wenn  wir  die  Curve  als  ein  Polygon  mit  unendlich  kleinen 
Seiten  ansehen.  Jede  zwei  auf  einander  folgenden  Seiten  liegen 
natürlich  in  einer  Ebene,  und  in  dieser  Ebene  wird  die  Krümmung^ 
wie  oben  gemessen.  >Bei  einer  Cui've,  die  nicht  eben  ist,  wird  aber 
die  dritte  Polygönseite  mit  den  beiden  ersten  nicht  in  derselben 
Ebene  liegen,  und  daher  ist  die  neue  Ebene.,  in  welcher  die  Krüm* 
mung  gemessen  werden  muss,  von  der  alten  verschieden.  Die  Ebene, 
in  welcher  man  die  Krümmung  einer  gewundenen  Ciirve  zu  beiden 
Seiten  irgend  eines  Punktes  misst,  wird  zuweilen  die  diesem  Punkte 
zugehörige  osculatorische  Ebene  der  Cui've  genannt.  Da  zwei 
aufeinander  folgende  Lagen  dieser  Ebene  die  zweite  Seite  des  oben 
erwähnten  Polygons  enthalten,  so  leuchtet  ein,  dass  die  osculatori- 
sche Ebene  von  einer  Lage  in  die  nächstfolgende  durch  eine  Drehung 
um  die  an  die  Curve  gezogene  Tangente  übergeht. 

9.  Krümmung  und  Wimixmg.  •—  Verfolgen  wir  den  Lauf 
einer  solchen  Curve,  so  sehen  wir,  dass  die  Krümmung  im  Allgemei- 
nen sich  ändert,  und  dass  zu  gleicher  Zeit  die  Ebene,  in  welcher  die 
Krümmung  liegt,  sich  um  die  Curventangente  dreht.  Der  verhältniss- 
mässige  Betrag  dieser  Drehung,  oder  die  Windung,  muss  daher  ge- 
messen werden  durch  das  Verhältniss  der  Grösse  der  Drehung  der 
osculatorischen  Ebene  zur  Längeneinheit  der  Curve. 
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um  den  Krümmungsradias ,  die  Bichtungscosiuus  der  osculatorischen 
Bbene  und  die  Gröftse  der  Windung  einer  nicht  ebenen  Gurve  mittels  Gar- 
tesias'icher  Raumcoordinaten  auszudrücken,  bezeichnen  wir  wieder  mit 
cf^  den  Winkel  zwischen  den  Tangenten  an  zwei  Punkten  der  Gurve,  zwi- 
schen welchen  der  Gurvenbogen  cf«  liegt.  Ferner  sei  <f  ^  der  Winkel  zwi- 
schen den  diesen  Punkten  zugehörigen  osculatorischen  Ebenen.  Stellt  dann  ^ 
den  Krümmungsradius  und  x  die  Grösse  der  Windung  dar,   so  haben  wir 

\         d^ 

wenn,  wie  es   gewöhnlich  geschieht,   die  Grenzwerthe  von  -7—  ,   -jt^   für 

ein  unbegrenzt  abnehmendes  as  mit  -j- ,    -p-  bezeichnet  werden. 

Es  seien  nun  OX,  OL'  zwei  Gerade,  welche  durch  einen  beliebigen 
festen  Punkt  O  irgend  zwei  aufeinander  folgenden  Lagen  einer  in  Bewe- 
gung befindlichen  Geraden  PT  parallel  gezogen  sind,  jede  in  der  durch 
die  Folge  der  Buchstaben  angegebenen  Bichtung.  Auf  diesen  Geraden  er- 
richten wir  eine  Senkrechte  OS^  der  wir  eine  solche  Richtung  ertheilen, 
dass  OjL,  Olt'^  OS  in  Beziehung  aufeinander  im  Baum  ebenso  geordnet 
sind,  wie  die  positiven  Goordinatenaxen  OX,  OY,  OZ.  Femer  möge  0(^ 
deo  Winkel  JjOU  und  O'R  den  Winkel  halbiren ,  welchen  OU  mit  der 
Verlängerung  von  OX  bildet.  Endlich  seien  a,  6,  c  die  Bichtungscosiuus 
von  OX;  a'yb\c^  diejenigen  von  0U\  ^, w,n  diejenigen  von  0Q\  «,/5,y 
diejenigen  von  OH  und  X,fi,y  diejenigen  von  OÄ,  und  es  werde  der 
Winkel  LOL*  mit  «flf  bezeichnet.  Dann  ist  nach«  den  Elementen  der 
analytischen  Geometrie 

(3)  cos  ^9^  =  aa'  +  hh'  +  cc\ 

u\  1  —      a+a' '     ^  _      b  +  b'  c  +  c' 


2  COS  Vi  Sd^'       —  2  COS  Va  <f  ^'  2  cos  V,  Sd^ ' 


a' 


2«my,«f^'   ^""2«n%<f*'   '^  ""  2«n  y2crl^' 

.  .  .  _  bc'  —  h'c        ca'  —  c'a        gy  —  a'b 

*  '  *  ""     sind»    '  ^  ~     5mcr;>    *   *'  ■"     «ncf;^ 

Sind  jetzt   die   beiden   aufeinander   folgenden   Lagen  von  PT  Tangenten 
an  eine  Gurve,  deren  Berührungspunkte  durch  einen  Gurvenbogen  von  der 
Lange  ds  von  einander  getrennt  sind,  so  hat  man 
.  .  1^1^  —  2  sin  Va  d&  _  stndd^ 

^  '  7  —  77  "*         &8         "     ds     ' 

wenn  ds  unendlich  klein  ist.    In  demselben  Grenzfall  ist 

.       dx  dy  de 

ds'  ds  ds 

'  ds  ds  ds 

/Av  1.  f      tf  '       dy  jdz       de  jdy 

(9  bc'  —  b'c  =  j^  d:z j-  <i  j^  .  «•  8.  w., 

ds     ds       ds     ds       ^ 
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und  a,  ßt  y  werden  die  Hieb  tun  gscosinus  der  nach  dem  Krünunungsmittel- 
punkt  hin  gezogenen  Normale  PC,  während  X, /u,  r  die  Bichtungflcoräniu 
der  Geraden  sind,  welclie  senkrecht  auf  der  osculatorischen  Ebene  nach 
derselben  Bichtung  in  Beziehung  auf  P  T  und  P  C  hin  gezogen  ist,  welche 
OZ  in  Beziehung  auf  OX  und  OY  inne  hat.  Durch  Anwendung  der 
Formeln  (7),  (8)  und  (9)  erhält  man  aus  (5)  und  (6) 

d^         dp.         dp 

p.dp.^pdp. 

,    .  .        da     ds      ds      da 

(11)  A  = — = ,  it  =  u.  8.  w.,  y  =  u.  8.  w- 

^    '  Q—^da 

Wenn  die  Wahl  der  unabhängig  Veränderlichen  unserm  Belieben  tiber- 
lassen ist,  so  erhält  man  aus  (10)  den  einfachsten  Ausdruck  für  die  Krüm- 
mung.   Es  ist  folgender: 


■  i(4y+(^^)'+(4yr 


'     '  *  q  ^  da 

dx 
Werden  die  Brüche  -=~ ,  u.  s.  w.  wirklich  differentürt,  so  geht  dieser  Aus- 
druck, bei  Anwendung  der  Formel 

(13)  dad^a  =  dxd^x  +  dy  d^y  -\-  ded^z, 
über  in  ., 

(14)  -_ j-5 

Aus   (11)   ergiebt    sich,  unmittelbar    noch   ein   anderer   Aasdruck   für  -, 

nämlich 

1  _  {(dyd^z  —  dzd^y)^-^(dzd^x  —  dxd^z)^W(dxdhf'-dyd^xY\'^ 
^^^^    Q d? 

Wir  werden  sehen,  dass  jeder  dieser  Ausdrücke  eine'  besondere  Bedeutung 
in  der  Kinetik  eines  materiellen  Punktes  und  der  Statik  einer  biegsamen 
Schnur  hat. 

Um  die  Grösse  der  Windung  -=-^  zu  ermitteln,  haben  wir  nur  A, )u, y 

.   ,.  1  ^  diX     dtu     dtu  ^  „,.        ,    , 

statt  «,  m,  n  und  ^  ,    -j- ,    v-  statt  «,  /J,  y  zu  setzen.    Wir  erhalten 

und  darin  bezeichnen  A,  ^,  •'  die  durch  die  vorhergelienden  Formeln  be- 
stimmten Bichtungscosinus  der  osculatorischen  Ebene. 

10.  Gesammtkrümmimg.  —  Die  Gesammtkrümmung  oder 
die  ganze  Richtungsänderung  eines  Bogens  einer  ebenen  Cnrve  ist 
der  Winkel,  um  welchen  die  Tangente  sich  gedreht  hat,  wenn  wir  vom 
einen  Ende  des  Bogens  zum  andern  gehen.  Die  mittlere  Krümmung 
irgend  eines  Theils  ist  gleich  der  ganzen  Krümmung  dieses  Theils, 
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dividirt  durch  seine  L&nge.  Nehmen  wir  an ,  eine  von  einem  festen 
Punkte  ans  gezogene  Gerade  bewege  sich  eo,  dass  sie  der  Bewegnngs- 
nchtnng  eines- die  Curve  beschreibenden  Punktes  beständig  parallel 
sei,  so  stellt  der  Winkel,  doi'ch  welchen  die  Grerade  sich  während 
der  Beweg^g  des  Punktes  dreht,  das  dar,  was  wir  eben  als  Ge- 
sammtkrümmung  definirt  haben.  Bei  der  Bestimmung  derselben 
mfissen  wir  uns  natürlich  an  den  modernen  umfassendem  Begriff 
des  Winkels 'halten,  der  auch  Winkel,  die  grösser  als  zwei  Rechte 
sind,  nnd  ebenso  negative  Winkel  in  sich  schliesst.  So  ist  die  Ge- 
sammtkrümmung  irgend  einer  geschlossenen  Curve,  mag  dieselbe 
irgendwo,  von  aussen  betrachtet,  concav  erscheinen  oder  nicht,  vier 
rechte  Winkel,  vorausgesetzt,  dass  die  Curve  sich  nicht  selbst  schnei- 
det. Die  Gesammtkrümmung  einer  Lemniscate  oder  der  Figur  Q 
ist  Null,  die  der  Epicycloide  S)  acht  Rechte,  u.  s.  w. 

11.  Die  im  letzten  Paragraphen  gegebene  Definition  kann 
offenbar  auf  ein  ebenes  Polygon  ausgedehnt  werden.  Die  gesammte 
Richtnngsänderung  oder  der  Winkel  zwischen  der  ersten  und  letz- 
ten Seite  ist  dann  gleich  der  Summe  der  Aussenwinkel ,  und  zwar 
ist  jede  Seite  in  der  Richtung  zu  verlängern,  in  welcher  sie  von 
dem  das  Polygon  beschreibenden  Punkte  durchlaufen  wird.  Dies  ist 
richtig,  das  Polygon  mag  geschlossen  sein  oder  nicht.  Ist  dasselbe 
geschlossen,  so  ist  diese  Summe  vier  Rechte,  so  lange  keine  Seite 
von  einer  andern  durchkreuzt  wird  —  eine  Ausdehnung  des  Eucli du- 
schen Satzes,  der  die  Polygone  mit  einspringenden  Ecken  nicht  um- 

fasst.     Im  Falle  der  sternförmigen  Figur    "^    ist  die  Summe  zehn 

Rechte  weniger  der  Summe  der  fünf  spitzen  Winkel  der  Figur ,  also 
acht  Rechte,  u.  s.  w. 

12.  Die  Gesammtkrümmung  und  die  mittlere  Krüm- 
mung einer  nicht  ebenen  Curve  können  in  folgender  Weise  definirt 
▼erden:  —  Wir  denken  uns  von  einem  festen  Punkte  aus  gerade 
Linien  gezogen,  welche  den  Tangenten  der  Curve  parallel  und 
gleichgerichtet  sind.  Diese  Linien  werden  eine  Kegelfläche  bilden. 
Weiter  nehmen  wir  an,  diese  Kegelfläche  werde  von  einer  Kugel 
geschnitten,  deren  Mittelpunkt  der  feste  Punkt  und  deren  Radius 
die  Längeneinheit  ist.  Dann  misst  die  Länge  der  Durchschnitts- 
linie  beider  Flächen  die  Gesammtkrümmung  der  gegebenen  Curve, 
und  wenn  wir  diese  Gesammtkrümmung  durch  die  Länge  der  Curve 
dividiren,  so  erhalten  wir,  wie  im  Falle  einer  ebenen  Curve,  die 
mittlere  Krümmung. 

13.  Zwei  aufeinander  folgende  Tangenten  liegen  in  der  oscu- 
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latonschen  Ebene.  Diese  Ebene  ist  daher  der  Tangentialebene  an 
die  im  vorhergehenden  Paragraphen  beschriebene  Kegelflache  parallel, 
und  so  kann  die  Windung  mittels  derselben  sphärischen  Curve  ge- 
messen werden,  die  wir  soeben  zur  Definition  der  Gesammtkrüm- 
mung  benutzt  haben.  Wir  können  dies  jetzt  nicht  vollständig  dar- 
legen, da  dazu  die  erst  später  zu  behandelnde  Theorie  der  auf  Ober- 
flächen gezogenen  Curven  nöthig  sein  wüi'de.  Wir  werden  aber 
Folgendes  sehen :  Wenn  eine  Ebene  so  auf  der  Kugel  rollt,  dass  sie 
dieselbe  beständig  längs  der  in  Rede  stehenden  Curv^  berührt,  and 
dass  die  augenblickliche  Axe  beständig  senkrecht  gegen  die  Curve 
gerichtet  und  für  die  Kugel  selbst  Tangente  ist,  so  ist  die  Gresanunt- 
krümmung  der  Berührungscurve  oder  der  Spur  des  Rollens  auf.  der 
Ebene  ein  genaues  Maass  der  ganzen  Drehung  ■t)der  Gesammt- 
windung.  Weiter  werden  wir  uns  überzeugen,  dass  die  Krümmung 
dieser  ebenen  Curve  in  jedem  Punkte  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
Projection  der  Krümmung  der  sphärischen  Cui-ve  auf  eine  Tangen- 
tialebene der  Kugel  gleich  der  Windung,  dividirt  durch  die  Krüm- 
mung der  gegebenen  Curve  ist. 

Es  sei  -  die  Krümmungi  z  die  Grösse  der  Windung  der  gegebenen  Curve 

und  ds  ein  Element  ihrer  Länge.  Dann  sind  f—  und  ftds  beziehungs- 
weise die  Gesammtkrümmung  und  Gesammtwindung,  vorausgesetzt,  dass  jede 
Integration  sich  über  irgend  eine  festgesetzte  Länge  {  der  Curve  erstreckt. 
Die  mittlere  Krümmung  und^  die  mittlere  Windung  sind  beziehungsweise 

Unendliche  Windung  wird  leicht  verstanden  werden  durch  Betrach- 
tung einer  Schraubenlinie,  die  unter  einem  Steigungswinkel  a  auf  einem 
geraden  Cy linder  beschrieben  ist,   dessen  Basis  ein  Kreis  vom  Radius  f 

ist.  Da  die  Krümmung  im  Kreise  —  ist,  so  ist  die  der  Schraubenlinie 
natürlich  •    Die  Grösse  der  Windung  ist  '■ oder  gleich  dem 

T  T 

Product  der  Krümmung  in  tan  a.  Krümmung  und  Windung  sind  folglich 
einander  gleich,  wenn  a  =  -~  ist. 

Wir    wollen    die    Krümmung    wieder    mit    —    bezeichnen,    so    das« 

f 
cos^a  =  —  ist.     Die  Höhe   eines    Schraubenganges   ist   2nrtan<i 

=  2 7t YrQ\l  —  -^)  und  wird  folglich,  wenn  ^  endlich  bleibt,  aberr  un- 
begrenzt abnimmt,  im  Grenzfall  gleich  2  7iVrQf  d.  h.  unendlich  klein. 
Danach  wird  die  Bewegung  eines  Punktes  in  der  Curve,   obgleich  sie  un- 
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endlich  wenig  von  der  Bewegung  in  einer  Geraden  verschieden  ist  (die 
Bahn  ist   beständig   in  dem  unendlich  kleinen  Abstände  r  von  der  festen 

1 
Geraden,  der  Axe  des  Oylinders),   eine   endliche   Krümmung  —  besitzen. 

Die  Windung,  die  gleich  —  tan€i  oder  y==^(\ )  is^^»  '«^^d  im  Grenz- 
fall eine  mittlere  Proportionale  aswischen  der  unendlichen  Krümmung  der 
kreisförnpigen  Cylinderbasis  und  der  endlichen  Krümmung  der  Curve  sein. 
Die  Beschleunigung  "(oder  Kraft),  welche  erforderlich  ist,  um  eine 
solche  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  zu  erzeugen,  wird  später  unter- 
sucht werden. 

14.  Biegsame  Linien. —  Eine  Kette,  Schnur,  ein  feiner  Draht, 
*eine  feine  Faser  oder  ein  Haar  fuhren  uns  zu  dem  Begriff  einer  voll- 
kommen biegsamen  und  anausdehnbaren  Linie,  die  sich  weder 
in  der  Natur  vorfindet,  noch  künstlich  hergestellt  werden  kann. 

Die  elementare  Kinematik  dieses  Gegenstandes  erfordert  keine 

Untersuchung.     Die  mathematische  Bedingung ,  die  in  jedem  Falle 

;  derselben  auszudrucken  ist,  besteht  eiQ£Bu;h  darin,  dass  die-  längs  der 

Linie  gemessenct  Entfernung  irgend  eines  Punktes  von  irgend  einem 

andern  Punkte  constant  bleibe,  wie  auch  immer  die  Linie  gebogen  sei. 

15.  Der  Gebrauch  einer  Schnur  bei  Maschinen  liefert  uns  viele 
praktische  Anwendungen  dieser  Theorie,  die  im  Allgemeinen  sehr 
einÜMh  sind,  obgleich  merkwürdige  und  nicht  immer  sehr  leichte 
ge<nnetrische  Probleme  in  Verbindung  damit  vorkommen.  Wir  wol- 
len hier  bei  solchen  Fällep,  wie  Knoten,  Weben,  Stricken^  u.  s.  w., 
nicht  verweilen,  da  die  allgemeine  Entwicklung  äusserst  schwierig 
ist,  während  die  gewöhnlichen  Fälle  allzu  einfach  sind,  als  dass  eine 
Erklärung'  erforderlich  wäre. 

16.  Bei  der  mechanischen  Zeichnung  von  Curven  wird  oft  eine 
biegsame  und  unausdehnbare  Schnui*  vorausgesetzt.  Will  man  z.  B. 
eine  Ellipse  ziehen,  so  zeigt  die  Eigenschaft  der  Brennpunkte  der 
Cnrve,  dass,  wenn  man  die  Enden  einer  solchen  Schnur  an  diese 
Punkte  befestigt  und  die  Schnur  durch  einen  Stift  beständig  ge- 
spannt hält,  der  Stift  die  Curve  verzeichnen  wird. 

Mittels  eines  um  einen  Brennpunkt  beweglichen  Lineals  und 
einer  an  den  andern  Brennpunkt  und  einen  Punkt  des  Lineals  be- 
festigten Schnur  kann  mit  Rücksicht  auf  die  analoge  Eigenschaft 
ilirer  Brennpunkte  die  Hyperbel  beschrieben  werden,  u.  s.  w. 

17.  Evolute.  —  Von  einiger  Wichtigkeit  in  der  theoretischen 
Physikf  niunf  ntlich  in  gewissen  Fragen  der  Optik,  ist  die  Betrachtung 
der  Evoluten,  und  daher  wollen  wir  dieser  Anwendung  der  Kine- 
matik einige  Paragraph^  widmen. 
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Definition.  —Wenn  ein  an  einem  Punkte  einer  ebenen  Gurre 
befestigter  biegsamer  und  unausdehnbarer  Faden  längs  der  Corve 
gespannt  und  darauf  in  der  Ebene  der  Curve  abgewickelt  wird,  so 
beschreibt  sein  Endpunkt  eine  Evolvente  der  Curve.  Die  nr- 
sprüngliche  Curve  wird  mit  Rücksicht  auf  die  neu  entstandene  die 
Evolute  genannt. 

18.  In  der  vorstehenden  Definition  sprechen  wir  von  einer  Evol- 
vente und  von  der  Evolute  einer  Curve.  Es  lässt  sich  nämlich  leicht 
einsehen,  dass  eine  Curve  nui*  eine  Evolute  haben  kann,  während  m 
unendlich  viele  Evolventen  besitzt.  Den^  um  eine  andere  und  andere 
Evolvente  zu  erhalten,  haben  wir  nur  den  Curvenpunkt  zu  ändern,- 
von  welchem  der  zeichnende  Punkt  seinen  Ausgang  nimmt,  oder  die 
Evolvente  zu  betrachten,  die  jeder  Punkt  des  Fadens  beschreibt,  und 
diese  werden  im  Allgemeinen  verschiedene  Curven  sein.  Dagegen 
zeigt  der  folgende  Paragraph,  dass  es  nur  eine  Evolute  giebt. 

19.  Es  seien  ii^  irgend  eine  Curve,- PQ  ein  Theil  einer  Evol- 
vente und  pP^  qQ  Lagen  des  freien  Theils  des  Fadens.     Man  sieht 

auf  der  Stelle,  dass  pP,giQ  Tangen- 
^^"  ^'  ten  an  den  Bogen  AB  in  den  Punk- 

ten p,q  sein  müssen.  Auch  dreht 
sich  der  Faden  in  jeder  Lage  wie 
pP  um  den  Punkt  f>,  so  dass  dasia 
P  liegen4,e  unendlich  kleine  Gurren- 
dement  als  Bogen  eines  Kreises  an- 
zusehen ist,  der  denMittelpunktpnnd 
den  Radius  pP  hat:  folglich  ist  pP  eine  Normale  der  Gnrve  PQ- 
Danach  ist  die  Evolute  von  PQ  eine  ganz  bestimmte  Curve,  nämlich 
die  einhüllende  Linie  der  in  allen  Punkten  von  P  Q  errichteten  No^ 
malen  oder,  was  dasselbe  ist,  der  geometrische  Ort  der  Krümmongs- 
mittelpnnkte  der  Curve  PQ,  Wir  erwähnen  nur  noch  einen  Sati, 
der  sich  auf  der  Stelle  aus  der  Entst^hungsart  von  PQ  ergiebt, 
nämlich  dass  der  Bogen  qp  gleich  der  Differenz  von  q  Q  und  pP^ 
oder  dass  der  Bogen  pÄ  gleich  pP  ist. 

20.  GKesohwindigkeit.  —  Die  Intensität  der  Bewegung  eines 
Punktes  heisst  seine  G e s c h w indigkeit.  Dieselbe  wird  offenbar  grös- 
ser oder  kleiner  sein,  je  nachdem  der  in  einer  gegebenen  Zeit  durch- 
laufene Weg  grösser  oder  kleiner  ist.  Die  Greschwindigkeit  kann 
gleichförmig,  d.  h.  in  jedem  Augenblick  dieselbe,  oder  veränder- 
lich sein. 

Eine  gleichförmige  Geschwindigkeit  wird  durch  den  während 
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der  2ieiteiiilieit  zurückgelegten  Weg  gemessen  und  im  Allgemeinen 
durcli  die  Anzahl  der  auf  die  Secunde  kommenden  Fuss  ausgedrückt. 
Wenn  sie  sehr  gross  ist,  wie  beim  Licht',  ^o  drückt  man  sie  durch 
die  Anzahl  der  auf  die  Secunde  kommenden  Meilen  aus.  Es  ist  zu 
bemerken,  dass  die  Zeit  hier  in  dem  abstracten  Sinne  einer  gleich* 
förmig  zunehmenden  Crrdsse  gebraucht  wird,  was  man  in  der  Diffe- 
rentialrechnung eine  unabhängig  Veränderliche  nennt;  ihre  physika- 
lisdie  Definition  wird  im  nächsten  Capitel  gegeben  werden. 

21.  Wenn  danach  v  die  Geschwindigkeit  eines  in  gleichförmiger 
Bewegung  begriffenen  Punktes  ist,  so  legt  derselbe  jede  Secunde  einen 
Weg  von  V  Fuss,  also  in  t  Secunden,  wq  t  irgend  eine  Zahl  bezeich- 
net, einen  Weg  von  vt  Fuss  zurück,  und  wenn  der  durchlaufene  Weg 
mit  s  bezeichnet  wird,  so  haben  wir 

s  =  rf. 
Die  Einheit  der  Geschwindigkeit  ist  die  Geschwindigkeit  eines  Punk- 
tes, welcher  während  der  Zeiteinheit  die  Raumeinheit  zurücklegt. 

22.  Es  ist  gut,  Folgendes  zu  beachten:  Da  unsere  Formel 
nns  allgemein 

s 

liefert,  und  da  wir  durchaus  keine  Yoraussetzung  über  die  Grösse 
Ton  s  und  t  gemacht  haben,  so  können  wir  s  und  t  so  klein,  als  wir 
nur  wollen,  annehmen.  Wir  erhalten  also  dasselbe  Resultat, 
mögen  wir  nun  v  von  dem  in  1000000  Secunden  oder  von 
dem  in  Vioooooo  Secunden  zurückgelegten  Wege  herleiten. 
Dieser  Gedanke  ist  von  grossem  Nutzen,  da  er  uns  Vertrauen  in  das 
Ergebniss  eines  spätem  Paragraphen  einflössen  wird,  in  welchem 
wir,  om  eine  veränderliche  Geschwindigkeit  zu  messen,  genöthigt 
Bein  werden,  uns  dem  Werthe  derselben  durch  Betrachtung  des  We- 
ges zu  nähern,  der  während  einer  so  kurzen  Zeit  durchlaufen  ist, 
dass  die  Geschwindigkeit  während  derselben  ihre  Grösse  nicht  merk- 
lich ändert. 

23.  Wenn  der  Punkt  sich  nicht  gleichförmig  bewegt,  so  ist 
die  Geschwindigkeit  veränderlich  oder  zu  verschiedenen  aufeinander 
folgenden  Augenblicken  verschieden.  Wir  verstehen  dann  unter  der 
mittleren  Geschwindigkeit  während  irgend  einer  Zeit  den  während 
dieser  Zeit  zurückgelegten  Weg,  dividirt  durch  die  Zeit.  Femer 
definiren  wir  die  wirkliche  Geschwindigkeit,  die  der  Punkt  zu  irgend 
oner  Zeit  besitzt,  als  den  Weg,  den  er  während  einer  Secunde  zu- 
rückgelegt haben  würde,  wenn  er  für  diese  Zeit  seine  Geschwindig- 
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keit  anverändert  beibehalten  hätte.  DasB  jeder  in  Bewegung  befind 
liehe  Körper  in  jedem  Augenblick  eine  bestimmte  Geschwindigk« 
hat,  ist  Allen  einleuchtend  und  Gegenstand  des  täglichen  Grespräcl 
So  nimmt  die  Schnelligkeit  eines  Eisenbahnzuges  vom  Augenb]i<» 
der  Abfahrt  an  nach  und  nach  zu,  ipd  wir  halten  es  nicht  für  aj|4 
gereimt,  zu  sagen,  er  bewege  sich  in  einem  bestimmten  Augenblicl| 
mit  einer  Geschwindigkeit  von  10  oder  50  Meilen  die  Stunde,  oh*. 
gleich  er  sich  während  einer  Stunde  vielleicht  überhaupt  keine  Meilij 
fortbewegt  hat.  In  der  That  können  wir  voraussetzen,  in  irgendi 
einem  Augenblick  während  der  Bewegung  werde  der  Dampf  so  adi 
justirt,  dass  er  den  Zug  einige  Zeit  hindurch  sich  mit  voUkommei 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegen  lasse.  Dies  würde  die  Ge- 
schwindigkeit sein,  welche  der  Zug  in  dem  in  Rede  stehenden  Mo- 
ment besässe.  Aber  auch  ohne  vorauszusetzen,  dass  die  bewegende 
^ Kraft  in  dieser  Weise  adjustirt  werde,  können  wii*  ofTeubar  diese 
augenblickliche  Geschwindigkeit  näherungsweise  erhalten,  indem  vrir 
die  Bewegung  während  einer  so  kurzen  Zeit  betrachten,  dass  die 
während  derselben  wirklich  erfolgte  Geschwindigkeitsäuderung  klein 
genug  ist,  um  vernachlässigt  werden  zu  können. 

24.     Bezeichnet  v  die  Geschwindigkeit,    die  der  Punkt   beim 

Beginn  oder  beim  Ende  oder  zu  irgend  einem  Augenblicke  während 

der  Bewegung  besitzt,  und  S  den  während  der  Zeit  t  wirklich  zurück- 

s 
gelegten  Weg,  so  ist  die  Gleichung  v  =^  j  um  so  mehr  annähernd 

V 

richtig,  je  mehr  die  Geschwindigkeit  während  der  Zeit  t  eine  an- 
nähernd gleichförmige  ist.  Nehmen  wir  also  t  als  Vio  Becunde  an, 
und  ergiebt  sich,  dass  der  während  dieser  Zeit  zurückgelegte  Weg 

Si  ist,  so  ist  rr-  odor  lOSi  ©iii  Näherungswerth  der  in  jedem  Augen- 

710 

blick  während  der  Zeit  t  stattfindenden  Geschwindigkeit.  Nehmen 
wir  für  t  Vioo  Secunde  und  ist  %  der  entspreehende  Weg,  so  ist  r-; — 

/IM 

oder  100  Ss  ein  schon  genauerer  Näherungswerth.  Die  Reihe  der 
Werthe : 

der  in  einer  Secunde  zurückgelegte  Weg, 

das  Zehnfache  des  im  ersten  Zehntel  einer  See.  zurückgelegt.  WegoB, 

d.  Hundertfache  „     „       „      Hundertel  „        „  „  „    , 

o.  8.  w.,  bringen  uns  also  der  beim  Beginn  der  ersten  Secunde  statt- 
findenden Geschwindigkeit  immer  näher.  Die  ganze  Grundlage  der 
Differentialrechnung  ist   thatsächlich  in  der  einfachen  Frage  ent- 
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Italten:  „Welches  ist  der  yerhältnissinässige  Betrag  der  Znnahme  des 
Enrdckgelegtei]  Weges?'',  d.  h.:  Was  ist  die  Geschwindigkeit  des  in 
Bewegung  befindlichen  Punktes? 

"Rin  Punkt,  welcher  während  der  Zeit  t  einen  Weg  8  zurückgelegt 
hat,  mdge  seine  Bewegung  noch  einen  Zeittheil  dt  hindurch  fortsetzen 
und  während  desselben  den  Weg  <f  8  beschreiben.  Ist  dann  Vi  die  grösste 
und  V2  die  kleinste  Gfeschwindigkeit ,  welche  der  Punkt  während  (f<  be- 
sitzt, so  hat  man  offenbar: 

,  68    ^  d8   ^ 

Je  mehr  aber  dt  abnimmt,  desto  mehr  nähern  sich  v^  und  v^,  und  im 
Grenzfall  fiallen  beide  Grössen  mit  der  zur  Zeit  t  stattfindenden  Geschwin- 
digkeit zusammen;  folglich  ist 

d8 

25.  Zerlegung  einer  OeBohwindigkeit.  —  Die  obige  Defini- 
tion der '  Geschwindigkeit  ist  stets  auf  dieselbe  Weise  anwendbar, 
der  Punkt  mag  sich  in  einer  geraden  oder  in  einer  krummen  Linie 
bewegen.  Da  aber  im  letztem  Falle  sich  die  Bewegungsrichtung 
beständig  ändert,  so  ist  der  blosse  Betrag  der  Geschwindigkeit  nicht 
hinreichend,  die  Bewegung  vollständig  zu  bestimmen,  und  wir  müs- 
sen in  jedem  solchen  Falle  noch  andere  Data  haben,  um  die  Un- 
bestimmtheit zu  beseitigen. 

In  allen  Fällen  dieser  Art,  mögen  wir  es  wie  hier  mit  Ge- 
schwindigkeiten, oder  wie  später  mit  Beschleunigungen  und  Kräften 
zu  thun  haben,  besteht  die  gewöhnlich  angewandte  Methode  yor- 
nehmlich  darin,  dass  man  nicht  die  Geschwindigkeit,  Beschleunigung, 
Kraft  direct  studirt,  sondern  sich  mit  den  Theilen  derselben  be- 
schäftigt, die  parallel  zu  irgend  drei  auf  einander  senkrechten  Gera- 
den genommen  sind.    Wenn  z.  B.  ein  Zug  auf  eiuef*  geneigten  Bahn 
nach  Nord -Westen  hin  ansteigt,  so  kann  die  ganze  Geschwindigkeit 
and  die  Neigung  der  Bahn  gegeben  sein.     Dieselben  Begriffe  lassen 
'  sich  aber  auch  so  ausdrücken :  der  Zug  bewegt  sich  zugleich  nach 
N<Nrden,  nach  Westen  und  nach  oben,  und  die  Bewegung  wird  so- 
wohl der  Gk-ÖBse  wie  der  Richtung  nach  vollkommen  bekannt  sein, 
wenn  wir  die  in  diesen  Richtungen  stattfindenden  Geschwindigkeiten 
einzeln  kennen.    Diese  Geschwindigkeiten  werden  die  nach  den  drei 
auf  einander  senkrechten  Richtungen:  Norden,  Westen,    Oben  ge- 
nommenen Componenten  der  ganzen  Geschwindigkeit  genannt. 


1 

I 


14  Einleitende  Begriffe. 

Im  Allgemeinen  ist  (wie  wir  gesehen  habed)  die  Geschwindigkeit  einet 

ds 
in  x,y,z  beftndlichen  Punktes  gleich  ^,  oder,  was  dasselbe  ist: 


1®*+®*+^?- 


dx 
Nun  ist  -xj  die  verhältnissmässige  Zunahme  von  x,  oder  die  der  x  Axe  panü- 

lele  Geschwindigkeit,  die  wir  mit  t^,  bezeichnen  wollen.     Eine  analoge  Be- 

dy     dz 
deutung  hat  jeder  der  Ausdrücke  ^ ,   ^  •    Sind  also  «,  /J,  y  die  Winkd, 

welche  die  Bewegungsrichtung  mit  den  Axen  bildet,  so  ist 

dx 

dx 37  t7, 

""  d«         ds  "~  IT' 

dt 
folglich 

und  diese  Gleichung  lehrt  Folgendes :  — 

26.  Eine  Geschwindigkeit  von  beliebiger  Richtung  kann  nach 
jeder  andern  Richtung  und  senkrecht  zu  derselben  zerlegt  werden. 
Die  erstere  dieser  beiden  Componenten  erhält  man  dadurch,  dass 
man  die  Geschwindigkeit  mit  dem  Cosinus  des  von  beiden  RichtiiB' 
gen  eingeschlossenen  Winkels  multiplicirt ;  bei  der  Bestimmung  der 
zweiten  Componente  hat  man  den  Sinus  dieses  Winkels  als^Factor 
zu  benutzen.  Femer  kann  jede  Geschwindigkeit  in  drei  Componen- 
ten zerlegt  worden,  die  zu  drei  beliebigen  auf  einander  senkrechten 
Geraden  parallel  sind,  und  jede  CompontBut^  wird  gebildet  durch 
Multiplication  der  ganzen  Geschwindigkeit  mit  dem  Cosinus  des 
zwischen  den  Richtungen  der  Geschwindigkeit  und  der  betreffenden 
Componente  enthaltenen  Winkels. 

Es  ist  nützlich,   zu  beachten,   dass,   wenn  die  Axen  der  x,y,t  nicht 

senkrecht  auf  einander  stehen,  die  den  Axen  parallelen  GeschwindigkeiteD 

dx     dy     dz 
immer  noch  -jt  »   "rr  i    jT  sein  werden.    Es  ist  dann  aber  nicht  mehr 
dt     dt*   dt 


Ö7)"=(^)'+0"+(^')' 


Wir  überlassen  es  dem  Leser,  in  diesem  Falle  die  ganze  G^eschwindig^ 
keit  durch  ihre  Oomponenten  genau  auszudrücken. 

Wenn  wir  die  Geschwindigkeit  längs  einer  Geraden  zerlegen ,  die  mit 
den  Axen  die  Winkel  X^fx^y  und  mit  der  Bewegungsrichtung  den  Winkel 
^  bildet,  so  ergeben  sich,  je  nachdem  wir  direct  v  oder  die  Ckmiponenten 
v,,Vy,f,  von  V  zerlegen,  zwei  Ausdrücke,  die  natürlich  einander  gleich 
sein  müssen,  nämlich 

VCOSB^  =  V*C08X  -f"  VyCOS  u  -f-  V,C08y. 
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W«rden  in  diese  Qleichang  die  (§.  25)  schon  gegebenen  Werfte  von  9„ 
v,,«c  eingesetzt,  so  erbalten  wir  den  bekannten  geometrischen  Satz: 
cos  ^  =  cos  « .  cos  1  +  cos  ß ,  cosfA  +  cos  y .  cos  y 

über  den  Winkel  zwischen  zwei  Geraden,  die  mit  den  Axen  gegebene 
li^inkel  bilden.  Ans  dem  obigen  Ausdruck  ersehen  wir  auf  der  Stelle 
Folgendes :  — 

27.  ZusammeiiifletsiLng  yon  GdsohwindigkeitexL  —  Die  nach 
irgend  einer  Richtung  genommene  Componente  einer  Geschwindig- 
keit ist  die  Summe  der  nach  derselben  Richtung  genommenen  Theile 
der  drei  rechtwinkligen  Componenten  der  ganzen  Geschwindigkeit. 
Dieser  Satz  behält  seine  Gültigkeit,  wenn  die  Bewegung  auf  eine 
Ebene  beschränkt  ist;  nur  haben  wir  dann  bloss  zwei  rechtwinklige 
Componenten.  Diese  Resultate  führen  zu  der  folgenden  an  sich 
klaren  geometrischen  Construction:  — 

Es  sollen  zwei  beliebige  Gesclqinndigkeiten,  wie  OA,OB,  zu- 
sammengesetzt werden.      Man  ziehe  von  Ä  aus  Ä  C  parallel  und 

gleich  OB  und  verbinde  0  mit  C, 
so  ist  0  C  die  resultirende  Geschwin- 
digkeit in  Grosse  und  Richtung. 

0  C  ist  augenscheinlich  die  Dia- 
gonale des  Parallelogramms,  welches 
Oä  und  OB  zu  Seiten  hat. 

Hieraus  ergeben  sich  weiter  fol- 
gende Sätze :  — 

Die  Resultante  von  Geschwindigkeiten,  welche  durch  die  sämmt- 
Hch  in  demselben  Sinne  genommenen  Seiten  irgend  eines  geschlos- 
senen Polygons  dargestellt  werden,  ist  Null,  das  Polygon  mag  eben 
sein  oder  nicht. 

Wenn  alle  Seiten  eines  Polygons,  mit  Ausnahme  einer  einzigen, 
Geschwindigkeiten  darstellen,  so  wird  die  Resultante  dieser  Ge- 
adiwindigkeiten  durch  die  eine  ausgeschlossene  Seite  dargestellt, 
vorausgesetzt,  dass  letztere  im  entgegengesetzten  Sinne  wie  alle 
übrigen  genommen  wird. 

Sind  zwei  oder  drei  Geschwindigkeiten  in  zwei  oder  drei  au^ 
einander  senkrechten  Richtungen  gegeben,  so  ist  die  Resultante  die 
Quadratwurzel  aus  der  Summe  ihrer  Quadrate,  und  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  Resultante  mit  den  gegebenen  Richtungen  bildet, 
sind  die  Verhältnisse  der  Componenten  zur  Resultante. 

Da  &s  im  Grenzfall   in  dr  und  r<f^  zerlegt  werden  kann,  wo  r  und 
^  Polareoordinaten  einer  ebenen  Curve  sind,    so   ist  leicht  zu  sehen,  dass 

-TT  und  r -TT-   die   in  der    Bichtung  des    Badiüsvector   und   senkrecht   zu 


16  Einleitende  Begriffe. 

dieser  Bichtung  genommenen  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  sind.  Wir 
können  dasselbe  Besoltat  noch  auf  eine  andere  Weise  erlangen.    JEs  ist 

X  "=  r.co8&f  y  :=  r. sin ^, 

folglich 

dx       dr       ^  '    ^d& 

dy       dr    .    .  .  ^dS" 

Kach  §.  26  ist  aber  die  ganze  in  der  Bichtnng  von  r  genommene  Ge- 
schwindigkeitscomponente 

dx       t.  t  dy    .    . 

dr 
xmö.  dieser  Ausdruck  hat,   den  letzten  Formeln  zufolge,  den  Werth  jr- 

In  derselben  Weise  erhält  man  für  die  zu  r  senkrechte  Componente 

djj  dx    .  dd- 

28.  Beschleunigung.  —  Man  nennt  die  Gescliwindigkeit  eines 
Punktes  beschleunigt  oder  verzögert,  je  nachdem  dieselbe  zu-  oder 
abnimmt.  Es  ist  jedoch  üblich,  in  beiden  Fällen  das  Wort  Be- 
schleunigung zu  gebrauchen,  und  dieselbe  im  erstem  Falle  als 
positive,  im  zweit-en  Falle  als  negative  Grösse  anzusehen.  Die  Be- 
schleunigung einer  Geschwindigkeit  kann  natürlich  gleichförmig 
oder  veränderlich  sein.  Sie  heisst  gleichförmig,  wenn  der  Punkt  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Geschwindigkeitszunahmen  empfängt,  und 
wird  dann  gemessen  .durch  die  während  der  Zeiteinheit  wirklich  er- 
folgte Geschwindigkeitszunahme.  Wenn  wir  als  Einheit  der  Be- 
schleunigung die  Beschleunigung  annehmen,  welche  der  Geschwin- 
digkeit eines  Punktes  während  der  Zeiteinheit  eine  Einheit  der 
Geschwindigkeit  hinzufügt,  so  wird  eine^  Beschleunigung  a  in  der 
Zeiteinheit  et,  und  somit  in  t  Zeiteinheiten  at  Einheiten  der  Ge- 
schwindigkeit hinzufügen.  Bezeichnet  also  V  die  während  der  Zeit 
t  erfolgte  Geschwindigkeitsänderung,  so  ist 

F  =  at 

29.  Wenn  der  Punkt  in  aufeinander  folgenden  gleichen  Zeit- 
abschnitten nicht  gleiche  Geschwindigkeitszunahmen  empfangt,  so 
ist  die  Beschleunigung  veränderlich.  Sie  wird  dann  durch  die  Ge- 
schwindigkeitszunahme gemessen,  welche  in  der  Zeiteinheit  erzeugt 
sein  würde,  wenn  die  Beschleunigung  während  derselben  ihren  an- 
fanglichen Werth  unverändert  beibehalten  hätte.  Die  mittlere 
Beschleunigung  für  irgend  eine  Zeit  ergiebt  sich,  wenn  man  die 
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gBSkze  wahrend  dieser  Zeit  gewonnene  Geschwindigkeit  durch  die 
Zeit  dividirt. 

Eb  sei  V  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t,  &v  die  Geschwindigkeits- 
ändenmg  während  des  Zeitraums  &tj  und  «i,a2  beziehungsweise  der  grösste 
und  der  kleinste  Werth  der  während  dt  eingetretenen  Beschleunigung. 
Dann  ist  offenbar 

cf  ü  <  «1  dt,  dv  >  «2  dt, 
oder 

dv  dv 

dt^"^*di^"^' 

Wird  dt  immer  kleiner  und  kleiner  angenommen,  so  nähern  sich  die 
Werthe  von  «j  und  «^  immer  mehr  einander,,  und  im  Qr^nzfall  fallen  sie 
mit  der  zur  Zeit  t  stattfindenden  Beschleunigung  a  zusammen.  Es  ist 
also 

dv 

57  =  "- 

Bs  ist  von  Nutzen,  zu  bemerken,  dass  wir  (bei  Annahme  einer  andern 
unabhängig  Veränderlichen)  auch  i. 

dv  ds dv 

ds  dt  ds 

schreiben  können. 

ds  d^s 

Da  1?  =  jr ,    so  haben  wir  «  =  ^-75 ,  und  aus  Betrachtungen,  die  den 

oben  angestellten  ganz  analog  sind,  erhellt,  dass 

_  d^x 

(tg      m^—  J    ,«|      f        U.        S.        W. 

die  den  Azen  parallelen  Beschleunigungen  sind.   Man  übersehe  aber  durch» 

d^8 
ans  nicht,  dass  -jr^  nicht  die  vollständige  Besul taute   von  «*,  Cy,  cTg  ist; 

denn  wir  haben  im  Allgemeinen  nicht 

\dtV   ""  \dt^)   "^  Vdt^a/   "^  \dtV  ' 

Die  Bichtungscosinus  der  in  irgend  einem  Punkte  rr,  y^  z  an  die  Bahn 
gezogenen  Tangente  sind 

\  dx    l  dy    i  ds 
V  dt*  V  dt*  V  dt' 

Diejenigen    der   Geraden,    welche    die    resultirende    Besclileunigung    dar- 

iteUt,  sind 

£  d^     1  d^y     1   d^z 

f  dt^*  f  dt^'   f  dt^* 

vo  die  resultirende  Beschleunigung  der  Kürze  wegen  mit  /  bezeichnet  ist. 
Bie  BichtungBCOsinas  der  Ebene  dieser  beiden  Linien  sind  daher 

dyd^z^dzd^y 

{{dyd^z^dzd'^yY^  +  {dzd^X'-dxd^z)^  +  (dxd^y'-dyd^x)^\'^'^'^'^' 

Dioe  Ausdrücke  zeigen  (§  9),   dass  diese  Ebene  die  osculatorische  Ebene 
Thomson  n.   Tftit,  theoretische  Physik.  2 
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der  CuTve  ist.    Bezeichnet  femer  ^  den  von  jenen  beiden  Geraden  ein- 
geschlossenen Winkel,  so  ist 

.   ,  _  {(dyd^JS'^ded^y)^+(dzd^X'-dxd^z)^+{dxd^y—dycPx)^)'^ 
*****  -  Zfd^  ' 

oder  mit  Bücksicht  auf  den  in   §  9  erhaltenen  Ausdruck  der  Krünunnng 

.    ^  ds*  v^ 

Es  ist  folglich 

fstnd'  =  — 
Q 
Weiter  ist 

1  (dxd^x  ,  dyd^y  .  dzd^z\  __  d^dH  _   dH 
C0S9  ^  tj/\ei<  dt^'^dt  dt^'^dtdt^/  "^  vfdt^^  fdt^ 
also 

und  wir  erhalten  somit  folgenden  Satz:  — 

30.  Zerlegung  und  Zusammensetzung  von  Beschleuni- 
gungen.  —  Die  nach  irgend  einer  Richtung  genommene  Gesammt- 
beschlennigung  ist  die  Summe  der  (nach  jener  Richtung  genomme- 
nen) Componenten  der  zu  drei  beliebigen  auf  einander  senkrechten 
Axen  parallelen  Beschleunigungen;  jede  Gomponente  einer  Beschlea- 
nigung  wird  auf  dieselbe  Weise  wie  die  Gomponente  einer  Geschwin- 
digkeit gefunden,  nämlich  durch  Multiplication  mit  dem  Cosinus 
des  Winkels  zwischen  der  Richtung  der  Beschleunigung  und  der 
Geraden,  längs  welcher,  dieselbe  genommen  werden  soll. 

31.  Wenn  sich  ein  Punkt  in  einer  Curve  bewegt,  so  kann  die 
Gesammtbeschleunigung  in  zwei  Theile  zerlegt  werden,  von  denen 
der  eine  die  Richtung  der  Bewegung  hat  und  der  Beschleunigung 
der  Geschwindigkeit  gleich  ist;  der  andere  ist  gegen  den  Erüm- 
mungsmittelpunkt  hin  (also  senkrecht  gegen  die  Bewegungsrichtung) 
gerichtet,  und  seine  Grösse  ist  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit 
und  zugleich  der  Krümmung  der  Bahn  proportional.  Der  erstere 
dieser  Theile  ändert  die  Geschwindigkeit,  der  zweite  wirkt  nur  auf 
die  Gestalt  der  Bahn  oder  auf  die  Bewegungsrichtung  ein.  Ist  dem- 
nach ein  in  Bewegung  befindlicher  Punkt  einer  constanten  oder  ver- 
änderlichen. Beschleunigung  unterworfen,  die  beständig  senkrecht 
zur  Bewegnngsrichtung  ist,  so  erleidet  die  Geschwindigkeit  keine 
Aenderung,  und  die  Wirkung  der  Beschleunigung  besteht  einzig 
und  allein  darin,  dass  sie  den  Punkt  sich  in  einer  Cui've  bewegen 
lässt,  deren  Krümmung  in  jedem  Augenblick  der  Beschleunigung 
proportional  ist. 
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33.  Es  Ifisst  sich  dies  noch  in  anderer  Weise  ausdrücken: 
Weim  sich  ein  Ponkt  mit*  gleichförmiger  oder  veränderlicher  Ge- 
schwindigkeit in  einer  Cnrve  bewegt,  so  ist  seine  Richtongsänderung 
als  gleichbedeutend  mit  einer  gegen  den  Erümmungsmittelpunkt 
hin  gerichteten  Beschleunigang  anzusehen,  deren  Grosse  gleich  dem 
Quadrat  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch  den  Krümmungs- 
halbmesser ist.  Die  Gesammtbeschleunigung  ist  in  jedem  Falle  die 
Resultante  der  die  Kichtungsänderung  in  der  angegebenen  Weise 
ersetzenden  Beschleunigung  und  der  Beschleunigung  der  längs  der 
Cnrre  wirklich  stattfindenden  Geschwindigkeit. 

Wenn  die  Bewegung  in  einer  ebenen  Curve  erfolgt,  so  können  wir 
die  Beschleunigang  noch  auf  eine  andere  Weise  zerlegen,  die  zuweilen 
Ton  Nutzen  ist,  nämlich  längs  der  Richtung  des  Badiusvector  und  senk- 
recht zn  dieser  Bichtung.  Durch  eine '  der  in  §  27  angewandten  ganz 
ähnliche  Methode  finden  wir  ohne  Mühe  für  die  nach  der  Bichtung  des 
HadiuBvector  genommene  Componente 

dt^       ^\dt)' 
und  for  die  zum  Badiusvector  senkrechte  Componente 

d  f  ^d& 


rdtV    dtJ 


33.  Bestimmung  der  Bewegung  aus  der  Gtesohwindigkeit 
oder  der  Beschleimigung.  —  Wenn  in  irgend  einem  Falle  der  Be- 
wegung eines  Punktes  die  ganze  Geschwindigkeit  und  deren  Bich* 
tong,  oder  einfach  die  nach  drei  auf  einander  senkrechten  Bichtungen 
genommenen  Geschwindigkeitscomponenten  für  irgend  eine  Zeit, 
oder,  wie  es  meist  geschieht,  für  irgend  eine  Lage  gegeben  sind, 
80  ist  es  eine  Aufgabe  der  reinen  Mathematik,  die  Gestalt  der  be- 
schriebenen Bahn  und  andere  die  Bewegung  betreffende  Umstände 
zu  bestimmen,  und  diese  Aufgabe  kann  in  allen  Fällen,  wenn  auch 
nicht  ganz  exact,  so  doch  mit  jedem  nur  wünschenswerthen  Grade 
der  Genauigkeit  gelöst  werden. 

Ebenso  verhält  es  sich,  wenn  in  jedem  Augenblick  die  Ge- 
sammtbeschleunigung und  deren  Bichtung,  oder  einfach  deren  recht- 
winklige Componenten  gegeben  sind,  vorausgesetzt,  dass  in  irgend 
einem  Augenblicke  die  Geschwindigkeit,  die  Bewegungsrichtung  und 
zugleich  die  Lage  des  Punktes  bekannt  sind. 

Denn  wir  haben  im  ersteren  Falle 

dx 

T—  =  V,  =  t?  cos  «,  u.  s.  w., 
dt 

und  da  diese   drei  simultanen   Gleichungen   nur  x^y^z  und  t  enthalten 

2* 
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können,  so  werden  wir  nach  Integration  derselben  im  Stande  sein,  x,  y.^ 
als  Functionen  von  t  aaszudrücken.  Wird  aus  den  letzterhaltenen  Glei- 
chungen t  eliminirt,  so  ergeben  sich  zwei  Gleichungen  zwischen  x,y  and 
z,  von  denen  jede  eine  Oberfläche  darstellt,  auf  welcher  die  vom  Punkte 
beschriebene  Bahn  liegt;  letztere  ist  daher  durch  den  Schnitt  dieser  beiden 
Oberflächen  vollständig  bestimmt. 
Im  zweiten  Falle  haben  wir 

und  auch  für  diese  Gleichungen  gelten  die  obigen  Bemerkungen;  nur  ist 
hier  jede  Gleichung  zweimal  zu  integriren. 

Die  durch  die  Integration  eingeführten  willkürlichen  Gonstanten  las- 
sen sich  sofort  bestimmen,  -wenn  die  Coordinaten  des  Punktes  und  die 
Componenten  seiner  Geschwindigkeit  für  einen  gegebenen  Augenblick  be- 
kannt sind. 

34.  Beispiele  von  Geschwindigkeiten.  —  Aus  den  dargeleg- 
ten Principien  lassen  sich  eine  Menge  interessanter  Resultate  her- 
leiten^  von  denen  wir  einige  der  wichtigsten  anführen  wollen: 

a.  Wenn  die  Geschwindigkeit  eines  in  Bewegung  befindlichen 
Punktes  gleichförmig  ist,  und  wenn  die  Richtung  derselben  sich 
gleichförmig  in  einer  Ebene  dreht,  so  ist  die  Bahn,  welche  der  Punkt 
beschreibt,  ein  Kreis. 

b.  Wenn  sich  ein  Punkt  in  einer  Ebene  bewegt  und  die  jeder 
von  zwei  rechtwinkligen  Azen  parallelen  Geschwindigkeitscomponen- 
ten  ihren  Entfernungen  von  diesen  Axen  beziehungsweise  propor- 
tional sind,  so  ist  die  Bahn  ein  Kegelschnitt,  dessen  Hauptdurch- 
messer mit  jenen  Azen  zusammenfallen ;  ausserdem  ist  die  Beschleu- 
nigung beständig  gegen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  hin  oder 
von  diesem  Punkte  weggerichtet. 

c.  Wenn  jede  der  beiden  je  einer  Aze  parallelen  Geschwindig- 
keitscomponenten  das  nämliche  Vielfache  ihres  Abstandes  von  der 
andern  Aze  ist,  so  ist  die  Bahn  eine  durch  den  Anfangspunkt 
gehende  .Gerade. 

d.  Wenn  die  Geschwindigkeit  gleichförmig  ist,  sich  aber,  was 
ihre  Richtung  betrifOb,  gleichförmig  um  einen  geraden  Kegel  von  kreis- 
förmiger Basis  dreht,  so  bewegt  sich  der  Punkt  in  einer  Schrauben- 
linie, auf  einem  Cylinder  von  kreisförmiger  Basis,  dessen  Aze  der  de« 
Kegels  paraUel  ist. 

a.    Es  sei  a  die  Geschwindigkeit  und  a  der  "Winkel,   durch  welchen 

ihre   Eichtung   sich  während  der  Zeiteinheit  dreht;    dann  haben  wir  bei 

passender  Wahl  der  Axen 

dx  '      ^   dy 

-r-  =  —  a  Htn  «  f,  jf  =  «  cos  «i, 

und  daraus  ergiebt  sich 
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b.    Ans 


dx 
dt 

=  /"y. 

dy 

dt  ^ 

yx 

d^x 
dt^  "" 

Iivx, 

d^y 
dt^  ■" 

/""y; 

folgt 


die  ganze  BeBchleunignng  ist  also  gegen  den  Anfangspunkt  hin  oder  von 

diesem  Punkte  weg  gerichtet. 

dv          V  X 
Femer  ist  ^  = ,  mithin  /iy^  —  ya;»--  q^  ^^^  ^^  ig|.  ^^  q1^. 

chong  eines  auf  seine  Hauptazen  bezogenen  Kegelschnitts, 
c.    Ist 

dx  dy 

5?  =  ''*•  df  =  ''y- 

so  erhalten  wir 

dx  dy 

X    "    y  * 
oder 

y  =  C«. 

35.  Beispiele  Ton  Besohleunigungen.  —  a.  Wenn  sich  ein 
Punkt  mit  der  gleichförmigen  Geschwindigkeit  V  in  einem  Kreise  yom 
Radios  B  bewegt,  so  ist  die  ganze  Beschleunigung  gegen  den  Mittel- 

ponkt  hin  gerichtet  and  hat  den  constanten  Werth  —  •     (S.  §  31.) 

b.  Bei  gleichförmiger  Beschleunigung  in  der  Richtung  der 
Bewegung  besehreibt  ein  Punkt  Wege,  welche  den  Quadraten  der 
seit  Beginn  der  Bewegung  verflossenen  Zeiten  proportional  sind. 

Der  während  irgend  eines  Zeitraums  zurückgelegte  Weg  ist 
in  diesem  Falle  gleich  dem  Wege,  der  in  derselben  Zeit  beschrieben 
sein  würde,  wenn  die  Bewegung  gleichförmig  mit  der  in  der  Mitte 
des  in  Rede  stehenden  Zeitraums  stattfindenden  Geschwindigkeit  er- 
folgt wäre.  Mit  anderen  Worten :  die  mittlere  Geschwindigkeit  wäh- 
rend irgend  einer  Zeit  ist  (bei  gleichförmiger  Beschleunigung)  das 
arithmetische  Mittel  aus  der  Anfangs-  und  der  Endgeschwindigkeit. 
Dies  ist  der  Fall  bei  einem  in  verticaler  Richtung  fallenden  Steine. 

Es  sei  nämlich  die  Beschleunigung  der  x  Axe  parallel,   so  haben  wir 

d^x  _ 
dt^  —  "' 
IWglich 

-j-  =z  V  =^  at  und  x  =  Va«^. 

Nach  §  29  können  wir  die  obige  Gleichung  auch  in  folgender  Weise  schreiben: 

dv 

"55  =  "' 
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und  daraus  ergiebt  sich 

— -  =  ax. 
2 

Wenn  der  Punkt  zur  Zeit  ^  ==  0  die  Geschwindigkeit  V  besass,  so  gehen 
diese  Gleichungen  über'  in 

V  =  V  +  at,  X  =:  Vt  +  V,««^  und  ^  =  --  +  ax. 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  ist  also        =  F, 

die  Endgeschwindigkeit  =  F  -f-  «^, 

das  arithmetische  Mittel  beider  Werthe  =  F  -|-  Vi  w^ 

—I  ^ 

und    dies    beweist    die    Richtigkeit   des   zweiten   Theils    der   obigen   Be- 
hauptung. 

c.  Wenn  die  Beschleunigung  gleichförmig  und  von  constanter 
Richtung  ist,  so  beschreibt  der  Punkt  eine  Parabel,  deren  Axe  jener 
Richtung  parallel  ist.  Dies  ist  der  Fall  eines  im  leeren  Raum  sich 
bewegenden  Projectils. 

Denn  wenn  die  y  Axe  der  Beschleunigung  a  parallel  ist  und  die  S«- . 
wegung  zu  irgend  einer  Zeit  in  der  xy  Ebene  erfolgt,  so  ist 

d^z  de 

die  Bewegung  folglich  ganz  auf  die  xy  Ebene  beschränkt. 
Dann  ist 

d^x  _       ^ay  _ 

d«a  —  ^'  dt^  ■"  *"' 
imd  wenn 

-—  =  const,  =  J] 
dt 

ist,  80  erhalten  wir  sofort 

d^y         _« 

oder 

y  =  1^  +  c«  +  c. 

und 

vorausgesetzt,  dass  für  o;  =  0  auch  y  ==  0  und  777  =  F  ist.    Die  letzte 
Gleichung  kann  in  folgender  Weise  geschrieben  werden: 

^-f(»+D=(-+2-7 

und  stellt  eine  Parabel  dar,  deren  Axe  parallel  der  y  Axe,  deren  Par»- 
meter  gleich  -— ,  «nd  deren  Scheitel  der  durch  die  Goordinaten 
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bestimmte  Punkt  ist. 


^  ^  a    *  ^  2a 


d.     Als   Beispiel   einer   Beschleunigung    in  einer  gewundenen 
Curye  nehmen  wir  den  Fall  des  §  13  oder  des  §  34,  d. 

Ein  Punkt  bewege  sich  in  einem  Kreise  vom  Badius  r  mit  gleichförmi- 
ger Winkelgeschwindigkeit  oi  (in  Beziehung  auf  den  Mittelpunkt) ;  zugleich 
möge  sich  dieser  Kreis  senkrecht  gegen  seine  Ebene  mit  der  Oeschwindig- 
keit  V  bewegen.  Dann  beschreibt  der  Punkt  eine  Schraubenlinie  auf  einem 
Cylinder  vom  Badius  r,  und  der  Steigungswinkel  oder  die  Neigung  a  wird 
durch  die  Formel 

V 

tana  ==  — 

ra> 

bestimmt.    Die  Krümmung  der  Bahn  ist 

and  das  Maass  der  Windung  ^ 

Die  Beschleunigung  ist  senkrecht  gegen  die  Axe  des  Gylinders  gerich- 
tet und  gleich  rta^.    Wird  dieselbe  mit  A  bezeichnet,  so  ist 


^+^ 


die  Windung      =  :p_  .  __- =  -_ 


<»a 


Nehmen  wir  nun  an,  Ä  bleibe  endlich  und  r  werde  unendlich  klein,  also 
M  unendlich  gross,  so  ist  im  Qrenzfall 

die  Krümmung  =  -^i 


0} 


die  Windung      =  ■^* 

Wenn  wir  danach  einen  materiellen -Punkt  haben,  der  sich  in  der  dar^ 
gelegten  Weise  bewegt,  und  die  Kraft  (s.  das  zweite  Capitel)  betrachten, 
welche  erforderlich  ist,  um  die  Beschleunigung  hervorzubringen,  so  finden 
wir,  dass  eine  endliche,  zur  Bewegungsbahn  senkrechte  Kraft,  deren  Bich- 
tung  sich  mit  einer  unendlich  grossen  Winkelgeschwindigkeit  dreht,  eine 
eonstante  unendlich  kleine  Abweichung  (in  einer  ihrer  eigenen  entgegen- 
gvetzten  Bichtung)  von  der  Linie  der  ungestörten  Bewegung,  sowie  end- 
liche Krümmung  und  unendliche  Windung  unterhält. 

e.  Wenn  die  Beschleonigang  senkrecht  gegen  eine  gegebene 
Ebene  nnd  der  Entfernung  von  derselben  proportional  ist,  so  ist 
die  Bahn  eine  ebene  Curve,  und  zwar  die  harmonische  Linie,  wenn 
die  Beechlennigung  gegen  die  Ebene  hin  gerichtet  ist,  dagegen  eine 
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mehr  oder  weniger  gestreckte  Eettenlinie,  wenn  die  Beschleunigang 
von  der  Ebene  abgewaudt  ist. 

Wenn  die  zAxe  in  irgend  einem  Augenblick  eenkrecht  gegen  die 
Beschleunigung  und  gegen  die  Bewegungsriclitung  ist,  so  haben  wir,  wie 
im  Falle  c, 

d^z  __  d£  __      __  ^ 

df^"  dt  -  "^  -^' 

Wird  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  der  Ebene  angenommen, 
so  ist  auch 


d^x        ^    d^y 
also 


J^  ""  ^'  dt^  ""  ^^ 


dx 
und 


-y-  z=z  const.  =  a, 
at 


Hieraus  folgt,  wenn  fi  negativ  ist, 

•y  =  Pco«(|+«). 

die  Gleichung  der   harmonischen   oder   Sinus -Linie.    Für  ein  positives  /i 
erhält  man 

y  =  Peb  +  Q  e■■^ 

und  dieser  Gleichung  können  wir  durch  Verschiebung  des  AnflE^ngsptuüctes 
längs  der  x  Aze  die  Form 

y  =  B(eh  +  e   b) 

geben.    Wenn  2  22  =  &  ist ,  so  stellt  diese  Gleichung  die  gemeine ,   sonst 
eine  in  der  Bichtung  der  y  gestreckte  oder  verbreiterte  Kettenlinie  dar. 

36.  Beschleunigung,  gegen  einen  festen  Punkt  gerich- 
tet. —  a.  Wenn  die  Beschleunigung  gegen  einen  festen  Punkt  ge- 
richtet ist,  so  liegt  die  Bahn  in  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Ebene,  und  die  vom  Radiusvector  in  dieser  Ebene  beschriebenen 
Flächenstücke  sind  den  verflossenen  Zeiten  proportional.  Dies  um- 
fasst  den  Fall  eines  Trabanten  oder  eines  Planeten,  der  sich  um  sein 
Hauptgestirn  bewegt. 

Offenbar  findet  keine  Beschleunigung  senkrecht  gegen  die  Ebene 
statt,  welche  in  irgend  einem  Augenblicke  den  festen  und  den  be- 
weglichen Punkt,  sowie  die  Bewegungsrichtong  des  letztern  enthält, 
und  da  beim  Beginn  der  Bewegung  keine  senkrecht  gegen-  diese 
Ebene  gerichtete  Geschwindigkeit  vorhanden  ist,  so  findet  eine 
solche  auch  während  der  ganzen  Bewegung  nicht  statt;  der  Ponkt 
bewegt  sich  also  in  der  Ebene.     Wäre  nun  keine  Beschleunigung 
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TorhAnden,  so  würde  der  Punkt  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
eine  gerade  Linie  beschreiben ,  und  in  diesem  Falle  wären  die  vom 
Radinsvector  beschriebenen  Flächen  der  Zeit  proportional.  Auch 
hängt  die  Grösse  der  in  irgend  einem  Augenblick  wirklich  beschrie- 
benen fläche  von  der  Länge  des  Radiusvector  und  der  zu  demselben 
senkrechten  Geschwindigkeit  ab  und  erleidet,  wie  unten  gezeigt 
wird,  durch  eine  dem  Radiusvector  parallele  Beschleunigung  keine 
Aendemng.     Dies  beweist  den  zweiten  Theil  des  Satzes. 

Wir  haben 


d^x 


—  p£     ^  —  P  y     ^—  pi 


wenn  der  feste  Punkt  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  P  eine 
Fonetion  von  x,yyZ  ist.  (In  der  Natur  hängt  P  nur  von  r  ab.)  Es 
ergiebt  sich  daraus 

und  eine  Integration  liefert  jetzt 

dz  dy        ^ 


dx d£ 

dt        ^dt 


Z  -TT  —  X  rrr  =   Uj  , 


dy  dx        ^ 

Hieraus  erhält  man  sofort 

C^x  +  C^y  +  C^z  =  0, 

d.  h.  die  Bewegung  findet  in  einer  durch  den  Anfangspunkt  gehenden 
Sbene  statt.  Wird  diese  Ebene  als  xy  Ebene  angenommen,  so  haben  wir 
nur  die  eine  Gleichung 

dy  äx        ^         ^ 

In  Polarcoordinaten  ist  dies 

,  ^da^  dA 

wenn  A  die  von  der  Curve,  einem  festen  Radiusvector  und  dem  Radius- 
Tector  des  in  Bewegung  befindlichen  Punktes  begrenzte  Fläche  bezeichnet. 
Diese  Fläche  nimmt  daher  gleichmässig  mit  der  Zeit  zu. 

b.  In  demselben  Falle  ist  die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem 
Pnnkte  dem  Tom  festen  Punkte  auf  die  augenblickliche  Bewegungs- 
richtung, die  Tangente  an  die  Bahn,  gefällten  Lothe  umgekehrt  pro- 
porüonaL 

Denn  dasProduct  dieses  Lothes  in  die  Geschwindigkeit  ist  offen- 
bar das  Doppelte  der  während  einer  Secunde  um  den  festen  Punkt 
beschriebenen  Fläche. 
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Man  kann  dies  auch  auf  folgende  Weise  darthun :  — 
Wird  das  Loth  auf  die  Tangente  mit  p  bezeichnet,  so  ist 

dy  dx 

.    ^  =  .0^—2  —  «/  — 

folglich 


*  =  *57-yd«' 


ds  dy  dx       , 

Wenn  wir  die  Bewegung  auf  Coordinaten  in  ihrer  eigenen  Ebene  be- 
jsiehen,  so  haben  wir  nur  die  Gleichungen 

d^_Px     d^y  __  Py 
dt^  '^    r   '    dt^  "    r  ' 
und  daraus  ergiebt  sich,  wie  oben, 

''§f  =  *• 

Wenn  wir  mittels  der  letzten  Gleichung  t  aus 

d^x  __  Px 
dt^  "•    r 

eliminiren,  indem  wir  Polarcoordinaten  statt  der  rechtwinkligen  einsetzen, 
so  gelangen  Mrir  zur  Differentialgleichung  der  Bahn  in  Polarcoordinaten. 

Der  Abwechslung  wegen  wollen  wir   dieselbe   aus   den   Formeln  des 
§  32  herleiten.    Diese  geben 

oder,   wenn  —  =  u  gesetzt  wird. 


r 


Es  ist  aber 


folglich 


\u/  ,    g     \u/ ,du 

dt  dd"  dd"* 

dt^  d&^ 


Femer  ist 


u\dt/ 


und  die  Einsetzung  dieser  Werthe  liefert  uns  die  verlangte  Gleichung 

d^u    .  P 

+  «=  — 


d*2    I Äai*a 

Das  Integral  dieser  Gleichung  enthält  ausser  h  noch  zwei  willkür- 
liche Constanten.  Die  den  beiden  obigen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  noch  zukommende  vierte  Constante  ist  einzufuhren,  wenn  man 
die  Gleichung 

dt 
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integnrt,  nachdem  darin  u  durch  seineb  mittels  der  Gleichung  der  Bahn 
in  ^  ausgedrückten  Werth  ersetzt  worden  ist. 

Andere  Beispiele  dieser  Principien  werden  wir  in  den  Capiteln 
aber  die  Kinetik  antreffen. 

37.  Hodogn^ph.  —  Wenn  sich  ein  Punkt  irgend  wie  in  irgend 
einer  Bahn  bewegt  und  von  einem  beliebigen  festen  Punkte  aus 
Linien  gezogen  werden,  welche  die  Geschwindigkeit  des  bewegten 
Punktes  för  jeden  Augenblick  in  Grösse  und  Richtung  darstellen,  so 
bilden  die  Endpunkte  dieser  Linien  eine  Curve,  welche  Hodograph 
genannt  wird.  Die  Ei-findung  dieser  Gonstruction  verdanken  ¥rir 
W.  R.  Hamilton,  und  der  schönste  unter  den  vielen  bemerkens- 
werthen  Sätzen,  zu  denen  sie  fuhrt,  ist  folgender:  Der  Hodograph 
für  die  Bewegung  eines  Planeten  oder  Kometen  ist  immer 
ein  Kreis,  welches  auch  die  Form  und  Ausdehnung  der 
Bahn  sein  mögen. 

Da  der  Radiusvector  des  Hodographen  in  jedem  Augenblick  die 
Geschwindigkeit  darstellt,  so  muss  (§  27)  ein  Bogenelement  die  Be- 
schleunigung, also  ein  endlicher  Bogen  die  während  der  entsprechen- 
den Zeit  eiattgefundene  Gesammtbeschleunigung  des  in  Bewegung 
befindlichen  Punktes  darstellen.  Auch  leuchtet  ein,  dass  die  Tan- 
gente an  den  Hodographen  parallel  der  Richtung  ist,  welche  die 
Beschleunigung  eines  Punktes  in   der  entsprechenden  Stelle  seiner 

Bahn  hat. 

« 

Wenn  X,  y,  i  die  Goordinaten  des  in  Bewegung  befindlichen  und  $,  17,  C 

^Goordinaten  des  enteprechenden  Hodographenpunktes  sind,  so  hat  man 

offenbar 

^  dx        dy     j. dz 

^  ^  dt'   "^  "  dt'  ^  "^  dt' 
fdgjich 

dl  _  dfj  _  dl 

dt^        dt^        dt^ 

oder  die  Tangente  an   den  Hodographen  ist  der  Beschleunigung  in  der 
Bahn  parallel.     Bezeichnet  femer  er  den  Bogen  des  Hodographen,  so  ist 


Ü = VWTlTTly 


-V( 


dt^J  ■*■  \dt^/   "*■  \dt^/  ' 


oder  die  Geschwindigkeit  im  Hodographen  ist   gleich  der  Grösse  der  Be- 
schleunigung in  der  Bahn. 

38.     Im  Falle  eines  Planeten  oder  Kometen  ist  die  Beschleuni- 
gung gegen  den  Mittelpunkt  der  Sonne  gerichtet.  Die  Geschwindig- 
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keit  ist  also  (§  36 ,  b.)  dem  von  jenem  Punkte  auf  die  Tangente  an 
die  Bahn  gefüllten  Lothe  umgekehrt  proportional.  Die  Bahn  neh- 
men wir  als  Kegelschnitt  und  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  einen 
Brennpunkt  desselben  an.  Nun  wissen  wir  aber,  dass,  wenn  die 
Bahn  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  ist,  die  Punkte,  in  welchen  die 
vom  Brennpunkt  auf  die  Tangenten  gefällten  Lothe  die  Tangenten 
schneiden,  auf  einem  Kreise  liegen,  dessen  Durchmesser  die  grossere 
Axe  ist ;  im  Falle  einer  Pai'abel  liegen  diese  Punkte  in  der  im  Schei- 
tel errichteten  Tangente.  Wird  also  auf  jedem  dieser  Lothe  ein 
Stück  abgetragen,  welches  eine  dritte  Proportionale  zur  Länge  des 
Lothes  und  einer  beliebigen  constanten  Länge  ist,  so  wird  die  ab- 
getragene Strecke  die  Geschwindigkeit  der  Grösse  nach  darstellen, 
während  ihre  Richtung  zu  derjenigen  der  Geschwindigkeit  senkrecht 
ist.  Der  geometrische  Ort  der  Endpunkte  dieser  auf  den  Lothen 
abgetragenen  Stücke  ist  daher  der  um  einen  rechten  Winkel  ge- 
drehte Hodograph.  Die  Geometrie  lehrt  aber,  dass  die  fraglichen 
Punkte  immer  in  einem  Kreise  liegen,  und  damit  ist  der  in  §  37 
erwähnte  Satz  bewiesen.  Der  Hodograph  umgiebt  seinen  festen 
Punkt,  wenn  die  Bahn  eine  Ellipse  ist;  er  geht  durch  den  festen 
Punkt  im  Falle  einer  Parabel;  der  feste  Punkt  liegt  endlich  ausser- 
halb des  Hodographen,  wenn  die  Bahn  eine  Hyperbel  ist. 

Für  ein  Projectil,  das  durch  die  Luft  keinen  Widerstand  erfiUiit, 
haben  wir,  wie  in  der  Kinetik  gezeigt  werden  wird,  die  (im  §  35,  c.  Y0^ 
ausgesetzten)  Gleichungen: 

d^x       ^    d^y 

wenn  die  y  Axe  vertical  nach  oben  angenommen  >yird.     Für  den  Hodo- 
graphen ist  also 

di        ^    drj 

oder  ^  =z  Cf  ij  z=  C  —  gt,  d.  h.  der  Hodograph  ist  eine  verticale  Gerade, 
längs  welcher  der  beschreibende  Punkt  sich  gleichförmig  bewegt. 

Ebenso  werden  wir  in  der  Kinetik  sehen,  dass  die  Bewegungs- 
gleichungen  eines  Planeten  oder  Kometen  in  der  £bene  ihi*er  Bahn  fol- 
gende sind: 

d^x fiX     d^y (jLy 

-  -     -—       — g- , 


dt^  "■  r3 

*    dt^  " 

wo 

r3=: 

x^-\-y^ 

ist. 

Hieraus  folgt, 

wie 

in  §  36, 

x^y 
dt 

dx 

=  A (I). 
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also 


dy       ^dx 

dt " 


d^x  _  fiX     ^ dt        ^ dt 


""  h 


<-+»^l?-K'3f+»l?) 


^dy dr 

_  fjt     ^  dt      ^^dt 


h 
Eine  Integration  liefert  jetzt 


Ebenso  ergiebt  sich 


(J  +  A)»  +  (,  +  B)*  =  <i. 


51+-^  —  —  ä'7 (™J' 

und  die  Gleichnng  des  Hodographen  ist  somit 

d.  h.  der   Hodograph  ist  ein  Kreis,  wie  oben  angegeben  wurde.     Wir  er- 
wähnen  nur,   dass  die  Gleichung  der  Bahn  auf  der  Stelle  erhalten  wird, 

dx         dv 
wenn  man   -jr  nnd  -r^  aus  den  drei  ersten  obigen  Integralen  (I),  (II),  (III) 

eliminirt.     Wir  finden  auf  diese  Weise 

—  Ä  -f-  Ay  —  Bx  =  ^f, 

* 

die  Gleichung  eines  Kegelschnitts ,  auf  einen  Brennpunkt  als  Coordinaten-' 
anfangspiinkt  bezogen. 

39.  Anwendungen  des  Hodographen.  —  Die  Intensität  der 
Wärme  und  des  Lichts,  die  yoir  einem  Punkte  oder  von  einer 
gleichförmig  strahlenden  Eugeloberfläche  aasströmen,  nimmt  nach 
demselben  Gesetz  wie  die  Schwerkraft  mit  zunehmender  Entfernung 
ab.  Die  Wärme-  und  Lichtmenge,  welche  ein  Planet  während  ir- 
gwid  einer  Zeit  von  der  Sonne  empfangt,  ist  folglich  der  während 
dieser  Zeit  eintretenden  Gesammtbeschleunigung ,  d.  i.  dem  ent- 
sprechenden Bogen  des  Hodographen  proportional.  Hieraus  ersieht 
man  leicht,  dass,  wenn  sich  z.  B.  ein  Komet  in  einer  Parabel  be- 
wegt, die  Wärmemenge,  die  er  während  irgend  einer  Zeit  von  der 
Sonne  erhält,  dem  Winkel  proportional  ist,  durch  welchen  seine 
Bewegongrsrichtang  sich  während  dieser  Zeit  dreht.  Für  einen  in 
einer  Ellipse  sich  bewegenden  Planeten  giebt  es  einen  entsprechen- 
den Satz,  der  aber  etwas  complicirter  ist. 

40.  Verfolgungsonrve.  —  Wenn  einer  von  zwei  Punkten,  de- 
ren jeder  eine  bestimmte  gleichförmige  Geschwindigkeit  besitzt,  sich 
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in  einer  gegebenen  Curve  bewegt,  während  der  zweite  Punkt  in  jedem 
Augenblick  seinen  Weg  nach  dem  erstem  zu  hinlenkt,  so  beschreibt 
der  zweite  Punkt  eine  Bahn,  welche  YerfolgungscurTe  genannt 
wird.  Auf  diesen  Gedanken  soll  man  durch  die  alte  Regel  gekom- 
men sein ,  nach  welcher  ein  Kaperschiff  beständig  auf  das  verfolgte 
Schiff  hingesteuert  wird  (Bougner,  M6m.  de  l'Acad.  1732).  Es  ist 
die  Curve,  welche  ein  Hund  beschreibt,  der  seinem  Herrn  nachsetzt 

Pif?.  3. 


-I 


c— a 


Die  einfachsten  Fälle  sind  natürlich  diejenigen,  in  denen  der  erstere 
Punkt  sich  in  einer  geraden  Linie  bewegt.  Solcher  Fälle  giebt  es 
drei;  denn  die  Geschwindigkeit  des  ersteren  Punktes  kann  grosser 
oder  kleiner  als  die  des  zweiten,  oder  gleich  derselben  sein.  Die 
vorstehenden  Figuren  enthalten  die  diesen  drei  Fällen  entsprechen- 
den Curven;  die  Geschwindigkeit  des  nachsetzenden  Punktes  ist 
darin  beziehungsweise  Vs*  ^f  Va  ™^1  ^  g^osB,  als  die  des  verfolgten. 
Im  zweiten  und  dritten  Falle  kann  der  zweite  Punkt  den  ersteren  nie 
einholen,  und  folglich  ist  die  Gerade,  in  welcher  der  ei'stere  Punkt 
sich  bewegt,  eine  Asymptote  an  die  Bahn  des  zweiten.  Im  ersten 
Falle  holt  der  zweite  Punkt  den  ersteren  ein,  und  an  der  Stelle,  wo 
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dies  geschieht,  findet  eine  Berührung  beider  Bahnen  statt.  Der  wei- 
tere Theü  der  CnrVe  genügt  einer  etwas  modificirten  Fassung  der 
ursprünglichen  Frage  und  wird  Fluchtcnrve  genannt. 

Wir  beschränken  uns  darauf,  die  Differentialgleichung  der  Curve  zu 
bilden  und  ihr. Integral  anzugeben;  die  Integration  selbst  überlassen  wir 
dem  Leser. 

Es  sei  Oo;  die  Bahn  des  ersteren  Punktes,  der  die  Geschwindigkeit  v 
Fig.  4.  besitzt,  und  ÄP  die  Curve,   in  welcher  sich 

der  nachsetzende  Punkt  mit  der  Geschwindig- 
keit u  bewegt.  Sind  dann  P  und  Q  zwei 
gleichzeitige  Lagen  der  beiden  Punkte,  so 
muss  die  in  P  an  die  Curve  gelegte  Tan- 
gente durch  Q  gehen.  Eine  augenblickliche 
Ueberlegung  überzeugt  uns,  dass  die  Curve 
AP  eine  auf  Ox  senkrechte  Tangente  be- 
sitzen muss.  Diese  Tangente  nehmen  wir  zur 
y  Axe  und  setzen  0  A  :=  a.    Ist  dann 

0Q  =  {,  AP=s, 
und  bezeichnen  x,y  die  Coordinaten  von  P,  so  haben  wir 

AP^    OQ 
u  V     * 

da  ^,  0  ebenso  wie  P,  Q  ein  Paar  gleichzeitiger  Lagen  beider  Punkte  ist. 
Dies  liefert 

V  dx 

tt  dy 

md  wir  erhalten,  wenn  e  von  1  verschieden  ist, 

\    ^«a— 1/  —  a'(c-f  1)  ^  y-M«— 1)* 
dagegen  für  e  =  1 

tf  =  1  ist  der  einzige  Fall,  in  welchem  sich  keine  algebraische  Curve  er- 
giebt.  Wenn  e  >>  oder  =  1  ist,  so  sieht  man  leicht,  dass  die  x  Axe  eine 
Ai}-mptote  an  die  Curve  ist. 

41.  Winkelgeschwindigkeit.  —  Wenn  sich  ein  Punkt  in  ir- 
gend einer  Weise  bewegt,  so  ändert  die  Gerade,  die  ihn  mit  einem 
festen  Ponkte  verbindet,  im  Allgemeinen  ihre  Richtung.  Der  Ein- 
&chheit  wegen  betrachten  wir  eine  Bewegung,  die  auf  eine  durch 
den  festen  Punkt  gehende  Ebene  beschränkt  ist.  Der  Winkel,  den  die 
beide  Punkte  verbindende  Gerade  mit  einer  in  der  Ebene  festliegen- 
de]! Geraden  bildet,  ändert  sich  beständig,  und  die  verhältuissmässige 
Grösse  der  in  irgend  einem  Augenblicke  erfolgenden  Aenderung  wird 
die  Winkelgeschwindigkeit  des  ersteren  Punktes  in  Beziehung  auf 
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den  zweiten  genannt.  Wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  gleichför- 
mig isti  so  wird  sie  natürlich  durch  den  in  der  Zeiteinheit  heschrie- 
benen  Winkel  gemessen ;  ist  sie  veränderlich,  so  misst  man  sie  durch 
den  Winkel,  der  in  der  Zeiteinheit  beschrieben  sein  würde,  wenn 
die  in  dem  fraglichen  Augenblick  vorhandene  Winkelgeschwindig- 
keit eine  Zeiteinheit  hindurch  unverändert  dieselbe  geblieben  wäre. 
In  dieser  BezieUVing  ist  das  Yerfahren  demjenigen  völlig  ahnhcb, 
das  wir  bereits  für  die  Messung  einer  linearen  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  dargelegt  haben. 

Die  Einheit  der  Winkelgeschwindigkeit  ist  die  Winkelgeschwin- 
digkeit eines  Punktes,  welcher  Während  der  Zeiteinheit  in  Beziehung 
auf  einen  festen  Punkt  die  Winkeleinheit  beschreibt  oder  beschreiben 
würde.  Die  gewöhnliche  Winkeleinheit  ist  (wie  in  den  Lehrbüchern 
der  ebenen  Trigonometrie  dargelegt  wird)  derWiukel,  dessen  Schen- 
kel aus  einem  um  den  Scheitel  als  Mittelpunkt  beschnebenen  Kreise 
einen  Bogen  von  der  Lange  des  Radius  ausschneiden.     Es  ist  dies 

ein  Winkel  von  =  ö?»,  29578...,  also  ungefähr  ÖT»  17'  44,8''. 

42.  Winkelbeschleunigung.  —  Wenn  die  Winkelgeschwindig- 
keit veränderlich  ist,  so  wird  die  Intensität  ihrer  Zu-  oder  Abnahme 
Winkelbeschleunigung  genannt.  Sie  wird  auf  dieselbe  Weise 
und  mittels  derselben  Einheit  wie  die  Winkelgeschwindigkeit  ge- 
messen. 

In  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  wir  bei  der  linearen  Geschwindigkeit 
und  Beschleunigung  verfuhren,  sehen  wir  hier,  dass,  wenn  S-  den  Winkel 
bezeichnet ,  den  der  Badiusvector  des  beweglichen  Punktes  mit  einer  ii^ 
der  Ebene  der  Bewegung  fest  liegenden  Geraden  bildet, 

die  Winkelgeschwindigkeit  ui  =  -^ , 

dia        d^d^  dü> 

und  die  Winkelbeschleunigung  ^  =  -ttjj-  =  to  ^r^ 

ist. 

Da  (§  27)  r  -rr  die   zum  Badiusvector   senkrechte  Geschwindigkeits- 
et  t 

oomponente  ist,  so  erhalten  wir  den  Satz :  — 

Die  Winkelgeschwindigkeit  eines  sich  in  einer  Ebene  be wogen- 
den Punktes  ist  gleich  der  zum  Radiusvector  ilenkrechten  Greschwin- 
digkeitscomponente,  dividirt  durch  die  Länge  des  Radiusvector. 

43.  Winkelgeschwindigkeit.  —  Wenn  ein  Punkt  um  einen 
andern  gleichfönnig  einen  Kreis  beschreibt  und  zur  Zurücklegong 
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der  gansen  Peripherie  die  Zeit  T  npthig  hat,  so  wird  der  Winkel 
2  X  in  der  Zeit  T  gleichförmig  beschrieben ,  die  Winkelges^hwindig- 

keit  ist  folglich  —  •     Auch  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  nicht 

gleichförmig  ist,  wie  bei  der  Bewegung  eines  Planeten,  so  ist  es  doch 

2« 

nützlich,  die  Grösse  —  einzuführen,  die  dann  mittlere  Winkel- 
geschwindigkeit genannt  wird. 

Wenn  sich  ein  Punkt  gleichförmig  in  einer  geraden  Linie  be- 
wegt, so  wird  seine  Winkelgeschwindigkeit  offenbar  immer  kleiner, 
je  weiter  er  sich  von  dem  Punkte  entfernt,  in  Beziehung  auf  wel- 
chen die  Winkel  gemessen  werden. 

Die  Gleichting  einer  geraden  Linie  in  Polarcoordinaten  ist,  wenn  die 

Äxe  zor  Geraden  senkrecht  steht  nnd  der  Anfangspunkt  den  Abstand  a 

▼on  derselben  hat, 

r  =  asecd: 

Die  beiden  Badiivectoren ,  welche  den  Winkeln  0  und  v^  entsprechen, 
schneiden  aus  der  Geraden  eine  Strecke  von  der  Länge  atand-  aus,  die 
mit  der  gleichförmigen  Geschwindigkeit  v  zunimmt.    Es  ist  folglich 

dt^^  dt        a     dt 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit 

dS- av 

dem  Quadrat  des  Badiusvector  umgekehrt  proportional  ist. 

In  ähnlicher  Weise  erhalten  wir  durch  eine  zweite  Differentiation  fär 
die  Winkelbeechleunigung 

f^+ "•••©'=». 

d.  h.  es  ist 

d^d^ 2at?g/^  _  o^VA 

nnd  die  Winkelbeschleunigung  ändert  sich  zuletzt  umgekehrt  wie  die 
dritte  Potenz  des  Badiusvector. 


44.  Winkelgesohwindigkeit  einer  Ebene.  ^  Wir  können 
taeh  von  der  Winkelgeschwindigkeit  einer  in  Bewegung  befindlichen 
Ebene  in  Besiehung  auf  eine  feste  Ebene  sprechen,  indem  wir  dar- 
unter die  Geschwindigkeit  der  Zunahme  des  zwischen  beiden  Ebenen 
enthaltenen  Winkels  yerstehen.  Doch  gilt  diese  Definition  so  ohne 
Weiteres  nur,  wenn  die  Durchschnittslinie  beider  Ebenen  fest  oder 
wenigstens  parallel  zu  sich  selbst  bleibt;  sonst  ist  eine  etwas  ein- 
gehendere Darlegung  erforderlich,  um  bestimmte  Auskunft  zu  geben. 
Wir  werden  hierauf  in  einem  spätem  Paragraphen  zurückkommen. 

Thomton  n.  Tait,  theoretische  Phyiik.  3 
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45.  Relative  Bewegung.  —  Alle  Bewegung,  mit  der  wir  be- 
kannt sind  oder  bekannt  sein  können,  ist  nur  relativ.  Wir  kön- 
nen aus  asti'onondschen  Daten  berechnen,  in  welcher  Richtnng  und 
mit  welcher  Geschwindigkeit  wir  uns  in  irgend  einem  Augenblick 
mit  Rücksicht  auf  die  tägliche  Umdrehung  der  Erde  bewegen.  Wir 
können  dies  zusammensetzen  mit  der  gleichfalls  berechenbaren  Gre- 
schwindigkeit,  welche  die  Erde  in  ihrer  Bahn  um  die  Sonne  besitzt 
Die  dadurch  erhaltene  Resultante  kann  wieder  vereinigt  werden  mit 
der  (ungefähr  bekannten)  Geschwindigkeit  der  Sonne  in  Beziehung 
auf  die  sogenannten  Fixsterne.  Aber  auch  wenn  alle  diese  Elemente 
ganz  genau  bekannt  wären,  so  könnte  man  doch  nicht  sagen,  da^s 
wir  dadurch  eine  Vorstellung  von  einer  absoluten  Geschwindigkeit 
erlangt  hätten.  Denn  wir  können  nur  die  relative  Bewegung  der 
Sonne  unter  den  Sternen  beobachten,  und  aller  Wahrscheinlichkeit 
nach  bewegen  sich  Sonne  und  Sterne  (vielleicht  mit  unfassbarer  Ge- 
schwindigkeit) in  Beziehung  auf  andere*  Körper  des  Weltraums.  Wir 
müssen  daher  betrachten,  wie  man  aus  den  wirklichen  Bewegl^lgen 
einer  Anzahl  von  Punkten  ihre  relativen  Bewegungen  in  Beziehung 
auf  irgend  einen  derselben  finden  kann,  und  wie  umgekehrt,  wenn 
die  wii'kliche  Bewegung  eines  Punktes  und  in  Beziehung  auf  diesen 
einen  Punkt  die  relativen  Bewegungen  aller  übrigen  gegeben  sind, 
die  wirklichen  Bewegungen  aller  ermittelt  werden  können.  Die 
Frage  ist  sehr  leicht  zu  beantworten.  Betrachten  wir  für  einen 
Augenblick  eine  Anzahl  Passagiere,,  die  auf  dem  Verdeck  eines 
Dampfschiffes  umhergehen.  Qire  relativen  Bewegungen  mit  Rück- 
sicht auf  das  Verdeck  beobachten  wir  unmittelbar.  Wird  hiermit 
die  Geschwindigkeit  des  Dampfschiffes  selbst  verbunden,  so  erhalten 
wir  offenbar  die  wirklichen  Bewegungen  der  Passagiere  in  Beziehung 
auf  die  Erde.  Um  wieder  die  relative  Bewegung  Aller  in  Beziehung 
auf  das  Verdeck  zu  erhalten,  abstrahiren  wir  ganz  und  gar  von 
der  Bewegung  des  Dampfschiffes,  d.  h.  wir  ändern  die  Geschwindig- 
keit eines  Jeden,  indem  wir  sie  mit  der  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung genommenen  wirklichen  Geschwindigkeit  des  Schiffes  verbinden. 

Um  also  die  relativen  Bewegungen  einer  beliebigen  Anzahl  von 
Punkten  in  Beziehung  auf  einen  derselben  zu  finden,  denken  wir 
uns  zu  der  Geschwindigkeit  eines  jeden  eine  Geschwindigkeit  hin- 
zugefügt, die  der  Geschwindigkeit  dieses  einen  gleich  und  entgegen- 
gesetzt ist;  dadurch  Wird  der  eme  Punkt  zur  Ruhe  gebracht,  und 
die  Bewegungen  der  übiigen  Punkte  in  Beziehung  auf  ihn  sind  die- 
selben wie  vorher. 

So  mögen ,  um  ein  einfaches  Beispiel  zu  nehmen ,  zwei  Eisen* 
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bahnzüge  sich  nach  entgegengesetzten  Richtiingen,»  etwa  nach  Norden 
und  Sflden,  bewegen,  der  erstere  mit  einer  Geschwindigkeit  von  10, 
der  zweite  mit  einer  Geschwindigkeit  von  7  Meilen  die  Stande. 
Um  die  relative  Geschwindigkeit  des  zweiten  in  Beziehung  auf  den 
ersteren  zu  erhalten,  ertheilen  wir  beiden  Zügen  eine  nach  Süden  ge- 
richtete Creschwindigkeit  von  10  Meilen  die  Stunde.  Die  Folge  da- 
von ist,  dass  der  erstere  Zug  zur  Ruhe  kommt  und  dass  der  zweite 
eine  südwftrts  gerichtete  Geschwindigkeit  von  17  Meilen  die  Stunde 
erhält,  was  die  gesuchte  relative  Bewegung  ist. 

Oder  es  bewege  sich  ein  Zug  nordw&rts  mit  einer  Greschwindig- 
keit  von  7  Meilen  die  Stunde,  und  ein  anderer  Zug  in  Beziehung 
auf  den  erstem  südwärts  mit  einer  (relativen)  Geschwindigkeit  von 
5  Meilen  die  Stunde,  so  ist  die  wirkliche  Bewegung  des  zweiten 
7  Meilen  nach  Norden  und  5  Meilen  nach  Süden  die  Stunde,  d.  i. 
2  Meilen  nach  Norden.  Da  jeder  von  selbst  auf  solche  Beispiele 
kommen  muss,  so  ist  es  unnöthig,  deren  noch  weitere  anzuführen. 

46.  Belative  BeBohleunigiing.  —  Genau  dieselben  Bemerkun- 
gen passen  für  die  relative  Beschleunigung,  verglichen  mit  der  ab- 
soluten. Wir  können  dies  leicht  daraus  erkennen,  dass  Beschleuni- 
gungen in  allen  Fällen  nach  ganz  denselben  Gesetzen  wie  Geschwin- 
digkeiten zerlegt  und  zusammengesetzt  werden. 

Wenn  x^y^g  und  scf^y^^z^  die  Coordinaten  zweier  Puitkte  in  Bezie- 
hung auf  Axen  fand ,  die  als  fest  angesehen  werden,  und  $,  i},  (  ihre  rela- 
tiven Coordinaten  bezeichnen,  so  haben  wir 

{  =  «'  —  a?,  ij  =  y'  —  y,  C  =  'P'--j. 

folgt  durch  Differentiation 

dl       dxf       dx 

und 


dt 

*~~ 

dt 

dt''''  *• 

w., 

dt» 

^ 

d^sxf 
dt^ 

d^x 
dt^ '  ^• 

s.  w. 

Die  erstere  Beihe  dieser  Formeln  drückt  die  relativen  Geschwindigkeiten 
durch  die  absoluten  aus,  die  zweite  beweist  unsere  obige  Behauptung  über 
relative  und  absolute  Beschleunigungen. 

Die  entsprechenden  Ausdrücke  in  Polarcoordinaten  sind  etwas  com- 
plicirter  und  durchaus  nicht  bequem.  Der  Leser  kann  sie  leicht  selbst 
niederschreiben. 

47.  Belative  Bewegung.  —  Der  folgende  die  relative  Bewe- 
gung betreffende  Satz  ist  von  grosser  Wichtigkeit: 

Irgend  zwei  in  Bewegung  befindliche  Punkte  beschreiben  ähn- 
liche Bahnen  relativ  zu   einander,  oder  relativ  zu   irgend  einem 

3* 
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Punkt,  welcher  ihre  Verbi/idangslinie  in  einem  oonstanten  Yerhalt- 
niflse  theilt. 

Es   seien   Ä  und  ^  .  zwei  •  beliebige    gleichzeitige   Lagen    der 
Ponkte.     Wir  nehmen  auf  «IJ?  einen  Pun&l;  Q-  oder  Q'  ao  an,  dass 


das  Yerhältniss 


oder  ■-:::7-::;  einen  constanten  Werth  hat.     Die 


GB 


a'B 


B 


Gestalt  der  relativen  Bahn   hängt 
nur   von   der   Länge   und    Rich- 
tung der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  in  jedejn   Ang^en- 
blick  ab,   und   es   liegt  auf  der  Hand,   dass  diese  Bestinunnngs- 
stücke  fiir  Ä  in  Beziehung  auf  B  die  nämlichen,  wie  für  B  in  Be- 
ziehung auf  Ä  sind ,  ausser  dass  die  Verbindungslinie  im   zinreiten 
Falle  die  umgekehrte  Richtung  hat.     Die  Bahn ,  welche  B  in  Be- ; 
Ziehung  auf  ^  beschreibt,  ist  folglich  nichts  anderes,  als  die  um  zwei 
rechte  Winkel  gedrehte  Bahn  von  Ä  in  Beziehung  auf  B,    Was  fer- ' 
ner  Q-  und  0'  betnfft,  so  ist  es  klar,  dass  die  Richtungen  dieselben: 
bleiben,  wähi*end  die  Längen  sich  in  einem  gegebenen  Verhältniss 
ändern;  dies  ist  aber  die  Definition  ähnlicher  Curven. 

48.  Als  gutes  Beispiel  einer  relativen  Bewegung  wollen  wir! 
die  Bewegung  der  beiden  Punkte  betrachten,  an  welche  wir  in  §.  40 1 
die  Definition  der  Verfolgungscurre  knüpften.  Da  wir,  um  die  Lage 
und  Bewegung  des  Verfolgers  in  Beziehung  auf  den  Verfol^rten  su 
finden,  beiden  Punkten  eine  der  Geschwindigkeit  des  letztern  g^lciche 
und  entgegengesetzte  Geschwindigkeit  ertheilen  müssen,  so  leuchtet 
auf  der  Stelle  ein,  dass  die  Aufgabe  im  Grunde  mit  der  folg-enden 
zusammenfallt:  — 

Ein  einen  Fluss  durchkreuzendes  Boot  wird  durch  die  Räder 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  in  Beziehung  auf  das  Wasser 
vorwärts  getrieben  und  beständig  auf  einen  festen  Punkt  am  ent- 


Fig.  5. 


e-«.s 


e«j 


gegengesetzten  Ufer  zugelenkt. 
Es  wird  aber  auch  mit  gleich- 
formiger  Geschwindigkeit  den 
Strom  hinunter  getrieben.  Ma^ 
soll  den  Weg  bestimmen,  den  ei 
beschreibt,  und  die  Zeit,  die  ei 
zur  Hinüberfahrt  gebraucht.  Wie 
in  der  frühem  Aufgabe,  so  sin4 
auch  hier  drei  Fälle  möglich,  di^ 
durch  die  nebenstehenden  Fiff^ 
ren  dargestellt  werden«  Im  er- 
sten Falle  bewegt  sich  das  Bo4| 
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Khneller  als  der  Strom  xmd  erreicht  den  erselfDten  Punkt.  Im  zwei- 
ten Falle,  wo  Boot  nnd  Strom  gleiche  Geschwindigkeit  besitzen,  ge- 
langt das  Boot,  das  eine  Parabel  beschreibt,  erst  nach  Verlauf  einer 
unendlich  grossen  Zeit  hinüber;  es  landein  dber  nicht  an  dem  Punkte, 
wo  es  landen  sollte ;  dieser  Punkt  ist  &ämlich  der  Brennpunkt  der 
Parabel,  während  der  Landungspunkt  deren  Scheitel  ist.  Im  dritten 
Falle,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  des  Bootes  kleiner  als  die- 
jenige des  Wassers  ist,  erreicht  es  niemals  das  andere  Ufer,  sondern 
wird  unbegrenzt  stromabwärts  getrieben.  Der  Vergleich  der  Figu- 
ren dieses  Paragraphen  mit  denjenigen-  des  §  40  ist  sehr  lehr- 
reicL  Sie  sind  nach  demselben  Maassstab  und  f£u*  dieselben  re- 
lativen Geschwindigkeiten  entworfen.  Die  Horizontallinien  stellen 
kdas  entfernte  Flussufer  und  die  Verticallinien  den  Weg  dar,  den 
das  Boot  nehmen  würde,  wenn  keine  Strömung  vorhanden  wäre. 
Wir  überlassen   die  Lösung   dieser  Frage  dem  Leser  und  bemesken 

nur,  dass  die    Gleichung  der   Gurve  in  jedem  der  drei  Fälle  ^  ^  1   fol- 
gende 48t : 


^  =  v^sqr^-  X. 


für  e  =r  1  geht  diese  Gleichung  in 

y2  _-  ^2  —  2ax 

über,  stellt   also    eine  Parabel   dar.     Die   zur   Ueber&hrt   erforderliche 
2eit  ist 

a 

«(1  — c^)^ 

da  negative  Werthe  natürlich  unzulässig  sind,  so  ist  dieser  Ausdruck  nur 
fir  e  Z  1  endlich. 

49.  Ein  anderes  ausgezeichnetes  Beispiel  für  die  Verwandlung 
der  relativen  in  absolute  Bewegung  liefert  uns  die  Familie  der  Gy- 
doiden.  Wir  werden  in  einem  spätem  Paragraphen  betrachten,  wie 
diese  Gurven  mechanisch  beschrieben  werden,  dadurch  dass  ein  Kreis 
Auf  einer  festen  Geraden  oder  auf  einem  festen  Kreise  rollt.  Hier 
dräcken  wir  inzwischen  die  Sache  in  einer  andern  Form  aus,  die  je- 
doch zu  genau  demselben  Ergebnisse  führt. 

Man  soll  die  wirkliche  Bahn  eines  Punktes  bestimmen,  welcher 
Bich  gleichförmig  in  einem  Kreise  um  einen  zweiten  Punkt  dreht, 
der  zu  gleicher  Zeit  sich  mit  constanter  Geschwindigkeit  auf  einer 
derselben  Ebene  angehörenden  Geraden  oder  Kreislinie  fortbewegt. 

Wir  behandeln  zunächst  den  erstem  Fall.'  Es  seien  a  der  Badius 
d«r  relativen  Kreisbahn,  to  die  darin  vorhandene  Winkelgeschwindigkeit 
tmd  «  die  Geschwindigkeit ,  mit  welcher  «ich  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
längt  der  Geraden  bewegt. 
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Die  relativen  Goordinaten  des  Punktes  im  Kreise  sind  a  cos » t  nnd 
a  sin  (o  t,  und  die  wirklichen  Goordinaten  des  Mittelpunktes  v  t  und  0.  Wir 
haben  daher  für  die  wirkliche  Bahn 

5  =  V*  +  acosmtf 

7jl  =  a  sin  tat. 
Daraus  folgt 

I  =  --  aresin  ^  +  Va«  —  i?», 

und  dadurch,  dass  wir  v  und  öi  verschiedene  Werthe  ertheilen,  können  ■ 
wir  bewirken,  dass  diese  Gleichung  die  Cycloide  selbst  oder  jede  der  bei- 
den Formen  der  Trochoide  darstellt.    Siehe  §  92. 

Was  die  Epicycloiden  betrifft,  so  sei  b  der  Badius  des  Kreises,  den  B 
um  Ä  beschreibt,  a>i  die  darin  vorhandene  Winkelgeschwindigkeit,  a  der 
Badius  des  festen  Kreises,  auf  welchem  sich  Ä  bewegt,  und  to  die  mit- 
sprechende Winkelgeschwindigkeit. 

Ausserdem  möge  sich  B  zur  Zeit  ^  =  0  in  dem  Badius  OÄ  der  Bahn  •: 
von  A  befinden.    Sind  dann  A'  und  B'  die  Lagen  der  beiden  Punkte  zur 
■p.     g  Zeit  t,  so  ergiebt  sich 

2C  ^OA!  =  0)*, 
2iB'CA'=züi^t 

\'  und  wenn  wir    OA  zur  x  Aze    nehmen,    so    e^ 

^"•^Cly^  giebt  sich 

^     jL"---^^  X  ^=^  a cos iü%  •\' h cos vi'^i^ 

B  .                       y  =  a  sin  tat  -|-  (^'nai^t. 

Durch  Elimination  von  t  erhält  man  hieraus,  wenn  nur  «>  und  a»|  oom- 
mensurabel  sind,  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  X  und  y. 
So  haben  wir  für  qij  =  2  oi,  wenn  oit  =  ^  gesetzt  wird, 

X  =  acos^  -\-  6c05  2^, 

y  -=.  asin^  \'  &9tn2^, 
woraus  durch  eine  leichte  Beduction 

(a.2  -f.  y2  _  5«)»  =  a2  {(«  +  W  +  y^\ 
folgt.    Wird  o;  —  h  für  o;  geschrieben,  d.  h.  der  Anfiangspankt  um  die 
Strecke  AB  zur  Linken  geschoben,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

«M«*+y^)  =  (a;2  +  y2  — 2  6a;)a, 
oder,  bei  Anwendung  von  Polarcoordinaten ,  in 

a3  =  (r— 2&cos^)3,  r  =  a  -f-  2&co5^. 
Für  2  &  =  a  hat  man  die  Gleichung 

r  =  a(l  +  co«^), 
welche  die  Cardioide  darstellt  (siehe  §  94). 

50.  Besaltirende  Bewegung.  —  Als  erläuternden  Znsaiz  sa 
diesem  Theile  unseres  Gegenstandes  geben  wir  folgende  Definition:  — 

Wenn  ein  Punkt  A  irgend  eine  Bewegung  in  Beziehung  auf 
einen  zweiten  Punkt  J?,  dieser  wieder  irgend  eine  Bewegung  in  Be- 
ziehung auf  einen  dritten  Punkt  C  ausfuhrt,  u.  s.  w.,  so  sagt  man, 
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der  erste  Punkt  fähige  in  Beziehung  auf  den  letsten  eine  Bewegung 
ftUB,  welche  die  Resultante  dieser  verschiedenen  Bewegungen  ist. 

Die  relative  Lage,  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  sind 
in  solch  einem  Falle  die  nach  den  früher  gegebenen  Regeln  aus  den 
verschiedenen  Gomponenten  zusammengesetzten  geometrischen  Re- 
snltanten. 

51.  Die  folgenden  Methoden,  solch  eine  Zusammensetzung  in 
dem  einfachen  Falle  der  Bewegungen  zweier  Punkte  praktisch  aus- 
zufuhren, sind  sowohl  in  wissenschaftlichen  Erläuterungen,  als  auch 
in  gewissen  mechanischen  Anordnungen  von  Nutzen.  Zwei  beweg- 
liche Punkte  seien  durch  eine  elastische  Schnur  mit  einander  ver- 
bunden; dann  wird  der  Mittelpunkt  der  Schnur  eine  Bewegung  aus- 
fuhren, welche  offenbar  halb  so  gross  als  die  Resultante  der  Bewe- 
gungen der  beiden  Punkte  ist.  Zum  Zeichnen  oder  Graviren  oder 
zu  anderen  mechanischen  Anwendungen  ist  aber  die  folgende  Me- 
thode vorzuziehen :  — 

C  J*  und  ED  sind  Stabe  von  gleicher  Länge,  welche  sich  um 
einen  durch  ihre  Mitte  P  gehenden  Zapfen  frei  bewegen.     CA,ÄD, 

EB  und  BF  sind  Stäbe  von  der   halben 
^'  Länge  der  ersteren  und   so  mit   denselben 

verbunden,  dass  sie  ein  Paar  gleiche  Rhom- 
ben CD^EF  bilden,  deren  Winkel  nach  Be- 
lieben geändert  werden  können.  Welche  Be- 
wegungen man  dann  auch  Ä  und  B  ertheilt, 
gleichgültig  ob  dieselben  auf  eine  Ebene  be- 
schränkt sind  oder  nicht,  so  ist  die  Bewegung 
von  P  offenbar  stets  die  halbe  Resultante  je- 
ner Bewegungen  von  Ä  und  B, 

53.  Harmonische  Bewegung.  —  Von  den  wichtigsten  Arten 
der  ^Bewegungen,  die  wir  in  der  theoretischen  Physik  zu  betrach- 
ten haben,  ist  eine,  nämlich  die  harmonische  Bewegung,  nicht 
nur  in  der  gemeinen  Kinetik,  sondern  auch  in  der  Theorie  des 
Schalls,  des  Lichts,  der  Wärme,  u.  s.  w.  von  so  ungeheurer  Bedeu- 
tung, dass  eine  ganz  eingehende  Behandlung  derselben  gerecht- 
fertigt erscheint. 

53.  Binfaqhe harmonisohe Bewegung.  —  Definition.  Wenn 
sich  ein  Pu)ikt  gleichförmig  in  einem  Kreise  bewegt  und  in  irgend 
einem  Augenblick  die  Lage  Q  einnimmt,  so  schneidet  die  von  Q  auf 
önen  festen  Durchmesser  Ä  A'  des  Kreises  gefällte  Senkrechte  den 
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DurchmesBer  in  einem  Punkte  P,  und  die  Aendemng  der  Lage  von 
P  wird  eine  einfache  harmonische  Bewegung  genannt. 

Setzen  wir  voraus,  dass  ein  Planet,  oder 
ein  Trahant,  oder  einer  der  Himmelskörper, 
die  einen  Doppelsteiii  ausmachen,  sich  um 
seinen  Hauptstem  gleichförmig  in  einem 
Kreise  bewege,  so  scheint  es,  wenn  man  ihn 
von  einem  sehr  entlegenen  Punkte  der  Ebene 
seiner  Bahn  aus  betrachtet,  als  gehe  er  in 
einer  Geraden  hin  und  zurück  und  sei  dabei 
in  einer  einfachen  harmonischen  Bewegung 
begriffen.  Dies  ist  nahezu  bei  Körpern,  wie 
den  Trabanten  des  Jupiter  der  Fall,  wenn  sie  von  der  Erde  aus 
gesehen  werden. 

In  physikalischer  Beziehung  besteht  das  Interesse  solcher  Be- 
wegungen darin,  dass  sie  annähernd  die  Bewegungen  der  einfach- 
sten Schwingungen  schallender  Körper,  wie  einer  Stimmgabel,  eines 
Klavierdrahtes  (daher  der  Name),  und  der  verschiedenen  Media  sind, 
in  denen  Schall-,  Licht-,  Wärmewellen,  u.  s.  w.  fortgepflanzt  werden. 
54.  Die  Strecke  vom  Mittelpunkte  der  Bewegung  bis  zum 
einen  oder  andern  Ende,  also  in  der  Figur  OÄ  oder  OÄ',  wird  die 
Amplitude  der  einfachen  harmonischen  Bewegung  genannt. 

Ein  von  einem  beliebigen  festen  Punkte  bis  zu  dem  sich  gleich- 
förmig bewegenden  Punkte  Q  gemessener  Bogen  des  Kreises,  auf 
den  man  sich  bezieht,  heisst  das  Argument  der  harmonischen  Be- 
wegung. 

Der  Abstand  eines  in  einer  einfachen  harmonischen  Bewegung 
begriffenen  Punktes  von  der  Mitte  seines  Laufes  oder  seiner  Bewe- 
gungsweite ist  eine  einfache  harmonische  Function  der  Zeit-. 
Das  Argument  dieser  Function  ist  dasjenige,  was  wir  als  das  Ar- 
gument der  Bewegung  definirt  haben. 

Bei  einer  einfachen  harmonischen  Bewegung  versteht  man  unter 
der  Epoche  den  vom  Beginn  der  Rechnung  bis  zu  dem  Augenblick 
verstrichenen  Zeitraum,  wo  der  bewegliche  Punkt  zum  ersten  Male 
die  grösste  Entfernung  vpn  seiner  mittlem  Lage  oder  der  Mitte  sei- 
nes Laufes  nach  der  als  positiv  angenommenen  Richtung  hin  er- 
reicht. Man  kann  die  Epoche  auch  durch  eine  Winkelgrösse  messen; 
dann  ist  sie  der  Winkel,  der  während  des  Zeitraumes,  den  wir  als 
Epoche  definirt  haben,  auf  dem  Kreise  beschrieben  wird. 

Die  Periode  einer  einfachen  harmonischen  Bewegung  ist  die 
Zeit,  welche  von  irgend  einem  Augenblicke  an  verstreicht,  bis  sich 
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der  bewegtiche  Punkt  durch  dieselbe  Lage ,  die  er  in  jenem  Augen- 
blicke inne  hatte,  wieder  nach  derselben  Richtung^  zu  bewegt. 

Die  Phase  einer  einfachen  harmonischen  Bewegung  zu  irgend 
einer  Zeit  ist  der  Bruchtheil  der  ganzen  Periode,  welcher  verstrichen 
ist,  seitdem  sich  der  bewegliche  Punkt  zum  letzten  Male  durch  seine 
mitÜere  Lage  nach  der  positiven  Bichtung  hin  bewegte. 

55.  EinflEudie  harmonische  Bewegung  in  Mechanismen.  — 
Beispiele  einÜEicher  harmonischer  Bewegungen  liefern  die  gewöhn- 
lichen Mechanismen  zur  Erzeugung  von  geradliniger  aus  kreisför- 
miger, oder  von  kreisförmiger  aus  geradliniger  Bewegung,  bei  denen 
eine  sich  im  Kreise  drehende  Kurbel  sich  in  einem  geradlinigen  Spalt 
bewegt,  der  einem  nur  in  einer  geraden  Linie  bewegbaren  Kör- 
per angehört.  Der  Theil  des  Mechanismus,  dessen  Bewegung  gerad- 
^^E  ^  genügt  in  aller  Strenge  der  Definition  einer  einfachen  har- 
monischen Bewegung,  wenn  die  Bewegung  des  rotirenden  Theils  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  erfolgt. 

Derselben  Bedingung  genügt  näherungsweise  das  Trittbrett 
eines  Spinnrades,  wenn  sich  das  Rad  gleichförmig  dreht,  und  zwar 
ist  die  Annäherung  um  so  grösser,  je  kleiner  die  Winkelbewegang 
ides  Brettes  und  der  Yerbindungsschnur  ist.  Eine  solche  grössere 
jeder  geringere  Annäherung  findet  auch  bei  der  Bewegung  des  Kol- 
bens einer  Dampfinaschine  statt,  der  auf  eine  der  verschiedenen  in 
[der  Praxis  angewandten  Methoden  mit  der  Kurbel  verbunden  ist, 
immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Rotation  der  Kurbel  eine 
gleichförmige  ist. 

56.  GtoBchwindigkeit  in  einer  einfachen  hartnonisehen 
Bewegung.  —  Die  Geschwindigkeit  eines  in  einer  einfachen  hai-mo- 
nischen  Bewegung  begriffenen  Punktes  ist  eine  einfache  harmonische 
I  Function  der  Zeit,  deren  Phase  um  ein  Viertel  einer  Periode  früher 
als  diejenige  der  Verschiebung,  und  deren  Maximalwerth  gleich  der 
i Geschwindigkeit  in  der  Kreisbewegung  ist,  durch  welche  die  ge- 
gebene Function  definirt  wird. 

Denn  in  der  Figur  des  §  53  können  wir  die  Geschwindigkeit 
im  Kreise,  die  V  sein  möge,  durch  eine  zur  Richtung  dieser  Ge- 
schwindigkeit senkrechte  Gerade  OQ,  folglich  auch  durch  OP  und 
PQ  die  Gomponenten  von  V  darstellen ,  welche  senkrecht  auf  diesen 
Geraden  stehen.     Die  Geschwindigkeit  von  P  bei  der  einfachen  har- 

V 
nonischen  Bewegung  ist  danach  7775 -Pö>  ^^^  dieser  Ausdruck  wird 

gleich  F,  wenn  sich  P  in  0  befindet. 


1 
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57.  Besohleunigung  in  einer  einlisKihen  harmoniflchen 
Bewegung.  —  Die  Beschleunigimg  eines  Punktes,  der  eine  einfache 
harmomsche  Bewegung  ausfOhrt,  ist  in  jedem  Augenblick  einfach 
seinem  Abstände  vom  Mittelpunkt  proportional;  sie  ist  aber  stets 
nach  der  entgegengesetzten  Seite,  d.  h.  bestandig  nach  dem  Mittel- 
punkt zu  gerichtet.  Ihr  Maximalwerth  ist  diejenige  Beschleoiu- 
gung,  welche  in  der  Zeit,  während  der  ein  Bogen  von  der  LSnge 
des  Radius  beschrieben  wird,  eine  Greschwindigkeit  erzeugen  würde, 
die  gleich  der  Geschwindigkeit  in  der  Kreisbewegung  ist. 

Denn  nach  §  35.  a.  wirkt  die  Beschleunigung  von  Q  in  der 

Figur  des  §  53  längs  QO  und  ist  gleich  Tj-pj*     Nehmen  wir  fnr 

einen  Augenblick  an,  QO  stelle  die  Grösse  dieser  Beschleunigmig 
dar,  so  können  wir  dieselbe  in  QF^PO  zerlegen.  Nach  demselben 
Maassstabe  wird  daher  die  Beschleunigung  von  P  durch  PO  dar- 

F^    PO  F* 

gestellt  und  ist  von  der  Grösse  7775 '777;  =  TTrii'^^'  Dieser  Aas- 
druck ist  PO  proportional  und  hat  seinen  grössten  Werth  im  Punkte 

F2       .  . 

Ät  nämlich  jrr.,  eine  Beschleunigung,  durch  welche,  wie  oben  an- 

.00 

gegeben  worden,  die  Geschwindigkeit  F  in  der  Zeit  -—r  erzengt 

sein  würde. 

Es  sei  a  die  Amplitude ,  6  die  Epoche  und  T  die  Periode  einer  ein- 
fachen harmonischen  Bewegimg.  Hat  dann  der  Punkt  P  zur  Zeit  t  den 
Abstand  8  vom  Mittelpunkt»  so  ist 


/2nt       \ 
8  =  acosl-^ ej' 


Für  die  Geschwindigkeit  ergiebt  sich  daraus 

ds  2na    .    /2nt       \ 

2  TSO, 

und  der  grösste  Werth  V  der  Geschwindigkeit  ist  somit  ^—xr »  was  mit 

der  Angabe  des  §  56   übereinstimmt.     Weiter  erhalten   wir  für  die   Be- 
schleunigung 

jI  = ^C08[--j, e)  = ^8  (siehe  §  57), 

und  endlich  für  den  grössten  Werth  der  Beschleunigung 

2n 

T 

wo  -—  die  Zeit  ist,  während  welcher  in  der  betreffenden  Kreisbewegung 

2  71 

^in  Bogen  von  der  Länge  des  Badius  zurückgelegt  wird. 
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58.  ZuBammensetBung  zweier  in  einer  Geraden  statt- 
findenden einfachen  harmonisohen  Bewegungen.  —  Setzt  man 
zwei  beliebige  einfiache  harmonische  Bewegungen,  die  in  einer  Ge- 
raden stattfinden  und  von  derselben  Periode  sind,  zusammen,  so  er- 
halt man  eine  einzige  einfache  harmonische  Bewegung  von  derselben 
Periode.  Um  die  Amplitude  und  die  Epoche  derselben  zu  finden, 
hat  man  auf  den  Schenkeln  eines  Winkels ,  der  gleich  der  Differenz 
der  gegebenen  Epochen  ist,  die  gegebenen  Amplituden  abzutragen 
und  diese  Figur  zu  einem  Parallelogramm  zu  ergänzen:  Die  Diago- 
nale des  Parallelogramms  ist  die  gesuchte  Amplitude,  und  die  ge- 
suchte Epoche  unterscheidet  sich  von  den  gegebenen  durch  Winkel 

von  der  Grösse  derjenigen,  welche  die 
Diagonale  mit  den  Seiten  des  Paralle- 
logramms einschliesst.  Es  seien  näm- 
lich P  und  P  zwei  Punkte,  welche  in 
einer  Geraden  B'BCÄÄ'  einfache  har- 
monische Bewegungen  von  derselben 
Periode  ausfahren ,  und  Q,  Q'  die  in 
den  bezüglichen  Kreisen  sich  gleich- 
förmig bewegenden  Punkte.  Wir  be- 
schreiben über  CQ  und  CQ'  ein  Paral- 
lelogramm SQCQ'  und  ziehen  von  iS 
aus  SR  senkrecht  auf  B'Ä'.  Dann  ist 
offenbar  F'R  =z  CP  (als  Projectionen 
der  gleichen  und  parallelen  Strecken 
^8  und  CQ  auf  CK),  also  CB  =  CP  +  CP,  und  der  Punkt  B 
▼ollfahrt  mithin  die  Kesultirende  der  Bewegungen  von  P  und  P'. 
C8j  die  Diagonale  des  Parallelogramms,  ist  aber  constant,  folglich 
ist  die  resnltirende  Bewegung  einfach  harmonisch  und  hat  die  Ampli- 
tude CS,  während  ihre  Epoche  beziehungsweise  um  die  Winkel  QCS 
und  SCQf  die  Epoche  det  Bewegung  von  P  übertrifft  und  hinter 
derjenigen  der  Bewegung  von  P  zurückbleibt. 

Wir  halten  es  für  nützlich,  denselben  Batz  auch  analytisch  zu  be- 
weiaen.    Es  ist 


=  (aeosB+a'cose^  cos  ^^ + (a  sin  e-^-a' sine')  sin  ^  =  rcos  (^  —  *) » 


r  =  [(acose  +  a'cosey  +  (asins  +  a'smc')^}^« 
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und 

.  ^    _        a  sin  c  +  a'  sin  ^ 

tdn  9^  =  — ; -j 

a  cos  e  +  a'  cos  r 

ist. 

59.     Die    im    yorigen    Paragraphen    angegebene    ConsiructioD 
stellt    die   Resultante  zweier   einfachen   harmonischen    Bewegungen 
dar,  dieselben  mögen  die  nämliche  Periode  haben  oder  nicht.     Nor 
wird  die  Diagonale  des  Parallelogramms,  im  Falle  sie  nicht  yon 
derselben    Periode  sind,    nicht  constant  sein,    sondern   von   einem 
grössten    zu   einem    kleinsten  Werthe    abnehmen.      Ihren   grossten 
Werth,  der  gleich  der  Summe  der  componirenden  Amplituden  ist, 
hat  sie  in  dem  Augenblick,  wo  die  Phasen  der  componirenden  Be- 
wegungen übereinstimmen;  ihren  kleinsten  Werth,  der  gleich  der 
Differenz  jener  Amplituden  ist,  nimmt  sie  an,  wenn  die  Phasen  um 
eine  halbe  Periode  von   einander   abweichen.     Was  ihre  Richtung 
betrifft,  so  muss  sie  beständig  näher  dem  grossem  als  dem  kleinem 
der  beiden  Radien  liegen,  welche  die  Seiten  des  Parallelogramms 
ausmachen;  sie  wird  um  den  grössern  Radius  osciUiren,  und  ihre 
grösste  Abweichung  von  diesem   Radius  wird  sich  auf  jeder  Seite 
desselben  auf  den  Winkel  belaufen,  dessen  Sinus  der  kleinere  Radius, 
dividirt    durch  den    grossem    ist.      Diese  grösste  Abweichung  der 
Diagonale  vom  grössern  Radius  tritt  ein,  wenn  der  zwischen  beiden 
Radien    enthaltene  Winkel   um   90^  grösser  als  jener  Winkel  der 
grössten  Abweichung  ist.     Die  volle  Periode  dieser  Oscillation  ist 
die  Zeit,  während  welcher  einer  der  Radien  eine  volle  Umdrehung 
mehr  als  der  andere  macht.     Die  resultirende  Bewegung  ist  somit 
nicht  einfach  harmonisch,  sondern  gewissermaassen  einfach  harmo- 
nisch mit  periodisch  zu-  und  abnehmender  Amplitude  und  mit  perio- 
discher Beschleunigung  und  Verzögerung   der  Phase.      Diese  Auf- 
fassung empfiehlt  sich  besonders  in  dem  Falle,  in  welchem  die  bei- 
den componirenden   Bewegungen    nahezu    gleiche   Perioden   haben, 
während  die  Amplitude  der  einen  bedeutend  grösser   als  die  der 

andern  ist. 

Um  die  resultirende  Bewegung  auszudrücken,  nehmen  wir  an,  9  sei 

die  Verschiebung  zur  Zeit  t  und  a  die  grössere  der  beiden  componirenden 

Amplituden.    Dann  ist 

s  =  acosint'—e)  +  a'  cos  (n'  *  —  e^, 

und  wenn 

g)  =  (n't  — 6')  —  (nt  — c) 

ist, 

s  =  acos{nt  —  «)  +  a' cos  (nt  —  b  +  g)) 

=  (a  -H  «'  cos  (p)  cos  {nt  —  e)  —  a'  sin  g>  sin  (nt  —  «), 

oder  endlich 

s  =  rcos(nt  —  c  +  ^), 
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wfinn 

r  =  (a^  +  2aa'co8  g>  -{-  a'^)*-^ 

und 

a'  8tn  w 
tan  *  =  — i — ,    ^ 
a  -|-  a'  cos  (p 

ist    In  der  letzten  Gleichung  nimmt  tan  9^  seinen   grössten  Werth  an, 
wenn  man 

n    .  .    o' 

^        2    '  a 

a' 
macht ;  dieser  grdaste  Werth  ist  gleich  — : rr ,  folglich  ist  der  grösste 

Werth  von  ^  selbst  aresin  ^'    Das  oben  (§  58)  angegebene  geometrische 

a 

Ver&hren  fuhrt  zu  diesem  Schlüsse  durch  die  folgende  äusserst  ein&che 

Construction :  — 

Um  die  Zeit  und  den  Betrag  der  grossten  Phasen -Beschleuni- 
guDg  oder  Verzögerung  zu  finden,  beschreiben  wir,  CA  als  die 
grössere  Amplitude  vorausgesetzt,  um  Ä  als  Mittelpunkt  mit  der 
kleinem  Amplitude  AB  als  Radius  einen  Kreis.  Die  Tangente  CB 
an  diesen  Kreis  ist  der  erzeugende  Radius  der  am  weitesten  ab- 
weichenden Resultante.     Es  ist  aber  CBA  ein  rechter  Winkel,  also 

sin  B  CA  =  -pTj  • 

60.  Beispiele  der  Zusammensetsung  einfacher  harmo- 
nischer Bewegxmgen,  die  in  einer  Geraden  stattfinden.  — 
Eine  sehr  interessante  Anwendung  dieses  Falles  der  Zusammen- 
setzung harmonischer  Bewegungen  lässt  sich  auf  die  durch « den 
Mond  und  die  Sonne  bewirkten  Eibben  und  Fluthen  machen.  Beide 
folgen,  ausser  in  ausgeweiteten  Flussmündungen,  oder  in  langen 
Meerengen  oder  tiefen  Buchten  mit  nur  geringer  Abweichung 
dem  einfachen  harmonischen  Gesetz  und  haben  als  wirkliches  Er- 
gebniss  eine  Höhenänderung  zur  Folge,  welche  gleich  der  Summe 
der  Aenderungen  ist,  die  jede  der  beiden  Ursachen  einzeln  hervor- 
bringen würde. 

Der  Betrag  der  Mondfluth  in  der  Gleichgewichtstheorie  (§  81 1)  ist 
ungefähr  2,lmal  so  gross  als  derjenige  der  Sonnenfluth.  Daher  betragen 
an  freien  Küstenstellen,  wenn  man  die  Grösse  der  Sonnenfluth  als  Ein- 
heit annimmt,  die  Springfluthen  3,1  und  die  Nippfluthen  nui*  1,1,  und 
bei  beiden  ist  die  Stande  hohen  Wassers  dieselbe  wie  bei  der  Mondfluth 
allein.  Die  grösste  Abweichung  der  wirklichen  Fluth  yon  den  Phasen 
(sei  es  für  hohen,  niedrigen  oder  mittleren  Wasserstand)  der  Mondfluth 
allein  ist  etwa  0,95  einer  Mondstande,  d.  i.  0,98  einer  Sonnenstunde 
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(derselbe  Theil  von  12  Mondstunden,  welcher  der  Winkel,  dessen 

Sinus  gleich  — •  ist,  nämlich  28^  26'  von  360^  ist).     Diese  grosste 

2|1 

Abweichnng  wird  ein  Früher-  oder  Spätereintreten  sein,  je  nachdem 
die  Spitze  der  Sonnenfluth  derjenigen  der  Mondfluth  vorhergeht 
oder  folgt;  sie  wird  genau  erreicht  werden,  wenn  der  Phasen- 
Unterschied  zwischen  beiden  componirenden  Fluthen  3,95  Mond- 
stunden beträgt.  Mit  anderen  Worten,  die  grosste  Verfirühung 
der  Zeit  hohen  Wassers  wird  4V2  Tage  nach  und  die  grosste  Ver- 
zögerung ebenso  viele  Tage  vor  den  Springfluthen  stattfinden. 

61.  Wir  kommen  jetzt,  zu  dem  Falle,  in  welchem  die  Ampli- 
tuden der  beiden  gegebenen  Bewegungen  einander  gleich  sind. 
Wenn  dieselben  auch  gleiche  Perioden  haben,  so  ist  ihre  Resultante 
eine  einfache  harmonische  Bewegung,  deren  Phase  in  jedem  Augen- 
blick das  Mittel  der  beiden  Phasen,  und  deren  Amplitude  gleich  dem 
doppelten  Product  aus  einer  der  beiden  Amplituden  in  den  Cosinus 
der  halben  Phasendifferenz  ist.  Die  Resultante  ist  natürlich  Null, 
wenn  der  Phaseuunterschied  eine  halbe  Periode  beträgt;  sie  ist  eine 
Bewegung  von  doppelt  so  grosser  Amplitude  und  derselben  Phase 
wie  jede  der  componirenden  Bewegungen,  wenn  dieselben  die  näm- 
liche Phase  haben. 

Wenn  die  Perioden  nahezu,  aber  nicht  völlig  gleich  sind  (die 
Amplituden  werden  immer  noch  als  gleich  vorausgesetzt),  so  geht 
die  Bewegung  sehr  langsam  von  dem  ersteren  Werthe  (Null, 
oder  überhaupt  keine  Bewegung)  zum  letzteren  über  und  darauf 
wieder  zum  ersteren  zurück;  die  zu  einem  Hin-  und  Hergange  ge- 
brauchte Zeit  ist  derjenigen  gleich,  während  welcher  die  Periode  der 
schnelleren  Bewegung  einmal  mehr  als  die  der  langsameren  durch- 
laufen wird. 

Man  begegnet  in  der  Praxis  vielen  vortrefflichen  Beispielen 
dieses  Falles,  die  jedoch  füglicher  erst  dann  zur  Besprechung  kom- 
men ,  wenn  wir  die  kinetischen  Principien  auf  verschiedene  Gegen- 
stände der  praktischen  Mechanik,  der  Akustik  und  der  physikalischen 
Optik  anwenden  werden.  Solche  Beispiele  sind:  das  Marschiren  von 
Truppen  über  eine  Hängebrücke,  das  Mitschwingen  von  Pendeln 
oder  Stimmgabeln,  u.  s.  w. 

62.  G-raphiadie  Darstellung  harmonisoher  Bewegungen, 
die  in  einer  Geraden  stattfinden.  —  Wir  können  eine  einzelne 
einfache  harmonische  Bewegung  und  die  verschiedenen  im  Vorher- 
gehenden betrachteten  Fälle  der  Zusammensetzung  solcher  in  einer 
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Geraden  vor  sich  gehenden  Bewegungen  graphisch  durch  Cnrven 
darstellen,  bei  denen  die  Abscissen  Zeiträume  und  die  Ordinaten  die 
entsprechenden  Entfernungen  des  beweglichen  Punktes  von  seiner 
mittlem  Lage  bedeuten.  Im  Falle  einer  einzelnen  einfachen  har- 
monischen Bewegung  würde  die  entsprechende  Curve  die  durch  den 

\  Punkt  P  in  §  53  unter  der  Voraussetzung  beschriebene  sein,  dass 
sich  der  Kreis  mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  in  irgend  einer 
m  OA  senkrechten  Richtung  bewegte,  während  Q  seine  gleichför- 
mige Kreisbewegung  beibehielte.      Die   Construction   dieses  Falles 

\  liefert  die  harmonische  Gurve  oder  Sinuslinie,  bei  welcher  die  Ordi- 
naten den  Sinus  der  Abscissen  proportional  sind;  dabei  wird  die  Ge- 
rade, in  welcher  0  sich  bewegt,  als  die  Abscissenaxe  angenommen. 
Es  ist  dies  die  einfachste  überhaupt  mögliche  Form,  die  eine  schwin- 
gende Schnur  annimmt.  Wenn  die  harmonische  Bewegung  zusammen- 
gesetzt, aber  auf  eine  Gerade  beschränkt  ist,  wie  im  Falle  der  Be- 
wegung jedes  Punktes  einer  Yiolin-,  Harfen-  oder  Klayiersaite  (deren 
Bewegungen  nur  darin  yon  einander  verschieden  sind,  weil  man 
die  Schwingungen  auf  verschiedene  Weisen  erregt),  so  lässt  sich 
eine  ähnliche  Construction  ausführen.  Die  Untersuchung  zusammen- 
gesetzter harmonischer  Functionen  hat  zu  Ergebnissen  von  der  höch- 
sten Wichtigkeit  gefuhrt,  die  ihren  allgemeinsten  Ausdruck  in  dem 
Fourier 'sehen  Satze  gefunden  haben,  dem  «wir  alsbald  einige  Seiten 
widmen  werden.  Wir  lassen  jetzt  graphische  Darstellungen  der  Zu- 
sammensetzung zweier  in  einer  Geraden  stattfindenden  einfachen 
bannonischen  Bewegungen  folgen,  welche  gleiche  Amplituden 
haben,  und  deren  Perioden  sich  wie  1  :  2  und  wie  2  :  3  verhalten, 
während  die  Epochedifferenzen  0,  1,  2,  u.  s.  w.  Sechszehnteln  einer 
Umdrehung  entsprechen.  In  jedem  Falle  beträgt  die  Epoche  der 
Componente,  welche  die  grössere  Periode  hat,  ein  Viertel  einer  Um- 
drehung, und  im  ersten,  zweiten 5  dritten,  u.  s.  w.  Falle  jeder  der 
beiden  Curvenreihen  ist  die  Epoche  der  Componente,  welche  die 
Ueinere  Periode  hat,  beziehungsweise  um  0,  1,  2,  u.  s.  w.  Sechs- 
sefantel  einer  Umdrehung  kleiner  als  ein  Viertel  einer  Periode.  Die 
Terechiedenen  Horizontallinien  sind  die  Abscissenaxen  der  verschie- 
denen Curven,  während  die  Verticallinie  zur  Linken  jeder  Reihe  die 
gemeinschaftliche  Ordinatenaxe  ist.  In  jedem  Falle  der  erstem  Cur- 
Tenreihe  geht  die  langsamere  Bewegung  durch  eine  vollständige  Pe- 
node, in  jedem  Falle  der  zweiten  Reihe  durch  zwei  Perioden  hin- 
durch. 
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1:2  2:3 

(Octave)  (Quinte) 

y  =  ginx  +  sin(2x  +  —\         y  =  sm2x  +  sinlsx  +  — 

In  beiden  Fällen  dorchlänft  x  das  InterraU  von  0  bis  2Xj  und  i 
nimmt  der  Reibe  nacb  die  Wert))^  0,  1,  2  ...  15  an. 

Fig.   10. 
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Diese  nnd  ähnliche  Fälle,  in  denen  die  Perioden  nicht  commen- 
Borabel  sind«  werden  in  der  Akustik  wieder  behandelt  werden. 

63.  EinflGtdhe  harmonisohe  Bewegungen  ixx  versohiede- 
nen  BidhtangeH.  —  Wir  haben  jetzt  weiter  die  Zosammensetzimg 
einfeu^er  harmonischer  Bewegungen  zu  betrachten ,  die  in  yerschie- 
denen  Richtungen  erfolgen.  Zunächst  sehen  wir,  dass,  wenn  man 
«ine  beliebige  Anzahl  einfacher  harmonischer  Bewegungen,  die  von 
derselben  Periode  und  von  derselben  Phase  sind,  zusammensetzt, 
man  eine  einzige  einfache  harmonische  Bewegung  von  derselben 
Phase  erhält.  Denn  nach  dem  Princip  der  Zusammensetzung  von 
Bewegungen  (siehe  §  50)  ist  die  Verschiebung  in  jedem  Augenblick 
die  geometrische  Resultante  der  Verschiebungen,  welche  die  compo- 
nirenden  Bewegungen  einzeln  erzeugen  wüi'den,  und  in  dem  Falle, 
den  wir  hier  voraussetzen,  verändert  sich  die  Grösse  dieser  compo- 
nirenden  Verschiebungen  bei  allen  in  demselben  Verhältniss  und  ihre 
Richtung  ist  constant.  Es  wird  sich  also  auch  die  Grösse  der  resul- 
tirenden  Verschiebung  in  demselben  Verhältniss  ändern  und  dieselbe 
wird  eine  constante  Richtung  haben. 

Wenn  aber  die  Phasen  der  verschiedenen  componirenden  Be- 
wegungen nicht  übereinstimmen,  während  ihre  Perioden  noch  die- 
selben sind,  so  wird  die  resultirende  Bewegung  im  Allgemeinen 
elliptisch  sein,  und  der  vom  Mittelpunkt  aus  gezogene  Radiusvector 
wird  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  beschreiben.  Dies  schliesst 
nicht  aus,  dass  die  Bewegung  in  besonderen  FäUen  trotzdem  kreis- 
förmig und  von  gleichbleibender  Geschwindigkeit,  oder  andererseits 
reradlinig  und  einfach  harmonisch  ist. 

I        64.     Dies  zu  beweisen,  wollen  wir  zuerst  den  Fall  betrachten, 

^  welchem  zwei  gleiche  einfache  harmonische  Bewegungen  gegeben 

und,  deren  Bahnen  auf  einander  senkrecht  stehen,  und  deren  Phasen- 

p.  differenz  ein  Viertel  einer  Periode  beträgt. 

Dire  Resultante  ist  eine  gleichförmige  Kreis- 
bewegung. Denn  wenn  BÄ  und  B'Ä'  ihre 
Bewegungslinien  sind  und  um  die  gemein- 
schaftliche Mitte  0  derselben  als  Mittelpunkt 
ein  Kreis  durch  ÄÄ'  BB'  beschrieben  wird, 
so  wird  die  gegebene  Bewegung  von  P,  die 
in  AB  stattfindet,  durch  die  Bewegung  eines 
Punktes  Q  in  der  Peripherie  dieses  Kreises 
definirt  werden  (§  53).  Wenn  sich  derselbe 
Punkt  in  der  durch  den  Pfeil  angezeigten 

Thomson  q.  Tait,   theoretinch«  Physik.  4 
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lUchtong  bewegt,  so  wird  er  eiue  einfache  harmonische  Bewegung 
von  P  in  der  Linie  J5'A'  geben,  welche  ein  Viertel  einer  Periode 
hinter  der  Bewegung  von  P  in  -AjB  zurück  ist.  Da  aber  A  OAj 
CPO  und  QF'O  rechte  Winkel  sind,  so  ist  die  Figur  ^P'  ÖP  ein 
Parallelogramm,  und  folglich  ist  die  Lage  Q  das  Besultat  der  aus 
OP  und  OP  zusammengesetzten  Verschiebung.  Wir  sehen  somit,  dass 
zwei  gleiche  einfache  harmonische  Bewegungjen,  die  in  auf  einander 
senkrechten  Geraden  stattfinden,  und  deren  Phasen  sich  um  ein 
Viertel  einer  Periode  von  einander  untei*scheiden,  mit  einer  gleich- 
förmigen Kreisbewegung  gleichbedeutend  sind,  deren  Badius  gleich 
der  grössten  Verschiebung  ist,  die  jede  Bewegung  einzeln  hervor- 
bringen würde,  und  welche  vom  {)ositiven  Ende  der  Bewegungslinie 
der  vordem  Componente  nach  dem  positiven  Ende  der  Bewegungs- 
lime  der  hintern  zu  erfolgt. 

65.  Nun  sind  oi'thogonale  Projectionen  einfacher  harmonischer 
Bewegungen  offenbar  einfach  harmonisch  und  von  unveränderter 
Phase.  Projiciren  wir  also  den  FaU  des  §  64  auf  irgend  eine 
Ebene,  so  erhalten  wir  eine  Bewegung  in  einer  Ellipse,  für  welche 
die  Projectionen  der  Bewegungslinien  der  beiden  componirenden 
Bewegtingen  conjugirte  Durchmesser  sind,  und  in  welcher  der  vom 
Mittelpunkt  ausgehende  Radiusvector  in  gleichen  Zeiten  gleiche 
Flächen  (die  Projectionen  der  vom  Radius  des  Kreises  beschrie- 
benen Flächen)  beschreibt.  Die  Ebene  und  die  Lage  des  Kreises, 
von  welchem  diese  Projection  genommen  wird,  können  aber  offen- 
bar der  Bedingung  entsprechend  bestimmt  werden,  dass  die  Pro- 
jectionen der  Bewegungslinien  mit  zwei  beliebig  gegebenen  einan- 
der halbirenden  Geraden  zusammenfallen.  Zwei  beliebige  einfistche 
harmonische  Bewegungen,  ihre  Bewegungslinien  mögep  gleich  oder 
ungleich,  rechtwinklig  oder  schiefwinklig  zu  einander  sein,  ei'zeugen 
danach,  wenn  nur  ihre  Phasendifferenz  ein  Viertel  einer  Periode  be- 
trägt, eine  elliptische  Bewegung,  welche  jene  Bewegungslinien 
zu  conjugirten  Axen  hat,  und  bei  welcher  der  vom  Mittelpunkt 
aus  gezogene  Radiusvector  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen 
beschreibt. 

66.  Wir  kehren  jetzt  wieder  zur  Zusammensetzung  einer  be- 
liebigen Anzahl  gleicher  einfacher  harmonischen  Bewegungen  zurüek, 
die  in  irgend  welchen  Richtungen  stattfinden  und  von  beliebigen 
Phasen  sind.  Jede  componirende  einfache  harmonische  Bewegung 
kann  auf  ganz  bestimmte  WeisMu  zwei  Bewegungen  in  derselben 
Geraden   zerlegt   werden,    deren   Phasendifferenz   ein    Viertel    einer 
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Periode  beträgt,  und  von  denen  die  eine  eine  beliebig  gegebene 
Epoche  hat.  Wir  können  folglich  die  gegebenen  Bewegungen  auf 
zwei  Gruppen  von  Bewegungen  reduciren,  deren  Phasen  um  ein 
Viertel  einer  Periode  verschieden  sind,  und  zwar  können  wir 
es  so  einrichten,  dass  jede  Bewegung  einer  dieser  Gruppen  die- 
selbe Phase  wie  irgend  eine  der  gegebenen  Bewegungen  oder  wie 
sonst  eine  einfache  harmonische  Bewegung  hat,  die  wir  nach  Be- 
lieben wählen  können  (d.  h.  deren  Epoche  unserer  freien  Wahl  über- 
lassen ist). 

Alle  Bewegungen  einer  jeden  dieser  Gruppen  können  (§  58)  in 
eine  einzige  in  einer  bestimmten  Linie  stattfindende  einfache  harmo- 
nische Bewegung  von  derselben  Phase  und  von  bestimmter  Amplitude 
zusammengesetzt  werden.  Das  ganze  System  wird  somit  auf  zwei 
TÖllig  bestimmte  einfache  harmonische  Bewegxmgen  reducirt,  deren 
Phasendifferenz  ein  Viertel  einer  Periode  beträgt. 

Nun  haben  wir  bewiesen,  dass  die  Resultante  zweier  in  ver- 
schiedenen Geraden  vor  sich  gehenden  einfachen  harmonischen 
Bewegungen,  von  denen  ^die  eine  ein  Viertel  einer  Periode  der 
andern  voraus  ist,  eine  Bewegung  in  einer  Ellipse  ist,  für  welche 
die  Bewegnngslinien  der  Bewegungscomponenten  coi^jugirte  Axen 
sind,  und  in  welcher  der  vom  Mittelpunkt  ausgehende  Radiusvector 
in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  beschreibt.  Der  Satz  des  §  63 
ist  somit  erwiesen. 


(1) 


Rb  seien,  bei  Zugrundelegung  Cartesischer  Coordinaten, 

Xi  =:  liaiC08{fat  —  fi|) 

Pl  =z  miOi  €08  (tut  —  «,) 

-gTj  =  niaiC08(o}t  —  fij) 


die  Gleichungen  der  ersten  der  gegebenen  Bewegungen,  und  hieraus  mö- 
gen sich  durcb  Aenderung  der  Indicea  die  Gleichungen  der  übrigen  Be- 
^egongea  ergeben.    Es  bezeichnen  darin  allgemein 

I,  m,  n  die  Richtungscosinus ,  d.  h.  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
die  Bewegttogsrichtung  mit  den  Coordinatenazen  bildet, 

a  die  Amplitude,  s  die  Epoche  und  oi  die  gemeinschaftliche  relative 
Winkelgeschwindigkeit.  Die  Gleichungen  der  resultirenden  Bewegung, 
sa  deroi  Angabe  wir  die  Buchstaben  x,  y,  z  ohne  Indioes  gebrauchen, 
nnd  dann 

=  C08  tut  2  Ix  «1  COS  ej  -|-  8iniüt'^  li  a^  sin  «i, 

y  =  u.  8.  w. ,  JP  =  Q.  8.  w., 

4* 
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oder,  wie  wir  kurz  schreiben  können, 

{X  ==  Pcostot  -\-  P'sinwt 
y  =  Qeosiat  -^"(^sintot 


wo 


Ä  =  2  ni  Ol  CO««!,  B'  =  Snia,  «tn«! 

ist.  Die  resultirende  Bewegung,  welche  so  in  Ausdrücken  von  sechs  com- 
ponirenden  einfachen  harmonischen  Bewegungen  angegeben  ist,  kann  auf 
zwei  Bewegungen  reducirt  werden,  dadurch  dass  man  P,  CA  und  P*,  ^.Ä* 
auf  elementarem  Wege  vereinigt.    Wenn 


(4) 


t  =  (1»  +  e»  +  W^ 


ist,  so  wird  die  gesuchte  Bewegung  die  Resultante  der  Bewegungeo 
^cOfnat  und  C  sin  tot  sein,  von  denen  die  erstere  in  der  Geraden  (1, /u,  k), 
die  zweite  in  der  Geraden  (!',  /u',  i/')  stattfindet.  Sie  ist  daher  eine  Bewe- 
gung in  einer  Ellipse,  für  welche  die  Strecken  2(  und  2C'  iu  den  an- 
gegebenen Richtungen  conjugirte  Durchmesser  sind;  der  vom  Mittelpunkt 
ausgehende  Badiusvector  beschreibt  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flachen, 

2  7f 

und  die  Periode  ist 

67.  HannoniBohe  Bewegungen  yerschiedener  Art,  die 
in  vereohiedenen  Geraden  stattfinden.  —  Weiter  haben  wir 
uns  mit  dem  Falle  der  Znsammensetzung  einfacher  harmonischer 
Bewegungen  zu  beschäftigen,  die  von  verschiedener  Art  sind  und 
in  verschiedenen  Geraden  stattfinden.  Im  Allgemeinen  kehrt,  diese 
Geraden  mögen  in  einer  Ebene  liegen  oder  nicht,  die  Bewegunga- 
lin^e  in  sich  selbst  zurück,  wenn  die  Perioden  commensurabel  sind; 
bei  incommensurabeln  Perioden  ist  dies  nicht  der  Fall.  Dies  leuch- 
tet ohne  Beweis  ein. 

Ist  für  eine  Componente ,  deren  Richtungscosinus  A,  /u,  y  sind ,  a  die 
Amplitude ,  e  die  Epoche  und  n  die  Winkelgeschwindigkeit  in  der  zu- 
gehörigen Kreisbewegung,  so  hat  man  für  die  Coordinaten  |,  i/,  C  der 
resultireiKleii  Bewegung  die  Gleichungen 
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I  =  2  Äjai  cos  (wi  t  —  €,), 

^  =  ]S  ^1  Ol  €08  {nit  —  fij), 

{  =  ^yiOiCOsinit  —  Sy). 

Kau  ist  es  klar,  dass  die  Werthe  von  |,  17,  C  zur  Zeit  t  -\'  T  wiederkehren 
Verden ,  sobald  14  T,  n^T,  u.  s.  w.  Vielfeiche  von  2  n  sind ,  d.  h.  wenn  T 

das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  von  — ,    — ,  u.  s.  w.  ist.     - 

ni      na 

Ist  ein  solches  gemeinschaftliches  Vielfache  vorhanden,  so  können  die 
trigonometrischen  Functionen  eliminirt  werden,  und  die  Gleichungen 
(oder,  wenn  die  Bewegtmg  auf  eine  Ebene  beschränkt  ist,  die  Gleichung) 
für  die  Bahn  sind  algebraisch.  Im  entgegengesetzten  Falle  sind  sie 
transoendent. 

68.  Ans  dem  Yorhergehenden  ersehen  wir  allgemein,  dass 
die  ZoBammensetznng  einer  beliebigen  Anzahl  einfacher  harmoni- 
scher Bewegungen,  die  in  beliebigen  Richtungen  statt£bden  und 
von  beliebigen  Perioden  sind,  in  der  Weise  ausgeführt  werden  kann, 
dass  man  jede  Bewegung  in  drei  auf  einander  senkrechte  Compo- 
neaten  zerlegt,  nach  den  früher  dargelegten  Methoden  die  in  jeder 
dieser  zu  einander  senkrechten  Richtungen  stattfindenden  Bewegungs- 
eomponenten  in  eine  einzige  Bewegung  zusammensetzt,  und  endlich 
die  drei  letzterhaltenen  resultirenden  Bewegungen  vereinigt. 

.  69.  Einfache  harmonisohe  Bewegungen  in  swei  su  ein- 
ander senkrechten  Sichtungen.  —  Der  weit  interessanteste  und 
einfMhste  Fall  ist  der  zweier  einfachen  harmonischen  Bewe- 
gungen Yon  beliebigen  Perioden,  deren  Richtungen  natürlich  in  einer 
Ebene  liegen  müssen. 

Mechanische  Methoden,  solche  Verbindungen  herzustellen,  so- 
wie Fälle  ihres  Vorkommens  in  der  Optik  und  Akustik  werden  später 
beschrieben  werden. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  voraussetzen ,  dass  die  Rich- 
tongen  der  beiden  componirenden  Bewegungen  auf  einander  senk- 
recht stehen,  und  da  wir  nur  dann  eine  in  sich  zurückkehrende 
Cunre  erhalten  werden,  wenn  die  Perioden  commensurabel  sind,  s<^ 
empfiehlt  es  sich,  mit  einem  solchen  Falle  zu  beginnen. 

Die  folgenden  Figuren  stellen  die  Bahnen  dar,  welche  durch 
die  Verbindung  von  einfachen  harmonischen  Bewegungen  gleicher 
Amplituden  entstehen,  vorausgesetzt,  dass  die  Perioden  der  zu  ein- 
uider  senkrechten  Gomponenten  sich  wie  1  :  2  verhalten,  und  dass 
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ihre  Epochen  der  Reihe  nach  um  0,  1,  2,  u.  b.  w.  Sechszehntel  einer 
Umdrehung  von  einander  abweichen. 

Fig.  12. 


Wenn  die  Epochen  gleich  sind, 
oder  sich  durch  ein  Vielfaches  von 
7C  unterscheiden,  so  ist  die  Curve 
ein  Theil  einer  Parabel  und  wird 
vom    beweglichen    Punkt    wahrend 

jeder  vollständigen  Periode  zweimal  in  entgegengesetzten  Richtun* 

gen  durchlaufen. 

Für  den  hier  gezeichneten  Fall  ist 

X  =  acos(2nt  —  c),    y  =  acosnt, 
folglich 

o;  =s  a  {cos  2nt  .cose  -{-  sin 2nt.  sin e] 

und   dies   ist   für  jeden  gegebenen  Werth  von  e  die  Gleichimg  der  ent- 
sprechenden Oarve.    So  hat^  man  für  «  =  0 

-^—-1.   oder  ti»  r=  - 

2 

n 

2 
erhält  man 


also,  wie   oben  angegeben  ist,  die  Gleichung  der  Parabel.    Für  £  =  ~ 


£  =  2||/l-^.  oder  a^x^  ==  4yHa^-y^, 

•* 
die  Gleichung  der  fünften  und  dreizehnten  der  obigen  Gurren. 
Im  Allgemeinen  ist 

X  •=:  acos{nt  -{-  b),  y  =  acosin^t  +  e^), 
und  hieraus  hat  man,  wenn  es  möglich  ist,  t  zu  eliminiren. 
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70.  ZuBammensetzong  zweier  gleichförmigen  Kreisbewe- 
gungen. —  Ein  anderer  sehr  wichtiger  Fall  ist  der  zweier  Gruppen 
▼on  zwei  einfachen  harmonischen  Bewegungen ,  die  in  einer  Ebene 
aUttfinden  und  so  beschaffen  sind,  dass  die  Resultante  jeder  Gruppe 
eine  gleichförmige  Kreisbewegung  ist. 

Wenn  die  Perioden  gleich  sind,  so  haben  wir  einen  der  schon 
im  §  63  behandelten  Fälle  und  schliessen  dann,  dass  die  resulti- 
rende  Bewegung  im  Allgemeinen  in  einer  Ellipse  erfolgt,  und  dass 
nm  den  Mittelpunkt  in  gleichen  Zeiten^  gleiche  Flächen  beschrieben 
werden.  In  besonderen  Fällen  können  wir  auch  eine  einfache  har- 
monische, oder  eine  gleichförmige  Ejreisbewegung  erhalten. 

Wenn  hierbei  die  Kreisbewegungen  in  derselben  Richtung  tor 
sich  gehen,  so  resultirt  offenbar  eine  Kreisbewegung  yon  derselben  Rich- 
tung. Dies  ist  der  Fall  der  Bewegung  von  £1  in  §  58  und  erfordert 
keine  weitere  Erläuterung,  da  die  Amplitude,  die  Epoche,  u.  js.  w. 
ohne  Weiteres  aus  der  Figur  ersichtlich  sind« 

71.  Wenn  die  Perioden  der  beiden  Bewegungscomponenten 
nur  äusserst  wenig  von  einander  verschieden  sind,  so  wird  die  resul- 
tirende  Bewegung  in  jedem  Augenblick  äusserst  wenig  von  der  dui*ch 
die  vorhergehende  Construction  gegebenen  Kreisbewegung  abweichen. 
Wir  können  dieselbe  auch  als  eine  in  aller  Strenge  kreisförmige  Be- 
wegung aufifassen,  deren  Radius  von  einem  grössten  Werthe,  der 
Summe  der  Radien  der  beiden  Bewegungscomponenten,  zu  einem 
kleinsten  Werthe,  der  Differenz  dieser  Radien,  abnimmt,  darauf  wie- 
der bis  zu  jenem  grössten  Werthe  wächst,  u.  s.  f.«  Die  Richtung  des 
Badius  der  Resultante  oscillirt  zu  beiden  Seiten  des  Radius  der  gros- 
sem Gomponente  (wie  in  dem  entsprechenden  Falle  des  §  59).     Die 

pj     j3  Winkelgeschwindigkeit  der  re- 

sultirenden  Bewegung  ist  da- 
her periodisch  veränderlich. 
Im  Falle  gleicher  Radien,  zu 
dem  vrir  uns  jetzt  wenden,  ist 
sie  constant. 

73.  Wenn  die  Radien  der 
beiden  Bewegungscomponen- 
ten gleich  sind,  so  haben  wir 
den  durch  die  nebenstehende 
Figur  dargestellten  äusserst 
interessanten  und  wichtigen 
Fall. 

Hier   halbirt    der    Radius 
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der  Reeultante  den  von  den  Radien  'der  Componenten  gebildeten 
Winkel.  Die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  ist  das  arithmeti- 
sehe  Mittel  ihrer  Componenten.  Wir  werden  in  einem  spätern 
Paragraphen  aaseinanderaetzen ,  wie  diese  Epitrochoide  durch  das 
Rollen  eines  Kreises  auf  einem  andern  Kreise  entsteht.  (Der 
oben  gezeichnete  besondere  Fall  ist  der  einer  in  sich  nicht  zurück- 
kehrenden Gnrye.) 

73.  Die  gleichförmigen  Kreisbewegungen  mögen  jetzt  in  ent- 
gegengesetzten Richtungen  erfolgen.  Wenn  dann  die  Perioden 
gleich  sind,  so  erkennen  wir  leicht  wie  früher  (§  66),  dass  die  Re- 
sultante im  Allgemeinen  eine  elliptische  Bewegung  ist,  welche  die 
besonderen  Fälle  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  und  einer  ein- 
fachen harmonischen  Bewegung  in  sich  schliesst. 

Wenn  die  Perioden  nur  sehr  wenig  von  einander  verschieden 
sind,  so  erhält  man  die  Resultante  leicht  wie  im  Falle  des  §  59. 

74.  Die  Fälle,  in  denen  die  Radien  der  Bewegungscomponen* 
ten  gleich  sind,  sind  von  äusserst  grosser  Bedeutung  in  der  moder- 


Fig.  14. 


nen  Physik;  einer  derselben 
ist  hier  gezeichnet  (die  Cunre 
läuft,  wie  die  vorhergehende, 
nicht  in  sich  zurück). 

Dieser  Fall  steht  in  enger 
Beziehung  zu  der  Erklärung 
zweier  Reihen  wichtiger  Er- 
scheinungen :  der  Drehung  der 
Polarisationsebene  des  Lichtes 
durch  Quarz  und  gewisse  Flüs- 
sigkeiten einerseits  und  durch 
durchsichtige  Körper,  die  man 
der  Wirkung  magnetischer 
Kräfte  aussetzt,  andererseits. 
Die  obige  Curve  ist  ein  Fall  der  Hypotrochoide ,  und  ihre  Ent- 
stehungsart wird  in  einem  späteren  Paragraphen  mitgetheilt  werden. 
Auch  wird  man  in  der  Kinetik  sehen,  dass  sie  die  Bahn  einer  Pendel- 
linse ist,  welche  ein  schnell  rotirendes  Gyroskop  enthält.      '  '-  '*\ 

75.  Der  Fourier'sche  Sats.  —  Bevor  wir  die  Theorie  der 
Zusammensetzung  harmonischer  Bewegungen  für  einige  Zeit  ver^ 
lassen,  müssen  wir  unserm  in  §  62  gegebenen  Versprechen  gemäss 
einige  Seiten  der  Betrachtung  des  Fourier 'sehen  Satzes  widmen, 
der  nicht  nur  eins  der  schönsten  Ergebnisse  der  neuern  Analysis 
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ist,  sondern  den  man  fds  ein  bei  der  Behandlang  von  fast  jeder 
schwierigeren  Frage  der  neuem  Physik  unentbehrliches  Hilfsmittel 
ansehen  kann. 

Wir  brauchen  nur  die  tonenden  Schwingungen,  die  Fortpflan- 
long  elektrischer  Signale  längs  eines  Telegraphendrahtes  und  die 
Leitung  der  Wärme  durch  die  Erdrinde  zu  erwähnen,  Gegenstände, 
die  in  ihrer  Allgemeinheit  ohne  jenen  Satz  nicht  behandelt  werden 
können,  um  eine  wenngleich  schwache  Vorstellung  von  seiner  Be- 
deutong  zu  erwecken.  Die  folgende  Form  scheint  die  am  leichtesten 
▼eretändliche  zu  sein,  in  der  man  ihn  dem  gewöhnlichen  Leser  vor- 
führen kann. 

Satz.  —  Eine  zusammengesetzte  harmonische  Func- 
tion, mit  einer  hinzugefügten Gonstanten,  kann  zur  mathe- 
matischen Darstellung  einer  jeden  beliebigen  periodischen 
Function  und  folglich  auch  einer  jeden  beliebigen  anderen 
Function  zwischen  bestimmten  Werthen  der  Veränder- 
lichen gebraucht  werden.     - 

76.  Wenn  eine  beliebige  periodische  Function  gegeben  ist,  so 
kann  man  die  Amplituden  und  Epochen  einer  zusammengesetzten 
harmonischen  Function,  die  ihr  för  jeden  Werth  der  unabhängig  Ver- 
änderlichen gleich  sein  soll,  mittels  der  „Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten"  bestimmen.  Solch  eine  Untersuchung  ist  genügend 
als  Losung  der  Aufgabe:  —  eine  zusammengesetzte  harmonische 
Function  zu  finden,  welche  eine  beliebig  gegebene  periodische  Func- 
tion darstellt,  —  sobald  man  sicher  weiss,  dass  die  Lösung  der  Auf- 
gabe überhaupt  möglich  ist,  und  wenn  man  einmal  diese  Sicherheit 
hat,  so  zeigt  jene  Untersuchung,  dass  die  Lösung  eine  ganz  be- 
stimmte ist,  d.  h.  dass  keine  andere  als  die  gefundene  harmonische 
Function  den  Bedingungen  der  Aufgabe  Grenüge  leisten  kann. 

77.  Wir  könnten  das  im  vorhergehenden  Paragraphen  an- 
gedeutete Verfahren  anwenden,  um  einen  analytischen  Beweis  des 
Fourier^Bchen  Satzes  zu  geben.  Es  scheint  uns  aber,  dass  die 
Natnr  des  Ausdrucks  klarer  werden  wird,  wenn  wir  bei  unserer  Ent- 
wicklung einen  andern  Ausgangspunkt  nehmen. 

Es  sei  JP(a;)  eine  beliebige  periodische  Function  von  der  Periode  p^ 
d.  h.  irgend  eine  Fonction,  welche  die  Bedingung 

(1)  F{x  +  np)  =  F(x) 

erfüllt,  wo  n  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet. 
^ir  betrachten  das  Integral 


/ 


"^Fix)dx        ' 


a^  +  x^ 
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in  welchem  a^dc'  drei  beliebig  gegebene  Grössen  sind.  Bezeichnen  z 
und  z*  die  zwischen  den  Grenzen  c  und  c'  enthaltenen,  cwler  diesen  Gren- 
zen gleichen  Werthe  von  a;,  für  welche  F(x)  beziehungsweise  seinen  gross- 

ten  und  kleinsten  Werth  hat,  so  ist  das  Integral  kleiner  als  F(z)J  %\% 
und  grösser  als  F{z')l    ^  . — 5*    Man  hat  aber 


(2) 
folgUch 

(3) 


-5-1 — 5  =  —  { O'^ctan arctan  — ) , 

.  a^ 4- a;2       a\  a  aß 


0  >  F(f)\aTctan arcian'-\ 


(4) 


Ist  nun  A  der  grösste  und  B  der  kleinste  aller  Werthe  von  F(x), 
so  folgt  aus  (3) 

/     a^-V-x^  \2  a) 

und  auf  ähnliche  Weise 


(5) 


'  ''  F{x)aix  ^    .f      .      c'   .    n\ 


J    a»+ «» 


>  B(arctan^  +  |) 


Addiren  wir  die  ersten  Glieder  der  Formeln  (3),  (4)  und  (5)  und  Ter- 
gleichen  die  Summe  mit  den  entsprechenden  Summen  der  zweiten  Glieder, 
so  erhalten  wir 


/       0» 


(«) 


— >00 


Nach  (1)  ist  aber 

(7) 


/ffS  =  /'w^'lX(; 


)} 


Wenn  wir  jetzt  V— 1  mit  »  bezeichnen,  so  ist 

^ =  -L/' i ! \ 

und  es  ergiebt  sich  folglich ,  wenn  man  die  Terme ,  welche  je  zwei  glei- 
chen und  entgegengesetzten  Werthen  von  n  entsprechen,  zusammeniasst 
und  diejenigen  Terme,  welche  der  Werth  n  =  0  liefert,  besonders  schreibt, 
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^^\a*  +  {x+np)»J  ~  2ai\x  —  ai  ^Z\  ****—(«  —  <»»)'' 

s+a«  "**     .ti  »V  — («  +  «•)*/ 

=  _!L_lco«ii2^^  -  cot'» (»  +  «*•)} 

TT       .   2  Trat                  TT      .    2  7iaft 
-.  «»n ;  Mfl 


__      2aj?f  p av% 


^n  ai  ^nx  2  nat  2nsc 

C08^ C08^ cos cos 

P  P  P  P 

an       ina  ^  ina' 

^       "T*  2«aj  , — • 

e  '  —  2co«-— +  e      ^ 


Die  Fonnel  (7)  geht  daher  über  in 

ina  ina       p 


F(x)dx   _   n  ,^       -'-^,    /  F{x)dx 

2  nx 

e  '    —2cos-—  +  e      ^ 


Beseichnen  wir  weiter  der  Kürze  wegen  für  einen  Augenblick  e   ^      mit 
!  C  und  setzen 

•0  haben  wir 

1 € 

'-^  2nx  .     -l2f-'i_.(C  +  r^)  +  .« 

=  i::^,{i+«(c+r^)  +  «»(c^+r^  +  e»(c«+r')  +  u.  s.  w.} 

=  r all  +  2ecos 1-  2b^C08 -^  +  2 e» CO« f-  U.  8.  W.l, 

1  —  fi'V  JP  P  P  / 

ond  die  Formeln  (8)  nnd  (9)  liefern  somit 

—  OB  0 

Aul  (6)  und  (10)  folgern  wir,  dass 

F(t)  (areian  -  —  arctan  — \  +  -4  (^w — arctan  -  +  arctan  -)  > 
und 

J'(y)  (areian arctan — )  +  B\n  —  arctan  —  +  arctan — )  < 
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p 


—  fF(x)dx(i  +  2  b  cos 1-  u.  8.  w.j 

ist.    Es   sei  jetet  c*  =  —  c  und  x  ^  V  —  I,   wo  {'  eine  Veränderliche 
und  I,  was  die  Integration  betrifft,  constant  ist;  femer  sei 

also 

■F(^)  =  <p(i  +  «0. 

Dann  geht  das  vorhergehende  Ungleichungspaar  über  in 
(p(l-\-z).2arctan — }-  A(n  —  2arctan'^> 


(11) 


und 


(p(l-\'Z^.2arcian — |-  B(n'-2arctan-'j 


^  lo  —1   0  *        j 


darin  bezeichnet  g>  eine  beliebige  periodische  Function  von  der  Periode  p. 
Wir  nehmen  nun  an ,  c  sei  ein  sehr  kleiner  Bruchtheil  von  p.  Im 
Grenz&ll,  wenn  c  unendlich  klein  ist,  werden  der  grösste  und  kleinste 
Werth  von  g>(V)  für  Werthe  von  1',  die  zwischen  I  +^c  und  ^  —  c  lie- 
gen, nur  unendlich  wenig  von  einander  und  von  g>{]i)  verschieden  Bein, 
d.  h.  es  ist 

q>(i  +  *)  =  y(|  +  «0  =  «»({)• 

Weiter  sei  a  ein   unendlich    kleiner   Bruchtheil    von  c.     Im   Grenz&ll 

ist  dann 

.       c        n 

a 

und  6  =  e       ^    =  1. 

Die  Ungleichungen  (11)  liefern  somit  für  die  angegebene  Grenze  eine  Glei- 
chung, die  nach  beiderseitiger  Division  durch  n  folgende  wird:  — 


(12) 


V  Iq  n— 1q  P  j 


Dies  ist  der  berühmte  von  Four^er*)  entdeckte  Satz  für  die  Entwick- 
lung einer  beliebigen  periodischen  Function  in  eine  Reihe  von  einfkcb 
harmonischen  Gliedern.  Eine  in  ihm  als  besonderer  Fall  enthaltene  For- 
mel ist  schon  früher  von  Lagrange**)  gegeben  worden. 

.    ^.          2nn(V — I)     .        ,„    „ 
Setzen  wir  für  cos ^ semen  Werth 


*)  Theorie  Analytique  de  U  Chaleur,  Pftrit  1822. 
**)  Anoieiu  Htooires  de  rAcad^mie  de  Turin.    Tome  HC,  p.  12«. 
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2nnV       2n;r|    ,      .   2nnp    .  2nn^ 
C08 iC08 [-  8tn sm' 


und  f&hreD  die  Bezeichnung 

'  p 


(13)  {An  =  -j9>(i)co8^^^d^ 

ein,  80  rednciren  wir  (12)  auf  die  Fonn 

n-l  P  ii«»l  P 

welche  der  allgemeine  Ausdruck  einer  beliebigen  Function  in  Form  einer 
Beihe  von  Sinus  und  von  Cosinus  ist.    Oder  nehmen  wir 

(15)  Pn=(Ji  +  J5!)^  und  tanen  =  ^ 
«n,  IG  haben  wir 

(16)  g>(i)  =  A^  +"|'p«co«(?^-e.), 

imd  dies  ist  der  allgemeine  Ausdruck  in  Form  einer  Beihe,  wo  jeder  der  suc- 
cesriven  vielfachen  Perioden  nur  ein  einfach  harmonisches  Glied  entspricht. 

ConvergeiUB  der  Fourier'Bohen  Beihe.  Um  Missverständnisse 
za  vermeiden,  muss  bemerkt  werden ,  dass  jede  der  Gleichungen  und  Ver- 
^chungen  (2),  (7),  (8),  (10)  und  (11)  ihren  bestimmten  arithmetischen  Sinn 
hat  und  für  jeden  besondem  Fall  durch  wirkliche  Berechnung  der  Zahlen 
bewahrheitet  werden  kann;  dabei  wird  nur  vorausgesetzt,  dass  F{x)  kei- 
nen unendlich  grossen  Werth  in  seiner  Periode  hat.  Unter  dieser  Be- 
schränkung ist  folglich  (12)  oder  jede  der  beiden  äquivalenten  Formeln  (14), 
(16)  ein  arithmetischer  Ausdruck  von  bestimmtem  Sinn  und  die  darin  ent- 
haltene Beihe  somit  convergent.  Wir  können  hieraus  in  aller  Strenge 
schliessen,  dass  auch  der  Fall,  in  welchem  die  willkürliche  Function  eine 
plötzliehe  endliche  Aendeinuig  ihres  Werthes  erfährt,  wenn  die  unabhängig 
Veränderliche  bei  ihrer  stetigen  Zunahme  durch  einen  besondem  Werth 
oder  durch  mehrere  besondere  Werthe  hindurchgeht,  in  dem  allgemeinen 
Satze  enthalten  ist.  Wenn  man  in  einem  solchen  Falle  der  unabhängig 
YeräDderlichen  irgend  einen  Werth  ertheilt,  der,  wenn  auch  noch  so 
Wenig,  von  einem  eine  plötzliche  Werthänderung  der  Function  herbei- 
fihrenden  Werthe  verschieden  ist,  so  muss,  wie  wir  aus  der  vorhergehen- 
den Untersuchung  fblgem  können,  die  Beihe  convergiren  und  einen  be- 
ttimmten  Werth  für  die  Function  liefern.  Wenn  aber  der  unabhängig 
Veränderlichen  genau  der  kritische  Werth  beigelegt  wird,  so  kann  die 
Beihe  zu  keinem  bestimmten  Werthe  convergiren.  Die  Betrachtung  der 
durch  die  Formel   (11)   gelieferten   einschliessenden  Werthe  beseitigt    alle 
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Schwierigkeit,  2x1  verstehen,  wie  die  Beihe  (12)  für  zwei  beeondere  Werthe 
der  onahhängig  Veränderlichen!  die  zq  beiden  Seiten  eines  kritischen 
Werthes  liegen,  sich  aber  unendlich  wenig  von  einander  unterscheiden, 
bestimmte  Werthe  vgn  endlicher  Differenz  liefert. 

Wenn  der  Differentialquotient     ^l  -  für  jeden  innerhalb  der  Periode 

gelegenen  Werth  von  |  endlich  ist,  so  lässt  auch  er  sich  arithmetisch 
durch  «ine  Beihe  harmonischer  Glieder  ausdrücken,  und  diese  Beihe  kann 
V4)n  derjenigen  nicht  verschieden  sein,  die  man  erhellt,  wenn  man  die 
Beihe  von  9>(l)  differentiirt.    Daraus  folgt,  dass 

und  dass  diese  Beihe  convergirt;  daraus  ziehen  wir  den  Schluss,  dass  die 
Beihe  von  ^(|)  schneller  convergirt  als  eine  harmonische  Beihe  mit  den 
Coefücienten 

1       J-      J-      -L 
2         3* 

Wenn  femer     JTA     innerhalb  der  Periode  endlich  bleibt,  so  dürfian 

wir  beide  Glieder  von  (17)  differentiiren  und  erhalten  eine  immer  noch 
arithmetisch  richtige  Gleichung.  Durch  "Fortsetzung  dieser  Schlüsse  er- 
kennen wir,  dass,  wenn  der  nte  Differentialquotient  keine  unendlichen 
Werthe  hat,  die  harmonische  Beihe  für  g>(^)  schneller  convergiren  muss, 
als  eine  harmonische  Beihe  mit  den  Coefflcienten 

1       J-      i.      ± 
*     2"  *     3"  *     4"  *     ^-  *•  ^• 

78.  Versobiebung  eines  starren  Körpers.  —  Wir  gehen  jetzt 
zur  Botrachtang  der  Verschiebung  eines  starren  Körpers  oder  einer 
Gruppe  von  Punkten  über,  deren  gegenseitige  Lage  keine  Aende- 
rang  erleiden  kann.  Der  einfachste  Fall,  den  wir  erörtern  können, 
ist  der  der  Bewegung  einer  ebenen  Figur  in  ihrer  eigenen  Ebene, 
und  was  sich  hierüber  sagen  lässt,  ist,  soweit  es  die  Kinematik  be- 
tri£Pt,  vollständig  in  dem  Resultat  des  folgenden  Paragraphen  za- 
sammengefasst. 

79.  Verschiebung  einer  ebenen  Figar  in  ibrer  Ebene.  — 

Wenn  eine  ebene  Figur  auf  irgend  eine  Weise  in  ihrer  eigenen 
Ebene  verschoben  wird,  so  giebt  es  immer  (mit  einer  in  §  81  be- 
handelten Ausnahme)  einen  Punkt,  der  zwei  beliebigen  Lagen  ge- 
meinschaftlich ist,  d.  h.  die  Figor  kann  aus  jeder  Lage  in  jede  an- 
dere Lage  dadurch  gebracht  werden,  dass  man  sie  in  ihrer  eigenen 
Ebene  um  einen  festgehaltenen  Punkt  rotiren  lässt. 

Dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  seien  A^B  irgend  zwei 
Punkte  der  ebenen  Figur  in  ihrer  ersteren  Lage,  und  A\B'  die  LAgen, 
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welche  dieselben  Punkte  nach -einer  Yerschiebang  inne  haben.     Die 
Linien  AA!^  BJff  werden  im  Allgemeinen  nicht  parallel  sein,  ausser 
in  einem  Falle,  der  alsbald  betrachtet  werden  soU.    Der  geometrische 
Yig,  15.  Ort  der  von  Ä  und  A'  gleich  weit  ab« 

y  stehenden  Punkte  wird  folglich  den  Ort 
/^  der  Punkte,  die  von  B  und  B'  gleiche 
Entfernungen  haben,  in  einem  Punkte  0 
schneiden.  Verbinden  wir  nun  0  mit 
A^B,A\B'j  so  sind  die  Dreiecke  OA'B' 
und  OAB,  da  Oi'=  OA,  OBf  =  OB, 
A!  Bf  '=  AB  ist ,  o£fenbar  congruent. 
^  ^^'        0  ist   also    gegen  A' Bf  und   AB  ähn- 

lich   gelegen,    folglich  ein  und  derselbe 
Punkt  der  ebenen  Figur  in  ihren  beiden 
Lagen.     Wenn  wir,  um  die  Sache  zu  veranschaulichen,  das  Drei- 
eck 0^£  wirklich  in  der  Ebene  verzeichnen,  so  wird  es  in  der 
zweiten  Lage  der  Figur  OA'Bf. 

80.  Nehmen  wir  von  den  gleichen  Winkeln  A' OBf^AOB  die- 
ser oongruenten  Dreiecke  den  beiden  gemeinschaftlichen  Theil^'Oi? 
weg,  so  bleiben  uns  die  gleichen  Winkel  AOA\  BOB*  übrig,  und 
jeder  derselben  ist  offenbar  gleich  dem  Winkel,  durch  welchen  die 
Figur  um  den  Punkt  0  gedreht  worden  muss,  um  aus  der  ersteren 
b  die  zweite  Lage  überzugehen. 

Die  vorhergehende  einfache  Gonstruction  setzt  uns  in  den  Stand, 
nicht  nur  den  allgemeinen  Satz  des  §  79  zu  beweisen,  sondern  auch 
ans  zwei  Lagen  AB,  A* Bf  einer  Linie  der  Figur  den  gemeinschaft- 
hefaen  Mittelpunkt  und  die  Grösse  des  Rotationswinkels  zu  be- 
stimmen. 

8L     Die  von  A  und  A'  gleich  weit  abstehende  Ger  ad«  ist  der 

Geraden ,  welche  dieselbe  Eigenschaft  in  Beziehung  auf  die  Punkte 

jij-   Iß  B  und' JK  hat,  parallel,  wenn  AB 

parallel  A'  Bf  \sL  In  diesem  Falle 
schlägt  die  Gonstruction  fehl,  da 
der  Punkt  0  in  unendliche  Entfer- 
nung rückt,  und  der  Satz  verliert 
seine  Geltung.  Die  Bewegung  ist 
dann  thatsächlich  eine  einfache  Verschiebung  der  Figur  in  ihrer  Ebene, 
die  ohne  Rotation  erfolgt,  da,  wenn  AB  parallel  und  gleich  A* B\ 
anch  AA'  parallel  und  gleich  B  B'  ist,  und  anstatt  dass  ein  Punkt 
zweien  Lagen  der  Figur  gemeinschaftlich  sei,  sind  hier  die  Geraden, 
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welche  die  verschiedenen  Lagen  jedes  Punktes  der  Figor  Terbindeii, 
gleich  nnd  parallel. 

82.  Es  ist  nicht  nöthig,  voransznsetzen ,  dass  die  Fignr  eine 
flache  Scheibe  oder  eine  Ebene  sei.  Die  vorhergehenden  Elrgebnisse 
gelten  för  jede  einzelne  der  parallelen  Ebenen  eines  starren  Kör- 
pers, der  sich  in  einer  Weise  bewegt,  die  nur  der  Bedingung  unter- 
worfen ist,  dass  die  Punkte  jeder  seiner  Ebenen  bestandig  in  einer 
festen  Ebene  des  Raumes  bleiben. 

83.  Es  giebt  noch  einen  Fall,  in  welchem  die  Gonstruotion 


Fig.  17. 


des  §  79  illusorisch  wird,  nämlich  wemi 
AA!  und  B'B!  parallel  sind,  aber  A'B 
und  Al^  einander  schneiden.  In  die- 
sem Falle  sieht  man  aber  auf  der  Stelle, 
dass  eben  der  Durchschnittspunkt  von 
AB  und  A! S  der  gesuchte  Punkt  0 
ist,  obwohl  die  frühere  Methode  uns 
nicht  in  den  Stand  gesetzt  haben  würde,  ihn  zu  ermitteln. 


B' 


Fig.  18. 


84.  Beispiele  von  Verschiebungen  in  einer  Ebene.  — 
Von  diesem  Princip  lassen  sich  sehr  viele  interessante  Anwendungen 
machen,  von  denen  aber  nur  wenige  streng  genommen  zu  unserem 
Gegenstande  gehören.  Wir  werden  daher  nur  ein  oder  zwei  Bei- 
spiele vorführen.  So  wissen  wir,  dass  jeder  Punkt  P  einer  Geraden 
von  gegebener  Länge  AB^  die  sich  so  bewegt,  dass  ihre  Endpunkte 
beständig  in  zwei  festen  Geraden  OA^  OB  bleiben,  eine  Ellipse  be- 
schreibt. Man  soll  für  irgend  einen  Augenblick  die  Bewegungs- 
richtung von  P  finden,  d.  h.  eine  Tangente  an  die  Ellipse  ziehen. 

Die  Linie  BA  wird  in  ihre  nächste 
Lage  durch  Rotation  um  den  Pnnkt 
Q  übergehen.  Diesen  Punkt  Q  er- 
hält man  mittels  der  Methode  des 
§  79  dadurch,  dajss  man  in  A  nnd 
B  auf  OA  und  OB  Senkrechte  er- 
richtet. Für  den  in  Rede  stehenden 
Augenblick  dreht  sich  also  P  nm  Q, 
und  somit  ist  seine  Bewegungs- 
richtung,  oder  die  Tangente  an  die 
Ellipse  senkrecht  zu  QP.  Femer 
berührt  die  Gerade  AB  bei  ihrer 
Bewegung  beständig  eine  Curve  (in  der  Geometrie  ihre  einhüllende 
Curve  genannt),  und  dasselbe  Princip  ermöglicht  es,  den  Punkt  dies^ 
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CüTve  zu  ermitteln,  welcher  in  AB  liegt.  Denn  die  Bewegung 
jenes  Punktes  muss  offenbar,  wenn  nur  eine  sehr  kleine  Verschie- 
bung erfolgt,  längs  AB  vor  sich  gehen,  und  der  einzige  sich  in 
dieser  Weise  bewegende  Punkt  ist  der  Durchschnittspunkt  von  AB 
mit  der  von  Q  aus  auf  ^  5  -  gefällten  Senkrechten.  Unsere  Con- 
straction  würde  uns  also  in  den  Stand  setzen,  die  einhüllende  Curve, 
d,  h.  beliebig  viele  Punkte  derselben,  zu  zeichnen. 

83.  Um  ein  zweites  Beispiel  zu  geben,  nehmen  wir  an,  A  B  sei  der 
Balancier  einer  feststehenden  Dampfmaschine,  die  sich  um  A  auf  und 
ab  bewegt  und  vermittels  einer  Kette  BD  eine  Kurbel  CD  in  derselben 
Ebene  um  C  dreht.    Man  soll  für  irgend  eine  Lage  das  Verhältniss  der 

Winkelgeschwindigkeiten  von  ^J? 
^^-  ^^'  und  CD  bestimmen.   Offenbar  ist 

die  augenblickliche  Bewegungs- 
richtung von  B  transversal  zu  A  B, 
und  diejenige  von  D  transversal 
zu  CD.  Wenn  also  die  Verlänge- 
rungen von  AB  und  CD  sich  in 
0  schneiden,  so  ist  die  Bewegung 
von  BD  für  einen  Augenblick 
gleichsam  eine  Drehung  um  0,  Daraus  ersieht  man  leicht,  dass, 
wenn  A  B  die  Winkelgeschwindigkeit  fiJ   hat ,    diejenige   von    CD 

gleich    -rrr^  r^rr  CD  ist.     Ein  ähnliches  Verfahren   ist  natürlich  für 

jede  Maschinenverbindung  anwendbar,  und  werden  wir  dasselbe  als 
sehr  vortheilhaft  erkennen,  wenn  wir  im  Zusammenhang  mit  dem 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  verschiedene  dynamische 
Probleme  zu  betrachten  haben  werden. 

86.  ZusammensetBting  von  Botationen  um  parallele 
Azeii.  —  Da  jede  Bewegung  einer  ebenen  Figur  in  ihrer  Ebene 
im  Allgemeinen  als  eine  Rotation  um  einen  Punkt  angesehen  wer- 
den kann,  so  leuchtet  ein,  dass  sich  zwei  solche  Rotationen  im  All- 
gemeinen in  eine  zusammensetzen  lassen;  dasselbe  kann  folglich 
auch  mit  einer  beliebigen  Anzahl  von  Rotationen  geschehen.  So 
seien  A  und  B  die  Punkte  der  Figur,  um  welche  die  Rotationen 
nach  einander  stattfinden  sollen.  Durch  eine  Rotation  um  A  werde 
B  etwa  nach  5',  und  durch  eine  Rotation  um  B*  werde  A  nach  A* 
gebracht.  Die  Construction  des  §  79  giebt  uns  ohne  Weiteres  den 
Punkt  0  und  die  Grösse  der  Rotation  um  diesen  Punkt,  die  für  sich 
&Uein  dieselbe  Wirkung  hat,  wie  wenn  man  die  Rotationen  um  A 

Thomson  n.  T^t,  theoretische  Physik.  5 
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und  B  nach  einander  ausführte.  Eine  Ausnahme  macht  nur  der 
Fall,  in  welchem  die  Rotationen  um  A  und  B  von  gleicher  Grössi» 
und  von  entgegengesetzten  Richtungen  sind.  In  diesem  Falle  ht 
A'B'  oflfenbar  parallel  AB,  und  das  Ergebniss  der  Zusammen- 
setzung nur  eine  Verschiebung   ohne   jede   Rotation.     Wenn  alao 
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ein  Körper  sich  nach  einander  durch  glei- 
che Winkel,  aber  in  entgegengesetzten 
Richtungen  um  zwei  parallele  Axcn  dreht, 
so  nimmt  er  schliesslich  eine  Lage  an,  in 
die  man  ihn  durch  eine  einfache  Parallel- 
verschiebung hätte  bringen  können;  diese 
Verschiebung  ist  senkrecht  gegen  diejeni- 
gen Linien  des  Körpers  in  seiner  anfanglichen  oder  letzten  Lage, 
welche  nach  einander  zu  Rotationsaxen  gemacht  wurden,  und  bil- 
det mit  der  Ebene  derselben  einen  Winkel,  der  halb  so  gross  als  das 
Supplement  des  gemeinschaftlichen  Rotationswinkels  ist. 

87.  Zusammensetzung  von  Rotationen  und  Versohiebim- 
gen  in  einer  Ebene.  —  Mit  Beziehung  hierauf  können  wir  eine 
Rotation  und  eine  Verschiebung,  welche  parallel  der  Rotationsebene 
ausgeführt  wird,  in  eine  äquivalente  Rotation  zusammensetzen.  Zu 
diesem  Zwecke  zerlegen  wir  die  Verschiebung  in  zwei  Rotationen 
von  gleicher  Grösse  und  entgegengesetzter  Richtung,  vereinigen 
eine  derselben  nach  §  86  mit  der  gegebenen  Rotation  und  ebenso 
die  zweite  mit  dem  erhaltenen  Resultat.  Wir  können  uns  auch  der 
folgenden  weit  einfacheren  Methode  bedienen :  —  Es  sei  OA  die  allen 


Fig.  21. 


Punkten  in  der  Ebene  gemeinschaft- 
liche Verschiebung ,  und  BOG  der 
Winkel  der  Rotation  um  0;  BO  ist 
so  gezogen,  dass  OA  den  Neben- 
winkel COB'  von  BOG  halbirt. 
Offenbar  giebt  es  in  der  Verlänge- 
rung von  B  0  einen  Punkt  B'  von  der  Beschaffenheit,  dass  der  Weg 
JB'  C,  den  er  in  Folge  der  Rotation  zurücklegt,  gleich  und  entgegen- 
gesetzt OA  ist.  Dieser  Punkt  nimmt  nach  Ausführung  beider  ge- 
gebenen Operationen  seine  anfangliche  Lage  wieder  ein,  und  wir 
sehen  somit,  dass  eine  Rotation  und  eine  Parallelverschiebung  in 
einer  Ebene  in  eine  gleiche  Rotation  um  eine  andere  Axe  zusammen- 
gesetzt werden  können. 

Wenn  der  Coordinatenanfangspunkt  als  der  Punkt  angenommen  wird, 
um  welchen  in  der  xy  Ebene   eine   Rotation   stattfindet,   und  wenn  der 
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Botationswinkel  von  der  Grösse  ^  ist,   so  hat  ein  Punkt,   dessen  Coordi- 
naten  an£eings  Xjy  waren,  nach  der  Rotation  die  Coordinaten 

I  =  XC08  9  —  ysin&y 
rj  z=z  xsind^  -\-  ycos^y 

oder,  wenn  die  Rotation  sehr  klein  ist, 

l  =  X  —  y»,    71  =  x^  +  y, 

88.  Weglaesung  unendlich  kleiner  Grossen  der  zweiten 
Ordnung  und  höherer  Ordnungen.  —  Bei  der  Betrachtung  der 
Znsammensetzting  Ton  Winkelgeschwindigkeiten  nm  verschiedene 
Axen  und  anderer  ähnlichen  Fälle  können  wir  es  mit  nnr  unendlich 
kleinen  Verschiebungen  zu  thun  haben,  und  aus  den  Principien  der 
Differentialrechnung  folgt  ohne  Weiteres,  dass,  wenn  diese  Verschie- 
bungen unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  sind,  man  jeden 
Pankt,  dessen  Verschiebung  eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter 
Ordnung  ist,  als  in  aller  Strenge  ruhend  anzusehen  hat.  Wenn  also 
z.  B.  ein  Körper  sich  durch  einen  Winkel,  der-  eine  unendlich  kleine 
Grösse  erster  Ordnung  ist,  um  eine  dem  Körper  angehörende  Axe 
dreht,  welche  während  der  Drehung  durch  einen  Winkel  oder  Weg 
verschoben  wird,  der  gleichfalls  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster 
Ordnung  ist,  so  ist  die  Verschiebung  jedes  Punktes  des  Körpers 
genau  dieselbe,  als ' wenn  die  Axe  während  der  um  sie  erfolgten 
fiotation  fest  gewesen  wäre,  und  ihre  eigene  Verschiebung  entweder 
Tor  oder  nach  dieser  Rotation  stattgefunden  hätte.  In  jedem  Falle 
der  Bewegung  eines  starren  Systems  sind  folglich  die  Winkel- 
geschwindigkeiten in  Beziehung  auf  ein  System  von  Axen,  die  sich 
mit  dem  starren  System  bewegen,  in  jedem  Augenblick  die  näm- 
Hchen,  wie  die  in  Beziehung  auf  ein  festes  Azensystem,  voraus- 
gesetzt nur,  dass  das  letztere  in  dem  fraglichen  Augenblicke  mit 
dem  beweglichen  zusammenfällt. 

89.  Vereinigung  kleiner  Bewegungen.  —  Ans  ähnlichen 
Betrachtungen  ergiebt  sich  auch  das  allgemeine  Princip  der  Ver- 
einigung kleiner  Bewegungen.  Dasselbe  sagt  aus,  dass, 
▼enn  mehrere  Ursachen  gleichzeitig  auf  einen  materiellen 
Pankt  oder  starren  Köi*per  wirken,  und  wenn  die  Wirkung  je- 
der dieser  Ursachen  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnung 
ist,  man  die  Gesammtwirkung  dadurch  erhält,  dass  man  die  Ur- 
sachen einzeln  nach  einander  wirken  und  jede  den  Punkt  oder 
Körper  in  der  Lage  übernehmen  lässt,  in  welcher  die  vorhergehende 
ihn  gelassen  hat.     Eß  leuchtet  ohne  Weiteres  ein,  dass  dieser  Satz 

ö* 
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eine  unmittelbare  Folge  der  Thatsache  ist,  dass  unendlich  kleine 
Grössen  zweiter  Ordnung  ohne  jede  Beeinträchtigung  der  Genauig- 
keit vernachlässigt  werden  können.  Wir  werden  in  der  Folge 
sehen,  dass  dies  Princip  von  sehr  grossem  Nutzen  ist;  fast  überall 
werden  wir  Anwendungen  davon  zu  machen  haben. 

Eine  ebene  Figur  habe  gegebene  Winkelgeschwindigkeiten  um  ge- 
gebene Axen ,  die  zur  Ebene  der  Figur  senkrecht  stehen.  Man  soll  die 
Besultante  bestimmen. 

Um  eine  durch  den  Punkt  a,  &  gehende  Axe  sei  eine  Winkelgeschwin- 
digkeit (o  vorhanden.  Dann  ist,  wie  wir  soeben  (§  87)  gesehen  haben,  die 
erfolgende  Bewegung  des  Punktes  a;,y  in  der  Zeit  &t: 

' —  (y  —  h)  (Oift  parallel  der  x  Axe, 
(x  —  a)ö>cr^  parallel  der  y  Axe. 

Das  Princip  der  Vemnigung  kleiner  Bewegungen  liefert  somit  für  die 
Gesamratbewegungen,  welche  beziehungsweise  der  x  und  der  y  Axe  paral- 
lel erfolgen, 

—  (yJSu'-JSbooiji^t 
und   . 

(xSü)  —  Sao})dt. 

Folglich  ist  der  Punkt,  welcher  die  Cooixlinaten  -         ^ 

2a(a  £b(o 

hat,  in  Ruhe,  und  die  resultirende  Axe  geht  durch  ihn  hindurch.  Jeder 
andere  Punkt  ^,ii  legt  die  Wege 

zurück.  Wenn  aber  das  ganze  System  sich  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit Sl  um  den  Punkt  rr,  y  gedreht  hätte ,  so  würden  wir  für  die  Ver- 
schiebungen von  f ,  rj 

—  (f]-'y)Sl&t,  (^  —  x)a^t 
erhalten  haben.    Der  Vergleich  beider  Ergebnisse  lehrt,  dass 

ist. 

Ist  also  die  Summe  der  Winkelgeschwindigkeiten  Null,  so  findet  keine 
Rotation  statt.  In  der  That  zeigen  die  obigen  Formeln ,  dass  dann  nur 
eine  Verschiebung  vorhanden  ist,  und  zwar  beträgt  dieselbe 

2(hta)^t  parallel  der  x  Axe, 
—  :s(ato)^t  parallel  der  y  Axe. 

Di^se  Formeln  genügen  zUi*  Behandlung  jeder  den  Gegenstand  betreffen- 
den Au^be. 

90.  Eine  Curve  rollt  auf  einer  andern.  —  Jede  Bewegung 
einer  ebenen  Figur  in  ihrer  eigenen  Ebene  kann  dadurch  hervor- 
gebracht werden,  dass  eine  mit  der  Figur  fest  verbundene  Curve 
auf  einer  in  der  Ebene  fest  liegenden  Curve  rollt. 
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Denn  wir  können  uns  die  Gesammtbewegung  in  ihre  Elemente, 
d.  i.  in  eine  Keihe  nach  einander  erfolgenden  Verschiebungen  zer- 
legt denken,  von  denen  jede,  wie  wir  gesehen  haben,  einer  Rotation 
um  einen  bestimmten  Punkt  der  Ebene  entspricht.  Es  seien  Oi,02, 
Qt,  u.  s.  w.  die  Punkte  der  Figur,  um  welche  der  Reihe  nach  die 
Rotationen  stattfinden,  und Oi, 02,03,  u.  s.  w.  die  Lagen  dieser  Punkte 
in  der  Ebene  zur  Zeit,  wo  jeder  der  augenblickliche  Rotations- 
mittelpunkt ist.  Die  Figur  rotirt  so  lange  um  Oi  (oder  um  den 
damit  zusammenfallenden  Punkt  Oi),  bis  O3  mit  o^  zusammenfallt; 
darauf  rotirt  sie  um  Oi,  bis  O3  auf  0-^  zu  liegen  kommt,  u.  s.  w. 
Verbinden  wir  also  in  der  Ebene  der  Figur  die  Punkte  Oi,  0^, 
Oj,  u.  8.  w.,  und  in  der  festen  Ebene  01,02,  Oj,  u.  s.  w.,  so  ist  die  Be- 
wegung genau  dieselbe ,  als  wenn  das  Polygon  Oj  O2  Og  u.  s.  w. 
auf  dem  festen  Polygone  Oi  0.2  O3  u.  s.  w.  rollte.  Setzt  man  die 
Buccessiven  Verschiebungen  hinreichend  klein  voraus,  so  werden 
die  Seiten  dieser  Polygone  beständig  kleiner,  und  die  Polygone 
scUiesslich  continuirliche  Gurren.  Der  vorliegende  Satz  ist  somit 
bewiesen. 

Hia||U8  tfgiebt  sich  unmittelbar,  dass  jede  Verschiebung  eines 
starren  Körpers,  deren  Richtungen  senkrecht  zu  einer  festen  Ge- 
raden sind,  dadurch  hervorgebracht  werden  kann,  dass  ein  mit 
dem  Körper  fest  verbundener  Gylinder  auf  einem  im  Raum  feist 
stehenden  zweiten  Cy linder  rollt;  die  Axen  beider  Gylinder  sind  der 
festen  Geraden  parallel. 

91.  Als  ein  interessantes  Beispiel  dieses  Satzes  wollen  wir  wie- 
der den  Fall  des  §  84  ins  Auge  fassen :  — 

Offenbar  kann  um  OBQA  ein  Kreis  beschrieben  werden,  und 
muss  derselbe  von  unveränderlicher  Grösse  sein,  da  über  einer  Sehne 
von  gegebener  Länge  AB  ein  gegebener  Peripheriewinkel  0  steht. 
Ferner  ist  0  Q  ein  Durchmesser  dieses  Kreises,  folglich  constant.  Da 
nun  Q  augenblicklich  in  Ruhe  ist,  so  ist  die  Bewegung  des  OBQA 
umschreibenden  Kreises  ein  auf  der  innem  Seite  der  Peripherie 
eines  Kreises  von  doppelt  so  grossem  Durchmesser  stattfindendes 
Rollen.  Wenn  also  ein  Kreis  auf  der  Innenseite  eines  zweiten  Krei- 
ses von  doppelt  so  grossem  Durchmesser  rollt,  so  beschreibt  jeder 
Punkt  seiner  Peripherie  einen  Durchmesser  des  festen  Kreises,  jeder 
andere  Punkt  seiner  Ebene  eine  Ellipse.  Dies  ist  genau  das  bereits 
in  §  70,  wenngleich  auf  einem  ganz  andern  Wege  erhaltene  Resul- 
tat. Da  dasselbe  uns  einen  besondern  Fall  der  Hypocycloide  vor- 
fub-t,  so  erinnert  es  uns  daran,  zur  Betrachtung  dieser  und  ver- 
wandter Gurven  zurückzukehren,  welche  gute  Beispiele  für  kinema- 
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tischf)  Sätze  liefern  und  zudem  allgemein  von  grossem  Nutzen  in  der 
Physik  sind. 

-92.  Cydoiden  und  Trochoiden.  —  Wenn  ein  Kreis  auf 
einer  Geraden  rollt,  so  beschreibt  ein  Punkt  seiner  Peripherie  eine 
Cycloide,  ein  innerhalb  des  Kreises  liegender  Punkt  eine  verflachte, 
endlich  ein  Punkt,  der  ausserhalb  des  Kreises  in  der  Ebene  dessel- 
ben liegt,  eine  verkürzte  Cycloide.  Die  beiden  letzten  Varietäten 
werden  zuweilen  Trochoiden  genannt. 

Die  allgemeine  Form  dieser  Curven  lässt  sich  aus  den  bei- 
gefügten Figuren  ersehen.  Unsere  folgenden  Bemerkungen  beziehen 
sich  nur  auf  die  Cycloide  selbst;  denn  diese  Curve  ist  von  unendlich 
grösserer  Bedeutung  als  die  beiden  anderen.  Der  folgende  Para- 
graph enthalt  eine  einfache  Untersuchung  derjenigen  Eigenschaften 
der  Cycloide,  welche  für  unsere  Zwecke  am  nützlichsten  sind. 


Fig.  22. 


93.    Eigenschaften  der  Cycloide.  —  Es  sei  AB  der  Durch- 
messer des  erzeugenden  (oder  rollenden)  Kreises ,  und  JB  C  die  Ge- 
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rade,    auf    welcher    er    roUt.     Die    Punkte  A   und  B   beschreiben 
congrnente    Cycloiden,    von    denen   AQC    und   BS    Theile    sind. 

Wenn  PQB  irgend  eine  spätere 
Lage  des  erzeugenden  Kreises  ist, 
in  welcher  Ä  und  B  die  neuen  La- 
gen Q  und  S  einnehmen,  ^o  ist 
2C  Q^S  natürlich  ein  rechter  Win- 
kel. Wird  also  QB  parallel  PS  ge- 
zogen, so  ist  PB  ein  Durchmesser 
des  rollenden  Kreises.  Wir  ver- 
längern nun  QB  bis  T,  indem  wir 
BT=  QB  =  PS  machen.  Offen- 
bar ist  der  geometrische  Ort  der 
Punkte  T,  die  Curve  ÄT^  con- 
gruent  B  S,  folglich  eine  A  G 
congmente  Cycloide.  QB  ist  aber  senkrecht  zu  P  Q,  also  die 
augenblickliche  Bewegungsrichtung  von  Q ,  oder  die  Tangente  an 
die  Cycloide  AQC.  Ebenso  steht  PS  senkrecht  auf  der  Cycloide 
BS  in  £1,  folglich  ist  auch  T Q  senkrecht  auf  AT  in  T,  Daraus 
geht  hervor  (§  19),  dass  AQG  die  Evolute  von  AT,  und  Bogen 
AQ=:z  QT=z  2  012  ist. 

94.  Epioyoloiden,  Hypocydoiden,  u.  s.  w.  —  Wenn  der 
Kreis  auf  einem  zweiten  Kreise  rollt,  so  wird  die  von  einem 
Punkte  seiner  Peripherie  beschriebene  Curve  Epicycloide  oder 
Hypocycloide  genannt,  je  nachdem  der  bewegliche  Kreis  ausserhalb 
oder  innerhalb  des  festen  sich  befindet.  Wenn  der  die  Curve  ver- 
zeichnende Punkt  nicht  in  der  Peripherie  liegt,  so  erhalten  wir 
Epitrochoiden  und  Hypotrochoiden.  Beispiele  der  letzteren  haben 
wir  schon  in  §  70,  91  angetroffen,  andere  werden  alsbald  erwähnt 
werden.  Was  die  ersteren  betrifft,  so  stellt  uns  Fig.  24  den  Fall 
dar,  in  welchem  ein  Kreis  auf  der  Aussenseite  eines  gleich  grossen 
Kreises  rollt.  Die  Curve  wird  in  diesem  Falle  Cardioide  ge- 
nannt (§  49). 

In  der  Fig.  25  (a.  f.  S.)  liegen  die 
Kreise  gleichfalls  ausserhalb  einander,  und 
der  feste  Kreis  hat  einen  doppelt  so  grossen 
Radius  als  der  rollende.  Die  so  beschrie- 
bene Epicycloide  ist  in  der  Optik  von  gros- 
ser Wichtigkeit,  und  werden  wir  uns  unter 
Anderm    bei    der  Betrachtung   der   Brenn- 


Fig.  24. 
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linien,     zu    denen    die    Beflexion    des    Lichts    führt,     darauf  be- 
ziehen. 

In  der  Fig.  26  haben  wir  eine  Hypocycloide ,  die  entsteht, 
wenn  ein  Kreis  auf  der  Innenseite  der  Peripherie  eines  zweiten 
Kreises  von  viermal  so  grossem  Radius  rollt. 

X,.      «.  Fig.  26. 

Flg.  25.  *^ 


Die   in  §  72'  gezeichnete  Cui*ve  ist  eine  Epitrochoide ,  welche 

« 

durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  grossen  kreisförmigen  Scheibe 
beschrieben  wird,  wenn  dieselbe  auf  einem  Cylinder  rollt,  dessen 
Basis  ein  Kreis  von  kleinem  Durchmesser  ist,  so  dass  der  Punkt 
durch  die  Axe  des  Cylinders  geht. 

Die  Curve  des  §  74  ist  eine  Hypotrochoide ,  die  von  einem 
Punkte  in  der  Ebene  eines  Kreises  beschrieben  wird,  welcher  inner- 
halb auf  der  Peripherie  eines  zweiten  Kreises  von  mehr  als  doppelt 
so  grossem  Durchmesser  rollt;  der  die  Curve  verzeichnende  Punkt 
geht  durch  den  Mittelpunkt  des  festen  Kreises.  Wenn  die  Durch- 
messer beider  Kreise  sich  genau  wie  1  : 2  verhielten,  so  würde  diese 
Curve,  wie  uns  §  73  oder  §  91  zeigt,  sich  auf  eine  einzige  Gerade  re- 
duciren. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  diaser  Classe  von  Curven  sind 

X  =z  {a  -{-  0)  cos  &  —  eb  cos  — -j- —  *, 

_      I      JL 

y  z=  {a  -^  b)stnd-  —  e  h  sin     7"    ^ ; 

darni  bezeichnet  a  den  Radius  des  festen,  b  denjenigen  des  rollenden  Krei- 
ses und  eb  den  Abstand  des  die  Curve  verzeiclmenden  Punktes  vom  Mittel- 
punkte des  letztem. 

95.  Bewegn^ng  um  einen  festen  Pijnkt.  —  Wenn  sich  ein 
starrer  Körper  auf  irgend  eine  Weise  bewegt,  die  nur  der  Be- 
dingung unterworfen  ist,  dass  einer  seiner  Punkte  fest  bleibt,  so 
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giebt  es  immer  (ohne  jede  Ausnahme)  eine  durch  diesen  Punkt 
gehende  Grerade,  welche  dem  Körper  in  zwei,  beliebigen  Lagen  ge- 
meinschaftlich ist. 

Wir  betrachten  eine  innerhalb  des  Körpers  liegende  Kugel- 
fläche, deren  Mittelpunkt  der  feste  Punkt  C  ist.  Alle  Punkte  dieser 
mit  dem  Körper  fest  verbundenen  Kugelfläche  werden  sich  auf  einer 
im  Räume  fest  liegenden  Kugel  bewegen.  Wir  können  folglich  die 
Gonstruction  des  §  79  ausfahren,  nur  mit  grössten  Kreisen  statt  der 
geraden  Linien;  die  nämlichen  Schlüsse  ergeben  dann,  dass  der 
^durch  die  Gonstruction  erhaltene  Punkt  0  dem  Körper  in  seinen 
beiden  Lagen  gemeinschaftlich  ist.  Es  muss  folglich  auch  jeder 
Ponkt  des  Körpers,  welcher  auf  der  0  mit  dem  festen  Punkte  C 
verbindenden  Geraden  0  p  liegt ,  dem  Körper  in  beiden  Lagen  ge- 
meinschaftlich sein.  Der  Körper  kann  also  aus  jeder  Lage  in  jede 
andere  Lage  durch  eine  um  eine  bestimmte  Axe  erfolgende  Rota- 
tion von  bestimmter  Grösse  übergehen.  Weiter  ergiebt  sich  hier- 
aus, dass  sich  Rotationen ,  die  nach  einander  oder  auch  gleichzeitig 
I  um  beliebig  viele  durch  den  festen  Punkt  gehende  Axen  stattfinden, 
in  eine  einzige  solche  Rotation  zusammensetzen  lassen. 

ZoBammeiisetzimg  von  Winkelgeschwindigkeiten.  —  Es  seien 

OA,  ob   zwei   AxGSk»   um   welche   sich    ein   Körper   mit   den   Winkel- 

i  gochwindigkeiten  ca,  oi^  bewegt.    Um  den  festen  Punkt  0  als  Mittelpunkt 

p.      27  beschreiben  wir  eine  Kugel,  deren  Badius  gleich 

*  der  Einheit  ist,  und  welche  die  Axen  in  A  und 

B  schneidet.    Betrachten  wir  jetzt  irgend  einen 

andern  Punkt  P  auf  der  Kugel,   so  können  wir 

(§  89)  die  Verschiebungen,  die  er  während  eines 

unendlich  kleinen  Zeitraums  dt  erfährt,  als  nach 

einander  eintretend  ansehen. 

Die  Verschiebungen  von  P,  und  folglich  auch 
ihre  Resultante  liegen  in  der  durch  P  gehenden 
Tangentialebene   der   Kugel.      Sie    stehen   in  P 
beziehungsweise  senkrecht  auf  den  Bogen  J.  P,  J?  P,  ihre  Grössen  sind 

tasinAP.dt  und  oi^^sinBP.dtj 

I  und  ihre  Richtungen  schliessen  einen  APB  gleichen  Winkel  ein. 

I        Ein  in  AB  gewählter  Punkt  i",   für  welchen  tosinAI^  ta^sinBl 

iit,  ist  in  Buhe,  da  seine  Verschiebungen  gleich  und  entgegengesetzt  sind. 
liach   müssen,    wenn  Ä   die   um   Ol  vorhandene  Winkelgeschwindigkeit 

iit,  die  Verschiebungen  von  B  gleich  sein,  mag  die  Rotation  um  Ol  oder 
|Qm  OA  erfolgen.    Es  ist  also  ÜsinlB  =  (o  sin  AB. 
j        Dies   zu  bewahrheiten,   wollen  wir  die  Bewegung  von  P  betrachten. 
'  Verbinden  wir  P  mit  I,  so  ist 

sin  API sin  P AI     sin  AI sin  BP      a», 

sin  B  PI  ""  sinPBI  '  sinBI  "  sin  AP  '    w' 
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und  dies  ist  das  Verhältniss  der  Vei'schiebungen  vou  P.  Hiernach  ist  die 
ganze  Verschiebung  von  P  offenbar  senkrecht  zu  P/  und  das  Besnltat 
einer  einzigen  Rotation  um  Ol.    Ihre  Grösse  ist 

sin  IPB 

.     ,_     sinAPB     sinPBI^^ 
sm  PBI     sin  IPB 

0)  sin  AB       .    __      .. 

=  — ■    rp     •  8%nIP  •  dt. 
stnIB 

Dies  ist  genau  das  Ergebniss,  welches  eine  während  der  Zeit  St  un)  Ol 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ' 

^  sin  AB  sin  AB  ' 

stnlB  ''stnIA 

stattfindende  Botation  liefern  wüi'de. 

Parallelogramm  der  Winkelgescliwindigkeiten.  —  Die  obi- 
gen Formeln  zeigen,  dass,  wenn  man  auf  den  Axen  der  Verschiebung»- 
componenten  und  der  resultirenden  Verschiebung  Längen  abschneidet, 
welche  beziehungsweise  den  um  die  Axen  vorhandenen  Winkel- 
geschwindigkeiten proportional  sind,  die  so  bestimmten  Strecken  die 
Seiten  und  die  Diagonale  eines  Parallelogramms  sein  werden. 

Im  Hinblick  auf  die  gewöhnlichen  Methoden  der  analytischen 
Geometrie  empfiehlt  es  sich,  den  Gegenstand  in  folgender  Weise  za 
behandeln.  Wie  wir  sehen  werden,  gelangen  wir  dadurch  auch  m 
einem  ganz  neuen  Beweise  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der 
Winkelgeschwindigkeiten :  — 

Wenn  um  die  x^  y^  z  Axen  beziehungsweise  die  Winkelgeschwindig- 
keiten (ü|,  a>2, 0)3  vorhanden  sind,  so  betragen  die  den  Axen  parallelen 
Componenten  der  während  der  Zeit  6  t  hei^orgebrachten  Verschiebung 
des  in  x^y^z  befindlichen  Punktes  (§§  87,  89)  beziehungsweise 

(012-8^  —  ff^sV)^^*  (*»8*  —  <OiZ)6tf  {o>iy  —  0)2^)  <ft. 
Danach  bleiben  die  Punkte,  für  welche 

X     y     z 

(Ol  «2     ""     ^8 

ist,  in  Buhe;  es  sind  dies  somit  die  Gleichungen  der  Axe. 

Nun  lehrt  die  analytische  Geometrie,  dass  das  von  einem  Punkte 
Xf  y,  z  auf  diese  Linie  gefällte  Loth  gleich 


L        '   ^     '  a>|«  +  cü,« -f- Wg*      J 


Totalverschiebung  von  a;,  y,  z 
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ist    Die  wirkliclie  Verschiebung  von  x,  y,  z  stimmt  daher  mit  derjenigen 

überein,  welche  eine  einzige  Winkelgeschwindigkeit  Sl  =  Vcü  •  -|-  (of  -\~  Wg* 
während  der  Zeitcf^  um  die  durch  die  obigen  Gleichungen  bestimmte  Axe 
,    erzeugen  würde. 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  Rotationen,  die  um  beliebig  viele  in  einem 
Punkte  zusammentreffende  Axen  gleichzeitig  vor  sich  gehen,  mit  Leichtig- 
keit zusammensetzen.  Bind  2,fii,n  die  Bichtungscosinus  einer  dieser  Axen, 
»  die  ihr  zugehörige  Winkelgeschwindigkeit,  und  bezeichnen  A,^,r,  Sl  die 
nämlichen  Grössen  für  die  resultirende  Axe,  so  hat  man 

XSl  =  -Z"(Zctf),  fASl  =  -r(OTw),  ySl  =  :S{n(o), 
und 

Nach  Bestimmung  von  Sl  geben  die  ersten  Gleichungen  die  Werthe 
vopl,/!,»'. 

96.  ZuBaminensetEung  Yon  Winkelgeschwindigkeiten  um 
Axen,  die  in  einem  Punkte  suBammentreffen.  —  Aus  dem  Vor- 
hergehenden können  wir  folgende  Regel  'entnehmen,  die  eine  Winkel- 
geschwindigkeit, welche  dreien  nm  drei  auf  einander  senkrechte 
Axen  gleichzeitig  vorhandenen  Winkelgeschwindigkeiten  äquivalent 
ist,  der  Grösse  nach  zu  bestimmen  und  zugleich  die  Richtung  ihrer 
Axe  anzugebeiK  —  Das  Quadrat  der  resultirenden  Winkelgeschwindig- 
keit ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Componenten,  und  die  Verhält- 
nisse der  drei  Componenten  zur  Resultante  sind  die  Richtungscosinus 
der  Axe. 

£ine  um  irgend  eine  Gerade  vorhandene  Winkelgeschwindigkeit 
kann  danach  auch  in  drei  Winkelgeschwindigkeiten  um  drei  belie- 
bige auf  einander  senkrechte  Axen  zerlegt  werden,  und  diese  Zer- 
legung wird  in  jedem  Falle  (ganz  wie  bei  linearen  Geschwindig- 
keiten) dadurch  ausgeführt,  dass  man  mit  dem  Cosinus  des  von  den 
betreffenden  Richtungen  eingeschlossenen  Winkels  multiplicirt. 

Weiter  sehen  wir,  dass  eine  Rotation  durch  eine  Gerade  dar- 
gestellt werden  kann,  welche  die  Richtung  der  Axe  hat,  und  deren 
Länge  der  Winkelgeschwindigkeit  proportional  ist ;  solche  Axen  sind 
dann  wie  lineare  Geschwindigkeiten  zusammenzusetzen. 

Wie  wir  femer  in  §  31  sahen,  dass  eine  gleichförmige  Beschleu- 
nigung, welche  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  eines  Punktes  wirkt, 
zwar  eine  Aenderung  dieser  Richtung  zur  Folge  hat,  aber  ohneEin- 
floss  auf  die  Geschwindigkeit  ist,  so  erkennen  wir  hier,  dass,  wenn 
ein  Körper  um  eine  Axe  rotirt  und  einer  Einwirkung  unterworfen 
wird,  welche  eine  Rotation  um  eine  senkrechte  Axe- zu  erzeugen 
strebt,  dasErgebniss  darin  bestehen  wird,  dass  die  Richtung  der  Ro- 
tationsaxe  eine  andere  wird,  dass  aber  die  Winkelgeschwindig- 
keit unverändert  dieselbe  bleibt. 
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97.  Zosammensetsung  von  successiven  endlichen  Bota- 
tionen.  —  Wir  lassen  jetzt  einige  nützliche  Sätze   über  die  Zu-  • 
sammensetzung  von  successiven  endlichen  Rotationen  folgen. 

Wenn  eine  Pyi'amide  oder  ein  Kegel  von  irgend  welcher  Form  auf 
einer  symmetrisch  ähnlichen  Pyramide  (das  Bild  der  ersten  Lage  der 
erstem,  welches  .ein  ebener  Spiegel  liefert)  ganz  hemmrollt,  so  kommt 
sie  offenbar  wieder  in  ihre  anfangliche  Lage  zurück.  Dies  wird  (wie 
jedes  KoUen  von  Kegeln)  am  besten  dadurch  gezeigt,  dass  man  den 
Durchschnitt  eines  jeden  mit  einer  Kugeloberfläche  nimmt^  So 
sehen  wir,  dass  ein  sphärisches  Polygon  in  seine  anfangliche  Lage 
zurückgebracht  werden  wird,  wenn  es,  immer  auf  der  Kugelober- 
fläche bleibend,  der  Reihe  nach  um  seine  Eckpunkte  rotirt,  und 
wenn  der  Winkel,  durch  welchen  es  sich  um  jeden  Punkt  dreht, 
doppelt  so  gross  als  das  Supplement  des  Polygonwinkels  ist,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinausläi^t,  wenn  jeder  Drehungswinkel  in  ent- 
gegengesetzter Richtung,  aber  gleich  dem  Doppelten  des  Polygon- 
winkels  selbst  ist. 

Der  Polarsatz  des  obigen  (siehe  unten  §  134)  ist  folgender: 
Ein  Körper  gelangt  durch  eine  Reihe  von  Rotationen,  welche  durdi 
die  ihrer  Aufeinanderfolge  nach  genommenen  doppelten  Seiten  eines 
sphärischen  Polygons  dargestellt  werden,  wieder  in  seine  anfangliche 
Lage  zurüc]^. 

98.  Wir  theilen  noch  einen  zweiten  Satz  mit:  — 

Wenn  eine  Pyramide  über  alle  ihre  Seiten  in  einer  Ebene  rollt» 
so  ist  ihre  in  der  Ebene  zurückgelassene  Spur  ^  ein  ebener  Winkel, 
der  gleich  der  Summe  aller  ebenen  Winkel  am  Scheitel  der  Pyra- 
mide ist. 

Man  kann  dies  auch  in  folgender  Weise  ausdrücken :  —  Ein 
sphärisches  Polygon,  welches  auf  der  Kugeloberfläche  über  alle  seine 
Seiten  längs  eines  grössten  Kreises  gerollt  ist,  befindet  sich  in  der^ 
selben  Lage ,  als  wenn  die  zuerst  längs  jenes  Kreises  liegende  Seit« 
längs  desselben  einfach  um  einen  Bogen  verschoben  wäre,  der  gleich 
der  Peripherie  des  Polygons  ist.  Der  Polarsatz  lautet:  —  Lässt  man 
einen  Körper  eine  Reihe  von  Rotationen  ausfuhren,  welche  durch 
die  ihrer  Aufeinanderfolge  nach  genommenen  Seiten  eines  sphäri- 
schen Polygons  dargestellt  werden,  so  wird  seine  Lage  schliesslich 
dieselbe  sein,  als  wenn  er  sich  um  die  durch  den  ersten  Eckpunkt 
des  Polygons  gehende  Axe,  und  zwar  durch  einen  Winkel  gedreht 
hätte,  der  gleich  dem  sphärischen  Excess  (§  134)  oder  dei-  Fläche 
des  Polygons  ist. 
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99.  Bewegung  um  einen  festen  Fmikt.  Rollende  Kegel.  — 
'DieUntersncIiung  des  §90  lässt  sich  auch  auf  diesen  Fall  anwenden, 
nnd  so  ist  es  leicht  zu  zeigen,  dass  die  allgemeinste  Bewegung  einer 
sphärischen  Figur  auf  einer  festen  Kugeloberfläche  dadurch  erhalten 
wird,  dass  eine  in  der  Figur  befestigte  Curve  auf  einer  der  Kugel- 
oberfläche fest  aufliegenden  zweiten  Curve  rollt.  Da  nun  die  jeden 
Augenblick  C  mit  0  verbindende  Gerade  eine  Anzahl  von  Punkten  des 
Körpers  enthält,  die  augenblicklich  in  Kühe  sind,  so  sehen  wir,  dass 
die  allgemeinste  Bewegung  eines  starren  Körpers,  von  welchem  ein 
Pankt  fest  ist,  darin  besteht,  dass  ein  in  dem  Körper  befestigter 
Kegel  auf  einem  im  Räume  festliegenden  Kegel  rollt;  die  Scheitel 
beider  Kegel  liegen  in  dem  festen  Punkte. 

100.  Lage  des  Körjpers  nach  gegebenen  Rotationen.  — 
Zw  Vervollständigung  unserer  kinematischen  Untersuchung  der  Be- 
vegang  eines  Körpers,  von  welchem  ein  Punkt  fest  äst,  wollen 
wir  die  folgende  Aufgabe  lösen:  —  Aus  den  gegebenen  Winkel- 
geschwindigkeiten» welche  ein  Körper  um  drei  mit  ihm  verbundene 
•nf  ei;iander  senkrechte  Axen  hat,  die  Lage  zu  bestimmen,  die  er 
nach  einer  gegebenen  Zeit  im  Räume  einnimmt. 

Wir  beziehen  den  Körper  auf  die  durch  den  festen  Punkt  0  gehen- 
den festen  Axen  OXyOY^OZ^  die  so  gewählt  werden,  dass  sie  in 
einem  gegebenen  Augenblick  mit  den  an  der  Bewegung  des  Körpers 
theilnehmenden  Axen  0-4,  OB^  OC  zusammengefallen  sind.  Aus 
iden  um  OA,  OB,  OC  vorhandenen  Winkelgeschwindigkeiten,  die 
I gegeben  sind,  lässt  sich  (§  95)  für  jeden  Augenblick  die  Lage  der 
I  Mgenblicklichen  Axe  0  J  in  Beziehung  auf  den  Körper  bestimmen. 
Wir  kennen  folglich  die  im  Körper  befestigte  Kegelfldche,  welche 
jinf  dem  im  Raum  festliegenden  Kegel  rollt.  Die  Data  sind  auch 
[ genügend  zar  Bestimmung  dieses  zweiten  Kegels,  uad  wenn  diese 
1  Kegel,  sowie  die  in  irgend  einem  gegebenen  Augenblick 'einander 
iWührendep  Theile  derselben  bekannt  sind,  so  ist  die  Bewegung 
Tollständig  bestimmt. 

Wenn  OJ  in  Beziehung  auf  OÄ^OB,  OC  die  RichtungscosinuRÄ,/*,!^ 
'^t,  und  wenn  a>],ct»s,  aij)  die  Winkelgeschwindigkeiten  sind,  deren  ResnI- 
Ittnte  0»  sein  möge,  so  ist  nach  §  95 

'  Wl  Wj  ftl3    L  WJ 

I       Biese  zwei    Gleichungen    enthalten    im   Allgemeinen  'die   Grösse  f, 

toih  deren  Elimination  wir   die  Gleichung  des    im  Körper   befestigten 

Kegels  erbalten.     Was  den  im  Raum  festliegenden  Kegel  betrifft,  so  sei  <r 

;  *«  Krümmungsradius   seiner  Spur  auf  der  Kugel  vom  Radius  1 ,  und  q 
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derjenige  der  Spur  des  rollenden  Kegels:  dann  sehen  wir  aus  §  95  oder 
aus  §  105,  dass,  wenn  s  die  Länge  des  Bogens  einer  von  beiden  Spuren 
ist,  die  von  einem  gemeinschaftlichen  Anfangspunkte  aus  gerechnet  wer- 
den, man 

ds      0) 

^adt         sin  (aresin Q-\- aresin  a) 


hat.  Da  .9,^  und  (o  bekannte  Functionen  von  t  sind,  so  erhalten  wir  hier- 
aus ff  durch  t,  oder  auch,  wenn  wir  wollen,  durch  s  ausgedrückt,  und  da- 
mit die  Gleichung  für  die  Spur  des  festen  Kegels. 

Wir  können  uns  noch  einer  zweiten  Methode  bedienen,  die 
zwar  weniger  symmetrisch,  aber  bei  besonderen  Aufgaben  oft  be- 
quemer anzuwenden  ist.  Wenn  z.  B.  die  Lage  des  Körpers  für 
irgend  einen  Augenblick  durch  den  Winkel  XZC,  durch  das  Sup- 
plement von  ZCA  und  durch  den  Bogen  ZC  bestimmt  ist,  welche 
Grössen  sämmtlich  auf  der  Kugel  vom  Radius  l  gemessen  werden, 
so  erhält  man  durch  Anwendung  der  schon  auseinander  gesetzten 
Principien  mit  Leichtigkeit  die  Gleichungen,  welche  den  Zusammen- 
hang zwischen  der  Aenderung  dieser  Grössen  und  den  Winkel- 
geschwindigkeiten um  die  drei  Axen  darstellen. 

Um  die  Bedeutung  dieser  Winkelcoordinaten  .zu  verstehen, 
nehmen  wir  an,  A,B,C  fielen  anfanglich  beziehungsweise  mit  X,Y,Z 
zusammen.  Darauf  möge  der  Köi-per  um  OZ  durch  den  Winkel 
XZCrotircn.  Nachdem  dies  geschehen  ist,  rotire  er  um  die  neue 
Lage  von  OB  durch  einen  dem  Bogen  ZC  gleichen  Winkel,  und 
zuletzt  um  die  neue  Lage  von  0  C  durch  einen  W^inkel ,  der  gleich 
dem  Supplement  von  ZCA  ist.  Er  wii'd  sich  dann  in  einer  Lage 
befinden,  welche  durch  diese  drei  Winkel  völlig  bestimmt  ist. 

Es  sei  2^  XZC  =  V,  -4^  ZCA  =  tt  —  ^p,  und  ;?(7  =  ^.  Betrach- 
ten wir  dann  der  Reihe  nach  die  augenblicklichen  Bewegungen  von  C 
längs  und  senkrecht  zu  ZC  und  die  Bewegung  Yon  AB  in  seiner  eigenen 
Ebene,  so  haben  wir 

d&  , 

-=—  =  aij  8tn  9P  +  Wj  cos  q>f 

sin  ^  --rj-  =  Wj  ****  ^  —  '^i  ^^^  9^» 

1  d\p        ^    .    dq) 

und  —cos^  +  -^  =  a^. 

101.  Allgemeine  Bewegung  eines  starren  Korpers.  >- 
Wir  werden  jetzt  die  allgemeinste  mögliche  Bewegung  eines  stai-ren 
Körpers  betrachten,   von   dem  kein  Punkt  fest  ist,  und  müssen  xu- 
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nächst  den  folgenden  Satz  beweisen :  —  In  einem  starren  Körper  giebt 
es  eine  Ebene,  deren  Lagen  für  zwei  beliebige  Lagen  des  Körpers 
einander  parallel  sind.  In  diesen  Lagen  sind  dann  natürlich  auch 
alle  dieser  Ebene  parallelen  Ebenen  und  die  auf  ihnen  errichteten 
Senkrechten  paralleL 

Irgend  ein  Punkt  des  Körpers  befinde  sich  bei  der  ersten  und 
xweiten  Lage  desselben  beziehungsweise  in  C  und  C\  Wir  be- 
wegen den  Körper,  ohne  ihn  rotiren  zu  lassen,  aus  der  zweiten  in 
eine  dritte  Lage,  in  welcher  der  bei  des  zweiten  Lage  in  (7  befind- 
liche Punkt  wieder  seine  aniangliche  Lage  C  einnimmt.  Die  frühere 
Betrachtang  zeigt,  dass  es  eine  dem  Körper  in  seiner  ersten  und 
dritten  Lage  gemeinschaftliche  Gerade  CO  giebt.  Folglich  ist  eine 
Linie  C'C/  des  Körpers  in  seiner  zweiten  Lage  parallel  derselben 
Linie  CO  in  der  ersten  Lage.  Es  liegt'  auf  der  Hand,  dass  sich 
dasselbe  von  jeder  CO  parallelen  Linie  des  Körpers  sagen  lässt, 
nnd  die  zu  diesen  Geraden  senkrechten  Ebenen  bleiben  gleichfalls 
paraUel.  '* 

102.  Es  bezeichne  S  eine  Ebene  des  Körpers,  deren  beide 
Lagen  parallel  sind.  Wir  bewegen  den  Körper  aus  seiner  ersten 
Lage,  ohne  ihn  rotiren  zu  lassen,  in  einer  zu  £1  senkrechten  Rich- 
tong,  bis  S  in  die  Ebene  seiner  zweiten  Lage  gelangt.  Damit  dann  der 
Körper  wirklich  in  seine  zweite  Lage  gebracht  werde,  ist  weiter  eine 
Bewegung  von  der  Art  erforderlich,  wie  wir  sie  in  §  79  behandelt 
haben.  Eine  solche  Bewegung  kann  aber  nach  §  79,  wenn  sie 
nicht  gerade  zu  dem  Ausnahmefall  einer  Parallelyerschiebung  gehört, 
dnrch  eine  Rotation  um  eine  gewisse  zur  Ebene  S  senkrechte  Axe 
ausgeführt  werden.  Folglich  lässt  sich  (abgesehen  von  diesem  Aus- 
nahmefall) der  Körper  aus  seiner  ersten  in  die  zweite  Lage  dadurch 
bringen^  dass  man  ihn  senkrecht  zu  einer  gegebenen  Ebene  eine  be- 
ttimmte  Strecke  weit  yerschiebt,  und  ihn  sodann  um  eine  bestimmte 
n  dieser  Ebene  senkrechte  Axe  durch  einen  bestimmten  Winkel 
rotiren  lässt.  Dies  ist  genau  die  Bewegung  einer  Schraube  in  ihrer 
Mutter. 

103.  In  dem  erwähnten  Ausnahmefalle  besteht  die  ganze  Bewe- 
gung aus  zwei  einfachen  Verschiebungen,  die  sich  natürlich  in  eine 
einzige  zusammensetzen  lassen;  in  diesem  Falle  ist  also  überhaupt 
keine  Rotation  vorhanden ,  oder  jede  Ebene  des  Körpers  genügt  der 
in  §  102  an  S  gestellten  Anforderung. 

104.  Vorrückende  Botation.  —  Wir  kehren  jetzt  zur  Be- 
wegung eines  starren  Körpers,  von  welchem  ein  Punkt  fest  ist,  zu- 
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rück  und  betrachten  den  FaU ,  in  welchem  die  in  §  99  besprochena 
Kegel  beide  von  kreiflformiger  Basis  sind.  Die  Bewegung  kann  i| 
diesem  Falle  eine  vorrückende  Rotation  genannt  w«tien.  I 

Die  durch  die  angenblickliche  Drehnngsaxe  nnd  die  Axe  dd 
festen  Kegels  gelegte  Ebene  geht  durch  die  Axe  des  rollend«^ 
Kegels.  Diese  Ebene  dreht  sich  um  die  Axe  des  festen  Kegels  ml 
einer  Winkelgeschwindigkeit  Ü  (s.  unten  §  105),  welche  offenbar  i 
einem  constanten  Yerhältniss  zur  Winkelgeschwindigkeit  o  stehfl 
mnss,  die  der  starre  Körper  •  um  seine  augenblickliche  Axe  besitzt 

105.  Die  Bewegung  der  diese  Axen  enthaltenden  Ebene  wird  i| 
jedem  solchen  Falle  das  Vorrücken  oder  die  Pracession  ^enana 
Was  wjr  mit  Sl  bezeichnet  haben,  ist  die  Winkelgeschwrindigke| 
oder,  wie  man  zuweilen  auch  sagt,  die  Grösse  des  Vorrückens.  | 
Die  Winkelgeschwindigkeiten  o,  i2  verhalten  sich  zu  einandJ 
umgekehrt  wie  die  Abstände  eines  Punktes  in  der* Axe  des  rollq 
den  Kegels  von  der  augenblicklichen  Drehnngsaxe  und  von  der  A^ 
des  festen  Kegels. 

Es  sei  nämlich  OA  die  Axe  des  festen,  OB  diejenige   des  nj 

lenden   Kegels  und  Ol  die  augenblickliche  Drehnngsaxe.      Yon  ii 

gend  einem  Punkte  P  der  Axe  OB  ziehen  wir  PN  senkrecht  0 

Fig.  28.  und  PQ  senkrecht  0  Ä,     Dann  bemerke 

j^  wir,  dass  sich  P  beständig  in  dem  Krei^ 

I  bewegt,  dessen  Mittelpunkt  Q,  dessen 

1^/  dius  PQ  und  dessen  Ebene  senkrecht 

y/'*'^.  OA  ist.     Folglich   ist  die  wirkliche  Gl 

— -y^- '  -  -  '";^^        seh  windigkeit  des  Punktes  P  gleicb  St .  Q  j 
/ ^  Nach  den  oben  (§  99)  dargelegten  Prii 

^.^^  cipien  ist  aber  die  Geschwindigkeit  von  . 

O  die  nämliche,  wie  die  eines  sich  in  eind 

Kreise  bewegenden  Punktes,  dessen  Mittelpunkt  iV,  dessen  £bei 
senkrecht  zu  ON  und  dessen  Kadius  NP  ist,  und  da  dieser  Radii 
sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Gl  dreht,  so  ist  dies  gleich  &.NI 
Wir  haben  also  Ä .  §P  =  o .  NP,  oder 

(o  :  Sl  =  QP  :  NP. 

Es  sei  cc  die  Hälfte  des  Winkels  am  Scheitel  des  festen  Ke^ 
und  ß  der  entsprechende  Winkel  des  rollenden  Kegels.  Der  Eil 
fachheit  wegen  wollen  wir  jeden  dieser  Winkel  und  ebenso  ihl 
Summe  oder  Differenz  als  spitz  voraussetzen,  obgleich  die  so  crhd 
tenen   Formeln  natürlich   (wie  alle*  trigonometrischen  Resultate)  ni 
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Vien    möglichen  Fall  anwendbar  sind.     Wir  haben  dann  die  drei 
Agenden  Fälle:   — 


Fig.  29. 


(1)  Ein  convexer  Kegel 
rollt  auf  einem  convexen. 
(D  sin  ß  z=Slsin(a  +  ß). 


Fig.  30 


Fig.  31. 


(2)  Ein  convexer  Kegel  rollt  auf  der 
Innenseite  eines  concaven. 

Es  sei  ß  negativ  und  ß'  =  —  /}, 
so  ist  /3'  positiv  und  wir  haben 

—  msinß'  =  Sl$in(a  —  ß*). 


(3)  Ein  concaver  Kegel  rollt 
1    auf  der  Aussenseite  eines  con- 
vexen. 

Im   Vorhergehenden   sei  ß' 
]!>  a;  dann  können  wir  passend 

d  sin  ß*  =  Slsin  {ß'  —  «) 
schreiben,  wo  u  und  ß*  noch 
positiv  sind. 


106.  Fälle  vorrückender  Botation.  —  In  dem  durch  die  erste 
Figuren  (Fig.  29)  dargestellten  Falle  eines  convexen  Kegels,  der 
f  einem  convexen  rollt,  erfolgt  die  vorrückende  Bewegung,  wenn 
H  sie  auf  der  Oberfläche  einer  Halbkugel  betrachtet,  welche  A  zum 
i  und  O  zum  Mittelpunkt  hat,  in  einer  ähnlichen  Richtung  wie 
angalare  Rotation  um  die  augenblickliche  Axe.  Wir  werden 
k  eine  positive  vorrückende  Rotation  nennen.  Es  ist  der  Fall 
es  geiröhnlichen  Kreisels,  der  sich  auf  einer  sehr  feinen  Spitze 
iit,  die  in  einer  Höhlung  oder  in  einem  von  ihr  selbst  gebohrten 
^e  in  Rnhe  bleibt,  falls  der  Kreisel  nicht  still  aufrecht  steht  und 
jh  nicbt  schwankt,  sondern  seine  Axe  einen  Kegel  von  verticaler  Axe 
Idbreiben  lässt.  Im  dritten  Falle  (Fig.  31)  haben  wir  ebenfalls 
Litives  Vorrücken.     Ein  gutes  Beispiel  hierfür  ist  der  Fall  eines 
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auf  einem  Tische  kreisenden  Geldstückes,  wenn  seine  Ebene  nahezu 
horizontal  ist. 

107.  Der  zweite  Fall  (Fig.  30),  in  welchem  ein  convexer  Kegel 
auf  der  Innenseite  eines  concaven  rollt,  liefert  ein  Beispiel  negativen 
Vorrückens,  da  die  Richtung  der  angularen  Rotation  der  augenblick- 
lichen Axe,  wenn  man  sie  wie  vorher  auf  der  Oberfläche  der  Halbkugel 
betrachtet,  derjenigen  des  rollenden  Kegels  entgegengesetzt  ist.  Dies 
ist  der  Fall  einer  symmetrischen  Schale  (oder  Rotationsfläche),  die 
auf  einen  Punkt  gestützt  und,  wenn  balancirt,  stabil  ist,  d.  h.  ihren 
Schwerpunkt  unter  dem  Zapfen  hat,  und  die,  wenn  sie  geneigt  auf- 
gesetzt wird,  sich  ohne  Schwankeii  dreht.  "Wenn  z.  B.  ein  Trough- 
ton^ scher  Kreisel  in  einer  beliebigen  geneigten  Lage  auf  seinen 
Zapfen  gesetzt  und  dann  mit  sehr  grosser  Winkelgeschwindigkeit 
um  die  Axe  seiner  Figur  abgedreht  wird,  so  wird  das  Schwanken 
unmerklich  sein,  aber  ein  langsames  Vorrücken  erfolgen. 

Zu  diesem  Falle  gehört  auch  das  Von*ücken  der  Erdaze,  für 
welche  der  Winkel  a  =  23«  27'  28",  während  ß  =  0,00867"  ist. 
Oder  wenn  die  Fig.  30  einen  Theil  der  Erdoberfläche  um  den  Pol 
herum  darstellt,  so  ist  der  Bogen  AI^=  8,552,000  Fuss,  folglich 
der  Umfang  des  Kreises,  in  welchem  sich  J  bewegt,  =  52,240,000  Fuss 
und  BI  =  0,88  Fuss.  Die  Periode  der  Rotation  cd  ist  der  Stern- 
tag,  diejenige  von  Sl  25,868  Jahre. 

108.  Sehr  interessante  Beispiele  der  Fälle  (1)  und  (3)  liefern 
uns  Projectile  verschiedener  Formen,  welche  um  irgend  eine  Axe 
rotiren.  So  gehören  die  Umdrehungen  eines  in  die  Luft  geschleu- 
derten ovalen  Körpers  oder  eines  Stabes  oder  einer  Stange  xur 
Classe  (1)  (der  Körper  hat  zwei  Axen  von  ^  gleichem  Trägheits- 
moment, deren  jedes  grösser  als  dasjenige  füi'  die  dritte  Axe  ist). 
Die  scheinbar  unregelmässigen  Schwankungen  einer  schlecht  ge- 
worfenen Wurfscheibe  gehören  zur  dritten  Classe  (fOr  zwei  Axen 
der  Scheibe  sind  die  Trägheitsmomente  gleich,  und  jedes  ist  kleiner 
als  das  Trägheitsmoment  fui*  die  dritte  Axe). 

109.  Idttheilang  einer  gleichen  Winkelg^eschwindiglceit 
an  Körper,  die  um  geneigte  Axen  rotiren.  —  Hooke's  SdiliiB- 
Bel,  Universalgelenk.  —  In  verschiedenen  Erläuterungen  und  An- 
ordnungen von  Apparaten,  die  in  der  theoretischen  Physik  sowie  in 
der  Mechanik  von  Nutzen  sind,  ist  es  erforderlich,  zwei  Körper  so 
zu  verbinden,  dass,  wenn  der  eine  sich  um  eine  gewisse  Axe  dreht, 
der  andere  sich  mit  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  andere 
Axe  drehe,  die  mit  der  ersteren  in  derselben  Ebene  liegt,  aber  irgend 
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©ine  Neigung  gegen  sie  hat.     Dies  wird  in  der  Praxis  mittels  glei- 
cher und  ähnlicher  Kegelräder  oder  rollender  Kegel  bewerkstelligt, 
wenn  die   gegenseitige  Neigung  der  beiden  Axen  gegeben  ist.     Es 
wird  annähernd  erfüllt  durch  Hooke's  Schlüssel,  wenn  die  beiden 
^xen  nahezu  dieselbe  Richtung  haben,  aber  ihre  gegenseitige  Neigung 
frei  sollen  ändern  können.    Eine  Kette  von  unendlich  vielen  solchen 
Ho o keuschen  Schlüsseln  können  wir  uns  als  eine  vollkommen  bieg- 
same aiifdrehbare  Schnur  vorstellen,  welche,  wenn  ihre  Endglieder 
an  den  beiden  Körpern  statr  befestigt  sind,  dieselben  so  verbindet, 
dass  die  oben  gestellte  Bedingung  in  aller  Strenge  und  ohne  die  Be- 
schränkung erfüllt  ist,  dass  die  Axen  in  einer  Ebene  bleiben.     Den- 
ken wir  uns  einen  unendlich  kleinen  Theil  einer  solchen  Kette  (der 
aber  noch  eine  unendlich  grosse  Anzahl  von  Gliedern  enthält)  mit 
seinen  Enden  an  den  Körpern  befestigt,  so  wird  derselbe  der  auf- 
g^estellten  Bedingung  streng  genügen  und  zugleich  einen  bestimm- 
ten Punkt  des  einen  einem  bestimmten  Punkte  des  andern  Körpers 
unendlich   nahe  halten,  d.  h.  derselbe  erfüllt  für  jeden  Neigungs- 
vrinkel  dasselbe,  was  Hooke's  Schlüssel  näherungsweise  für  kleine 
Neigungen  leistet. 

Dasselbe  wird  mit  voller  Genauigkeit  für  jeden  Winkel  durch 
einen  kurzen,  an  sich  geraden  elastischen  Draht  von- genau  kreis- 
fomnigem  Schnitt  erreicht,  vorausgesetzt  dass  die  Kräfte,  welche  ir- 
gend einen  Widerstand  gegen  die  Gleichheit  der  Winkelgeschwindig- 
keit zwischen  den  beiden  Körpern  veranlassen,  unendlich  klein  sind. 
Diese  Art  der  Verbindung  ist  in  vielen  praktischen  Fällen  von 
Nutzen  und  gestattet  nur  eine  geringe  Abweichung  von  den  Bedin- 
gungen eines  wahrhaften  Universalgelenkes.  Sie  wird  z.  B.  mit  voll- 
ständigem Ei-folge  bei  der  Aufhängung  eines  gyroskopischen  Pen- 
dels (§  74)  angewandt. 

£s  seien  zwei  Körper  durch  ein  Universalgelenk  mit  einander 
verbanden,   und  es  werde  einer  derselben  festgehalten.     So  lange 


Fig.  32. 


der  Neigungswinkel  der  Axen  constant  bleibt, 
wird  die  Bewegung  des  andern  Körpers  genau 
die  oben  im  §  105,  Fig.  29,  abgebildete  sein, 
wenn  darin  die  Winkel  a  und  ß  als  gleich  an- 
genommen werden.  Das  Supplement  des  Win- 
kels AOB  ist  die  gegenseitige  Neigung  der 
Axen,  und  der  Winkel  AOB  selbst  wird  durch 
die  augenblickliche  Axe  des  in  Bewegung  be- 
findlichen Körpers  halbirt.  Die  beigefügte  Fi- 
gur zeigt  einen  Fall  dieser  Bewegung,  in  wel- 

6* 
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cbem  die  gegenseitige  Neigung  d"  der  Axen  ein  spitzer  Winkel  ist 
Nach  den  Formeln  des  §  105,  Fall  (1),  haben  wir 

(D  sin  a  =  Sl  sin  2  a, 
oder 

wo  CO  die  Winkelgeschwindigkeit  des  in  Bewegung  befindlichen  Kör- 
pers um  seine  augenblickliche  Axe  Ol  und  Sl  die  Winkelgeschwindig- 
keit seiner  Präcession,  d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Ebene 
ist,  welche  durch  die  feste  Axe  ÄÄ'  und  die  freie  Axe  OB  des  be- 
wegten Körpers  geht. 

Ausser  dieser  Bewegung  kann  der  Körper  offenbar  noch  eine 
beliebige  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  durch  0  gehende  zar 
Ebene  AOB  senkrechte  Axe  haben,  welche,  mit  der  um  0/ vor- 
handenen Winkelgeschwindigkeit  co  vereinigt,  die  resultirende  Winkel- 
geschwindigkeit und  die  augenblickliche  Axe  liefert. 

In  diesem  Falle  reichen  offenbar  zwei  Coordinaten  S'  =  A'OB  und  ip, 
welcher  Winkel  in  einer  zu  AO  senkrechten  Ebene  von  einer  festen  Ebene 
aus  bis  zur  Ebene  AOB  gemessen  wird,  vollkommen  hin,  um  die  Lage 
des  beweglichen  Körpers  anzugeben.  ^ 

110.  Allgemeine  Bewegung  eines  starren  Körpers,  der 
einen  andern  berülirt.  Gleiten,  Bollen,  Kreiseln.  —  Wir  neh- 
men an,  ein  von  irgend  einer  krummen  Oberfläche  begrenzter  star- 
rer Körper  werde  in  irgend  einem  Punkte  von  einem  zweiten  sol- 
chen Körper  berührt.  Jede  Bewegung  des  einen  dieser  Körper  auf 
dem  andern  muss  ein  Gleiten,  oder  ein  Rollen,  oder  ein  Krei- 
-seln,  oder  eine  Verbindung  dieser  Bewegungsformen  sein.  Die  Be- 
trachtung des  Gleitens  ist  so  einfach,  dass  wir  nicht  nöthig  haben, 
darauf  einzugehen. 

Jede  Bewegung,  in  welcher  der  Berührungspunkt  keine  Ge- 
Bchwindigkeit  hat,  muss  ein  Rollen  oder  ein  Kreiseln  oder  eine  Ver- 
bindung dieser  beiden  Bewegungsarten  sein. 

£s  möge  einer  der  beiden  Körper,  während  der  zweite  fest  liegt, 
saccessiye  um  eine  Anzahl  augenblicklicher  Axen  rotiren,  welche 
sämmtlich  durch  den  augenblicklichen  Berührungspunkt  gehen  und 
in  der  durch  diesen  Punkt  gelegten  beiden  Körpern  gemeinschaft- 
lichen Tangentialebene  liegen.  Diese  Bewegung  nennen  wir  ein 
Rollen  oder  ein  einfaches  Rollen  des  beweglichen  Körpers  auf 
dem  festliegenden^ 

Wenn  andererseits  die  augenblickliche  Axe  des  in  Bewegung 
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befindlichen  Korpers  die  in  dem  Berührungspunkte  errichtete  beiden 
Körpern  gemeinschailliche  Normale  ist,  so  haben  wir  es  mit  einem 
reinen  Kreiseln  zu  thun,  und  dabei  bleibt  der  Berührungspunkt  un- 
verändert derselbe. 

Wenn  sich  der  eine  Körper  so  bewegt,  dass  die  augenblickliche 
Axe  zwar  noch  durch  den  Berührungspunkt  geht,  aber  weder  in  der 
Tangentialebene  liegt,  noch  senkrecht  zu  dieser  Ebene  steht,  so 
haben  wir  weder  ein  Rollen  noch  ein  Kreiseln,  sondern  eine  aus  bei- 
den Arten  zusammengesetzte  Bewegung. 

Wenn  a»  die  Winkelgeschwindigkeit  und  a  die  Neigung  der  augen- 
blicklichen Axe  gegen  die  Normale  ist ,  so  sind  a»  sin  tt  und  oi  eoa  a  be- 
ziehungsweise die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Rollens  und  des  Kreiseins. 

111.  Wenn  ein  Körper  auf  einem  andern  rollt  und  kreiselt,  so 
ist  die  Spur  eines  jeden  auf  dem  andern  die  krumme  oder  ge- 
rade Linie,  längs  welcher  er  successive  berührt  wurde.  Liegt  die 
aagenblickliche  Axe  in  einer  zu  den  Spuren  normalen  Ebene,  so 
wird  das  Rollen  ein  directes  genannt.  Ein  Rollen,  welches  nicht 
direct  ist,  kann  in  ein  directes  Rollen  und  eine  Rotation  um  die 
Tangente  an  die  Spuren  zerlegt  werden.  Denken  wir  uns  die  Spu- 
ren aus  starrer  Masse  construirt  und  alle  übrigen  Theile  jedes  Kör- 
pers entfernt,  so  können  wir  die  frühere  Bewegung  mit  diesen  Gur- 
ren allein  wiederholen.  Der  Unterschied  der  jetzt  yorausgesetzten 
Umstände  wird  sich  nur  zeigen ,  wenn  wir  die  Richtung  der  augen- 
blicklichen Axe  sich  ändern  lassen.  Weni\  wir  died  im  fi'üheren  Falle 
thun,  so  machen  wir  die  Bewegung  zu  einer  mehr  oder  weniger 
kreiselnden  und  ändern  die  Spur  auf  jedem  Körper;  im  letzteren 
Falle  haben  wir  stets  dieselbe  bewegliche  Curve,  welche  auf  der- 
selben festliegenden  Curve  rollt,  und  dazu  eine  mit  einer  ganz  be- 
liebigen Geschwindigkeit  erfolgende  Drehung  um  die  gemeinschaft- 
liche Tangente.  Die  Betrachtung  des  zweiten  FaUes  ist^  rücksichtlich 
des  allgemeinen  Problems  äusserst  lehrreich. 

112.  Man  kann  die  in  Rede  stehende  Bewegung  praktisch  roh 
dirstellen  durch  zwei  steife  Drähte,  die  man  so  gebogen  hat,  dass 
sie  die  Form  der  gegebenen  Curven  haben,  und  die  durch  ein  sie 
zoaammenhaltendes  kleines  Stück  einer  Gummiröhre  verhindert  wei*^ 
den,  sich  zu  kreuzen. 

Zunächst  seien  beide  Curven  eben,  und  ihre  Ebenen  mögen  be- 
ständig zusammenfaUen.  Wir  haben  dann  ein  reines  Rollen,  wie 
wenn  ein  Cy linder  auf  einem  andern  rollte. 
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Ist  Q  der  Krümmnngsradius  des  rollenden,  c  derjenige  des  festen  Cy- 
linders,  &»  die  Winkelgeschwindigkeit  des  ersteren  und  V  die  lineare  Ge- 
schwindigkeit des  Berührungspunktes,  so  haben  wir 


=(7+7)"- 


Q 

Dies  zu  beweisen,   nehmen  wir  an,  P  (Fig.  33)  sei  der  Berührungs- 
punkt  zu   irgend  einer   Zeit  t  und  Q,  p  die  Punkte ,  welche  nach  Ablauf 
Fig.  33.  des  Zeitraumes  dt  aufeinander  liegen  werden;   femer 

seien  0,  0'  die  Krümmungsmittelpuiikte  und  ^  POp 

=  &,  2(^P(yQ  =  q>. 

Dann  ist  P  Q  =  Pp  =  dem  vom  Berührungspunkt 
durchlaufenen  Wege,  oder  mit  Rücksicht  auf  die  ein- 
geführten Bezeichnungen 

^^  =  0-^  =  Vdt. 

Ausserdem  muss  O'Q,  ehe  seine  Bichtung  mit  der- 
jenigen von  Op  zusammenfallen  kann,  sich  offenbar 
durch  einen  Winkel  ^  -f-  9)  drehen. 

Es  ist  daher  wdi  =  ^  -J-  q>.  Werden  jetzt  ^  und 
(p  eliminirt,  so  erhält  man  nach  Division  durch  dX 
das  oben  angegebene  Besultat. 

Wir  haben  hier,  wo  beide  Oberflächen  convex 
sind,  die  Krümmungsradien  als  positiv  angesehen. 
Man  hat  aber  jedem  der  beiden  Krümmungsradien 
das  negative  Zeichen  beizulegen,  wenn  die  entsprechende  Curve  concav  ist. 

In  dem  betrachteten  Falle  ist  also  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  rollenden  Curve  gleich  dem  Produet  aus  der  linearen  Geschwin- 
digkeit des  Berührungspnnktes  in  die  Summe  oder  Differenz  der 
Krümmungen;  die  Summe  der  Krümmungen  ist  zu  nehmen,  wenn 
beide  Gurren  convex  sind,  die  Differenz,  wenn  die  eine  Curve  convex, 
die  andere  concav  ist. 

113.  Wenn  beide  Curven  eben  sind,  aber  in  verschiedenen 
Ebenen  liegen,  so  theilt  die  Ebene,  in  der  das  Rollen  stattfindet 
den  Winkel  zwischen  der  Ebene  der  einen  Curve  und  der  durch  die 
gemeinschaftliche  Tangente  hindurch  verlängerten  Ebene  der  andern 
Curve  in  Theile,  deren  Sinus  sich  umgekehrt  wie  die  respectiven 
Krümmungen  verhalten,  und  die  Winkelgeschwindigkeit  ist  gleich 
dem  Produet  aus  der  linearen  Geschwindigkeit  des  Berührungs- 
punktes in  die  Differenz  der  Projectionen  der  beiden  Krümmungen 
auf  diese  Ebene. 

Denn  es  seien  P  Q,  Pp  wie  früher  gleiche  Bogen  der  Curven  und  PB 
eine  jedem  derselben  gleiche  Strecke  der  gemeinschaftlichen  Tangente 
(d.  i.  des  Durchschnitts  der  Ebenen  der  Curven).  Dann  sind  QjB,p^  im 
OrenzfaU  senkrecht  zu  Pi2,  folglich 
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pB  = 


QB  = 


2a 


2(> 
Aach  ist  QRp  gleich   dem  Winkel  a  zwischen  den  Ebenen  der  Curven, 

Pig.  34.  ^^  ^"^  ^^^^ 

Demnach  ist,  wenn  oi  wieder  die  .Botations- 
geschwindigkeit  bezeichnet, 


^  1  /  1       ,      1  2  COSft 

Auch  ist  offenbar  die  augenblickliche  Axe  senkrecht,  also  die  Bota- 
tioDsebene  parallel  zu  Qp.  Damit  sind  die  obigen  Bemerkungen  bewiesen. 
Im  Falle  a  ■=  n  stimmt  dies  mit  dem  Besultat  des  §  112  überein. 

Ein  gutes  Beispiel  hierfür  ist  der  Fall  eines  Geldstückes,  das 
auf  einem  Tische  kreiselt  (eine  aus  eiaem  Rollen  und  einem  Krei- 
seln zusammengesetzte  Bewegung),  indem  seine  Ehene  nach  und 
nach  horizontal  wird.  In  diesem  Falle  werden  die  Krümmungen 
immer  mehr  einander  gleich,  und  der  Winkel  zwischen  den  Curven- 
ebenen  wird  immer  kleiner  und  kleiner.  Auf  diese  Weise  wird  die 
resaltirende  Winkelgeschwindigkeit  ausserordentlich  klein  und  die 
Bewegung  des  Berührungspunktes  vergleichsweise  sehr  gross. 

114.  Die  vorstehenden  Resultate  lassen  sich  natürlich  ehenso- 
wohl  auf  gewundene,  wie  auf  ehene  Curven  anwenden;  nur  hat  man 
för  die  Ehene  der  letzteren  die  osculatorische  Ebene  der  ersteren  zu 
substitairen. 

115.  Wir  kommen  jetzt  zu  dem  Falle  einer  Curve,  die  mit 
«Hier  ohne  Kreiseln  auf  einer  Oberfläche  rollt. 

Sie  kann  natürlich  auf  irgend  einer  auf  der  Oberfläche  gezoge- 
nen Curve  rollen.  Wenn  diese  Curve  gegeben  ist,  so  kann  sich  die 
rollende  Curve,  während  sie  jene  entlang  rollt,  nach  Belieben  um 
^6  Tangente  drehen;  aber  die  zur  gemeinschaftlichen  Tangente 
senkrechte  Componente  der  augenblicklichen  Axe,  d*  i.  die  Axe  des 
^irccten  Rollens  der  einen  Curve  auf  der  andern,  ist  bestimmt 
(§  113).  Wenn  diese  Axe  nicht  in  der  Oberfläche  liegt,  so  ist  eine 
kreisebde  Bewegung  vorhanden.  Wenn  also  die  Spur  auf  der  Ober- 
fläche gegeben  ist,  so  giebt  es  zwei  unabhängig  Veränderliche  in 
dff  Bewegung:  der  vom  Berührungspunkt  durchlaufene  Weg  und 
^  in  jenem  Punkte  um  die  Tangente  vorhandene  Winkelgeschwiu- 
^gkeit. 
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116.  Wenn  die  Spur  gegeben  und  zugleich  die  Bedingung 
▼orgMchrieben  ist,  dass  kein  Kreiseln  stattfinden  soll,  so  ist  die  an- 
Ifulare  Lage  der  rollenden  Curve  in  "Beziehung  auf  die  im  Be- 
rührungspunkt errichtete  Tangente  bestimmt.  Denn  in  diesem  Falle 
musB  die  augenblickliche  Axe  in  der  Tangentialebene  der  ObeFfläche 
liegen.  Zerlegen  wir  also  die  Rotation  in  Componenten,  die  be- 
ziehungsweise um  die  Tangente  und  um  eine  zur  Tangente  senk- 
rechte Axe  erfolgen,  so  muss  diese  letztere  Axe  in  der  Tangential- 
ebene liegen.  Auf  diese  Weise  muss  das  Rollen,  wie  im  FaUe  zweier 
Curven,  in  einer  zur  Oberfläche  normalen  Ebene  stattfinden,  und 
deshalb  muss  die  gegebene  Curve  beim  Beginn  der  Bewegung  so  an 
ihre  Spur  auf  der  Oberfläche  angelegt  werden,  dass  die  Projectionen 
beider  Cui'ven  auf  die  Tangentialebene  von  gleicher  Krümmung  sind 

Während  die  Curve  weiter  rollt,  muss  sie  sich  beständig  um 
die  durch  ihren  Berührungspunkt  mit  der  Oberfläche  gelegte  Tan- 
gente drehen,  so  dass  diese  Bedingung  in  jeder  Lage  erfüllt  wird. 

Es  bezeichne  a  den  Winkel,  welchen  die  Krümmungaebene  der  Spur 
mit  der  Normalen  an  die  Oberfläche  in  irgend  einem  Punkte  bildet;  der 
entsprechende  Winkel  zwischen  dieser  Normalen  und  der  Ebene  der  rol- 
lenden Curve  sei  cc' ;  die  Krümmungen  seien  — ,    —f    Wir  nehmen  «  als 

stumpf  und  ce'  als  spitz  an,  wenn  die  beiden  Curven  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Tangentialebene  liegen.    Es  ist  dann 

1      .      ,         1     . 
-j-stna'  =  —sinn, 

und  dadurch  wird  a'  oder  die  Lage  der  rollenden  Curve  flxirt,  wenn  der 
Berührungspunkt  gegeben  ist. 

Es  sei  nun  a>  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Bollens  um  eine  zur  Tangent« 
senkrechte  Axe,  &/  die  um  die  Tangente  vorhandene  Winkelgeschwindigkeit, 

1 

und  V  die  lineare  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes.    Da  —7  cos  a'  und 

C08  «  (jeder  dieser  beiden  Ausdrücke  ist  positiv,  wenn  die  Curven  auf 

entgegengesetzten  Seiten  der  Tangentialebene  liegen)  die  Projectionen  der 
beiden  Krümmungen  auf  eine  Ebene  sind ,  welche  durch  die  an  die  Ober^ 
fläche  gezogene  Normale  hindurchgeht  und  ihre  gemeinschaftliche  Tan- 
gente enthält,  so  haben  wir  nach  §  112 

w  =   V(—T  €08  a* C08  « ) , 

wo  a'  durch  die  vorhergehende  Gleichung  bestimmt  ist.  Die  Grösse  der 
Windung  der  Spur  und  der  rollenden  Curve  bezeichnen  wir  beziehungs- 
weise mit  T  und  t'.  Dann  sehen  wir  Folgendes :  —  Wären  erstens  beide 
Curven  eben,  so  könnte  ein  Bollen  der  einen  auf  der  ai^dern  um  eine  xu 
ihrer  gemeinschaftlichen  Tangente  stets   senkrechte  Axe  nie  die  Neigung 
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ihrer  Ebenen  andern.  Wenn  also  zweitens  beide  Curven  gewunden  sind 
so  wird  ein  solches  Bollen  die  Neigung  ihrer  osculatorischen  Ebeiten  um 
einen  unendlich  kleinen  Betrag  (r  —  t')d8  ändern,  während  der  Se- 
rühmngspunkt  in  Folge  des  BoUens  über  einen  Bogen  ds  geschoben  wird. 
Nun  ist,  wenn  die  Spur  gegeben  ist,  «  und  folglich  auch  «'  eine  bekannte 
Function  von  «,  und  da  «  —  a'  die  Neigung  der  osculatorischen  Ebenen 
ist,  80  bat  man 


KJ^ifLllILO  _(._.)}  = 


w'. 


117.  Wir  wenden  uns  jetzt  zum  Bollen  und  Kreiseln  einer 
Oberfläche  auf  einer  andei-n  Oberfläche.  Wenn  zunächst  die  Spur 
auf  jeder  Fläche  gegeben  ist,  so  haben  wir  den  Fall  des  §  113  oder 
§115,  nämHch  das  Rollen  einer  Curve  auf  einer  andern  Curve,  nur 
mit  der  weitem  Bedingung,  dass  die  erstere  sich  um  die  Tangente 
an  beide  Curven  drehen  muss,  dergestalt  dass  die  Tangentialebenen 
der  beiden  Flächen  beständig  zusammenfallen. 

Es  ist  wohl  zu  beachten,  dass,  wenn  die  Berührungspuukte  und 
^e  beiden  Spuren  gegeben  sind,  die  Lage  der  beweglichen  Ober- 
fläche Yöllig  bestimmt  ist.  Sie  wird  auf  folgende  Weise  gefunden: 
Man  bringe  die  bewegliche  Oberfläche  mit  der  festliegenden  in  Be- 
rührung, so  dass  die  gegebenen  Punkte  auf  einander  zu  liegen  kom- 
men, und  drehe  sie  so  lange  um  die  gemeinschaftliche  Normale,  bis 
die  Tangenten  der  Spuren  zusammenfallen. 

Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn  beide  Spuren  gegeben  sind,  die 
Bedingung,  es  solle  kein  Kreiseln  stattfinden,  nicht  gestellt  werden 
kann.  Während  des  Rollens  muss  im  Allgemeinen  ein  Kreiseln  er- 
folgen, damit  die  Tangenten  an  die  beiden  Spuren  immer  auf  ein- 
ander liegen  bleiben.  Auch  muss  sich  die  augenblickliche  Axe  des 
Rollens  so  ändern,  dass  sie  nicht  nui'  das  Rollen  längs  der  Spur, 
sondern  auch  diejenige  drehende  Bewegung  um  die  Tangente  liefert, 
die  erforderlich  ist,  damit  die  Tangentialebenen  beständig  zur 
Deckung  gebracht  werden. 

In  diesem  Falle  giebt  es  also  nur  eine  unabhängig  Veränder- 
liche, den  vom  Berührungspunkte  zurückgelegten  Weg,  und  wenn 
die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  gegeben  ist,  so  sind  die 
resultirende  Winkelgeschwindigkeit  und  die  Richtung  der  augenblick- 
Hcfaen  Axe  des  rollenden  Körpers  bestimmt.  Wir  haben  so  eine  hin- 
länglich deutliche  Vorstellung  von  dem  allgemeinen  Charakter  der 
in  Rede  stehenden  Bewegung.  Wir  wollen  jedoch  etwas  näher  auf 
dieselbe  eingehen,  da  wir  dadurch  naturgemäss  zu  einer  wichtigen 
Frage  geführt  werden,  zur  Messung  der  Drillung  (oder  Torsion) 
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eines  Stabes,  eines  Drahtes,  einer  schmalen  Platte,  eine  Grösse,  die 
von  der  Windung  der  Axe  des  Körpers  (§  7)  völlig  verschieden  ist 

118.  Angenommen,  alle  Theile  jeder  Oberfläche  seien  entfernt 
bis  auf  einen  unendlich  schmalen  Streifen,  der  die  Spur  des  Rollens 
enthält.  Bann  haben  wir  ein  Rollen  des  einen  dieser  Streifen  auf 
dem  andern,  und  jeder  Streifen  besitzt  in  jedem  Punkte  eine  be- 
stimmte Krümmung,  Windung  und  Drillung. 

119.  Drillung.  —  Wir  nehmen  an,  ein  flacher  Stab  von  kleinem 
Durchschnitt  sei  so  gebogen  (die  dazu  erforderliche  Ausdehnung  und 
Zusammenziehung  seiner  Ränder  als  zulässig  angesehen),  dass  seine 
Axe  die  Form  irgend  einer  ebenen  oder  gewundenen  Curve  be- 
sitzt. Wenn  derselbe  ohne  Drillung  zurückgebogen  wird,  d.  h. 
wenn  die  Kiümmung  jedes  Elementes  des  Stabes  dadurch  entfernt 
wird,  dass  man  es  durch  den  erforderlichen  Winkel  in  der  osculato- 
rischen  Ebene  biegt,  und  es  ergiebt  sich,  dass  der  auf  diese  Weise 
gerade  gemachte  Stab  ungedrillt  ist,  so  hatte  er  auch  keine 
Drillung  in  seiner  ursprünglichen  Form.  Dieser  Fall  ist  natürlich 
in  der  allgemeinen  Theorie  der  Drillung  enthalten,  welche  den 
Gegenstand  der  folgenden  Paragraphen  ausmacht. 

120.  Es  sei  ein  gebogener  oder  gerader  Stab  von  kreisförmi- 
gem oder  einem  beliebigen  anders  geformten  Durchschnitt  gegeben. 
Eine  durch  die  Mittelpunkte  oder  irgend  welche  sonst  gewählten 
Punkte  seiner  Durchschnitte  gehende  Linie  soll  seine  Axe  heissen. 
Wir  merken  uns  eine  auf  der  Seite  des  Stabes  seiner  ganzen  Länge 
nach  gezogene  Linie  von  der  Beschaffenheit,  dass  sie  eine  der  Axe 
parallele  Gerade  ist,  wenn  der  Stab  ungebogen  und  ungedrillt  ist 
Eine  von  irgend  einem  Punkte  der  Axe  auf  diese  Seitenlinie  ge- 
zogene Senkrechte  heisst  die  Querlinie  des  Stabes  in  diesem 
Punkte. 

Die  Gesammtdrillung  einer  beliebigen  Lange  eines  geraden 
Stabes  ist  der  Winkel  zwischen  den  Querlinien  der  Endpunkte  die- 
ser Länge.  Die  mittlere  Drillung  ist  die  Gesammtdrillung,  dividirt 
durch  die  Länge.  Die  Drillung  in  einem  Punkte  ist  die  mittlere 
Drillung  in  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  unendlich  kleinen 
Länge;  mit  anderen  Worten,  sie  ist  die  Grösse  der  Rotation  seiner 
Querlinie,  genommen  für  Einheit  der  Länge. 

Die  Drillung  eines  ebenen  oder  gewundenen  krummen  Stabes 
in  einem  Punkte  ist  die  für  die  Längeneinheit  genommene  Grösse 
der  Rotation  seiner  Querlinie  um  seine  Tangente. 
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Wenn  t  die  Drillung   in  irgend  einem  Punkte  ist,   so  ist    itds  die 
Gtesammtdrillung  in  der  Länge,  über  welche  sich  die  Integi'ation  erstreckt. 

121.  Die  Gesammtdrillung  in  einem  krummen  Stabe  lässt  sieb 
cwar,  wie  oben  geschehen  ist,  mittels  der  Integralrechnung  ohne 
Hübe  definiren;  sie  kann  aber  nicht  als  der  Winkel  zwischen  zwei 
ohne  Weiteres  construirbaren  Geraden  vorgestellt  werden.  Die  fol- 
genden Betrachtungen  zeigen,  wie  dieselbe  zu  rechnen  ist,  und  füh- 
ren zu  einer  geometrischen  Construction ,  welche  sie  für  einen 
irgendwie  gebogenen  und  gedrehten  Stab  in  einer  sphärischen  Figur 
darstellt:  — 

122.  Schätsung  der  Gesammtdrillung.  —  Wenn  die  Axe 
des  Stabes  eine  in  einer  Ebene  liegende  ebene  Curve  bildet,  so  ist 
die  Gesammtdrillung  offenbar  die  Differenz  zwischen  den  Neigungen 
der  Querlinien  ihrer  Endpunkte  gegen  ihre  Ebene.  Denn  wenn  man 
den  Stab  einüsich  zurückbiegt,  ohne  die  Drillung  in  irgend  einem 
Theile  zu  ändern ,  so  wird  die  Neigung  jeder  Querlinie  zur  Ebene, 
ID  welcher  seine  Krümmung  lag,  unverändert  bleiben,  und  da  die 
Axe  des  Stabes  jetzt  eine  in  dieser  Ebene  liegende  gerade  Linie  ge- 
worden ist,  Bo  ist  die  gegenseitige  Neigung  der  Querlinien  irgend 
sweier  seiner  Punkte  gleich  der  Differenz  ihrer  Neigungen  gegen  die 
Ebene  geworden. 

123.  Von  dieser  Regel  kann  keine  einfache  Anwendung  auf 
eine  gewundene  Curve  gemacht  werden,  da  die  Krümmungsebene 
derselben  von  Punkt  zu  Punkt  eine  andere  wird.  Statt  dessen  kön- 
nen wir  in  folgender  Weise  verfahren :  — 

Erstens  woUen  wir  voraussetzen,  dass  die  Krümmungsebene  der 
Axe  des  Stabes  durch  endliche  Theile  der  Curve  hindurch  constant 
Ueibe  und  zwischen  jedem  solchen  Theile  und  dem  nächstfolgenden 
V\fr.  35.      B^^^   plötzlich  um   einen  endlichen  Winkel  ändere  (eine 
Voraussetzung,  die  keine  Eckpunkte,  d.  h.  keine  unend- 
liche Krümmung  in  der  Curve  bedingt).     Zu  den  Krüm- 
mungsebenen dreier  auf  einander  folgenden  Theile  P  Q, 
QR,  RS  (die  in  der  Figur  nicht  gezeichnet  sind)  denken 
wir  uns  Parallelebenen  gelegt,  welche  eine  mit  dem  Ra- 
dius 1  beschriebene  Kugelfläche  in  den  grössten  Kreisen 
GAG\ACA\CE  schneiden;  dann  werden  die  Radien 
der  Kugel,  welche  den  in  den  Punkten  Q  und  1?,  wo  die 
Krümmungsebene  eine  Aenderung  erleidet,  an  die  Curve 
gelegten  Tangenten  parallel  sind,   die  Kugeloberfläche  natürlich  in 
den  Dnrchschnittepunkten  A^  C  dieser  grössten  Kreise  schneiden.   Es 


^ 
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! 
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sei  6r  der  Pankt,  in  welpbem  der  Engelradius,  welcher  der  in  P  ge- 1 
zogenen  Tangente  parallel  ist,  die  Oberfläche  schneidet ;  femer  seien  l 
GH^ÄB,  CD  Parallellinien  zu  den  Querlinien  des  Stabes,  die  tob 
den  Punkten  P,  Q,  R  seiner  Äxe  ausgehen.  Dann  ist  (§  1 22)  die 
Drillnng  von  P  bis  Q  gleich  der  Differenz  der  Winkel  HGÄ  und 
BÄ  G\  und  die  Drillung  von  Q  bis  R  gleich  der  Differenz  zwischen 
BAC  und  DCA',  Die  Gesammtdrillung  von  P  bis  22  ist  folg- 
lich gleich 

HGÄ  —  BAG'  +  BAC  —  DCA\ 

oder,  was  dasselbe  ist,  gleich 

A'CE  +  G'AC  —  (DCE  —  HGÄ). 

Durch  Ausdehnung  dieser  Betrachtung  über  eine  beliebige  li&nge 
des  Stabes,  die  aus  Theilen  zusammengesetzt  ist,  deren  Krümmungen  , 
in  verschiedenen  Ebenen  liegen,  folgern  wir,  dass  die  gesammte  Drü*« 
lung  zwischen  irgend  zwei  Punkten  erhalten  wird,  wenn  man  von 
der  Summe  der  Aussen winkel  der  sphärischen  Figur  den  Ueberschuss 
der  Neigung  der   Querlinie  des  zweiten  Punktes  gegen  die  Krüm- 
mungsebene des  zweiten   Punktes  über  die  Neigung  der  Querlinie 
des  ersteren   Punktes  gegen   die  Krümmungsebene   dieses  Punktet 
subtrahirt.      Die  Summe  jener   Aussen  winkel  wird  unten  als  ^dia 
Richtungsänderung    in    der    Kugeloberfläche**    von    einer  Seite   des 
Polygons  grösster  Kreise  zur  andern  definirt,  und  wenn  das  Poly- 
gon geschlossen  ist  und  die  Summe  alle  seine  Aussenwinkel  nm&sst^ 
so  ist  sie  (§  134)  gleich   2  sr,  weniger  der  eingeschlossenen  Fläche. 
Unsere  Construction  behält  ihre  Gültigkeit  offenbar  auch  im  Grenz- 
fall, wenn   die   Längen   der  in  ein  und  derselben  Ebene  liegenden 
Curventheile  unendlich   klein   sind.      Sie  ist  daher  auch  für  einen ' 
Draht  anwendbar,  der  eine  gewundene  Curve  mit  stetig  wechselnder 
Krümmungsebene   bildet,   und  liefert  für  diesen  Fall  das  folgende  ' 
Resultat:  — 

Denkt  man  sich  die  Axe  des  Stabes  von  einem  Punkte  mit  gleich* 
förmiger  Geschwindigkeit  durchlaufen  und  parallel  zu  der  Bewegungs- 
richtung, die  er  in  jedem  Augenblick  hat,  d.  h.  parallel  zu  jeder  Tangente 
der  Axe  in  der  Kugel  vom  Radius  1  einen  Radius  gezogen,  so  schneiden 
diese  Radien  die  Kugeloberfläche  in  einer  Curve  (dem  Hodographen  des 
die  Axe  durchlaufenden  Punktes).  Von  den  Punkten  dieser  Curve  zie- 
hen wir  Parallelen  zu  den  Querlinien  der  entsprechenden  Punkte  des 
Stabes.  Der  Ueberschuss  der  Richtungsänderung  (§  135)  von  irgend 
einem  Punkte  des  Hodographen  zu  einem  andern  Punkte  desselben 
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Aber  die  Zunahme  seiner  Neigung  gegen  die  Querlinie  ist  gleich  der 
Brillung  in  dem  entsprechenden  Theile  des  Stabes. 

Die  Fig.  36  erläutert  diese  Regel.  Sie  zöigt  deü  Hodographen 
mid  die  Parallelen  zu  den  Querlinien.  So  z.  B.  ist  der  Ueberschuss 
derRichtungsanderung  in  der  Kugeloberfläche  längs  des  Hodographen 
Ton  A  bis  G  über  die  Differenz  DOS  —  BAT  gleich  der  Drillung 
ip  dem  Theil  des  Stabes,  dessen  Endpunkte  A  und  C  entsprechen. 
Oder  wenn  wir  einen  irgendwo  beginnenden  Theil  des  Stabes  be- 
trachten, der  bis  zu  einem  Punkte 
reicht,  für  welchen  die  an  die  Axe  ge- 
legte Tangente  der  dem  Anfangspunkt 
zugehörigen  Tangente  parallel  ist,  so 
wird  der  sphärische  Hodograph  eine  ge- 
schlossene Curve  sein,  und  wenn  A  der 
dem  Anfangspunkt  und  Endpunkt  des 
;  Stabtheils  entsprechende  Hodographen- 

pmkt  ist  und  AB^AB'  die  den  Querlinien  parallelen  Geraden  sind, 
•0  wii*d  die  ganze  Drillung  in  dem  betrachteten  Stabtheile  gleich 
4er  Richtungsänderung  um  den  ganzen  Hodographen  herum ,  weni- 
fcw  den  Uebei-schuss  des  Aussenwinkels  BAT  über  den  Winkel 
ßA  T  sein,  d.  h.  die  ganze  Drillung  ist  gleich  dem  Ueberschuss  des 
Vinkels  BAB'  über  die  vom  Hodographen  eingeschlossene  Fläche. 
Die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Principien  der  Drillung 
pnd  Ton  grösster  Wichtigkeit  in  der  Theorie  der  Tauebereitung, 
fnmentlich  der  Construction  und  Dynamik  von  Drahtseilen  und 
jtoterseoischen  Tauen,  sowie  in  der  Theorie  der  elastischen  Stäbe  und 
ler  Spiralfedern. 

124.  Bollen  einer  Oberfläche  auf  einer  andern,  wenn 
Mde  Spuren  gegeben  Bind.  —  Wir  kehren  jetzt  zur  Bewegung 
•iner  Oberfläche  zurück ,  die  auf  einer  anderen  Oberfläche  rollt  und 
Ikreiflelt;  die  Spur  auf  jeder  Oberfläche  sei  gegeben.  Wir  können  die 
krummung  (§  6),  die  Windung  (§  7)  und  die  nach  den  Querlinien 
pi  der  Tangentialebene  der  Oberfläche  gerechnete  Drillung  einer 
^dtn  als  bekannt  ansehen,  und  dann  ist  der  Gegenstand  oben  (§117) 
Mstandig  behandelt. 

Eb  seien   —7   und    —   beziehungsweise  die   Krümmungen   der   Spuren 
Q  Q 

■■f  der  rollenden   und  der  festen  Oberfläche,    «'  und  «  die  wie  in  §  116 

|BreehiM)ien  Neigungswinkel   ihrer  Krümmnngsebenen  ge^n  die  Kormale 

iMr  Tangentialebene ,  t'  und  t  ihre  Windungen ,  t'  und  t  ihre  Drillungen 
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cbem  die  gegenseitige  Neigung  d"  der  Axen  ein  spitzer  Winkel  ist. 
Nach  den  Formeln  des  §  105,  Fall  (1),  haben  wir 

o  sin  a  =  Sl  sin  2  a, 
oder 

o)  =  2Slcostt  =  2Ä/m---, 

wo  CJ  die  Winkelgeschwindigkeit  des  in  Bewegung  befindlichen  Kör- 
pers um  seine  augenblickliche  Axe  Ol  und  i^  die  Winkelgeschwindig- 
keit seiner  Präcession,  d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Ebene 
ist,  welche  durch  die  feste  Axe  ÄÄ'  und  die  freie  Axe  OB  des  be- 
wegten Körpers  geht. 

Ausser  dieser  Bewegung  kann  der  Körper  offenbar  noch  eine 
beliebige  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  durch  0  gehende  zur 
Ebene  AOB  senkrechte  Axe  haben,  welche,  mit  der  um  0/ vor- 
handenen Winkelgeschwindigkeit  o  vereinigt,  die  resultirende  Winkel- 
geschwindigkeit und  die  augenblickliche  Axe  liefert. 

In  diesem  Falle  reichen  offenbar  zwei  Coordinaten  B^  =^  A'OB  und  f, 
welcher  Winkel  in  einer  zu  ^  O  senkrechten  Ebene  von  einer  festen  Ebene 
aus  bis  zur  Ebene  AOB  gemessen  wird,  vollkommen  hin,  um  die  Lage 
des  beweglichen  Körpers  anzugeben.  ^ 

110.  Allgemeine  Bewegimg  eines  starren  Körpers,  der 
«inen  andern  berührt.  Gleiten,  Bollen,  Kreiseln.  —  Wir  neh- 
men an,  ein  von  irgend  einer  krummen  Oberfläche  begrenzter  star- 
rer Körper  werde  in  irgend  einem  Punkte  von  einem  zweiten  sol- 
chen Körper  berührt.  Jede  Bewegung  des  einen  dieser  Körper  auf 
dem  andern  muss  ein  Gleiten,  oder  ein  Rollen,  oder  ein  Krei- 
•seln,  oder  eine  Verbindung  dieser  Bewegungsformen  sein.  Die  Be- 
trachtung des  Gleitens  ist  so  einfach,  dass  wir  nicht  nöthig  haben, 
darauf  einzugehen. 

Jede  Bewegung,  in  welcher  der  Berührungspunkt  keine  Ge- 
Bchwindigkeit  hat,  niuss  ein  Rollen  oder  ein  Kreiseln  oder  eine  Ver- 
bindung dieser  beiden  Bewegungsarten  sein. 

£s  möge  einer  der  beiden  Körper,  während  der  zweite  fest  liegt, 
snccessive  um  eine  Anzahl  augenblicklicher  Axen  rotiren,  welche 
sämmtlich  durch  den  augenblicklichen  Berührungspunkt  gehen  und 
in  der  durch  diesen  Punkt  gelegten  beiden  Körpern  gemeinschaft- 
lichen Tangentialebene  liegen.  Diese  Bewegung  nennen  wir  ein 
Rollen  oder  ein  einfaches  Rollen  des  beweglichen  Körpers  auf 
dem  festliegenden. 

Wenn  andererseits  die  augenblickliche  Axe  des  in   Bewegung 
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befindlichen  Körpers  die  in  dem  Berührungspunkte  errichtete  beiden 
Körpern  gemeinschaftliche  Normale  ist,  so  haben  wir  es  mit  einem 
reinen  Kreiseln  zu  thun,  und  dabei  bleibt  der  Berührungspunkt  un- 
Terändert  derselbe. 

Wenn  sich  der  eine  Körper  so  bewegt,  dass  die  augenblickliche 
-  Axe  zwar  noch  durch  den  Berührungspunkt  geht,  aber  weder  in  der 
Tangentialebene  liegt,    noch   senkrecht  zu  diesßr  Ebene  steht,  so 
haben  wir  weder  ein  Rollen  noch  ein  Kreiseln,  sondern  eine  aus  bei- 
den Arten  zusammengesetzte  Bewegung. 

Wenn  ta  die  Winkelgeschwindigkeit  und  a  die  Neigung  der  augen- 
blicklichen Axe  gegen  die  Normale  ist ,  so  sind  oi  sin  u  und  at  cos  a  be- 
zxehuDgsweise  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Rollens  und  des  Kreiseins. 

111.     Wenn  ein  Körper  auf  einem  andern  rollt  und  kreiselt,  so 
ist  die  Spur  eines  jeden  auf  dem  andern  die  krumme  oder  ge- 
rade Linie,  längs  welcher  er  successive  berührt  wurde.     Liegt  die 
angenblickliche  Axe  in    einer   zu   den   Spuren  normalen  Ebene,  so 
wird  das  Rollen   ein  directes  genannt.     Ein  Rollen,  welches  nicht 
direct  ist,   kann   in  ein   directes  Rollen  und   eine  Rotation  um  die 
Tangente  an  die  Spuren  zerlegt  werden.     Denken  wir  uns  die  Spu- 
ren aus  starrer  Masse  construirt  und  alle  übrigen  Theile  jedes  Kör- 
pers entfernt,  so  können  wir  die  frühere  Bewegung  mit  diesen  Cur- 
ven  allein  wiederholen.     Der  Unterschied  der  jetzt  yorausgesetzten 
Umstände  wird  sich  nur  zeigen ,  wenn  wir  die  Richtung  der  augen- 
blicklichen Axe  sich  ändern  lassen.   Weni^  wir  died  im  fi'üheren  Falle 
thun,  so   machen  wir   die  Bewegung   zu  einer  mehr  oder  weniger 
kreiselnden  und  ändern   die  Spur  auf  jedem  Körper;  im  letzteren 
Falle   haben  wir  stets  dieselbe  bewegliche  Curve,   welche  auf  der- 
selben festliegenden  Curye  rollt,  und  dazu  eine  mit  einer  ganz  be- 
liebigen Greschwindigkeit  erfolgende  Drehung  um  die  gemeinschaft- 
liche Tangente.   Die  Betrachtung  des  zweiten  Falles  ist^  rücksichtlich 
des  allgemeinen  Problems  äusserst  lehrreich. 

112.  Man  kann  die  in  Rede  stehende  Bewegung  praktisch  roh 
darstellen  durch  zwei  steife  Drähte ,  die  man  so  gebogen  hat ,  dass 
sie  die  Form  der  gegebenen  Gurren  haben,  und  die  durch  ein  sie 
zusammenhaltendes  kleines  Stück  einer  Gummiröhre  verhindert  wer- 
den, sich  zu  kreuzen. 

Zunächst  seien  beide  Curven  eben,  und  ihre  Ebenen  mögen  be- 
ständig zusammenfallen.  Wir  haben  dann  ein  reines  Rollen,  wie 
wenn  ein  Gylinder  auf  einem  andern  roUte.  .  . 
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seine  Fläche  mithin  2  ^(1  —  sincc)  sein.  Die  Gesammtdrillung  in 
einem  Umlauf  der  Spirale  ist  daher  2  TT  sin  a,  und  dies  stimmt  mit 
dem  früher  (§  126)  erhaltenen  Resultat  überein. 

128.  Krümmung  der  Oberflächen.  —  Als  Einleitung  fiir 
die  weitere  Betrachtung  des  Rollens  einer  Oberfläche  auf  einer  an- 
dern wollen  wir  jetzt  einige  Punkte  behandeln,  die  sich  auf  die 
Krümmung  der  Oberflächen  beziehen,  und  die  uns  auch  in  mehreren 
anderen  Theilen  unseres  Gegenstandes  von  Nutzen  sein  werden. 

Die  in  irgend  einem  Punkte  an  eine  Oberfläche  gelegte  Tan- 
gentialebene kann  die  Fläche  in  jenem  Punkte  schneiden  oder  nicht. 
Im  ersteren  Falle  biegt  sich  die  Oberfläche  von  der  Tangentialebene 
theil weise  nach  der  einen,  theilweise  nach  der  andern  Seite  zu  ab 
und  hat  auf  diese  Weise  in  einigen  ihrer  Normalschnitte  Krümmun- 
gen, welche  den  Krümmungen  in  anderen  Normalschnitten  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind.  Im  letzteren  Falle  entfernt  sich  die  Ober- 
fläche von  der  Tangentialebene  um  den  Berührungspunkt  hemm 
überall  nach  derselben  Seite  hin,  und  die  Krümmungen  aller  Nor-' 
malschnitte  haben  ähnliche  Richtungen.  Wir  können  danach  zwei 
Arten  von  krummen  Oberflächen,  anticlastische  und  syncl asti- 
sche, unterscheiden.  Ein  Sattel  liefert  uns  ein  gutes  Beispiel  der 
ersteren,  ein  Ball  der  letzteren  Art.  Krümmungei^,  welche  in  Bezie- 
hung auf  die  Tangentialebene  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  haben 
natüi'lich  entgegengesetzte  Zeichen.  Die  äussere  Seite  eines  Anker- 
ringes ist  synclastisch,  der  innere  anticlastisch. 

129.  Satz  von  Meunier.  —  Die  Krümmung  eines  schrägen 
Schnittes  einer  Oberfläche  ist  gleich  dem  Product  aus  der  Krüm- 
mung des  durch  dieselbe  Tangente  geheDden  Normalschnittes  in  die 
Secante  des  Neigungswinkels  der  Schnittebenen.  Dies  folgt  leicht 
aus  den  elementarsten  Betrachtungen  über  Projectionen. 

130.  Satz  von  Eni  er.  —  In  jedem  Punkte  einer  synclasti- 
sehen  Oberfläche  giebt  es  zwei  Normalschnitte  von  der  Beschafien- 
heit,  dass  die  Krümmung  des  einen  ein  Maximum,  die  des  andern 
ein  Minimum  ist;  diese  beiden  Normalschnitte  stehen  aufeinander 
senkrecht. 

Bei  einer  anticlastischen  Oberfläche  findet  ein  Maximum  der 
Krümmung  (aber  in  entgegengesetzten  Richtungen)  in  den  beiden 
Normalschnitten  statt,  deren  Ebenen  die  Winkel  zwischen  den  Linien 
halbiren,  in  welchen  die  Fläche  ihre  Tangentialebene  schneidet.  In 
Anbetracht  der  Zeichenverschiedenheit  können  diese  beiden  Krüm- 
mungen als  ein  Maximum  und  ein  Minimum  angesehen  werden. 
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Allgemein  ist  fftr  jeden  Punkt  die  Summe  der  Krümmungen  in 
irgend  zwei  aufeinander  senkrechten  Normalebenen  von  der  Lage 
dieser  Ebenen  unabhängig. 

"Wird  die  TaDgentialebene  zur  o;^  Ebene  und  der  Berührungspunkt  zum 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  genommen,  so  ist  die  Gleichung  der  Ober- 
fläche offenbar  (ausser  wenn  der  Anfangspunkt  ein   singulärer  Punkt  ist): 

(1)  z  =  Ax^  +  2  Bxy  +  Cy^  -f-  u.  s.  w. 

Die  Krümmung  des  Normalschnittes ,  welcher  durch  den  Punkt  x^y^z 
hindurchgeht,  ist  (im  Grenzfall)  r ' 

r~"a;2  +  y2  —  2-  a^^  +  ya 

Wenn  der  Schnitt  gegen  die  xz  £bene  um  den  Winkel  ^  geneigt  ist,   so 
geht  dieser  Ausdruck  über  in 

(2)  i-  =  2{4co82^4-2-B«m^co«*+(7«wa*}. 

Sind  also  —  und  —  die  Krümmungen  in  zwei  zu  einander  senkrechten 
Normalschnitten,  so  ist 

-  +  -  =  2(^  +  0)  =  c(m9t. 

Die  Formel  (2)  kann  in  folgender  Weise  geschrieben  werden: 

-p=  (il(l+cos2*)  +  2-Bsm2i^+C(l-co»2^)} 

=  U  +  C  +  ^  — C'co«2^  +  2i?sm2^} , 
oder,  wenn 

A  —  C  =  Bco8  2ct,  25  =  JBsm2ff, 


d.h. 


R  =  V(A  —  C)^  +  4B^  und  tan2a  -.        ^^ 


ist, 


I  ^  z=  A  -\-  C  +  y(A  -  C)a  +  4  .ßa  cos  2  (^  — «)• 

Es  findet  daher  ein  Maximum  und  ein  Minimum  der  Krümmung  in  den- 
jenigen  zu  einander  senkrechten  Normalebenen  statt ,  für  welche  &  =  a 

71 

und  ^  =  «  -|-  — -  ist,  und  diese  Krümmungen  sind  beziehungsweise 

st 


A  +  C  ±  y(^-C)a  -f  4JB2. 

Ihr  Product  ist  also  4(A  0  —  JB«). 

Je  nachdem  dies  Product  positiv  oder  negativ  ist,  haben  wir  eine 
tynclastiflcfae  oder  eine  anticlastische  Oberfläche.  Ist  dasselbe  Kull,  so  haben 
vir  nur  eine  Krümmung,  und  die  Fläche  ist  in  dem  betrachteten  Punkte 
«ylindridch.  Wir  werden  (§  152)  zeigen,  dass,  wenn  diese  Bedingung 
in  jedem  Punkte  erfüllt  ist,  die  Fläche  zu  den  „abwickelbaren"  (§  139) 
gehört. 

Thomson  n.  Tait,  theoretische  Physik.  7 
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Aus  (1)  sehen  wir,  dass  eine  der  Tangentialebene  sehr  nahe  liegende 
und  derselben  parallele  Ebene  die  Oberfläche  in  den  drei  angegebenen 
Fällen  beziehungsweise  in  einer  Ellipse,  einer  Hyperbel,  oder  in  zwei 
parallelen  Geraden  (einer  Varietät  der  Hyperbel)  schneidet.  Diese  Schnitt- 
linie, deren  Natur  uns  lehrt,  ob  die  Oberfläche  in  irgend  einem  Punkte 
synclastisch,  anticlastisch  oder  cylindrisch  ist,  hat  von  Dupin  den  Namen 
Indicatrix  erhalten. 

131.  Küraeste  Linie  auf  einer  Oberfläche.  —  Es  seien  P,p 
zwei  einander  anendlich  nahe  liegende  Pnnkte  einer  Oberfläche  nnd  i 
r  der  Krümmungsradius  eines  durch   dieselben  gehenden  Normal- 
Schnittes.     Dann  ist  der  Krümmungsradius  eines  durch   die   näm-  ! 
liehen  Punkte  gehenden  schrägen  Schnittes,   der  mit  dem  Normal-  ; 
schnitt  einen  Winkel  cc  bildet,  gleich  rcosa  (§  129).     Auch  ist  der 
Weg  von  P  nach  p  längs   des  Normalschnittes  kürzer  als  der  Weg  [ 
zwischen  diesen  Punkten  längs   des  schrägen   Schnittes;   denn   der  i 
Bogen,  den  eine  Sehne  von  gegebener  Länge  von  einem  Kreise  ab-  i 
schneidet,  ist  um  so  länger ,  je  kleiner  der  Radius  dieses  Kreises  ist,  ' 

Ist  a  die  Länge  der  Sehne  Pp,  so  haben  wir  für  die  Entfernung  von  ; 
P  bis  jj   längs   des   Normalschnittes   den   Ausdruck    2  r  aresin  ■— ,    oder  ; 

1  +         A ;  dagegen  hat  der  Weg  von  P  nach  p  läng» 
des  schrägen  Schnittes  die  Länge  a  ( 1  +  - — 5 0— )  • 

132.  GeodätiBChe  Linien«  —  Wenn  also  die  kürzeste  über- 
haupt mögliche  Linie  zwischen  zwei  Punkten  auf  einer  Oberfläche 
gezogen  wird,  so  steht  ihre  Krümmungsebene  überall  auf  der  Ober- 
fläche senkrecht. 

Eine  solche  Gurve  heisst  eine  geodätische  Linie,  nnd  es  ist 
leicCt  zu  sehen,  dass  sie  diejenige  Linie  ist,  in  welcher  eine  zwi- 
schen jenen  Punkten  gespahnte  biegsame  und  unausdehnbare  Schnur 
die  (als  glatt  vorausgesetzte)  Oberfläche  berühren  würde. 

133.  Wenn  ein  unendlich  schmales  Band  eine  geodätische  Linie 
entlang  auf  eine  Oberfläche  gelegt  wird,  so  ist  seine  Drillnng  in 
jedem  Punkte  gleich  der  Windung  seiner  Axe.  Wir  haben  (§  125) 
gesehen,  dass,  wenn  ein  Körper  ohne  zu  kreiseln  auf  einem  anderen 
rollt,  die  Projectionen  der  Spuren  auf  die  gemeinschaftliche  Tangen- 
tialebene im  Berührungspunkt  gleiche  Krümmungen  haben.  Wenn 
also  eine  der  Oberflächen  eine  Ebene  und  die  Spur  auf  der  andern 
eine  geodätische  Linie  ist,  so  ist  die  Spur  auf  der  Ebene  eine  Ge- 
rade. Ist  umgekehrt  die  Spur  auf  der  Ebene  eine  Gerade,  so  ist 
die  auf  der  Oberfläche  eine  geodätische  Linie. 
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Und  ganz  allgemein,  wenn  die  gegebene  Spnr  eine  geodätische 
Linie  ist,  so  ist  auch  die  andere  Spur  eine  geodätische  Linie. 

134.  Sphärischer  Excess.  —  Fläohe  eines  sphärisohen 
Polygons.  —  Bekanntlich  ist  die  Fläche  eines  sphärischen  Breiecks 
proportional  dem  „sphärischen  Excess",  d.  h.  dem  Ueberschnss  der 
Summe  seiner  Winkel  über  zwei  rechte  Winkel,  oder  proportional  dem 
Ueberschnss  Ton  vier  rechten  Winkeln  über  die  Summe  seiner  Aussen- 
vinkel.  Die  Fläche  eines  sphärischen  Polygons,  dessen  n  Seiten 
Bogen  grösster  Kreise  —  d.  h.  geodätische  Linien  —  sind,  verhält 
sich  zur  Fläche  der  Halbkugel,  wie  "sich  der  Ueberschnss  von  vier 
rechten  Winkeln  über  die  Summe  seiner  Aussenwinkel  zu  vier  rech- 
ten Winkeln  verhält.  (Wir  können  diesen  Ueberschnss  den  „sphä- 
rischen Excess**  des  Polygons  nennen.) 

Die  Fläche  eines  sphärischen  Dreiecks  ist  l)ekf),ant;Uch 

{A  +  B  +  C  -  n)rK 

Theilen  wir  nun  das  Polygon  in  n  solche  Dreiecke,  die  eine  gemeinschaft- 
liche Spitze  hahen,  um  welche  herum  die  Summe  der  Winkel  natürlich 
2;r  betrag^,  so  ist  die  Fläche  des  Polygons 

=  (Summe  der  "Winkel  aller  Dreiecke  —  nn)r^ 

=  (2w  4"  Summe  der  Winkel  des  Polygons  —  nn)r^ 

=  (2  TT  —  Summe  der  Aussenwinkel  des  Polygons)  r^. 

Ee  ist  ein  offenes  oder  geschlossenes  sphärisches  Polygon  oder 
eine  Linie  auf  der  Obei*fläche  einer  Kngel  gegeben,  die  aus  einer 
Anzahl  von  ßogen  grösster  Kreise  besteht.  Wir  nehmen  einen  der 
beiden  Pole  des  ersten  Bogeus  und  die  entsprechenden  Pole  aller 
übrigen  (wenn  man  die  gegebenen  Bogen  der  Reihe  nach  durch- 
liafl,  so  müssen  die  genommenen  Pole  entweder  sämmtlich  zur  Rech- 
ten, oder  sämmtlich  zur  Linken  liegeu).  Ziehen  wir  nun  vom  ersten 
dieser  Pole  zum  zweiten,  vom  zweiten  zum  dritten,  u.  s.  w.  Bogen 
grösster  Kreise,  so  erhalten  wir  ein  zweites  offenes  oder  geschlosse- 
nes Polygon,  welches  die  Polarfigur  des  gegebenen  genannt  wird. 
Die  Bogen  des  zweiten  Polygons  sind  offenbar  gleich  den  Aussen- 
winkeln  des  ersteren  und  die  Aussenwinkel  des  zweiten  gleich  den 
Seiten  des  ersteren.  Die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Figuren 
ist  daher  eine  gegenseitige,  oder  jede  ist  die  Polarfigur  der  anderen. 
Die  Polarfigur  einer  beliebigen  auf  einer  Kngeloberfläche  gezogenen 
eontinnirlichen  Curve  ist  der  Ort  der  Durchschnittspunkte  der  gröss- 
ten  Kreise,  die  äquatoreal  zu  den  unendlich  nahe  aneinander  an- 
genommenen Punkten  der  gegebenen  Curve  sind. 
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Die '  Fläche  einer  geschlossenen  sphärischen  Figor  ist  folglich 
nach  dem,  was  wir  eben  gesehen  haben,  gleich  dem  Ueberschnss  von 
2  n  über  die  Peripherie  der  Polarfigur. 

135.  Die  gsnse  Bichtungsänderung  der  Bewegung  auf 
einer  OberflÄohe.  —  Wenn  sich  ein  Punkt  auf  einer  Oberfläche 
eine  Figur  entlang  bewegt,  deren  Seiten  geodätische  Linien  sind,  so 
definiren  wir  die  Summe  der  Aussenwinkel  dieser  Figur  als  seine 
ganze  Richtungsänderung  in  der  Oberfläche. 

Wenn  ein  SchifiF  auf  einem  grössten  Kreise  segelt  (ausser  auf 
dem  Aequator  oder  einem  Meridian),  so  erleidet  sein  Lauf,  wie  ihn  die 
Striche  des  Compass  (eines  ideal  genauen,  nicht  des  magnetischen,  denn 
dieser  wechselt  sogar  auf  einem  Meridian)  angeben,  eine  beständige 
Aendernng.  Wie  wir  aber  sagen,  die  Richtung  des  Schiffes  bleibe 
dieselbe,  wenn  es  auf  einem  Meridian  oder  auf  dem  Aequator  segelt^ 
so  sollten  wir  auch  sagen,  seine  Richtung  bleibe  dieselbe,  wenn  es 
auf  einem  beliebigen  grössten  Kreise  ßlhrt.  Der  grosste  Kreis 
ist  aber  die  geodätische  Linie  auf  der  Kugel,  und  durch  Ausdehnung 
dieser  Bemerkungen  über  andere  krumme  Flächen  erkennen  wir 
den  Zusammenhang  der  obigen  Definition  mit  der  für  den  Fall  eines 
ebenen  Polygons  (§  10)  gegebenen. 

Anmerkung.  —  Wir  können  hier  die  gesammte  Richtungs- 
änderung nicht  durch  einen  Winkel  definiren ,  der  sich  aus  der 
ersten  und  der  letzten  Tangente  an  die  Bahn  direct  construiren 
liesse,  wie  es  (§  10)  im  Falle  einer  ebenen  Curve  oder  eines  ebenen 
Polygons  geschah;  aber  die  §§125  und  133  berechtigen  uns  zu  fol- 
gendem Ausspruch:  —  Vom  einen  zum  andern  Ende  irgend  eines 
Bogens  einer  auf  einer  krummen  Oberfläche  gezogenen  Curve  ist 
die  ganze  Richtungsänderung  gleich  der  Richtungsänderung  in  der 
Spur,  welche  dieser  Bogen  bei  reinem  Rollen  auf  einer  Ebene  zu- 
rücklässt. 

136.  Gesammtkrümmung.  —  Definition.  — -  Der  Ueberschnss 
von  vier  rechten  Winkeln  über  die  ganze  Richtuugsänderung,  welche 
eintritt,  wenn  mau  auf  einer  krummen  Oberfläche  die  ganze  Peri- 
pherie eines  aus  geodätischen  Linien  bestehenden  geschlossenen  Po- 
lygons durchläuft,  ist  die  Gesammtkrümmung  des  eingeschlossenen 
Flächentheils.  Im  Falle  eifles  in  einer  Ebene  gezogenen  Polygons 
ist  ein  solcher  Ueberschnss  nicht  vorhanden.  Wir  werden  sofort 
sehen,  dass  dies  genau  dem  entspricht,  was  Gauss  curvaiwra  inle^ 
gra  genannt  hat. 

Definition  (Gauss).  —  Errichtet  man  in  irgend  einem  Punkte 
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der  Umgrenzung  eines  gegebenen  Theils  einer  knimmen  Fläche  eine 
Normale,  laset  dieselbe  die  ganze  Umgrenzung  durcblaufen  und 
zieht  vom  Mittelpunkt  einer  Kugel  vom  Radius  1  aus  parallel  zu 
jeder  Lage  der  Normale  einen  Radius,  so  bilden  die  Endpunkte  der 
Radien  auf  der  Kugeloberfläche  eine  geschlossene  Curve.  Die  von 
dieser  Curve  eingeschlossene  Fläche  ist  die  curvatura  integra  des  ge- 
gebenen Theils  der  krummen  Oberfläche. 

Die  in  der  angegebenen  Weise  auf  der  Kugeloberfläche  ge- 
■ogene  Curve  heisst  der  Horograph  des  gegebenen  Theils  der 
krummen  Fläche. 

Die  mittlere  Krümmung  irgend  eines  Theils  einer  krummen 
Fläche  ist  die  Gesammtkrümmung,  dividirt  durch  die  Fläche.  Die 
speci fische  Krümmung  einer  krummen  Oberfläche  in  irgend 
einem  Punkte  ist  die  mittlere  Krümmung  eines  um  diesen  Punkt 
hemmliegenden  unendlich  kleinen  Flächenstücks. 

137.  Der  Ueberschuss  von  2  ä  über  die  Richtungsändernng, 
welche  ein  Punkt  in  einer  Oberfläche  erfahrt,  wenn  er  irgend  eine 
auf  derselben  liegende  geschlossene  Curve  dui*chläuft ,  ist  gleich  der 
Fläche  des  Horographen  des  von  der  Curve  eingeschlossenen  Theils 
der  Oberfläche. 

* 

Wir  lassen  eine  Tangentialebene  anf  der  Oberfläche  über  jeden  Punkt 
der  Grenzlinie  rollen,  ohne  zu  kreiseln.  (Ihre  augenblickliche  Axe  wird 
beständig  in  ihr  liegen  und  durch  den  Berührungspunkt  gehen;  sie  wird 
aber,  wie  wir  gesehen  haben ,  nicht  rechtwinklig  gegen  die  gagebene  Um- 
grensnngslinie  sein ,  ausser  wenn  die  Drillung  in  einem  längs  dieser  Curve 
Hegenden  schmalen  Streifen  der  Oberfläche  Null  ist.)  Betrachten  wir  die 
HiUskngel  vom  Radius  1,  welche  Gauss  in  seiner  Definition  benutzt,  und 
die  durch  ihren  Mittelpunkt  gehende  bewegliche  Gerade,  so  sehen  wir, 
dasB  die  Bewegung  der  letzteren  in  jedem  Augenblick  in  einer  zur  augen- 
büeklichen  Drehungsaxe  der  Tangentialebene  an  die  gegebene  Oberfläche 
senkrechten  Ebene  liegt.  Die  Bewegungsrichtung  des  Punktes,  welcher 
die  Fläche  auf  der  Kugeloberfläche  ausschneidet,  ist  daher  senkrecht  zu 
dieser  augenblicklichen  Axe.  Wenn  wir  also  auch  auf  der  Kugel  eine 
Tangentialebene  rollen  und  sie  mit  der  anderen  Schritt  halten  lassen,  so 
wird  die  Spur  auf  dieser  Tangentialebene  eine  zur  augenblicklichen  Axe 
beider  Tangentialebenen  stets  senkrechte  Curve  sein.  Die  Riehtungsände> 
rang  in  der  Kugeloberfläche,  welche  der  Punkt  erfahrt,  der  das  Flächen- 
stöck  umschreibt  und  ausschneidet,  ist  nun  (§  135)  gleich  der  Bichtungs- 
Andenmg  in  seiner  eigenen  Spur  auf  seiner  eigenen  Tangentialebene,  folg- 
Heh  gleich  der  Bichtungsänderung  der  augenblicklichen  Axe  in  der 
Tangentialebene  an  die  gegebene  Oberfläche,  von  einer  in  Beziehung  auf 
diese  Ebene  festliegenden  Geraden  an  gerechnet.  Wenn  aber  die  Tangen- 
tialebene ganz  herum  gerollt  und  im  Begriff  ist,  ihren  Weg  aufs  Neue  zu 
beginnen,   so  muss  die  augenblickliche  Axe  dieses  neuen  Umlaufes  gegen 
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die  Spar  dieselbe  Neigung  wie  im  Anfang  haben.  Folglich  ist  die  Rieb- 
tongsänderung  der  augenblicklichen  Axe  in  jeder  der  beiden  Tangential- 
ebenen gleich  der  Richtungsänderung,  welche  ein  Punkt  in  der  gegebenen 
Oberfläche  erleidet,  wenn  er  die  Umgrenzung  des  gegebenen  Theils  der- 
selben durchläuft.  Dieser  Richtungsänderüng  ist  somit  die  Richtungs- 
änderung  in  der  Kugeloberfläche  gleich,  welche  eintritt,  wenn  ein  Punkt 
das  erwähnte  Flächenstück  derselben  umschreibt.  Nach  dem  bekannten 
Satze  (§  134)  vom  „sphärischen  Excess"  bleibt  aber,' wenn  man  diese 
Richtungsänderung  von  2  n  subtrahirt,  das  sphärische  Flächenstück  übrig. 
Ijet2:teres,  oder  nach  Gauss*  Definition  die  curvatura  integra^  ist  also 
gleich  2  w,  weniger  det  beim  Durchlaufen  def  Umgrenzung  erfolgendeit 
Richtungsänderung. 

Wenn  die  beiden  Tangentialebenen  über  die  ihr  vorgezeichneten  Wege 
gerollt  sind,  so  wird  jede  derselben  ihrer  anfänglichen  Lage  wieder,  paral- 
lel sein;  aber  eine  in  ihr  fixirte Gerade  wird  mit  ihrer  früheren  Richtung 
einen  Winkel  bilden,  der  den  eben  betrachteten  gleichen  Richtungsände- 
rungen gleich  ist. 

Anmerkung.  —  Die  beiden  rollenden  Tangentialebenen  sind  in  jedem 
Augenblick  einander  paraUel,  und  eine  in  Beziehung  auf  die  eine  Ebene 
feste  Gerade ,  welche  zu  irgend  einer  Zeit  einer  in  Beziehung  ^uf  die 
zweite  Ebene  festen  Geraden  parallel  gezogen  worden  ist,  bleibt  derselben 
beständig  parallel. 

Wenn  wit  auf  der  gegebenen  Oberfläche  statt  der  geschlossenen  Curve 
ein  durch  geodätische  Linien  gebildetes  geschlossenes  Polygon  haben,  si» 
wird  die  Spur  des  Rollens  ihrer  Tangentialebene  ein  ungeschlossenes  gerad- 
liniges Polygon  sein;  Wäre  jede  geodätische  Linie  eine  ebene  Curve  (was 
nur  dann  der  Fall  seih  könnte,  wenn  die  gegebene  Oberflä^e  eine  Kugel 
wäre),  so  würde  die  augenblickliche  Axe  beständig  senkrecht  gegen  die- 
jenige Seite  des  Polygons  sein,  über  welche  die  Tangentialebene  in  jenem 
Augenblick  gerade  hinwegrollt,  und  die  sphärische  Fläche  auf  der  Hilfs- 
kugel würde  natürlich  ein  dem  gegebenen  ähnliches  Polygon  sein.  Wenn 
aber  die  gegebene  Oberfläche  keine  Kugel  ist,  so  muss  in  w^enigstens  einer 
geodätischen  Linie  des  geschlossenen  Polygons  und  im  Allgemeinen  in 
ihnen  allen  Windung,  oder  was  dasselbe  ist,  es  muss  in  den  entsprechen- 
den Streifen  der  Oberfläche  Drillung  vorhanden  sein.  Folglich  muss  dex 
Theil  der  ganzen  Spur  auf  der  zweiten  rollenden  Tangentialebene,  welcher 
irgend  einer  Seite  des  gegebenen  geodätischen  Polygons  entspricht,  im  All- 
gemeinen eine  Curve  seiU)  und  da  allgemein  beim  zweiten  RoUen  endliche 
Winkel  da  sein  werden,  welche  denjenigen  des  ersten  Rollens  entsprechen 
(aber  nicht  gleich  sind),  so  wird  die  Spur  des  zweiten  Rollens  auf  seiner 
Tangentialebene  ein  nicht  geschlossenes  Polygon  von  Curven  sein.  Die 
Spur  desselben  Rollens  auf  der  Kugeloberfläche,  in  der  es  stattfindet,  wird 
im  Allgemeinen  ein  sphärisches  Polygon  sein,  das  nicht  aus  Bogen  gröbs- 
ter Kreise,  sondern  aus  anderen  Curven  besteht.  Die  Sunmie  der  Aussen- 
winkel  dieses  Polygons  und  der  Richtungsänderungen  vom  einen  zum 
andern  Ende  jeder  seiner  Seiten  ist  die  ganze  betrachtete  Richtungs- 
änderung und,  wie  eine  Anwendung  des  in  §  134  bewiesenen  Satzes  er- 
giebt,  gleich  2  7r,  weniger  der  eingeschlossenen  sphärischen  Fläche. 

Es  sei  jetzt  das  gegebene  Polygon  nicht  geodätisch,  sondern  bestehe 
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ans  Curven,  deren  jede  die  Bedingung  erfüllt,  dass  die  durch  irgend  einen 
ihrer  Punkte  an  die  Oberfläche  gelegte  Normale  einer  festen  Ebene  paral- 
lel ist.  Für  jede  der  Curven,  die  das  Polygon  ausniachei^,  ist  eine  feste 
Ebene  gegeben.  Dann  wird  die  Figur  auf  der  Hilfskugel  ein  Polygon 
sein,  das  durch  Bogen  grösster  Kreise  gebildet  wird,  und  die  Bpur  dieser 
Figur  auf  ihrer  Tangentialebene  wird  ein  offenes  geradliniges  Polygon 
sein,  während  die  Spur  der  gegebenen  Curve  auf  der  längs  derselben  in  der 
gegebenen  Fläche  rollenden  Tangentialebene  ein  offenes  Polygon  von  Curven 
ist.  Die  Summe  der  Richtungsänderungen  in  diesen  Curven  und  der  an 
den  Uebergangen  von  einer  zur  andern  liegenden  Aussenwinkel  ist  natür- 
lich gleich  der  Bichtungsänderung ,  die  in  der  gegebenen  Oberfläche  ein- 
tritt, wenn  man  das  darauf  liegende  Curvenpolygon  umschreibt.  Die 
Bichtungsänderung  in  der  Kugeloberfläche  ist  einfach  die  Summe  der 
Aussenwinkel  des  sphärischen  Polygons  oder  seiner  geradlinigen  Spur. 
Man  beachte,  dass  die  augenblickliche  Ajte,  uiü  welche  das  erste  Bollen 
erfolgt,  in  diesem  Falle,  da  sie  beständig  zu  der  Ebene  senkrecht  ist,  wel- 
cher alle  Normalen  einer  Curve  parallel  «^sind ,  einer  in  Beziehung  auf  die 
Tangentialebene  festen  Geraden  parallel  bleibt,  während  das  Bollen  längs 
der  betreffenden  Curve  erfolgt ;  sie  bleibt  auch  einer  im  Baum  festliegenden 
Geraden  parallel. 

Endlich  machen  wir  noch  darauf  auünerksam,  dass  zwar  die  ganze 
Bichtungsänderung  in  der  Spur  auf  der  einen  Tangentialebene  derjenigen 
in  der  Spur  auf  der  anderen  Tangentialebene  gleich  ist ,  sobald  der  ge-' 
gebene  Umfang  vollständig  durchroUt  ist,  dass  aber  diese  beiden  Bich- 
tungsanderungen  in  irgend  einem  Theile  des  Umfanges  im  Allgemeinen 
ungleich  sind.  Sie  können  für  besondere  Theile  desselben  gleich  sein,  und 
zwar  ist  dies  der  Fall  zwischen  den  Punkten  (wenn  es  deren  giebt),  in 
welchen  die  Augenblickliche  Axe  gegen  die  Bichtung  der  Spur  auf  der 
ersten  Tangentialebene  gleiche  Neigung  hat. 

138.  Analogie,  die  hinsichtlich  der  Krümmung  swisohen 
Curren  und  Oberflächen  besteht.  -^  Ans  dem  Yorhergehenden 
erhellt,  dass  dieselbe  Gleichheit  oder  Identität  besteht  zwischen  der 
„ganzen  Krümmung^  eines  ebenen  Bogens  und  dem  Uebefschoss 
TOD  7t  über  den  Winkel  zwischen  den  in  seinen  Endpnnkten  er- 
richteten Tangenten,  wie  zwischen  der  „ganzen  Krümmnng''  und 
dem  Ueberschuss  von  2  JC  über  die  in  einer  Ib'ammen  Oberfläche 
Ungs  der  Umgrenzung  irgend  eines  Theils  derselben  erfolgende 
Riehtongsänderong. 

Oder  nach  Gauss,  wie  die  ganze  Krümmung  in  einem  ebenen 
Bogen  der  Winkel  zwischen  zwei  Geraden  ist,  welche  den  in  den 
Endpunkten  des  Bogens  errichteten  Normalen  parallel  sind,  so  ist 
die  ganze  Elrümmung  eines  Theils  einer  krummen  Oberfläche  der 
koqperliche  Winkel  eines  Kegels,  der  entsteht,  wenn  man  von  einem 
Üesten  Pnnkte  aus  za  allen  durch  die  Umgrenzung  gelegten  Nor- 
malen Parallellinien  zieht. 

Weiter  ist    die    mittlere    Krümmung    in    einer  ebenen  Curve 
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Richtungsänderung  ^    i.     ir   •  a        ^ 

= = ,   und    die   specinsche  Krümmung   oder,  wie 

Länge 

man   gewöhnlich    sagt,    die    Krümmung    in    irgend   einem   Punkte 

Richtungsänderung  in  einem  unendlich  kleinen  Curventheile        . 

'   Länge  dieses  Curventheils 

mittlere  Krümmung  und  die  epecifische  Ejrümmung  von  Oberflächen 

sind   daher  den  entsprechenden  Ausdrücken  für  eine  ebene  Curre 

analog. 

Endlich  ist  in  einem  ebenen  Bogen  von  gleichförmiger  Krüm- 

,  ,    .      .  ^    .  ^  Richtungsänderung         1 

mung,  d.  h.  in  einem  Kreisbogen = =  — ,   und  es 

Länge  Q 

lässt    sich    leicht    zeigen    (was    unten    geschehen    wird),    dass    in 

einer  Oberfläche  von  überall  gleichförmiger  speciflscher  Krümmimg 

2  a  —  Richtungsänderung  Gesammtkrümmung  1  * 

_■ . ,  oder ■== — =  — j  ist,  wo 

Fläche  Fläche  Qq'       ' 

Q  und  q'  die  Hauptkrümmungsradien  bezeichnen.  Folglich  ist  in 
einer  Oberfläche,  mag  dieselbe  nun  von  gleichförmiger  oder  un- 
gleichförmiger speciflscher  Krümmung  sein,  die  specifische  Krüm- 
mung in  jedem  Punkte  gleich  — , ,  und  in  der  Raumgeometrie  ist 

Qq'  (eine  Fläche)  oflenbar  dem  analog,  was  Q  in  der  Geometrie  der 
ebenen  Curven  ist. 

Fl&ohe"  des  Horographen.  —  Wir  betrachten  einen  von  einer 
gegebenen  geachlossenen  Curve  begrenzten  Theil  S  einer  Oberfläche  von 
irgend  welcher  Krümmung  und  nehmen  noch  eine  Kugel  an,  deren  Ra- 
dius r  und  deren  Mittelpunkt  C  ist.  Durch  C  ziehen  wir  einen  Badins  CQ 
an  die  Kugeloberfläche,  welcher  der  in  irgend  einem  Punkte  P  von  S  er- 
richteten Normale  parallel  ist.  Wenn  dies  für  einen  jeden  Punkt  der  Um- 
grenzung von  8  geschehen  ist,  so  schliessen  die  auf  der  Kageloberflache 
erhaltenen  Punkte  die  in  Gauss'  Definition  benutzte  Fläche  ein.  Nun 
liege  auf  S  im  Punkte  P  ein  unendlich  kleines  Rechteck,  welches  zu  Sei- 
ten Bogen  der  Normalschnitte  grösster  und  kleinster  Krümmung  hat,  und 
zwar  die  Bogen  der  Winkel  C  und  C'-  Werden  ihre  Krümmungsradien 
mit  ^  und  ^'  bezeichnet,  so  sind  die  Längen  dieser  Seiten  beziehungsweise 
qC  und^'C'»  und  die  Fläche  des  Rechtecks  ist  daher  qq' CC*.  Die  ent- 
sprechende Figur  auf  der  Kugeloberfläche  in  Q  wird  durch  Bogen  ebenso 
grosser  Winkel  begrenzt;  ihre  Seiten  haben  daher  beziehungsweise  die 
Längen  rC  und  rC',  und  ihre  Fläche  ist  r^CC'-  ,Wird  diese  Fläche  mit 
de  bezeichnet,   so  ist  die  Fläche  des  unendlich  kleinen  Theils  der  gegebe- 

nen  Oberfläche  ^-^-^ In  einer  Oberfläche ,   für  welche  q  9'  einen   cod- 

stanten  Werth  hat,  ist  die  Fläche  daher  gleich 

j 


r2 


J  J^^  =  QQ'  X  Gesanmitkrümmung. 
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139.  Biegsame  und  unausdehnbare  Oberflächen.  —  Der 

Begriff  einer  vollkommen  biegsamen  und  dabei  unansdehnbaren 
Obei'fläche  wird  zwar  nicht  realisirt,  aber  in  uns  erweckt  durch 
ein  Stück  Papier,  eine  dünne  Metallplatte  oder  ein  Stück  Tuch, 
irenn  die  Fläche  eben  ist,  und  durch  Schotenhülsen,  Samen- 
gehäase  n.  dergl.,  wenn  die  Fläche  nicht  flach  ausgebreitet  werden 
kann,  ohne  zu  zeiTeissen.  Wenn  man  die  Form  einer  Oberfläche 
darch  Biegen  ändert,  so  sagt  man :  man  wickle  die  Fläche  ab.  Der 
Aosdruck  „ab wickelbare  Oberfläche^  wird  aber  gewöhnlich  in 
einem  beschränkteren  Sinne,  nämlich  nur  von  solchen  unausdehn- 
baren Oberflächen  gebraucht,  die  sich  in  eine  Ebene  abwickeln 
lassen. 

140.  Die  Geometrie  oder  Kinematik  dieses  Gegenstandes  steht 
in  grossem  Gegensatze  zu  der  der  biegsamen  Linien  (§  14).  Schon 
ihre  ersten  Elemente  enthalten  Begriffe,  dwen  Verständniss  nicht 
sehr  leicht  ist,  und  führen  zu  Untersuchungen,  welche  die  Kraft 
einiger  der  grössten  Mathematiker  beschäftigt  und  vielleicht  sogar 
überstiegen  haben. 

141.  Es  erfordert  einige  Sorgfalt,  sich  eine  genaue  Vorstellung 
davon  zu  bilden,  was  eine  vollkommen  biegsame  unausdehnbare  Ober- 
fläche ist.  Betrachten  wir  zunächst  ein  ebenes  Blatt  Papier.  Dasselbe 
ist  sehr  biegsam,  und  wir  können  uns,  von  ihm  ausgehend,  leicht  den 
Begriff  eines  glattes  von  einem  idealen  vollkommen  biegsamen  Stoffe 
bilden.  Das  Blatt  Papier  ist  in  hohem  Grade  unausdehnbar,  d.  h.  es 
giebt  einer  Kraft,  die  es  nach  irgend  einer  Richtung  zu  ziehen  oder 
aoszndehnen  strebt,  nur  sehr  wenig  nach,  wäre  diese  Kraft  auch  die 
stärkste,  die  es  noch  ertragen  kann,  ohne  zu  zerreissen.  Es  dehnt  sich 
natürlich  ein  wenig  aus.  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  es  sich  unter 
dem  Einflüsse  einer  Kraft  ausdehnt  und,  wenn  die  Kraft  beseitigt 
iM,  wieder  zusammenzieht,  obwohl  nicht  immer  wieder  zu  seinen 
anfanglichen  Dimensionen,  da  die  hervorgebrachte  Ausdehnung  bis 
SU  einem  gewissen  Betrage  eine  bleibende  sein  kann  und  im  All- 
gemeinen auch  ist.  Auch  hat  eine  Biegung  eine  zeitweilige  und 
eine  in  geringerem  Grade  bleibende  Ausdehnung  der  einen  und  Zu- 
sammenziehung  der  anderen  Seite  zur  Folge.  Wir  werden  in  der 
Elasticitätslehre  hierauf  zurückkommen.  Inzwischen  können  wir, 
vm  unsere  kinematischen  Sätze  zu  erläutern,  nicht  umhin,  solche 
physikalische  Verhältnisse  zu  anticipiren. 

142.  Ein  auf  die  gewöhnliche  einfache  Weise  gewobenes  Tuch, 
•ehr  feiner  Musselin  z.  B.,  erläutert  eine  Fläche,  welche  in  zwei 
Richtungen  (nämlich  in   den  Richtungen  der  Kette  und   des  Ein- 
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Schlags)  voUkommen  nnausdehnbar,  dagegen  jeder  Ansdehnang  von     | 

1  bis  V2  längs  einer  Diagonale  fähig  ist,  wobei  zugleich  in  der 
Richtung  der  anderen  Diagonale  eine  Zusammenziehong  von  1  bis  0 
erfolgt.  [Jeder  Grad  der  Ausdehnung  längs  einer  Diagonale  ist  von 
einem  entsprechenden  ganz  bestimmten  Grade  der  Znsammenziehnng 
längs  der  anderen  Diagonale  begleitet ;  der  Zusammenhang  zwischen 
beiden  ist  (e*  +  e'*)  ==  2,  wo  1  :  c  und  1  :  e'  die  Verhältnisse  der 
Elongation  sind)  die  im  Falle  e  oder  g'  *<[  1  eine  Zusammenziehung 
sein  wird.]  Im  Vorhergehenden  ist.  das  Gewebe  als  ein  quadrati- 
sches vorausgesetzt,  in  welchem  Falle  die  Diagonalen  rechtwinklig 
zu  einander  bleiben.  Ein  Gewebe  mit  länglichen  Maschen  liefert  eine 
weniger  einfache  aber  leicht  bestimmbare  Relation.  Ein  Zeug  wird 
auf  ganz  verschiedene  Weise  fallen,  je  nachdem  das  Gewebe  quadra- 
tisch oder  mehr  oder  weniger  oblong  ist. 

143.  Die  Biegung  einer  Oberfläche,  welöhe  irgend  einen  Fall 
der  eben  festgesetzten  geometrischen  Bedingung  erfüllt,  bietet  einen 
interessanten  Gegenständ  der  Untersuchung  dar,  bei  dem  wir  leider 
nicht  verweilen  dürfen.  Das  feuchte  Papier,  welches  AlbrechtDürer 
als  Modell  der  Gewänder  bei  seinen  kleinen  Gliederpuppen  benutzte, 
musste  ganz  anders  alä  Leinwand  fallen.  Vielleicht  rührt  die  Steif- 
heit der  Drapirung  in  seinen  Gemälden  theil weise  aus  dem  Umst-ande 
her,  dass  er  das  feuchte  Papier  dem  Leinen  seiner  grössern  Biegsam- 
keit wegen  vorzog  und  den  grossen  Unterschied  übersah,  der  hin-  ] 
sichtUch  der  Ausdehnbarkeit  zwischen  beiden  stattfindet. 

Feiner  Musselin  wird,  mit  Stärke  und  Gummi  präparirt,  wäh- 
rend des  Trocknens  durch  eine  Maschine  in  Bewegung  erhalten, 
welche  durch  Hervorbringung  einer  hin  und  her  gehenden  relativen 
Winkelbewegung  von  Kette  und  Einschlag  die  Diagonalen  seiner 
Structur  abwechselnd  ausdehnt  und  zusammenzieht  und  auf  diese 
Weise  die  Parallelogramme  verhindert,  in  Rechtecke  zu  erstarren. 

144.  Biegung  einer  unausdehnbaren  abwickelbaren 
Fl&ohe.  —  Die  Biegung  einer  unausdehnbaren  Oberfläche,  welche 
eben  sein  kann,  ist  ein  von  den  Mathematikern  gut  ausgearbeiteter 
Gegenstand,  der  auch,  in  seinen  Elementen  wenigstens,  keine  gros* 
sen  Schwierigkeiten  darbietet.  Die  erste  elementare  Vorstellung, 
die  wir  zu  bilden  haben,  ist  die,  dass  eine  solche  (als  vollkommen 
biegsam  vorausgesetzte)  Ober^äche,  wenn  wir  sie  uns  anfangs  in 
eine  Ebene  ausgebreitet  denken,  um  irgend  eine  auf  ihr  gezogene 
Gerade  so  gebogen  werden  kann,  dass  die  beiden  ebenen  Theile 
einen  beliebigen  Winkel  mit  einander  bilden. 
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Eine  solche  Gerade  wird  eine  „erzeugende  Linie''  der  zu  bil- 
denden Oberfläche  genannt» 

Weiter  können  wir  einen  dieser  ebenen  Theile  um  irgend  eine 
andere  Gerade  biegen,  welche  (innerhalb  der  Grenzen  der  Fläche) 
die  erstere  Gerade  nicht  schneidet,  u.  Si  w.  Ist  die  Anzahl  dieser 
Geraden  unendlich  gross,  und  sind  die  Biegungswinkel  unendlich 
klein,  aber  so  beschaffen,  dass  sie  eine  endliche  Summe  geben,  so  ist 
ansere  anfanglich  ebene  Fläche  in  eine  krumme  und  natürlich  „ab- 
wickelbare*^ (§  139)  Fläche  umgebogen. 

145.  Wenn  man  ein  Stück  Papier  von  quadratischer  Form, 
welches  ohne  Falten,  ohne  Runzeln  und  ohne  rauhe  Ränder  ist,  leicht 
an  einer  Ecke  oder  an  sonst  einem  Punkte,  oder  auch  an  zwei  Punk- 
ten anfasst  und  ohne  Druck  oder  Zwang  aufhebt,  so  wird  es  in  einer 
Form  herabhängen,  die  in  aller  Strenge  eine  abwickelbare  Ober- 
fläche ist.  Denn  wenn  es  auch  nicht  absolut  unausdehnbar  ist,  so 
and  doch  die  Kräfte,  die  es  auszudehnen  oder  zu  zerreissen  streben, 
wenn  es  in  der  angegebenen  Weise  behandelt  worden,  klein  genug, 
um  keine  merkliche  Ausdehnung  zu  erzeugen.  In  der  That  ist  die 
grösste  Ausdehnung,  die  es,  ohne  zu  zerreissen,  in  irgend  einer 
Richtung  erfahren  kann,  nicht  im  Stande,  einen  grossen  Einfluss 
auf  die  Form  der  Oberfläohe  auszuüben,  wenn  scharfe  Biegungen, 
singoläre  Punkte,  u.  s.  w.  vermieden  werden. 

146.  Prismen  und  Cylinder  (die  Biegungslinien,  §  144,  sind 
parallel;  ihre  Anzahl  ist  im  ersteren  Falle  endlich,  im  zweiten  un- 
endlich gross;  die  Biegungswinkel  sind  im  ersteren  Falle  von  end- 
licher Grösse,  im  zweiten  unendlich  klein),  sowie  Pyramiden  und 
Kegel  (die  Biegungslinien  treffen  einander,  gehörig  verlängert,  in 
einem  Punkte)  gehören  offenbar  zu  den  abwickelbaren  Flächen. 

147.  Wenn  die  erzeugenden  Linien  oder  die  linearen  Kanten  der 
Biegungswinkel  nicht  parallel  sind,  so  müssen  sie  einander  schnei- 
den, da  sie  in  einer  Ebene  liegen,  wenn  die  Oberfläche  eben  ist. 
Wenn  sie  nicht  sämmtlich  durch  einen  Punkt  gehen,  so  müssen  sie 
sich  in  mehreren  Punkten  treffen.  Im  Allgemeinen  möge  jede  die- 
ser Geraden  die  vorhergehende  und  die  nachfolgende  in  verschiede- 
nen Punkten  schneiden. 

148.  WendtmgBOUTYe.  —  Es  hat  noch  keine  Schwierigkeit,  die 
Form  der  ebenen  Fläche,  etwa  eines  Quadrats  oder  eines  Kreises,  zu 
verstehen,  wenn  dieselbe  in  der  zuletzt  dargelegten  Weise  gebogen 
worden  ist,  vorausgesetzt  dass  sie  keinen  jener  Schnittpunkte  ent- 
hält.    Wenn  die  Anzahl  derselben  unendlich  gross  und  die  Ober- 
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Fig.  37. 


fläche  endlich  gekrümmt  ist,  so  werden  die  erzeugenden  Linien  im 
Allgemeinen  Tangenten  einer  Curve  sein  (die  der  geometrische  Ort 

der  unendlich  vielen  Durchschjiittspunkie 
ist).  Diese  Curve  heisst  die  Wendung«- 
curve.  Wenn  die  Oberfläche  (nach  mathe- 
matischen Begriffen)  vollständig  ist,  so 
muss  sie  offenbar  aus  zwei  Flächen  Jbestehen, 
die  in  der  Wendungscurve  zusammentreffen 
(gerade  so  wie  ein  Kegel  aus  zwei  im  Schei- 
tel zusammenstossenden  Flächen  besteht),  da 
man  jede  Tangente,  statt  sie,  wie  in  der 
Fig.  37  geschehen  ist,  im  Berührungspunkte 
aufhören  zu  lassen,  über  diesen  Punkt  hinaus 
verlängern  kann. 


149.  Eine  abwiokelbare  Fläche,  von  der  Wendungscurve 
ausgehend,  praktisch  bu  construiren.  —  Wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  eine  vollständige  abwickelbare  Oberfläche,  von  ihrer  Wen- 
dungscurve ausgehend,  zu  construiren. 


Fig.  38. 


Man  lege  ein  ganz  ebenes  Stück  Pa- 
pier, das  ohne  Falten  und  von  glatt  ge- 
schnittenen Bändern  ist,  auf  die  Fläche 
eines  anderen  und  ziehe  auf  dem  oberen 
irgend  eine  Cuive.  die  keinen  Inflexions- 
punkt,  sondern  überall  eine  endliche  Krüm- 
mung hat.  Darauf  schneide  man  auf  der 
concaven  Seite  das  Papier  ganz  hinweg. 
W^enn  die  Curve  geschlossen  ist,  so  muss 
man  sie  zu  diesem  Zwecke  aufschneiden  (siehe  die  zweite  Fig.  38). 
Die  Grenzen,  bis  zu  denen  man  das  Papier  wegzuschneiden 
hat,  sind  die  von  den  beiden  Endpunkten  auswärts  gezogenen  Tan- 
genten ;  kurz ,  es  ist  kein  Theil  des  Papiers  da  zu  lassen,  durch  wel- 
chen nicht  eine  reelle  Tangente  hindurchgeht. 

Die  beiden  Blätter  werden  nun  mittels  einiger  Streifchen  sehr 
feinen  Papiers  oder  Musselins,  die  man  längs  ihres  gemeinschaft- 
lichen krummen  Randes  an  sie  klebt,  an  einander  befestigt.  Diese 
Streifen  müssen  so  fein  sein,  dass  sie  auf  die  Biegung  der  beiden 
Blätter  keinen  merklichen  Einfluss  ausüben.  Hält  man  jetzt  eine 
Ecke  des  einen  Blattes  fest  und  hebt  das  Ganze  auf,  so  werden  die 
beiden  Blätter  sich  aufthun  und  die  Theile  einer  abvnckelbaren 
Obei-fläche  bilden^  für  welche  die  erwähnte  Curve,   die  sich  in  eine 
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gewundene  Curvp  verwandelt,  die  Wendungscurve  ist.     Die'  Tan- 
gente an  diese  Curve  liegt,   wenn   sie  vom  Berührungspunkte  aus 
Yia  39         nach  einer  Richtung  hin  gezogen  ist,   stets  im  einen 
t_    Theü  der  Fläche,  ihre  Fortsetzung  .ach  der  anderen 
;    /'  ,J    Seite  zti  im  anderen  Theil.  Durch  dies  Verfahren  kann 
jy^         man  natiirlich  ein   doppelflächiges  abwickelbares  Po- 
j  lyeder  construiren,  wenn  man  statt -von  einer  Curve 

von  einem  Polygon  ausgeht. 

ys.  150.     Allgemeine  Eigensohaffc    einer    unaus- 

\  \>  dehnbaren  Oberfläche.  —  Wenn  die  Form  einer 
biegsamen  aber  völlig  unausdehnbaren  Oberfläche  auf 
irgend  eine  für  sie  mögliche  Weise  geändert  wird,  so  muss  jede  auf 
ihr  gezogene  Linie  ihre  Länge  unverändert  beibehalten.  Es  muss 
also  auch  die  gegenseitige  Neigung  zweier  beliebigen  einander 
schneidenden  Linien  dieselbe  bleiben.  Weiter  folgt  auch,  dass  geo- 
dätische Linien  geodätische  Linien  bleiben.  Folglich  ist  die  „Kich- 
tongsänderung*^,  welche  ein  Punkt  in  der  Oberfläche  erfährt,  wenn 
er  irgend  einen  Theil  derselben  umschreibt,  von  der  Biegung  dieses 
Theils  gänzlich  unabhängig,  und  daher  (§  136)  kann  die  Biegung 
der  Oberfläche  auch  für  die  Gesammtkr&mmung  in  jedem  beliebigen 
Theil  von  keinem  Einfluss  sein.  Daraus  geht  hervor  (§  138,  Satz 
von  Gauss),  dass  das  Product  der  Hauptkrümmungsradien  in  jedem 
Punkte  unverändert  bleibt. 

151.  Der  allgemein^  Ausspruch  eines  umgekehrten  Satzes,  der 
die  Bedingung  auszudrücken  hätte,  unter  welcher  zwei  gegebene 
Theile  krummer  Flächen  so  gebogen  werden  können,  dass  sie  auf  ein- 
ander passen,  müsste  wesentlich  auf  irgend  einer  Methode  beruhen, 
die  auf  beiden  Flächen  einander  entsprechenden  Punkte  anzugeben. 
Ein  näheres  Eingehen  auf  diese  Frage  wüi'de  hier  nicht  am  Platze  sein. 

152.  OberflAche  von  oonstanter  speoiflseher  Krüm- 
miui^.  —  In  einem  Falle  ist  jedoch  ein  Ausspruch  in  den  einfach- 
sten xmöglichen  Ansdi'ücken  anwendbar.  Zwei  beliebige  Oberflächen, 
in  deren  jeder  die  specifische  Krümmung  in  allen  Punkten  dieselbe 
ond  deijenigen  der  änderen  gleich  ist,  können  so  gebogen  werden,  dass 
ae  ganz  auf  einander  passen.  So  ILann  jede  Oberfläche  von  gleich- 
massiger  positiver  speciflscher  Krümmung  (d.  h.  jede  Fläche,  deren 
eine  Seite  ganz  convex,  deren  andere  Seite  ganz  concav  ist)  durch  Bie- 
gujig  mit  einer  Kugeloberfläche  zur  Deckung  gebracht  werden,  deren 
Radins  eine  mittlere  Proportionale  zwischen  den  Hauptkrümmungs- 
radien jener  Fläche  in  irgend  einem  Punkte  ist.     Eine  Oberfläche 
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von  gleichförmiger  negativer  oder  anticlastischer  Krümmung  würde 
auf  eine  imaginäre  Kugel  passen.  Bei  dem  jetzigen  Stande  der 
Wissenschaft  lässt  sich  dies  Resultat  aber  nicht  interpretiren.  Doch 
erhalten  wir  auch  für  diese  letztere  Art  der  Flächen  ein  praktisches 
Resultat,  nämlich  dass  jede  von  zwei  Flächen  gleichförmiger  anticlasti- 
scher Krümmung  so  gebogen  werden  kann,  dass  sie  die  andere  deckt. 

153.  Geodätische  Breiecke  auf  einer  Oberfläche  von  con- 
stanter  speoifischer  Erümmiing.  —  Es  ist  zu  bemerken,  dass  die 
geodätische  Trigonometrie  für  jede  Oberfläche  von  gleichförmiger 
positiver  oder  synclastischer  Krümmung  mit  der  sphärischen  Tri- 
gonopietrie  identisch  ist. 


Wenn  a  =      — ,   o  =     . ,   c  =      —  ist,  wo  fi,  r,  u  tue  Laugen 

von  drei  geodätischen  Linien  sind,  welche  drei  Punkte -auf.  der  Oberfläche 
verbinden,  und  wenn  A^B^C  die  Winkel  zwischen  den  Tangenten  bezeich- 
nen, welche  in  diesen  Punkten  an  die  geodätis^cheu  Linien  gelegt  sind,  so 
haben  wir  sechs  Grössen,  welche  vollständig  niit  den  drei  SeitÄi  und  den 
drei  Winkeln  eines  gewissen  sphärischen  Dreiecks  übereinstimmen.  Es  ^ebt 
auch  eine  unseres  Wissens  freilich  nicht  ausgearbeitete  entsprechende 
anticlastische  Trigonometrie  für  jede  Fläche  von  gleichförmiger  anti- 
clastischer Krümmung  *).  Auf  einer  anticl^stischen  Oberfläche  ist  die 
Summe  der  drei  Win^tel  eines  geodätischen  Dreiecks  natürlich*  kleiner  als 
zwei  rechte  Winkel,  und  die  Differenz,  der  „anticlastische  Defect"  (^»ie  der 
„sphärische  Excess")  gleich  der  Dreiecksfläche,  dividirt  durch  ^  X  —  p't 
wenn  q  und  —  q*  positiv  sind. 

154.  Deformation.  —  Wir  haben  jetzt  die  äusserst  wichti- 
gen kinematischen  Bedingungen  zu  betrachten,  welche  die  Volumen- 
oder Formänderungen  einer  festen  oder  flüssigen  Masse  oder  einer 
Gruppe  von  Punkten  darbieten,  deren  gegenseitige  Lagen  bekannten 
Bedingungen  unterworfen  sind.  Jede  solche  Aenderung  der  Form 
oder  der  Dimensionen  nennen  wir  eine  Deformation. 

Eine  Deformation  erfahrt  z.  B.  ein  Stab,  wenn  er  länger  oder 
kürzer  wird,  Wasser,  wenn  map  es  comprimirt,  ein  Stein,  ein  Bal- 
ken, eine  Metallmasse  in  einem  Gebäude  oder  einem  Rahmen wM-k, 
wenn  sie  in  irgend  einer  Richtung  verdichtet  oder  ausgedehnt^ 
auf  irgend  eine  Weise  gebogen  oder  gedreht  werden.  Dasselbe  sagt 
man  von  einem  Schiffe,  wenn   bei  seinem  Ahlauf  vom  Stapel  oder 


*)  Dieselbe  ist  neuerdings  von  Herrn  Beltrami  entwickelt  worden;  die  Fliehen  Yoa 
constanter  negativer  Krümmung  nennt  er  pseudosph  arische.  Ihre  Geometrie  ftllt 
zusammen  mit  der  imaginären  Geometrie  Lobatschewsky's,  welcher  das  Axiom  Aber 
die  Parallellinien  wegliess.  Annali  di  Matematica  pura  ed  appl.  Ser.  I,  T.  VII;  Ser.  II  a, 
T.  IL  —  Beltrami  Saggio  di  interpretazione  della  Geometria  Nove-Euclidea.    Napoli  IdCS. 

Anmerk.  d.  Herausgeber. 
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beim  Arbeiten  auf  stürmiBcher  See  seine  yerschiedenen  Theile  rela- 
tiye  Bewegungen  ansfuhren. 

155.  Definition  der  homogenen  Deformation.  —  Wenn 
die  einen  beliebigen  Raum  erfüllende  Materie  in  irgend  einer  Weise 
deformirt  wird,  nnd  alle  Punktepaare,  welche  sich  anfUnglich  in  glei- 
chen Abstanden  von  einander  in  parallelen  Linien  befinden,  gleich- 
weit von  einander  entfernt  (der  Abstand  ^ann  ein  anderer  gewor- 
den sein)  nnd  in  parallelen  Linien  (deren  Richtung  von  ihrer  frühe- 
ren Richtung  abweichen  kann)  bleiben,  so  wird  die  Deformation  eine 
homogene  genannt. 

156.  Eigenschaften    der    homogenen    Deformation.    — 

Wenn  man  durch  einen  Körper  eine  beliebige  Gerade  s;ieht  und  den 
Körper  sodann  homogen  deformirt,  so  werden  die  Theile,  in  denen 
jene  Gerade  ihn  schnitt,  auch  nach  der  Deformation  noch  eine  ge- 
rade Linie  bilden.  Denn  wenn  ABC  irgend  eine  solche  Linie  ist, 
so  bleiben  Ä  B  nnd  B  C ,  weil  sie  im  anfanglichen  Zustande  einer 
Geraden  parallel  sind,  aj^ch  nach  der  Defoi*mation  einer  Geraden 
parallel,  d.  h.  sie  hören  nicht  auf,  eine  einzige  Gerade  zu  bilden. 
Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  auch,  dass  eine  Ebene  eine  Ebene,  ein 
Parallelogramni  ein  Parallelogramm  und  ein  Parallelepiped  ein  Pa- 
rallelepiped  bleibt. 

157.  Daraus  geht  weiter  hervor,  dass  ähnliche  und  ähnlich 
gelegene  Figuren,  inögen  sie  nun  durch  wirkliche  Theile  der  Sub- 
stanz gebildet  werden  oder  bloss  geometiische  Gebilde  sein  (Flächen, 
gerade  oder  krumme  Linien,  die  durch  gewisse  Theile  der  Substanz 
hindurchgehen  oder  dieselben  verbinden),  auch  noch  nach  der  Aen- 
demng,  welche  die  Aenderung  des  Körpers  für  sie  zur  Folge  hat, 
ähnlich  und  in  Beziehung  auf  einander  ähnlich  gelegen  ßein  werden. 

158.  Das  Verhältniss,  in  welchem  die  Längen  paralleler  Linien 
des  Körpers  zu  einander  stehen,  bleibt  unverändert;  alle  diese  Län- 
gen ändern  sich  also  in  demselben  Verhältniss.  Hieraus  und  aus 
§  156  schliessen  wir,  dass  sich  jede  ebene  Figur  ip  eine  andere 
ebene  Figur  verwandelt,  welche  eine  verkleinei'te  oder  vergrösserte 
orthographische  Projection  der  ersteren  auf  irgend  eine  Ebene  ist. 
Z.  B.  wenn  aus  einer  Ellipse  ein  Kreis  wird,  so  werden  ihre  Haupt- 
axen  auf  einander  senkrechte  Radien. 

Unter  der  Elongation  des  Körpers  längs  irgend  einer  Linie  ver- 
steht man  das  Verhältniss,  in  welchem  die  Zunahme  der  Entfernung 
irgend  zweier  Punkte  in  dieser  Linie  zu  ihrer  ursprünglichen  Ent- 
femong  steht. 
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159.  Jede  orthogonale  Projection  einer  Ellipse  ist  eine  EUipee 
(dieser  Ausspruch  schliesst  den  Fall  in  sich,  in  welchem  die  Projec- 
tion ein  Kreis  ist).  Hieraus  und  aus  §  158  geht  hervor,  dass  eine 
Ellipse  eine  Ellipse  bleibt  und  ein  EUipsoid  eine  Oberfläche,  bei 
welcher  jeder  ebene  Schnitt  eine  Ellipse  ist,  d.  h.  ein  EUipsoid. 

Eine  ebene  Curve  bleibt  (§  156)  eine  ebene  Curve.  Ein  Cooi-tlinaten- 
sysfem  von  zwei  oder  drei  Geraden  bleibt  geradlinig,  wird  aber  im  All- 
gemeinen schiefwinklig,  wenn  es  ursprünglich  rechtwinklig  war. 

Denken  wir  uns  in  der  Substanz  des  Körpers ,  der  noch  in  seinem 
anfänglichen  Zustande  sein  möge,  eine  Ellipse,  welche,  auf  zwei  beliebige 
conjugirte  Axen  bezogen,  die  Gleichung 

—  4-  -L  —  1 
a'^  ^  &2 

hat,    und  nehmen  an,  «  und  ß  seien  beziehungsweise  die  Verhältnisse,    in 

denen   die  Längen   der   den  Axen  0  X  und  0  Y   parallelen   Linien    sich 

ändern,    so  haben  wir,  wenn  die   geänderten  Werthe  von  x  und  y  mit  | 

und  rj  bezeichnet  werden, 

$  =  «X,  T]  z=  ßy, 
folglich 

'  («a)a  ^  (/3^2 
Dies  ist  auch  die  Gleichung  einer  auf  coxjgugirte  Axen  beflDgenen  Ellipse. 
Der  Winkel   zwischen    diesen   neuen  Axen  kann  von  dett|jenigen  vei-schie- 
den  sein,  den  die  gegebenen  Axen   im   anfanglichen  Zustande  des  Körpei^ 
bildeten.  ! 

Oder  wenn  Avir  uns  in  dem  Körper,  ehe  derselbe  eine  Deformation  er-  i 
leidet,  ein  auf  drei  rechtwinklige  oder  schiefwinklige  conjugirte  Diametral-  ! 
ebenen  als  Coordinatenebenen  bezogenes  EUipsoid  denken,  dessen  Gleicliung 

«^         1/2  z^ 

--  -4-  ^  -I-  —  =  1  i 

aä  ^  62  ^  c2 

ist,    und   annehmen,    r<,  ß,  y  seien   beziehungsweise  die  Verhältnisse,   in 
denen  sich  die  Längen  der  den  Axen  OX,  OY^  OZ  parallelen   Linien   in    ' 
Folge  der  Deformation  ändern,  so  haben  wir,  w«nn  die  geänderten  Werthe 
von  a?,  1/,  2  mit  |,  n,  f  bezeichnet  werden, 

^  =  cex,  fi  =  ßy^C  =  y2, 
folglich 

(«a)2"^(/??>)2"1"  (ye)2-  '■  , 

Dies  ist  auch  die  Gleichung  eines  auf  conjugirte  Diametralebenen  bezoge- 
nen EUipsoides.    Die  Winkel  ZA^ischen  den  neuen  Ebenen  können  von  den- 
jenigen  verschieden   sein,    welche  die  gegebenen  Ebenen  im  anfängliches    1 
Zustande  des  Körpers  bildeten. 

160.  Deformationsellipsoid.  —  Das  EUipsoid,  in  welches 
sich  irgend  eine  anfanglich  sphärische  Fläche  des  Körpers  in  Folge 
einer  Deformation  verwandelt,  wollen  wir  der  Kürze  wegen  das  De- 
formationsellipsoid nennen.  ' 

161.  In   jeder    durchaus    unbeschränkten    homogenen    Defor- 


«I 


r 
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matiou  giebt  es  drei  auf  einander  senkrechte  Richtungen  (die  drei 
Hanptazen  des  Deformationsellipsoides) ,  welche  auch,  wenn  der 
Zustand  des  Körpers  geändert  ist,  senkrecht  auf  einander  stehen 
{§  158).  Längs  einer  dieser  Richtungen  ist  die  Elongation  grösser, 
längs  einer  zweiten  derselben  kleiner,  als  längs  jeder  anderen  Rich- 
tung im  Körper.  Längs  der  noch  übrigen  dritten  Axe  ist  die  Elon- 
gation kleiner,  als  in  jeder  anderen  Linie  der  durch  sie  selbst  und 
die  ersterwähnte  Axe  gelegten  Ebene  und  grösser,  als  in  jeder  Linie 
der  Ebene,  welche  durch  sie  (die  dritte  Axe)  und  die  zweite  Axe 
hindurchgeht. 

Anmerkung.  —  Eine  Zusammenziehung  oder  Contraction  ist 
als  eine  negative  Elongation  zu  rechnen.  Im  vorstehenden  Satze 
kann  man  das  Maximum  der  Elongation  auch  als  Minimum  der  Con- 
traction und  das  Minimum  der  Elongation  als  Maximum  der  Con- 
traction bezeichnen. 

163.  Das  EUipsoid,  in  welches  sich  eine  Kugel  verwandelt, 
kann  auch  ein  Rotationsellipsoid  oder,  wie  man  sagt,  ein  gestrecktes 
oder  ein  abgeplattetes  Sphäröid  sein.  Dann  wird  längs  der  Axe 
ein  Maximum  €»der  ein  Minimum  und  längs  aller  zur  Axe  senkrech- 
|en  Geraden  ein  flfeerall  gleiches  Minimum  oder  Maximum  der  Elon- 
|[ation  vorhanden  sein. 

Ist  endlich  das  Deformationsellipsoid  eine  Kugel,  so  sind  die 
Blongationen  in  allen  Richtungen  einander  gleich.  In  diesem  Falle 
bat  die  Deformation  auf  die  Gestalt  jedes  Körpertheils  keinen  Ein- 
^stm,  sondern  bewirkt  n>ir  eine  Aenderung  der  Dimensionen. 
>  Das  anfängliche  Volumen  (Kugel)  verhält  sich  ofifenbar  zu  dem 
leuen  (EUipsoid)  wie  1  :  aßy, 

163.  Axen  einer  Deformation.  —  Unter  den  Hauptaxen 
pner  Deformation  verstehen  wir  die  Hauptaxen  des  Ellipsoides,  in 
reiches  dieselbe  eine  Kugel  verwandelt.  Die  Hauptelongationen 
iner  Deformation  sind  die  Elongationen  in  der  Richtung  ihrer 
bupiaxen. 

164.  Elongation  und  Bichtungsftnderung  einer  Linie 
Ibs  Körpers.  —  Wenn  die  Lagen  der  Hauptaxen  und  die  Grös- 
tai  der  Hauptelongationen  einer  Deformation  gegeben  sind,  so 
M  »ich  die  Elongation  einer  jeden  Linie  des  Körpers  und  die 
uendemng  des  Winkels  zwischen  zwei  beliebigen  Linien  äugen - 
dieinlich  durch  eine  einfache  geometrische  Construotion  bestimmen. 

Analytiftch  würde  man  folgendermaasBen  verfahren:  —  Es  bezeichnen 
—  1,  ft —  1,  y — 1  die  HauptelongationeTi,  so  daBs  also  «, /9,y  nicht  mehr 

Tbnmiinn  n.  Tait,   theoretische  Physik.  g 
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wie  oben  die  Aenderungsverhältnisse  längs  dreier  beliebigen  zu  einandd 
rechtwinkligen  oder  schiefwinkligen  Geraden,  sondern  diese  Yerhältnisi 
für  die  Hauptaxen  sind.  Irgend  eine  Gerade  habe,  auf  die  drei  Hanpl 
axen  bezogen,  die  Bichtungscosinus  I,  m,  n.     Dann  sind 

Zr,  wr,  nr 

die  drei  anfanglichen  Coordinaten  eines  Punktes  P,  welcher  in  der  Bi 
tung  Z, m, n  in  der  Entfernung  OP  =  r  Tom  Anfi&ngspunkte  liegt 
selbe  Punkt  des  Körpers  hat  in  Beziehung  auf  dieselben  rechtwink 
Axen  im  geänderten  Zustande  die  Coordinaten 

ttlfj  ßtnr,  ynr; 

folglich  ist  die  jetzige  Länge  von  OP 

und  die  „Elongation"  des  Körpers  in  jener  Bichtung 

(«2^2  +  ^2^2  -!_  y2n2/A.  -.   1. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  dies  mit  (  —  1  bezeichnen,  d.  h. 

setzen.    Die  Bichtungscosinus  der  neuen  Lage  von  OP  sind 

al     ßm     yn 

dies  sind  also  beziehungsweise  die  neuen  Werthe  der  Cosinus  der  Wi 
XOP,  YOPj  ZOPy  welche  vorher  lm,n  waren. 

Hatte  irgend  eine  zweite  Gerade  OP*  anfänglich  Ale  Bichtung8c< 
Z',  m',  n',  so  war  der  Cosinus  des  zwischen  ihr  und  0  P  liegenden  Wi 
im  ursprünglichen  Zustande  des  Körpers  gleich  « 

IV  +  mm'  +  nn'; 

derselbe  nimmt  in  Folge  der  Deformation  den  Werth 

((c^lV+ß^mm'-\-y^nn*) 

(«W»  +  ß^m^  +  y^n^)"^  {tcH'^  +  ß^m'^  +  y^n'^)^» 
an. 

165.    Aendenmg  einer  Ebene   im  Körper.  —  Ans  d< 

Beiben  Daten  kann  man  auch  leicht  die  Aenderung  des  Winki 
zwischen  zwei  beliebigen  Ebenen  des  Körpers  sowohl  geometrii 
als  analytisch  bestimmen. 

Es  seien  2,  m^  n  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  eine  Ebene  1 
ziehungsweise  mit  den  Ebenen  YOZy  ZOX,  XOY  im  anfänglicli 
Zustande  des  Körpers  bildet.  Da  die  Wirkungen  der  Deformation  l 
alle  parallelen  Ebenen  dieselben  sind,  so  dürfen  wir  voraussetzen,  da»  ( 
in  Bede  stehende  Ebene  durch  den  Coordinatenanfkngspunkt  0  geht;  H 
Gleichung  ist  daher 

Ix  -}-  my  -^  m  =  0. 

Nach  der  im  Körper  eingetretenen  Aenderung  werden  die  Coordinal 
0*,  2/,  z  eines  jeden  Punktes  sich  wie  früher  in 
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▼erwandelt  haben;  die  Gleichung  unserer  Ebene  ist  daher  nach  dieser 
Aendemng 

Nach  unserer  jetzigen  Voraussetzung  sind  aber  die  Coordinatenebenen 
noch  rechtwinklig  zu  einander.  Die  Cosinus  der  Neigungswinkel  der  in 
Bede  stehenden  Ebene  gegen  die  Ebenen  Y  0  Z,  Z  0  X,  X  OY  sind  da- 
her aus  Z,  tft,  n  beziehungsweise  in 

l       m       n 
fibergegangen,  wo  der  Kürze  wegen 

gesetzt  ist.  Haben  wir  eine  zweite  Ebene,  welche  im  anfänglichen  Zu- 
stande des. Körpers  durch  ihre  Richtungscosinus  V^m^n'  bestimmt  ist,  so 
hat  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  ihr  und  der  ersteren  Ebene  anzüg- 
lich den  Werth 

ond  dieser  Werth  verwandelt  sich  in 

IT  ,  mm'  .  nn' 


V« 


\«2  "^  /?a  "*■  y^J    V«2  "T"  ^a  -r  ya; 

I  166.  Kegelflfiche  gleicher  Elongation.  —  Um  wieder  auf 
die  Efongationen  zu.  kommeii,  die  im  Allgemeinen  in  verschiedenen 
Richtungen  verschieden  sein  werden,  so  leuchtet  ein,  dass  alle  durch 
irgend  einen  Punkt  gehenden  Greraden,  in  welchen  die  £longationen 
Ton  der  nSmlichen  zwischen  dem  grössten  und  dem  kleinsten  Elon- 
gationswerth  enthaltenen  Grösse  sind ,  auf  einer  bestimmten  Kegel- 
fläche liegen  müssen.  Es  ist  dies,  wie  sich  leicht  darthun  lässt,  im 
[Allgemeinen  ein  Kegel  zweiten  Grades. 

I>enn   in  einer  durch  die  Richtungscosinus  {,  m,  n  bezeichneten  Rich- 
tung haben  wir 

«2  Z2  4.  ^a  ^2  .f  y2  „2  —  f  a, 

VC  C  das  entsprechende  Elongationsverhältniss  bezeichnet,  das  zwischen 
dem  grössten  («)  und  dem  kleinsten  (y)  Werthe  der  Elongation  enthalten 
ist  Diese  Gleichung  stellt  aber  einen  Kegel  zweiten  Grades  dar,  wenn 
2,111,  n  die  Bichtungscosinus  einer  erzeugenden  Linie  sind. 

167.     Ebenen,  in  denen  keine  Verzerrung  erfolgt.  —  In 

einem  besonderen  FaUe  geht  dieser  Kegel  in  zwei  Ebenen  über,  die 

Ebenen  der  Kreisschnitte  des  Deformationsellipsoids. 

Es  sei  C  =  Z'-    I>ft»n  verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in 

„2 ja  ^  y2«a  __  ^2(1  __  ^2)  =  0, 

8* 
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oder,  weil  1  —  m^  =  ?^  +  w^  jgt^  j^ 

(«a  _  ^2)  72  _  (^2  _  y2)  ^2  _.  0. 

Bas  erste  Glied  dieser  Gleichung  ist  das  Product  zweier  Factor»!: 
dieselbe  wird  also  befriedigt,  wenn  man  jeden  Factor  gleich  Null  setzt, 
nnd  stellt  daher  zwei  Ebenen  dar,  welche  beziehungsweise  die  Gleichungen 

l  («a  —  /S2)'/'  +  n{ß^  —  y2)'^  =  0, 

/  («2  _  ß2)'k  _  n  (/?«  —  7«)*/«  =  0 
haben. 

Dies  ist  der  Fall,  in  welchem  die  gegebene  Elongation  gleich 
deijenigen  ist,  welche  längs  der  mittleren  Hanptaxe  des  Deformations- 
ellipsoides  stattfindet.  Die  beiden  Ebenen  gehen  durch  die  mittlere 
Hanptaxe  des  EUipsoides  und  beide  bilden  mit  jeder  einzelnen  der  bei- 
den anderen  Hauptaxen  gleiche  Winkel.  Die  Linien,  längs  welcher  die 
Elongation  gleich  der  mittleren  Hauptelongation  ist,  liegen  'sämmtlich 
in  einer  dieser  beiden  Ebenen  oder  parallel  zu  derselben.  Dies  lässt 
sich  leicht,  ohne  jede  analytische  Untersuchung ,  in  folgender  Weise 
darthun:  — 

168.  In  Fig.  40  stelle  die  Ellipse  den  durch  die  grosste  und  die 
kleinste  Hanptaxe  gehenden  Schnitt  des  Deformationsellipsoides  dar. 

S' OS  und  TOT  seien  die  beiden  Durch- 
messer dieser  Ellipse,  welche  gleich  der 
mittleren  Hanptaxe  des  EUipsoides  sind. 
Jede  durch  0  zur  Ebene  der  Figur  senk- 
recht gelegte  Ebene  schneidet  das  Ellip- 
soid  in  einer  Ellipse,  deren  Hauptaxen 
sich  leicht  angeben  lassen.  Eine  der- 
selben ist  nämlich  der  Durchmesser,  in  welchem  die  Ebene  die  El- 
lipse der  Figur  schneidet,  die  zweite  ist  der  mittlere  Hauptdurch- 
messer des  EUipsoides.  Folglich  wird  eine  entweder  durch  SS  oder 
durch  TT'  zur  Ebene  der  Zeichnung  senkrecht  gelegte  Ebene  das 
EUipsoid  in  einer  Ellipse,  deren  Hauptaxen  gleich  sind,  d.  h.  in 
einem  Kreise  schneiden,  und  die  Elongationen  längs  aUer  Linien 
jeder  dieser  beiden  Ebenen  sind  gleich  der  Elongation  längs  der 
mittleren  Hanptaxe  des  Deformationsellipsoides. 

1G9.  Die  Betrachtung  der  Kreisschnitte  des  Deformations- 
ellipsoids  ist  äusserst  lehrreich  und  für  die  Untersuchung  des  all- 
gemeinen Charakters  einer  Deformation  von  bedeutendem  Nutzen. 
Wir  woUen  zunächst  voraussetzen,  es  finde  im  Ganzen  keine  Yolumen- 
änderung  und  längs  der  mittleren  Hanptaxe  weder  Ausdehnung  noch 

Zusammenziebung  statt,  d.  h.  es  sei  /3=  1  und  y  :=r  —  (§  162). 


c 
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Es   Beien   OX  und   OZ  beziehungsweise  die    Richtungen   der 

•                                                                        1 
Elongation   a  —  1    und  der  Contraction  1 •     Ferner    sei  A 

a 
irgend  ein  Punkt  des  Körpers  in  seinem  anfanglichen  Zustande  und 
Fig.  41.  -^i  derselbe  Punkt  des  geänderten 

2  Körpers,  so  dass  0A\  =za,OA  ist. 

Nehmen  wir  nun  0C=  OAi 
an,  und  ist  Ci  die  Lage  desjenigen 
Körperpunktes,  der  sich  anfänglich 
in  C  befand,    so  werden   wir  OCi 

=  -  •  0  0,    folglich   OCi  =  OA 

haben.  Die  beiden  Dreiecke  COA 
und  CiOAi  sind  somit  congruent. 
Daraus  geht  hervor,  dass  C^  bei 
der  hier  besprochenen  Aenderung 
des  Körpers  seine  Länge  unverändert  beibehält*  und  nur  eine  neue 
Lag»  (7]  Ai  annimmt.  Messen  wir  ebenso  auf  der  Verlängerung  von 
XO  die  Strecken  OA'  und  0^/ab,  die  beziehungsweise  gleich  0^ 
und  OAi  sind,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Linie  CA'  keine  Aenderung 
ihrer  Länge  erleidet,  aber  die  neue  Lage  CiAi'  annimmt. 

Betrachten  wir  jetzt  ^ine  anfanglich  durch  CA  gehende  zur 
Ebene  der  Figur  senkrechte  Ebene.  Dieselbe  wird  sich  in  eine 
I  Ebene  verwandeln,  die  durch  Ci  Ai  geht  und  gleichfalls  zur  Ebene 
|der  Zeichnung  senkrecht  ist.  Alle  anfanglich  zur  Ebene  der 
'Zeichnung  senkrechten  Linien  bleiben  senki*echt  zu  dieser  Ebene 
nnd  ändern  auch  ihre  Längen  nicht.  Von  A  C  haben  wir  eben  be- 
wiesen, dass  seine  Länge  unverändert  bleibt.  Folglich  (§  158)  blei- 
ben alle  Linien  der  eben  gezogenen  Ebene  sowohl  hinsichtlich  ihrer 
Länge,  wie  hinsichtlich  ihrer  gegenseitigen  Neigung  unverändert. 
Auf  dieselbe  Weise  erkennen  wir,  dass  keine  Aenderung  der  Länge 
and  der  gegenseitigen  Neigung  bei  allen  Linien  in  derjenigen  Ebene 
'«folgt,  welche  anfanglich  durch  CA\  später  durch  CiA'i  geht  und 
nir  Ebene  der  Figur  in  beiden  Lagen  senkrecht  ist. 

170.  Das  Wesen  der  Deformation,  die  wir  jetzt  untersucbtn, 
wird  durch  die  folgende  Betrachtung  bedeutend  klarer  werden:  — 
3fan  verlängere  CO,  mache  00' und  OCi'  beziehungsweise  gleich 
00  nnd  OCi  und  verbinde  C  mit^,  A'  durch  einfache,  Ci'  mit 
AxtAi'  durch  pnnktirte  Linien  (Fig.  41).  Dann  sehe^w^r,  dass  der 
IShombus  CA  CA'  (einfache  Linien)  des  Körpers  in  slineQi  anfang- 
Sehen  Zustande  sich  in  den  Rhombus  CiAiCi'Ai   (pnnktirte  Linien) 
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Terwandelt.  Stellen  wir  nns  jetzt  vor,  der  so  deformirte  Körper 
werde  als  starrer  Körper  (d.  h.  so,  dass  seine  Deformation  un- 
verändert bleibt)  fortbewegt,  bis  Äi  mit  A  und  C/  mit  C  zu- 
sammenfällt,   während    alle   Linien    der   Figur    noch  in   derselben 

Ebene  bleiben.  Ai' Gi  wird,  wie  es  die  Fig.  42 
zeigt,  in  die  Verlängerung  von  GA'  zu  liegen 
kommen,  und  das  anfangliche  und  das  nene 
Parallelogramm  werden  auf  derselben  Baas 
A  Gl  stehen  und  zwischen  denselben  Parallelen 
AG  und  GA\  liegen;  ihre  anderen  Seiten 
sind  gegen  eine  auf  ihnen  senkrechte  Ge- 
rade beiderseits  gleich  geneigt.  Abgesehen 
von  einer  Rotation  oder  sonst  einer  absoluten 
Bewegung  des  Körpers,  die  von  keiner  Form-  oder  Dimensionen- 
änderung begleitet  ist,  kann  die  betrachtete  Deformation  folglich 
dadurch  hervorgebracht  werden ,  dass  man  die  durch  A  C  gehende 
zur  Ebene  der  Zeichnung  senkrechte  Ebene  festhält  und  unverändert 
lässt  und  jede  ihr  parallele  Ebene,  ohne  ihren  Abstand  von  dieser 
festen  Ebene  zu  ändern,  einen  diesem  Abstände  proportionalen  Weg 
hindurchgleiten  lässt.  (Verschiedene  der  festen  Ebene  parallele 
Ebenen  gleiten  verschieden  weit;  die  Wege,  durch  die  sie  gleiten, 
sind  ihren  Abständen  von  der  festen  Ebene  proportional.) 


Fig.  43. 


171.  EinflekOhQ  Schiebung.  —  Diese  Art  der  Deformstion 
wird  eine  einfache  Schiebung  genannt.  Unter  der  Ebene  einer 
Schiebung  versteht  man  eine  Ebene,  welche  senkrecht  auf  den  Ebe- 
nen steht,  die  keine  Verzerrung  erleiden,  und  welche  den  Richtun- 
gen, in  denen  letztere  sich  relativ  zu  einander  bewegen,  parallel 
ist.  Eine  einfache  Schiebung  hat  die  Eigenschaft ,  dass  (1)  von 
einer  Schaar  paralleler  Ebenen  jede  unverändert  in  ihren  Dimensio- 
nen bleibt,  und  dass  es  (2)  noch  eine 
zweite  Schaar  paralleler  P^benen  giebt,  von 
denen  dasselbe  gilt.  Wenn  die  erster« 
Schaar  und  die  Grösse  der  Schiebung 
gegeben  sind,  so  kann  man  die  zweite 
Schaar  auf  folgende  Weise  ermitteln:  — 
'Es  sei  GGi  die  Bewegung  eines  Punktes 
einer  Ebene  in  Beziehung  auf  eine  fest- 
gehaltene Ebene  KL,  wobei  die  Ebene  der 
Zeichnung  eine  Ebene  der  Schiebung  ist. 
Wird  nun  GGi  halbirt  und  in  der  Mitte  JT 
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eine  Senkrechte  ^^i  anf  C  Ci  errichtet ,  so  hehält  eine  an- 
fänglich dorch  AG  nnd  znletzt  durch  ACi  gehende  zur  Ebene 
der  Zeichnung  eenkrechte  Ebene  ihre  Dimensionen  unverän- 
dert bei. 

172.  Wir  haben  eben  gesehen,  wie  man  die  zweite  Schaar  der 
parallelen  Ebenen  findet,  die  keine  Verzerrung  erleiden,  wenn 
man  die  erstere  Schaar  kennt  und  ausserdem  weiss,  wie  weit 
jede  £bene  dieser  Schaar  sich  fortbewegt.  Man  kann  nun  die  Ver- 
Ziehung  auch  als  ein  Gleiten  dieser  zweiten  Schaar  paralleler  Ebe- 
nen in  Beziehung  auf  eine  derselben  ansehen.  Die  Grösse  dieses  rela- 
tiTen  Gleitens  ist  natürlich  gleich  demjenigen  der  ersteren  Schaar 
in  Beziehung  auf  eine  ihrer  Ebenen. 

173.  Azen  einer  Schiebung.  -—  Die  Haupta^cen  einer  Schie- 
bung sind  beziehungsweise  die  Linien  der  grössten  Elongation 
und  der  grössten  Contraction.  Sie  können  mittels  der  vorhergehen- 
den Gonstruction  (§  171)  auf  folgende  Weise  bestimmt  werden:  — 
Man  halbire  in  der  Ebene  der  Schiebung  den  stumpfen  und  den 
spitzen  Winkel  zwischen  den  Ebenen,  welche  keine  Formänderung 
erleiden  sollen.  Die  Halbirungslinien  sind  die  gesuchten  Hauptaxen 
in  ihren  anfanglichen  Lagen,  und  zwar  ist  die  erstere  Halbirungs* 
linie  die  Hauptaxe  der  Elongation,  die  letztere  die  Hauptaxe  der 
Contraction.  In  Folge  der  Aenderung  des  Körpers  wird  der  erstere 
(stumpfe)  Winkel  gleich  dem  letzteren,  seinem  Supplement  (spitz), 
nnd  die  Linien,  welche  die  geänderten  Winkel  halbiren,  sind  die 
Hauptaxen  der  Deformation  in  dem  geänderten  Körper. 

Man  kann  auch  auf  eine  andere  Weise  verfahren :  —  Wir  nehmen 

eine  Ebene  der  Schiebung  zur  Ebene  der  Zeichnung.   Dieselbe  werde 

Pj     ^  von  einer  Ebene  einer  der  beiden  Schaaren 

paralleler  Ebenen,  die  keine  Verzerrung 

y^'^"^^  ^^v  erleiden,  in  der  Geraden  AB  geschnitten. 

^^^^^^...-.^ .^^^^w      XJeber  irgend  einem  Theil  AB  dieser  Ge- 

/     ^^N^^^'-^'h-^C/^    \     i*a<ien    als   Durchmesser   beschreiben  wir 

j^^L--"'''^'"^NJ^X'^^'''"'''--^v^j     einen  Halbkreis.     Durch  den  Mittelpunkt 

^  C  dieses  Halbkreises  ziehen  wir  nach  der 

vorhergehenden  Gonstruction  die  Linien 
CD  nnd  CE^  welche  beziehungsweise  die  anfangliche  und  die  letzte 
Lage  einer  Geraden  sind,  die  ihre  Länge  unverändert  beijbehält. 
Werden  dann  D  und  E  mit  A  und  B  verbunden,  so  sind  DA  und 
DB  die  anfänglichen,  EA  und  EB  die  letzten  Lagen  der  Haupt- 
axen. 
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174.  Maass    einer  Schiebung.  —    Das   VerhältniM  m 
Schiebung  ist  das  Verhältniss  der  Elongation  und  Contraction  ü 
Hanptaxen.    Wenn  also  eine  Hanptaxe  in   dem  Verhältniss   1  : 
ausgedehnt,  die  andere  folglich  (§  169)  in  dem  Verhältniss  a  :  1  zi 
sammengezogen  wird,  so  wird  a  das  Verhältniss  der  Schiebung 
nannt.     Es  ist  zweckmässig,  dasselbe  allgemein  als  das  Elongatioi 
verhältniss  anzusehen,  d.  h.  sein  numerisches  Maass  grosser  als 
zu  machen. 

In  der  Fig.  44  ist  das  Verhältniss  von  DB  zu  EB  oder  toi 
EÄ  zu  DA  das  Verhältniss  der  Schiebung. 

175.  Die  Grösse  einer  Schiebung  ist  die  Grösse  der  relatm 
Bewegung,  genommen  für  die  Eiuheit  des  Abstandes  zwischen  zw« 
Ebenen,  die  nicht  verzerrt  werden. 

Man  kann  leicht  darthun ,  dass  diese  Grösse  gleich  dem  Uel 
schuss  des  Verhältnisses  der  Schiebung  über  seinen  reciproken  WerÜi  ü 

Da  DCA  =:  2  DBA  und  tan  DBA  =  -  ist,  so  liaben  wir  tan  Mi 

a 

Es  ist  aber 


~"  «a  — 1 

DE  =z  2CNtanDCN  =  2  CNcotanDCA, 
folglich 

DE  _  ^«a-^l  __  ^^  _  i 
CN  ""        2 «     ""  "        «  ' 

176.  Die  Ebenen  des  Körpers,  welche  bei  einer  einfachen 
Schiebung  keine  Verzerrung  erleiden ,  sind  offenbar  die  Kreis- ; 
schnitte  des  Deformationsellipsoides.  Wir  wiederholen,  dass  di« 
mittlere  Axe  im  Ellipsoid  dieses  Falles  ungeändert  bleibt  nnd  eine 
mittlere  Proportionale  zwischen  der  grössten  und  der  kleinsten 
Axe  ist. 

177.  Verbindung  einer  Schiebung,  einer  einfkchen  Slon- 
gation  und  einer  Expansion.  —  Wenn  wir  jetzt  voraussetzen, 
dass  alle  zur  Ebene  der  Schiebung  senkrechten  Linien  in  irgend 
einem  Verhältniss  ausgedehnt  oder  zusammengezogen  werden,  ohne 
dass  dabei  in  der  Ebene  der  Schiebung  selbst  eine  Aenderung  der 
Längen  und  der  Winkel  erfolgte,  und  wenn  wir  schliesslich  noch  an- 
nehmen, aUe  Linien  im  Körper  würden  in  irgend  einem  andern  fest- 
gesetzten Verhältnisse  ausgedehnt  oder  zusammengezogen,  so  haben 
wir  offenbar  (§  161)  dia  allgemeinste  mögliche  Art  einer  Defor- 
mation.    Ist  s  das  Verhältniss  der  einfachen  Schiebung,   in  welchem 

Falle  s,  1,  —  die  drei  Hauptverhältnisse  sind,  und  werden  die  sur 


^ 
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Ebene  der  Schiebung  senkrechten  Linien  in  dem  Yerhältniss  1  :  m 
ausgedehnt,  ohne  dass  Torlänfig  eine  weitere  Aenderung  vorgenonl- 
men  wird,  so  erhalten  wir  eine  Deformation,  deren  Hauptverhältnisse 

1 

sind.  Werden  schliesslich  alle  Linien  in  dem  Verhältniss  1  :  n  aus- 
gedehnt, so  haben  wir  eine  Deformation  mit  den  Hanptverhältnissen 

n 
ns,  nnK  — , 

8 

und  es  liegt  auf  der  Hand,  dass  ns,  ww,  —  alle  möglichen  Werthe 

s 

haben  können.     Natürlich  braucht  nm  nicht  das  mittlere   Haupt- 

verhaltnisB  zu  sein.     Werden  die  Werthe  dieser  Verhältnisse  mit  (X, 

ßy  y  bezeichnet,  so  haben  wir 

178.  Zerlegung  einer  Deformation.  —  Wir  sehen  daraus, 
daas  man  jede  Deformation  (a,  j3,  y)  als  das  Resultat  betrachten  kann, 
das  man  erhftlt,  wenn  man  auf  eine  einfache  Schiebung  vom  Yer- 
hältniss   y  —  (oder  von  der  Grösse   \' V    J    '^    ^®^    Ebene 

der  beiden  Hauptaxen,  die  sich  auf  a  und  y  beziehen ,  eine  einfache 

ß   .        . 

Elongation  y —  in  der  Richtung  der  dritten  Hauptaxe  folgen  lässt 

und  zoletzt  noch  alle  Richtungen  im  Yerhältniss  yay  gleichförmig 
ausdehnt. 

179.  Es  leuchtet  ein,  dass  diese  drei  Componenten  der  Defor- 
mation nicht  gerade  in  der  angegebenen  Reihenfolge  vorgenommen 
za  werden  brauchen.  Ihre  Reihenfolge  ist  für  das  Endresultat  ohne 
Einfluss.  So  muss,  wenn  die  einfache  Elongation  zuerst  ausgeführt 
wird,  der  bereits  geändei*te  Körper  dieselbe  Schiebung  in  den  Ebe- 
nen erhalten,  die  zur  Elongationsrichtung  senkrecht  stehen,  wie  ihn 
der  ursprünglich  ungeänderte  Körper  erfahrt,  wenn  die  oben  fest- 
gesetzte Reihenfolge  inne  gehalten  wird.  Man  kann  auch  zuerst 
die  allseitige  Ausdehnung,  dann  die  Elongation  (in  einer  Richtung) 
und  zuletzt  die  Schiebung  vornehmen,  u.  s.  w. 

180.  Veraohiebung  eines  starren  oder  nicht  starren  Kör- 
pers, Ton  dem  ein  Punkt  fest  ist.  —  In  den  vorhergehenden  der 
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Untersuchung  der  Deformation  gewidmeten  Paragraphen  haben  wa 
die  Aendemngen  betrachtet,  welche  die  Langen  von  Linien  des  Kö^ 
pers  und  die  Winkel  zwischen  Linien  und  Ebenen  desselben  erleiden. 
In  besonderen  Fällen,  die  auf  besondere  Voraussetzungen  gegründet 
waren  (dass  die  Hauptaxen  der  Deformation  ihre  Richtung  anver- 
ändert  beibehalten,  §  169,  oder  dass  eine  Ebene  einer  der  beiden 
Schaaren  von  Ebenen,  die  bei  einer  einfachen  Schiebung  keine  Ter- 
zerioing  erleiden ,  fest  bleibt,  §  1 70)  haben  wir  auch  die  wirklichen 
Verschiebungen  von  Körpertheilen  aus  ihren  anfanglichen  Lagen  m 
Auge  gefasst.  Um  aber  die  Kinematik  eines  nicht  starren  festen 
Körpers  zu  yervoUständigen,  haben  wir  eine  allgemeinere  Betrachtong 
über  den  Zusammenhang  zwischen  Verschiebungen  und  Deformatio- 
nen anzustellen.  Wir  können  dabei  unbeschadet  der  Allgemeinheii; 
einen  Punkt  des  Körpers  als  fest  voraussetzen,  da  sich  leicht  ersehen 
lässt,  welche  Wirkung  eintreten  wird,  wenn  zu  einer  Bewegung,  bei 
der  ein  Punkt  fest  bleibt,  eine  von  keiner  Deformation  oder  Rotsp 
tion  begleitete  blosse  Verschiebung  hinzutritt. 

181.  Wir  nehmen  daher  an,  ein  Punkt  des  Körpers  ändere 
seine  Lage  nicht,  und  irgend  einem  anderen  Punkte  (oder  auch  meh- 
reren Punkten)  sei  eine  Verschiebung  mitgetheilt,  die  nor  der  Be- 
dingung unterworfen  sein  soll,  dass  die  ganze  Substanz  entweder 
überhaupt  keine  Deformation,  oder  eine  homogene  Deformation  er* 
leide. 

Es  seien  in  Beziehung  auf  die  anfängliche  Lage  und  den  anfanglicbe« 
Zustand  des  Körpers  drei  beliebige  zu  einander  senkrechte  Axen  OX 
OYy  OZ  festgelegt.  Irgend  ein  Punkt  des  Körpers  habe  anfänglich  dil 
Coordinaten  x,  y^  z  und  nach  der  mit  dem  Körper  vorgenommenen  Aenda^ 
rung  die  Coordinaten  Xi^y^^z^-  Beide  Male  ist  dieser  Punkt  auf  die  obei 
angegebenen  Axen  bezogen,  die  als  ein  festes  System  angesehen  werden 
Die  Bedingung,  dass  xlie  Deformation  überall  homogen  sei,  wird  dnrd 
die  folgenden  Gleichungen  ausgedinickt :  — 

«,  =  [ix]  a!  +  [Xy]  y  +  {Xz]z 

(0  •      yi  =  [F«] »  +  [ry]  y  +  [Yz]  z 

Zi  =  [Zx]  X  +  [Zy]  y  +  [Zt]z; 

darin  sind  [XJ(],  [Xy],  u.  s.  w.  neun  Grössen  von  völlig  wülkurlicbef 
Werthen,  die  für  ^e  Werthe  von  Xj  ^,  z  dieselben  sind. 

[Xa;],,[ya;],  [Zx]  bezeichnen  die  drei  neuen  Coordinaten  eines  Punk 
tes,  der  sich  anfänglich  auf  der  Axe  OX  in  der  Einheit  der  £ntfemcui| 
von  0  befand.  Sie  sind  natürlich  den  Bichtungscosinus  der  neuen  Lap 
der  anfangs  mit  OX  zusammenfallenden  Geraden  proportional.  Aehnliche 
gut  von  [Xy],  [Fy],  [ZyJ,  u.  s.  w. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  wo  möglich  eine  Linie  des  Körpei^ 
zu    finden,    deren    Richtung    unverändert    bleibt,    während    die    durd 
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lXx]t  u.  8.  w.  bestimmte  Aenderimg  erfolgt.  Es  seien  x^y^e  aiida;^,yi,^i 
die  anfanglichen  und  die  geänderten  Coordinaten  eines  Punktes  einer 
solchen  Linie.    Dann  muss,  wenn  e  die  Elongation  der  Linie  ist, 

^  =  ^  =  fl=  e 
X         y         z 

•an.    Wir  haben  also  x^  =  ex,  u.  s.  w.,  und  daher 

([[Xx]-B\x  +  [Xy]y  +  [Xz]z  =  0 

(2)  j  [Yx-\x+  \[Yy]-B]y  -^  [Yz]z  z=  q 

\  [Zx]  X  +  [Zy]  y  +  {[Zz]  ■^b)z  =  0, 

Werden  aus  diesen  Gleichungen  die  Verhältnisse  x:y:z  auf  die  bekannte 
Weise  eliminirt,  so  ergiebt  sich 

{[Xx]-B)([Yy]-e)([Zz]-e) 
~  [Tz]  [Zy]  ([Xx]  -  «)  -  [Zx]  [Xz]  ([Yy]  -b)-  [Xy]  [Yx]  ([Zz]  - e) 
+  [Xz]  [Yx]  [Zy]  +  [Xy]  [Yz]  [Zx]  =  0. 

Diese  kubische  Gleichung  wird  jedenfalls  durch  wenigstens  einen 
leellen  Werth  von  b  befriedigt,  und  die  beiden  anderen  Werthe  sind  ent- 
weder beide  reell  oder  beide  imaginär.  Jeder  reelle  Werth  von  b  liefert 
(■ne  reelle  Losung  der  Aufgabe,  da  irgend  zwei  der  vorhergehenden 
Gleichungen ,  nachdem  darin  der  für  b  gefundene  reelle  Werth  eingesetzt 
Worden  ist,  reelle  Werthe  der  Verhältnisse  xiyiz  bestimmen.  Wenn  der 
Körper  starr  ist  (d.  h.  wenn  die  Verschiebungen  der  Bedingung  unter- 
worfen sind,  dass  keine  Deformation  erzeugt  werde),  so  wissen  wir  schon 
(§9^)1  dass  es  gerade  nur  eine  dem  Körper  in  seinen  beiden  Lagen  gemein- 
ichaftliche  Linie  giebt,  nämlich  die  Axe,  um  die  er  sich  di-ehen  muss, 
mn  aas  der  einen  Lage  in  die  andere  überzugehen.  Eine  Ausnahme 
ifeiachen  nur  zwei  besondere  Fälle,  die  unten  behandelt  werden,  nämlich 
jiw  Fall,  in  welchem  überhaupt  keine  Rotation  erfolgt,  sowie  derjenige, 
Pb  welchem  der  Körper  durch  zwei  rechte  Winkel  rotirt.  Wenn  der 
Xörper  starr  ist,  so  hat  demnach  die  kubische  Gleichung  nur  eine  reelle 
Wnrzel,  folglich  zwei  imaginäre  Wurzeln.  Die  eben  gebildeten  Gleichun- 
iien  lösen  die  Aufgabe ,  die  Botationsaxe  zu  finden ,  wenn  die  wirklichen 
^Terschiebungen  der  Punkte  gegeben  sind,  die  anfanglich  in  drei  gegebe- 
nen festen  Coordinatenaxen  0  X,  0  !F,  OZ  lagen.  Es  ■  verdient  bemerkt 
IQ  werden ,  dass  die  praktische  Lösung  dieser  Aufgabe  sich  auf  die  eine 
leelle  Wurzel  einer  kubischen  Gleichung  gründet,  die  zwei  imaginäre 
Wurzeln  hat. 

Andererseits  mögen  die  gegebenen  Verschiebungen  so  beschaffen  sein, 
ß^fs  sie  eine  Deformation  des  Körpers  erzeugen,  die  von  keiner  angularen 
Verschiebung  der  Hauptaxen  der  Deformation  begleitet  ist*  Dann  bleiben 
|tl«o  drei  Linien  des  Körpers  ungeändert.  Folglich  mos  die  Gleichung  in 
f  drei  reelle  Wurzeln  haben,  eine  für  jede  solche  Axe,  und  die  drei  durch 
[pitte  Wurzeln  bestimmten  Linien  stehen  noth wendig  senkrecht  auf  einander. 

Wenn  aber  keine  dieser  beiden  Bedingungen  besteht,  so  können  wir 
v^  reelle  Lösungen  und  drei  zu  einander  schiefwinklige  Linien  haben, 
iÄ«n  Richtungen  unverändert  bleiben;  oder  aber  wir  erhalten  nur  eine 
l>BeDfi  Losung  und  daher  nur  eine  Linie,  welche  ihre  Bichtung  nicht 
:  hadert. 
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Diese   Schlüsse  lassen   sich   leicht   analytisch  beweisen.    Wir  köniM 
nämlich  die  kubische  Gleichung  in  folgender  Form  schreiben  ^  — 


(3). 


[Xx],  [Xy],  [Xg] 
[Txl[Tyl[Yz] 
[Zx],[Zy],[Ze] 


[YyUY^] 

[Zy],  [Zz] 


+ 


[Zz],  [Zx] 
[Xzl  [Xx] 


^\[Xx\\Xy]\ 
\{Yx\,\Yy] 


+  e*  \[Xx\  +  [ry]  +  [Zz]\  -«»  =  0. 


In  dem  besonderen  Falle ,  in  welchem  keine  Deformation  erfolgt ,  sini 
[Xa;],  u.  s.  w.  den  Richtungscosinus  dreier  auf  einander  senkrechten  Gerade 
nicht  bloss  proportional,    sondern   gleich,   und  wir  haben  dann  nacl 
bekannten  geometrischen  Sätzen 


,[Xa;],[Xy].[X*] 
'[YxUTyUYz] 
;  [Zxl  [Zyl  [Zg] 


=    1    und 


[YyUYz] 
[Zy],  [Zz] 


:=  [Xa:],  u.  s.  w. 


Die  kubische  Gleichung  verwandelt  sich  daher  in 

l-(s-  e2)  |[Xx]  +  [Yy]  +  [Zz]}  -  e«  =  o 

und  hat  augenscheinlich  die  Wurzel  £  =  1.    Diese   fuhrt  zu  der  oben 
läuterten  Lösung;  die  durch  den  Werth  1  von  £  bestimmte  Linie  ist  el 
die  Rotationsaxe.    Wird  der  Factor  1  —  £  durch  Division  entfernt,  so 
halten  wir  für  die  beiden  übrigen  Wurzeln  die  Gleichung 

1  -  {[Xx]  +  [Yy]  +  [Zz]  _  i)e  -I-  e«  =  0, 

deren  Wurzeln   imaginär  sind,  wenn  der  Coefßcient  von  £  zwischen  -|- 
und  —  2    liegt.     Nun   ist  -f"  2  offenbar  sein   grösster  Werth,    und 
diesen  Fall  ist  jede  Wurzel  gleich  Eins ;  es  findet  also  keine  Rotation  stal 
Weiter  liefert  —  2,  der  kleinste  Werth,  den  der  Coefficient  von  e  hal 
kann,  ein  Paar  von  Wurzeln,  deren  jede  —  1  ist;  dies  bedeutet,  dass  eil 
Rotation    durch   zwei    rechte  Winkel   hindurch   erfolgt.    In   diesem    Fi 
wird,  wie  im  Allgemeinen,   eine  Linie  (die  Rotationsaxe)  durch  die  GU 
chungen  (2)    bestimmt,    nachdem   darin  -|-  1    für  £  eingesetzt  worden 
Für  £  =  —  1  dagegen  werden  diese  Gleichungen  durch  jede  zur  eben 
nannten  senkrechte  Linie  befriedigt. 

Interessant  ist  der  Fall,  in  welchem  bei  stattfindender  Deformatdon 
zwei  Wurzeln  einander  gleich  sind.  Wir  überlassen  es  dem  Leser,  ihn 
weiter  zu  verfolgen.  Er  trennt  die  Fälle,  in  denen  es  nur  eine  Axe  giebt, 
die  ihre  Richtung  nicht  ändert,  von  denjenigen,  in  welchen  drei  solche 
Axen  vorhanden  sind. 

Es  sei  femer  die  Aufgabe  gestellt,  diejenigen  Linien  des  Körpers  za 
ermitteln,  deren  Elongationen  am  grössten  oder  kleinsten  sind.  Zu  diesem 
Zwecke  haben  wir  die  Gleichungen  zu  bilden,  welche  ausdrücken,  da«« 
xf  -f"  Vi  4*  -3^1*  eil  Maximum  ist,  wenn  x^  -{-  y^  -\-  £^  =^  r*  einen  con- 
stauten  Werth  hat.    Zunächst  haben  wir 


(4)    X*  +  y«  +  z*  =  Äx^  +  By^  +  Cz^  +  2(ayz  +  bxx  +  cxy> 


¥0 


(5) 
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(A  =  [Xx]»  +  [Yx]*  +  [Zx]» 
B  =  [Xy]»  +  [Fy]»  +  [Zy]« 
C  =  [Xe]i  +  [Y*]«  +  [Z*]a 
a  =  [Xy][X*]   +  [ry][r*]  +  [Zy][Zi] 
b  =  [i«][X«]  +  [Yz][Yx]  +  [Zt][Zx] 
c   =  [X*][Xy]  +  [Yx][Yy]  +  [Zx][Zy]  ■ 

m 

ist.    Bie  Gleichung 

(6)  Ax^  +  By^  +  Cz^  +  2(ayz  +  Izx  +  ca;y)  =  r»«, 

worin  r,  irgend  eine  Constante  ist,  stellt  offenbar  ein  EUipsoid  dar,  in  das 
rieh  eine  Kugelfläche  des  geänderten  Körpers  vom  Radius  r,  yerwan- 
dfthi  würde,  wenn  man  den  Körper  in  seinen  anfänglichen  Znstand  zurück- 
Tersetzte.  Bie  Aufgabe,  r|  zu  einem  Maximum  ^u  machen,  wenn  r  eine 
gegebene  Constante  ist,  föhrt  zu  den  folgenden  Gleichungen  :  — 

(7)  X«  +  y«  +  ^«  =  r«, 
xdx  ■\-  ydy  •\-  ede  ■==  0, 
{Ax ■\' ey -^-h z) dx ■\- (ex ■\- By -\- az) dy -^ (bx -{- ay -\-  Cz)dz  =0. 


(8) 


Andererseits  führt  die  Aufgabe,  r  zu  einem  Haximum  oder  Minimum  zu 
machen,  wenn  r-i  gegeben  ist,  d.  h.  die  Aufgabe,  den  grössten  und  den 
kleinsten  Burchmesser  oder  die  Hauptaxen  des  Ellipaoides  (6)  zu  finden, 
WH  genau  denselben  beiden  Bifferentialgleichungen  (8)  und  unterscheidet 
rieh  von  der  ersteren  Aufgabe  nur  dadurch,  dass  bei  ihr  statt  der  Glei- 
ehung  (7)  die  Gleichung  (6)  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Werthe 
ron  X,  y,  z  genommen  werden  muss.  Es  werden  folglich  die  Yerhält- 
niMe  X  \  y  i  z  in  beiden  Aufgaben  die  nämlichen  sein,  und  daher  sind 
lie  Richtungen,  die  sie  bestimmen,  diejenigen  der  Hauptaxen  des  £1- 
Bpsoides  (6).  Aub  den  Eigenschaften  des  Ellipsoides  schliessen  wir  somit, 
lass  es  drei  reelle  Lösungen  giebt,  und  dass  die  Richtungen  der  drei  so 
bestimmten  Radien  auf  einander  senkrecht  stehen.  Bie  gewöhnliche  (La- 
irange ^s)  Methode,  jene  Bifferentialgleichungen  zu  behandeln,  besteht 
iarin,  dass  man  eine  derselben  mit  einem  willkürlichen  Factor  multipli- 
rirt,  sie  darauf  addirt  und  die  Coefßcienten  der  einzelnen  Bifferentiale 
gleich  Null  setzt.  Wenden  wir  diese  Methode  an,  indem  wir  —  e  zum 
iriUkürlichen  Factor  nehmen  und  die  erstere  der  beiden  Gleichungen  da- 
mit multlpliciren,  so  folgt 

{A  —  b)x  +  cy  4-  6i^  =  0 

ex  '\-  (B  —  B)y  +  a-r  =  0 

hx  +  ay  -f  (C  —  c)^  =  0. 


*) 


Die  Bedeutung  von  s  ergiebt  sich ,  wenn  wir  die  letzten  Gleichungen  ad- 
liren ,  nachdem  dieselben  beziehimgsweise  mit  o;,  y,  z  multiplicirt  worden 
dnd.     Wir  erhalten  auf  diese  Weise 

4x«  +  By^  +  Cz^  +  2(ayz  +  hzx  +  cxy)  —  B(x^  +  y^+  z^)  =  0, 
ider 
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und  dies  liefert 

(10)  . = (^y . 

Werden  aus  (9)  die  Verhältnisse  x:y:z  nach  der  gewöhnlichen  Methode 
eliminirt,  so  ergiebt  sich  die  bekannte  kubische  Gleichung 

(11)  (4— 6)(B— c)(C— e)— aa(-4— fi)— fc2(5_e)_c2(c— £)4.2a6c  =  0. 

von  der  wir  wissen,  dass  ihre  Wurzeln  sämmtlich  reell  sind.  Wird  irgend 
eine  dieser  drei  i*eellen  Wurzeln  in  (9)  für  s  gebraucht,  so  worden  die 
Coef¥icient«n  von  Xy  y^  z  in  allen  diesen  Gleichungen  bekannt  und  diese 
Gleichungen  selbst  fUr  die  wahren  Werthe  der  Verhältnisse  c  :  y :  /  in 
Uebereinstinunung  versetzt,  so  dass  wir  aus  irgend  zweien  derselben  oder 
auch  symmetrisch  aus  allen  dreien,  mittels  der  geeigneten  algebraischen 
Operationen,  die  gesuchten  Verhältnisse  bestimmen  können.  Es  erübrigt 
dann  nur  noch,  die  absoluten  Grössen  von  o;,  y,  ^  zu  ermitteln,  and 
das  kann ,  wenn  ihre  Verhältnisse  einmal  bekannt  sind ,  mit  Hülfe  der 
Gleichung  (7)  geschehen. 

Es  ist  zu  beachten,  dass,  wenn  \Yz\  =  \Zy\  [Zx]  =  [Xz]  und 
[Xy]  =  [Yx]  ist,  die  kubische  Gleichung  (3)  die  Eigenschaft  annimmt, 
dass  die  Quadrate  ihrer  Wurzeln  die  Wurzeln  von  (11)  sind,  und  dass  die 
durch  (2)  bestimmten  drei  Linien  in  diesem  Falle  mit  den  durch  (9)  be- 
stimmten identisch  sind.  Der  Leser  wird  gut  thun,  dies  direct  aus  den 
Gleichungen  herzuleiten.    Es  ist  eine  nothwendige  Folge  des  §  183  (s.  unten). 

Genau  dieselbe  Aufgabe  h.aben  wir  zu  lösen,  wenn  es  sich  daran 
handelt,  die  Badien  einer  Kugel  zu  finden ,  welche  auf  der  Oberfläche  der 
geänderten  Figur  senkrecht  bleiben.  Geometrisch  betrachtet ,  leuchtet 
dies  sofort  ein.  Die  Tangentialebene  steht  auf  dem  Badius  senkrecht 
wenn  der  Badius  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist.  Daher  ist  jede 
einer  solchen  Tangentialebene  parallele  Ebene  des  Körpers  in  dem  ge- 
änderten wie  im  anfänglichen  Zustande  zum  Badius  senkrecht. 

Analytisch  würde  die  Aufgabe,  in  der  letztgenannten  Weise  gestellt, 
folgendermassen  behandelt  werden:  —  Wir  nehmen  wieder  die  oben  ge- 
brauchten festen  Axen  OX,  OY,  OZ  zu  Ooordinatenazen.  Eine  durch 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehende  Ebene  der  geänderten  Sub- 
stanz habe  die  Gleichung 

(12)  liXi  4-  t?h  2/1  +  nj  r,  =  0. 

Die  Bichtungscosinus  einer  zu  dieser  Ebene  senkrechten  Geraden  sind  natür- 
lich proportional  Zi,mi,n|.  Wenn  wir  nun,  wie  in  (l),  ^i,^^,^!  durch  ihre 
Werthe  ersetzen,  die  aus  den  Coordinaten  gebildet  sind,  welche  derselbe 
Punkt  der  Substanz  anfönglich  hatte,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der- 
selben Ebene  des  Körpers  in  der  anfänglichen  Lage,  Bei  passender  An- 
ordnung der  Glieder  ergiebt  sich  als  diese  Gleichung: 

(13)  {J, [Xg]  +  «,  [Tx]  +  n, [Zx\]x  +  {?,  [Xy]  +  m,  [Ty]  +  n, [Zy]}  9 

+  {h[Xz]  +  m,[Yz]  +  n^[Zz\\z  =  0. 

Die  Bichtungscosinus  der  zur  Ebene  senkrechten  Geraden  sind  den  Coef- 
ficienten  von  x^  y,  z  proportional.  Diese  sollen  nun  die  Bichtungscosinus 
derselben  Linie  der  Substanz  sein,  welche  sich  in  die  Linie  Zj :  m^ :  tti  ver- 
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wandelte.  Wenn  also  litnin  den  Bichtungscosinus  dieser  Linie  in  ihrer 
anfänglichen  Lage  proportionale  Grössen  sind,  so  müssen  wir 

Zj  [Xx]  +  »I,  [Tx]  +  n,  [Zx]  =  el 

(14)  '  Ix  [Xy]  +  m^[Yy]  +  «,  [Zy]  =  sm 

/i  [Xz]  +  w,  [Yz]  +  nj  [Z^]  =  en 

haben,  wo  €  willkürlich  ist.  Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu 
haben,  nehmen  wir  an,  l^^mi^ni  seien  die  Ooordinaten  eines  gewissen 
Punktes  der  Bubstanz  in  ihrem  geänderten  Zustande ,  und  2,  m,  n  seien 
den  anfanglichen  Ooordinaten  desselben  Punktes  der  Substanz  proportional. 

'■  Dann  werden  unsere  Fundamentalgleichungen  ^i,  m^,  n^  durch  2,m,  n  aus- 
drücken, und  durch  Einsetzung  diesec  Ausdrücke  in  die  ersten  Glieder 
▼on  (14)  erhalten  wir  bei    Benutzung  der  Abkürzungen  (5)  genau  diesel- 

!*ben  Gleichungen   für  7,  m,.n,   welche  wir  oben  (Gleichungen  9)  für  x,y,z 

'  erhielten. 

182.  Zerlegung  einer  Deformation  in  eine  Verzerrung 
I  und  eine  Rotation.  —  Die  vorhergehende  Betrachtung  lehrt,  dass 
I  jede  homogene  Deformation,  der  man  einen  Körper  nnterwirffc,  im 
[  AUgemeinen  eine  Engel  des  Körpers  in  ein  Ellipsoid  verwandelt 
I  and  letzteres  am  eine  bestimmte  Axe  einen  bestimmten  Winkel  hin- 
I  durch  rotiren  lässt.  In  besonderen  Fällen  kann  die  Kugel  eine 
f  Kugel  bleiben.  Auch  kann  es  vorkommen ,  dass  keine  Rotation  er- 
folgt. Wenn  keine  Botation  eintritt,  so  giebt  es  im  allgemeinen 
Falle  drei  Richtungen  des  Körpers  (die  Axen  des  Ellipsoides),  welche 
fest  bleiben.  Tritt  Rotation  ein,  so  giebt  es  zwar  im  Allgemeinen 
drei  solche  Richtungen ;  dieselben  ^sind  aber  nicht  senkrecht  zu  ein- 
ander.    Zaweilen  behält  nur  eine  Axe  ihre  Richtung  bei. 

183.  Beine  Deformation  —  Wenn  die  Axen  des  Ellipsoides 
Linien  des  Körpers  sind,  deren  Richtung  unverändert  bleibt,  so  ist 
die  Deformation  rein  oder  von  keiner  Rotation  begleitet.  Die  De- 
formationen, die  wir  bereits  betrachtet  haben,  wai'en  von  allgemeine- 
rer BeschafiTenheit,  nämlich  reine  Deformationen,  verbanden  mit  Ro- 
tationen. Wir  wollen  jetzt  die  analytischen  Bedingungen  für  das 
Vorhandensein  einer  reinen  Deformation  aufsuchen. 

Ss  aelen   OS,  Off,  Off*  die  drei  Hauptaxen  der  Deformation  und 

ihre  Bichtangscosinus.  Ausserdem  seien  ce, «',  a"  die  Hauptelongationen. 
Drücken  dann  I,  I',  I"  die  Lage  eines  Punktes  des  ungeän,derten  Körpers 
in  Beziehung  auf  OS,  Off,  Off'  aus,  so  ist  seine  Lage  im  Körper,  nach- 
dem die  Aenderung  stattgefunden  hat,  a|,  «'!',  a"|".  Sind  aber  jr,  j^,  £r 
•eine  anfänglichen,  x^^yi^z^  seine  letzten  Lagen  in  Beziehung  auf  OX, 
Or,  OZ,  so  haben  wir 

(15)  I  =  la:  -]-  my  -f-  «^»  I'  =  ^-  s-  ^->  ^"  =  ^'  8-  w., 


(17) 
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« 

und 

Ä,  =  /«l  +  Z'«'|'  4-  r«"|",  yi  =  u.  8.  w.,  2-1  =  u.  8.  w. 

Werden  in  die  letzten  Gleichungen  die  in  (15)  angegebenen  Werthe  van 
I,  IM"  eingesetzt,  so  erhalten  wir  die  folgenden  Gleichungen,  welche  fj, 
yit^i  durch  x,y,z  ausdrücken: 

(X.  =  U(l^4-a'V^4-t<"r'^)x  +  Udtn4-a'Vm'4-€("l"m")y 

^  (aln-\-a'Vn'  +  ic"V'n")z 

(16)     J  Vi  =  (« 7«  ?  +  «'  m'  /'  +  «"  wi"  V)  a?  +  («  m2  +  «'  m'2  -f  „"  m"2)  y 

^    ^      »  +(«wn  +  «'m'n'  +  «"m"W")< 

^,   =  («n?  +  «'n7'  +  «"«"na:  +  («nm  + a'n'?»'  +  cr"n"m'')y 

_|.(„na-f-«V2  +  ^V'2)^      '^ 

Der  Vergleich  dieser  Formeln  mit  den  Gleichungen  (l)  des  §  181  liefert 

\[Xx]  =  «Z2  +  «W'a  +  «"^2,  u.  s.  w. 

[Zy]  =  [Yz]  =  «wn  +  «'w'n'  +  r<"m"n",  u.  s.  w. 

In  diesen  Gleichungen  können  l^VyV'y  m,m',m"y  n,n',n"  aus  drei  un- 
abhängigen Elementen  hergeleitet  werden,  nämlich  aus  den  drei  Winkel- 
coordinaten  (§  100)  eines  starren  Körpers,  von  dem  ein  Punkt  fest  bleibt. 
Da  noch  a, «',  a"  hinzukommen ,  so  haben  wir  im  Ganzen  sechs  unabhän- 
gige Elemente  und  können  dieselben  so  bestimmen,  dass  die  sechs  Glieder, 
dieser  Gleichungen  sechs  beliebige  vorgeschriebene  Werthe  haben.  Die 
Bedingungen,  die  nothwendig  und  hinreichend  sind,  damit  keine  Rotation 
erfolge,  sind  daher 

(18)  [Zy]  =  [Yzl  [X,]  =  [Zxl  [Xy]  =  [Tx]. 

184.    Zusammensetzung  reiner  Deformationen.  —   Wenn 

ein  Körper  eine  Anzahl  von  Deformationen  erleidet,  deren  jede  von 
keiner  Rotation  begleitet  ist,  so  wird  er  in  einen  Znstand  gerathen, 
in  den  er  im  Allgemeinen  durch  eine  reine  Deformation  und  eine 
Rotation  hätte  versetzt  werden  können.  Daraus  ergiebt  sich  der  be- 
merkeuswerthe  Zusatz,  dass  drei  reine  Deformationen,  die  nach  ein- 
ander in  irgend  einem  Stück  Materie  hervorgebracht  werden,  und 
deren  jede  rotationslos  ist,  so  adjustirt  werden  können,  dass  der  Kör- 
per schliesslich  keine  Deformation  erlitten  hat  und  nur  um  eine 
gewisse  Axe  durch  einen  gewissen  Winkel  hindurch  gedreht  ist. 
Wir  werden  später  hiervon  äusserst  wichtige  und  interessante  An- 
wendungen auf  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  machen,  die,  wie 
(Bd.  II)  gezeigt  werden  wird,  in  jedem  Augenblick,  d.  h.  in  ihren 
Elementen  ganz  rotationslos  ist,  aber  zur  Folge  haben  kann,  dass  eine 
ganze  flüssige  MasBe  von  ihrer  anfanglichen  Lage  aus  nur  herum- 
gedreht wird,  wie  wS&u  sie  ein  starrer  Körper  wäre.  Die  folgende 
elementare  geometrische  Untersuchung  gewährt  uns  zwar  keinen 
völlig  umfassenden  Blick  auf  den  Gegenstand,  liefert  aber  einen 
strengen  Bi'weis  des  Satzes,  indem  sie  ihn  für  einen  besonderen  Fall 
nachweist. 


Kinematik. 


129 


Wir  wollen  wieder,  wie  oben  (§  171),  eine  einfache  Schiebung 
betrachten.  Ein  Pnnkt  0  werde  festgehalten;  die  Materie  des  Kör- 
pers, welche  in  einer  die  Ebene  der  Zeichnung  senkrecht  in  CD 
eelmeidenden  Ebene  enthalten  ist,  bewege  sich  in  dieser  Ebene 
parallel  CJ)  von  der  Rechten  zur  Linken;  dasselbe  finde  in  den 
Ebenen  statt,  welche  dieser  Ebene  parallel  sind,  und  zwar  seien  die 
Gröesen*  dieser  Bewegungen  den  Abständen  ihrer  Ebenen  von  0 
proportional.     Wir  betrachten  zunächst  eine  Schiebung  von  P  nach 

Pi,  dann  eine  solche  von 
Pi  bis  zu  Pj.  0  sei  in 
einer  durch  P\  gehen- 
den zu  CD  senkrechten 
Geraden  angenommen. 
Die  Schiebung  von  P 
nach  Pi  ist  natürlich 
dieselbe,  wie  die  von  P'  nach  P/,  wenn  F'P/  =  PPi  ist.  Nehmen 
wir  z.  B.  an,  es  sei  PjP'  =  P\' P\  =  V2  PiP.  Nun  ist,  wie  wir 
oben  (§  173)  gesehen  haben,  die  Linie  des  Körpers,  welche  die 
Haoptaxe  der  Cöntraction  in  der  Schiebung  von  P'  bis  P/  ist,  die 
Gerade  0-4,  die  beim  Beginn  der  Bewegung  den  Winkel  P'OE 
balbirt,  und  die  Gerade  OÄi,  die  am  Ende  der  Bewegung  den 
Winkel  P^'OE  halbirt.  Der  zwischen  diesen  beiden  Linien  enthal- 
tene Winkel  ist  die  Hälfte  des  Winkels  Pi'OP',  d.  h.  gleich  P^OP'. 
Wenn  also,  während  die  Schiebung  von  P'  nach  P\'  oder,  was  das- 
selbe ist,  die  Schiebung  von  P  nach  Pj  erfolgt,  die  Ebene  CD  in 
4«"  Ebene  der  Zeichnung  durch  einen  Winkel  von  der  Grösse  des 
iWinkels  PiOP  in  derselben  Richtung  wie  der  Zeiger  einer  Ühr 
Irötirt,  so  wird  die  Schiebung  schliesslich  keine  Rotation  ihrer 
Hanptaxen  herbeigeführt  haben.  (Denken  wir  uns  die  Figur  ge- 
dreht, bis  OAi  längs  OA  liegt.  Die  wirkliche  und  die  eben  ge- 
dachte Lage  von  CD  werden  uns  zeigen,  wie  diese  Ebene  des 
Körpers  sich  während  einer  solchen  rotationslosen  Schiebung  be- 
legt hat.) 

Es  werde  jetzt  der  zweite  Schritt,  von  Pj  nach  P2,  ausgeführt 
«nd  dadurch  die  ganze  Schiebung  von  P  bis  P2,  die  wir  betrach- 
ien  wollten,  vollendet.  Eine  solche  zweite  partielle  Schiebung  be- 
Bteht  in  einer  der  neuen  (in  der  letzten  Parenthese  vorgestellten) 
5-»ge  von  CD  parallelen  Bewegung,  und  um  auch  sie  wie  die  vor- 
Ittrgehende  rötationslos  zu  machen,  müssen  wir  CD  in  derselben 
■Weise  wie  früher  durch  einen  Pj'OPi  gleichen  Winkel  weiter  her- 
ilmdrehen.     Um  also  beide  Schritte  rotationslos  zu  machen,  haben 
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wir  die  Ebene  CD  durch  einen  PiOP  gleichen  Winkel  dreten 
müssen.  Wenn  wir  aber  gleich  die  ganze  Schiebung  PP-i  vor- 
nehmen, so  ist,  um  die  Rotation  aufzuheben,  eine  Drehung  von  CD 
nur  durch  den  Winkel  P^OP  erforderlich,  welcher  um  den  üeber- 
Bchuss  von  PiOP  über  P'OP  kleiner  als  Px'OP'  ist.  Die  Resul- 
tante der  beiden  Schiebungen  PP\  ^PiPq,  deren  jede  einzeln  der 
Rotation  beraubt  wird,  ist  danach  eine  einzige  Schiebung  P Pf 
und  eine  Rotation  ihrer  Hauptaxen,  die  in  der  Richtung  der  Zeiger 
einer  Uhr  einen  Winkel  von  der  Grösse  P'OPt  —  POP'  hindurch 
erfolgt. 

185.  Führt  man  die  beiden  partiellen  Schiebungen  jede  ohne ; 
Rotation  aus,  und  kehrt  von  ihrer  Resultante  in  einer  einzig'en  rota- ! 
tionslosen  Schiebung  zurück,  so  wird  der  Körper  dem  Vorhergehen-! 
den  zufolge  schliesslich  nicht  deformirt,  aber  in  der  Richtung  derj 
Zeiger  einer  Uhr  durch  einen  Winkel  von  der  Grösse  P^OP\\ 
—  POP'  hindurch  gedreht  sein. 

Wenn  ein  Körper,  von  dem  ein  Punkt  festgehalten  wird,  nach  drei 
beliebigen  zu  einander  senkrechten  Linien  als  Hauptaxen  deformirt  wiid, 
und  letztere  in  Beziehung  auf  die  Coordinatenaxen  OXy  0  Y,  OZ  ihre 
Bichtungen  unverändert  beibehalten,  so  ist  (§  183)  der  aUgemeinste  mög-: 
liehe  Ausdruck  für  die  Verschiebung,  welche  irgend  einer  seiner  Punkte' 
erfährt:  — 

Xi  =1  Äx  -\-  cy  -\-  hz 

yi  =  ex   -^By-\-  az 

z^  z=z  bx    ~\-  ay  -\-  Cz. 

Wenn  der  so  deformii-te  Körper  aufs  Neue  eine  Deformation  erleidet, 
die  von  keiner  Botation  begleitet  ist,  so  werden  die  allgeineinsten  niöfr* 
liehen  Ausdrücke  für  die  Coordinaten  .Tg,  1/2»  ^a  ^^^  Lage,  in  welche  dei 
Punkt  Xuyi.Zi  gebracht  wird,  folgende  sein:  — 

x^  =  AjXj  +  Cj^i  +  ^^1 

^2  =.^1^1  +  «12/1  +  CiZi. 
Wenn  man  hierin  r\ir  x^y^jZ^  die  vorhergehenden  Ausdrücke  einsetzt, 
welche  diese  Coordinaten  als  Functionen  der  anfanglichen  Coordinatei 
X,  y,  z  des  Punktes  darstellen,  so  erhält  man  für  die  Coordinaten  der  Ijas^ 
in  welche  der  in  Bede  stehende  Punkt  durch  die  beiden  Beformatioo« 
versetzt  wird,  die  folgenden  Formeln:  — 

Äj  =  {A^  +  CiC  +  bib)x  +  (AiC  +  CiB  +  hia)y-\-{Äib  +  Cia-^bjO^ 
y%  =  (ci^  +  -BiC  +  ai6)a:  +  (ciC  +  J5iJ5-fa,a)y+(ci5  +  ^ia4-a,  CV 
^a  =  (^^  +  «iC+Ci6)^  +  (&iC  +  aiI?+Cia)y  +  (*i6  +  a,a-f-r,  Cu- 
Die  resultirende  Verschiebung  ist  daher  im  Allgemeinen  nicht  rotation» 
los;  denn,  wie  wir  unmittelbar  sehen,  die  Bedingungen (18)  des  §  183  sim! 
im  Allgemeinen   nicht   erfüllt.     So   sehen   wir  z.  B. ,    dass  der  CoefficJea! 
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Ton  y  in  dem  Ansdruc^  von  0:2  nicht  nothwendig  gleich  dem  Coefficienten 
Ton  X  in  dem  Ausdruck  von  ^2  ^b^* 

Zusatz.  —  Wenn  beide  Deformationen  unendlich  klein  sind,  so  ist 
die  resultirende  Verschiebung  eine  reine  rotationslose  Deformation.  Es  ist 
dann  nämlich  jede  der  Grössen  Ä^B^C,  Ai^B^^  Ci  unendlich  wenig  von 
der  Iiinheit  verschieden  und  jede  der  Grössen  a^hy  u.  s.  w.  unendlich 
klein.  Wir  können  also  alle  Producte  je  zweier  der  letzteren  Grössen 
vernachlässigen  und  ebenso  jedes  Product,  das  durch  Multiplication  einer 
der  letzteren  Grössen  mit  der  Differenz  zwischen  der  Einheit  und  einer 
der  sechs  ersteren  Grössen  entsteht.  Für  die  resultirende  Verschiebung 
ergiebt  sich  also 

«2  =        AiÄx  -]-  {c  +  ci)y  +  (6  +-  bi)x 

y%  =  (ci  +  c)^  +      A-By  +  (o  +  «1)^ 

^2  =  (61  +  h)x  +  (a,  +  a)y  +         C,  Gz, 

und  diese  Ausdrücke  stellen  eine  Deformation  dar,  die  von  keiner  Eota- 
tion  begleitet  ist. 

186.  Verschiebung  einer  Curve.  —  Die  Messung  der  Ro- 
tation in  einem  deformirten  elastischen  festen  Körper  oder  in  einer 
m  Bewegung  begriffenen  Flüssigkeit  wird  bedeutend  erleichtert, 
wenn  man  die  Verschiebung  irgend  einer  Linie  der  Substanz  ab- 
gesondert betrachtet.  Dieser  Umstand  veranlasst  uns  zu'  einer  kur- 
zen Abschweifung  über  die  Verschiebung  einer  Curve,  die  entweder 
einer  continoirlichen  festen  oder  flüssigen  Masse  angehören  oder 
eine  in  irgend  einer  Lage  gegebene  elastische  Schnur  sein  kann. 
Die  Sätze,  zu  denen  wir  gelangen  werden,  sind  natürlich  auf  eine 
I  biegsame  aber  nnausdehnbare  Schnur  (§  14)  als  auf  einen  besonderen 
Fall  anwendbar. 

I  Wir  machen  darauf  aufmerksam ,  dass  die  Verschiebungen ,  die 
wir  zn  betrachten  haben,  nicht  bloss  von  den  Cnrven,  welche  die 
gegebene  Linie  in  ihren  verschiedenen  Lagen  nach  einander  bildet, 
londem  auch  davon  abhängen,  wie  sich  die  Punkte  dieser  Curven 
einander  entsprechen. 

Tangentiale  Verschiebung.  —  Wii-  haben  zunächst  zn  er- 
Uaren,  was  wir  unter  tangentialer  Verschiebung  verstehen  werden: 
Wir  denken  uns  die  noch  unverschobene  Curve  in  eine  unendliche 
Anzahl  unendlich  kleiner  gleicher  Theile  zerlegt.  Darauf  multipli- 
dren  wir  die  tangentiale  Componente  der  Verschiebung  jedes  Theil- 
ponktes  mit  der  Länge  eines  der  unendlich  kleinen  Gurvenbogen. 
Die  Summe  aller  dieser  Product«  ist  die  ganze  tangentiale  Yer- 
ichiebnng  der  Curve,  längs  der  anfänglichen  Lage  gerech- 
net.   Wird  in  derselben  Weise  mit  der  verschobenen  Curve  ver- 

9* 
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fahren,  so  erhält  man  die   ganze   tangentiale  Verschiebung, 
längs  der  neuen  Lage  gerechnet. 

187.     Vergleich   der  auf  beide  Arten,    die   tangentiale 
Verschiebung  bu  rechnen ,  erhaltenen  Besultate.  —  Hat  man 

die  ganze  tangentiale  Verschiebung  einer  Curve  zuerst  längs  der 
späteren  Lage,  darauf  längs  der  anfanglichen  Lage  gerechnet,  so 
übertrifft  das  erstere  Resultat  das  zweite  um  das  halbe  Rechteck  ans 
der  Summe  und  der  Differenz  der  absoluten  Verschiebungen  der 
Endpunkte.  Dies  Rechteck  ist  positiv  zu  rechnen,  wenn  die  Ver- 
schiebung des  Endpunktes,  nach  welchem  zu  die  tangentialen  Com* 
ponenten  positiv  gerechnet  werden,  diejenige  des  anderen  Endpunktes 
übertrifft.  Für  diesen  Satz  lässt  sich  ein  geometrischer  Beweis 
geben,  den  der  Leser  leicht  selbst  finden  wird.' 

Der  analytische  Beweis  ist  folgender :  —  Es  seien  x,  y,  z  die  Coordi- 
naten  irgend  eines  Punktes  P  in  der  noch  unverschobenen  Curve,  x^^y^,  r 
die  Coordinaten  des  Punktes  Py ,  in  welchen  derselbe  Curvenpunkt  P  ver- 
setzt wird.  Femer  seien  dx,dy,dz  die  Zunahmen  der  drei  Coordinatei^ 
welche  irgend  einem  unendlich  kleinen  Bogen  äs  der  ersteren  Curve  ent> 
sprechen,  so  dass 

äs  =  {dx^  +  dy^  +  dz^fk 

ist,  und  es  gelte  eine  analoge  Bezeichnung  für  das  entsprechende  Elem^ 
der   verschobenen   Curve.    Endlich   bezeichne  d-  den  Winkel  zwischen 
Geraden  P  Pi    und   der   durch  P   an   die   unverachobene   Curve   gelegt^ 
Tangente,  so  dass  wir 

^/)/»9>  —  x^  —  xdx       yi-ydy       z^—zdz  I 

haben,  wo  die  absolute  Grösse  der  Verschiebung  der  Kürze  wegen   durdi 
D  ausgedrückt,  also 

ist.    Es  ergiebt  sich  daraus 

Bcos&ds  =  {Xy^  —  x)dx  -f  (yi'-y)dy  -\-  (z^  —  z)dz. 
Auf  dieselbe  Weise  erhalten  wir 

Dco8&yd8i  =  {xy  —  x)dx^  +  {yi  —  y)dyi  +  (^i—z)dz^, 
folglich  ist 

D cos  &i  dSi  —  Dcos&ds  =  (Xi  —  x)d (x^  —  x)  -\-  {y^  —  y)  d{y^  —  y) 

+  ih—^)d{z^-~z\ 
oder 

Dcos^idsi  —  Dcos&ds  =  Vati  (7)2). 

Um  nun  die  Differenz  zwischen  den  auf  beide  Arten  gerechneteB  tangen^ 
tialen  Verschiebungen  zu  erhalten,  haben  wir  nur  den  letzten  Ausdruck 
zu  integriren.    Es  ergiebt  sich 

fDcoa^idSy^fDcosads  =  ya(D"2_X)/2)  ::_  Va(D"-|-D')(Z)"— i>0. 
wo  D"  und  D'  die  Verschiebungen  der  beiden  Endpunkte  bezeichnen. 
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188.  Tangentiale  Verschiebung  einer  getsohlossenen 
Curve.  —  Für  die  ganze  tangentiale  Verschiebung  einer  geschlosse- 
nen Curve  erhält  man  denselben  Werth,  man  mag  sie  längs  der  an- 
fanglichen oder  längs  der  späteren  Lage  der  Curve  berechnen. 

189.  Bei  zwei  in  denselben  Punkten  endigenden  Bogen  erhält 
man  für  die  ganze  tangentiale  Verschiebung  vom  einen  zum  anderen 
denselben  Werth,  man  mag  sie  längs  des  einen  oder  längs  des  anderen 
Bogens  berechnen. 

190.  Botatiou  einer  starren  geschlossenen  Curve.  — 
Wenn  eine  starre  geschlossene  Curve  um  eine  beliebige  Axe  durch 
einen  beliebigen  Winkel  hindurch  rotirt  ist,  so  ist  die  ganze  tan- 
gentiale Verschiebung  gleich  dem  Product  aus  dem  Sinus  des  Win- 
kels in  die  doppelte  Fläche  ihrer  Projection  auf  eine  zur  Axe  senk- 
rechte Ebene. 

(a.)  Satz,  die  tangentiale  Verschiebung  in  einem  festen 
Kdrper  betreffend,  diese  ausgedrückt  durch  die  Componenten 
der  Deformation.  —  Die  ganze  tangentiale  Verschiebung  einer  geschlos- 
senen Curve  eines  homogen  deformirten  festen  Körpers  ist  gleich 

2  (Pol  +  Qq  +  Mg), 
wo  P,  Q,  JR  for  ihre  anfängliche   Lage  beziehungsweise  die  Flächen  ihrer 
Piojectionen  auf  die  Ebenen  Y  0  Z,  ZüX,  X  OY  bezeic^en,  und  ai, 
f ,  ff  folgende  Werthe  haben  :  — 

^  <r  ='A{[ra;]-[Xy]). 

i  Dies  zu  beweisen,  setzen  wir  femer 

b  =  V2{[X^]  +  [Zx]) 

c  =  ^/»{[Yx]  +  [Xy\}. 
I  Dann  haben  wir 

Xi  =  Äx  -\-  c  y  -\-  bz  -\-  <ry  —  qz 
f/i  z=z  ex  -{-  By  -\-  az  -\-  taz  —  ax 
2^^=ihx-\-ay-\-Cz-\-^x  —  iay. 

!  Kaeh   dem  oben  hergeleiteten  Ausdruck  ist  also  die  tangentiale  Verschie- 
I  Imng,  längs  der  anfänglichen  Lage  der  Curve  gerechnet,  gleich 

f{(x^  —  x)dx-{'  (yi  —  y)dy-\-  (z^  —  z)  dz) 

i^  f[y^d[(A--'\)x^^(B--X)y^-\-(C-l)z^-\'2(ayz  +  hzx-^cxy)\ 
-\-  laiydz  —  z dy)  -\-  q(zdx  —  xdz)  ~\-  c(xdy  —  ydx)]. 

Der  erstere  Theil,   fy%d{),  verschwindet  für  eine  geschlossene  Curve.   Es 
I  bleibt  also  von  unserm  Ausdruck  nur  der  Theil 

I 

wf(ydz  —  zdy)  -|-  Q  f{zdx  —  xdz)  -{•  aj\xdy—  ydx) 
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übrig,    und    dieser    ist    nach    den    Formeln    für    die    Projection    von 

Flächen  gleich 

2F(0  -\-  2Qq  +  2Rg. 

Denn  wir  haben  (wie  in  §  36,  a)  in  der  xy  Ebene 

f{xdy  —  ydx)  =  fr^d& 

=  der  doppelten  Fläche  der  orthogonalen  Projection  der  Curve  auf  diese 
Ebene,  und  Aehnliches  gilt  für  die  übrigen  Integrale. 

(b.)  Hieraus  und  aus  §  190  folgt,  dass,  wenn  der  Körper  starr  ist, 
seine  etwaige  Verschiebung  also  nur  in  einer  Botation  besteht,  [Zy] — [F/] 
gleich  dem  doppelten  Product  des  Sinus  des  Botationswinkels  in  den  Co- 
sinus des  Neigungswinkels  der  Botationsaxe  gegen  die  Coordinatenaxe 
0  X  ist. 

(c.)  Bei  jeder  geschlossenen  Curve,  die,  wenn  sie  eben  ist,  in  der  Ebene 
YOZ  liegt  und,  wenn  sie  gewunden  ist,  eine  solche  Lage  hat,  dass  ihre 
Projectionen  auf  die  Ebenen  ZOX  und  XOY  Null  sind,  ist  allgemein  [Zy] 
—  [Tz]  das  Maass  für  die  ganze  tangentiale  Verschiebung,  dividirt  durch 
die  Fläche  der  Projection  auf  die  Ebene  Z  OY.  Ist  irgend  eine  geschlos- 
sene Curve  in  einer  Ebene  A  gegeben,  und  sind  die  Bichtungscosinus  der 
Normalen  dieser  Ebene  beziehungsweise  den  Grössen  (u,  ^,  a  proportional, 
so  ist  die  ganze  tangentiale  Verschiebung  gleich  dem  dopx)elten  Product 

der  Fläche  der  Curve  in  V(ü>2  -[-  ^a  -|-  ^2),  und  die  ganze  tangentiale  Ver- 
schiebung jeder   beliebigen  geschlossenen  Curve  ist  gleich  dem  doppelten 

Product  der  Fläche  ihrer  Projection  auf  die  Ebene  A  in  V(ai2-|-^« -|-ff*) 
Bei  der  Coordinatentransformatiou  transformiren  sich  ai,  ^,  «r  nach 
dem  elementaren  Cosinusgesetz,  und  w*  -f-  ^^  _j_  ^2  jg^.  natürlich  eine  In- 
variante, d.  h.  behält  denselben  Werth,  wenn  man  von  einem  rechtwink- 
ligen Coordinatensystem  zu  einem  anderen  übergeht. 

(d.)  Bei  einer  rotationslosen  homogenen  Deformation  ist  die  ganze 
tangentiale  Verschiebung  längs  irgend  einer  Curve  vom  festen  Punkte  aus 
bis  zu  Xj  y,  ^,  wenn  man  sie  längs  der  anfanglichen  Lage  rechnet ,   gleich 

VaK^-l)«*  +  (B-Dp"  +  (C-Dra  +  2(ayi  +  bix  +  cxy)]. 

Hieraus  und  aus  §  187  folgt,  dass  die  Verschiebung,  längs  der  späteren 
Lage  der  Curve  gerechnet,  folgende  ist:  — 

Vtl{Ä-i)x»  +  (B-i)yi  +  (C-l)^*  +  2(aye  +  bzx  +  cxy)\ 
+  y,  {[(^-l)x  -^ey-\-  6^P  +  [ex  +  {.B-l)y  +  az^ 

+  t6«  +  ay  +  (C-l)^]n. 

Ferner  ist  die  ganze  tangentiale  Verschiebung  längs  irgend  einer  Curve 
von  einem  Punkte  zu  einem  anderen  von  der  Curve  unabhängig,  d.  h.  für 
eine  beliebige  Anzahl  in  demselben  Punkte  beginnender  und  in  demselben 
Punkte  endigender  Curven  dieselbe,  man  mag  die  Verschiebung  in  jedem 
Falle  längs  der  anfänglichen  oder  längs  der  späteren  Lage  gerechnet 
haben. 

(e.)  Heterogene  Deformation.  —  Man  soll  aus  der  absoluten  Ver^ 
Schiebung  jedes  Punktes  die  Deformation  bestimmen.  Es  seien  a,/9,y  die  in 
Beziehung  auf  die  festen  Axen  OX,  O  Y,  OZ  genommenen  Componenten  der 
Verschiebung  eines  materiellen  Punktes  P,  welcher  anfänglich  die  Coordi- 
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Daten  x^y.z  hatte,  d.  h.  es  seien  x-]-a^y-\-ßyZ-\-ym  dem  defor- 
mirten  Körper  die  Coordinaten  des  Punktes,  welcher  sich  vor  der  Defor- 
mation in  x^y^z  befand. 

Betrachten  wir  in  jeder  der  beiden  Lagen  die  um  diesen  Punkt  herum 
befindliche  Materie.  Wir  nehmen  P  als  beweglichen  Anfangspunkt  an. 
Irgend  ein  anderer  P  nahe  liegender  Punkt  habe  in  Beziehung  auf  dies 
neue  System  anfanglich  die  Coordinaten  1, 17,  C ,  nach  der  Deformation  die 
Coordinaten  ^i,  J/i,  Ci- 

Dieser  letzterwähnte  Punkt  wird  in  Beziehung  auf  die  festen  Axen 
0-X,  0  y,  OZ  anfänglich  die  Coordinaten 

später  die  Coordinaten 
haben,  d.  h.  es  sind 

die  Componenten  der  Verschiebung  des  Punktes,  welcher  anfanglich  die 
Coordinaten  x  -\-  \^  y  -\-  t\^  z  -\-  ^  hatte,  oder,  was  dasselbe  ist,  jene 
Grössen  sind  die  Werthe  von  «,  /?,  y,  wenn  sich  rr,  y,  z  in 

verwandelt  hat. 

Hieraus  folgt  nach  dem  Taylor^schen  Satze,  wenn  man  nur  die 
ersten  Potenzen  von  1, 17,  C  beibehält ,  die  höheren  Potenzen  und  die  Pro- 
ducte  dieser  Grössen  aber  vernachlässigt, 

Vergleichen  wir  diese  Ausdrücke  mit  den  Formeln  (l)  des  §  181,  so  sehen 
wir,  dass  sie  die  Aenderungen  der  Coordinaten  irgend  eines  verschobenen 
Punktes  eines  Körpers  in  Beziehung  auf  drei  durch  einen  Punkt  des  Kör- 
pers gehende  zu  einander  senkrechte  Axen  vop  festen  Bichtungen  aus- 
drucken, weno  alle  anderen  Punkte  desselben  in  Beziehung  auf  diesen 
einen  Punkt  in  einer  Weise  verschoben  werden ,  die  nur  der  Bedingung 
unterworfen  ist,  eine  homogene  Deformation  zu  geben.  Dies  lehrt  uns, 
da;«  um  jeden  Punkt  herum  für  die  Entfernungen,  die  so  klein  sind,  dass 
nur  die  ersten  Terme  der  Taylor*  sehen  Entwicklung  für  die  Ver- 
schiebungsdifferenzen  eine  merkliche  Grösse  haben,  die  Deformation  als 
homogen  angesehen  werden  darf.  Wir  schliessen  daraus,  dass  die  Bich- 
tungen der  Hauptaxen  der  Deformation  in  jedem  Punkte  (x,  y,  z) ,  die 
Grössen  der  längs  derselben  stattfindenden  Elongationen  der  Materie,  so- 
wie die  tangentialen  Verschiebungen  in  geschlossenen  Curven  nach  den 
oben  dargelegten  allgemeinen  Methoden  gefunden  werden,  wenn  man 


136  Emleitende  Begriffe. 

nimmt.    Wemi  jede  dieser  neun  Grossen  constant  (d.  h.  für  alle  Werthe 
▼on  X,  y,  z  dieselbe)  ist,  so  ist  die  Deformation  homogen,  sonst  nicht. 

(f.)    Die  Bedingung  dafür,   dass  die  Deformation  anendlich  klein  sei, 
ist,  dass  jede  der  Grössen 

dtt     da     du 

dx'   dy'    dl' 

d£     ^     ii 
dx'  dy'  dz' 

dy     dy     dy 
rfx  *   dy'    dz 

anendlich  klein  sei. 

(g.)  All£:ezneiii8te  Bewegrnng  einer  Materie«  —  Diese  Fonfieln 
gelten  für  die  allgemeinste  mögliche  Bewegung  einer  jeden  Substanz  und 
können  als  die  Fundamentalgleichungen  der  Kinematik  angesehen  werden. 
Fahren  wir  die  Zeit  als  unabhängig  Veränderliche  ein,  so  erhalten  wir  fnr 
die  den 'festen  Azen  O  X^  O  Y^  OZ  parallelen  Geschwindigkeitscomponen- 
ten  u,v,w  die  folgenden  Ausdrücke:   — 


da  dß  dy 

"  =  01'  "  =  !!•''  =  dt ' 


x^y^z^t  sind  unabhängig  Veränderliche,  a,ß^y  Functionen  dieser  Grössen, 
(h.)  Führen  wir  die  Bedingung  ein,  dass  keine  Linie  des  Körpers 
irgend  eine  Ausdehnung  erfahre,  so  gelangen  wir  zu  den  allgemeinen 
Gleichungen  für  die  Kinematik  eines  starren  Körpers,  die  uns  jedoch 
schon   zur  Genüge  beschäftigt   hat.     Um   dies   auszudrücken,    wird  man 

sechs  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  neun   Grössen  -r— ,    u.  s.  w. 

dx 

aufzustellen  haben,  die  in  diesem  Falle  sämmtlich  in  Beziehung  auf  x^y^z 
constant  sind.  Es  bleiben  noch  drei  willkürliche  unabhängige  Elemente 
übrig,  um  irgend  eine  /ingulare  Bewegung  des  starren  Körpers  aus- 
zudrücken. 

(i.)  Botationfllose  Deformation.  —  Wenn  der  neue  Zustand  zum 
anfänglichen  in  einer  solchen  Beziehung  steht,  dass  jeder  TheÜ  des  Kör^ 
pers  aus  seiner  anfanglichen  Lage  und  Deformation  in  die  neue  durch 
eine  Translation  und  eine  rotationslose  Deformation  übergehen  kann, 
d.  h.  wenn  in  jedem  Punkte  die  drei  Hauptaxen  der  Deformation  Linien 
der  Substanz  sind,  die  ihren  Parallelismus  beibehalten,  so  müssen  wir 
nach  §  183  (18) 

dß  dy     dy  da     da  dß^ 

dz       rfy*   dx        dz'   dy        dx 

haben,   und  wenn  diese  Gleichungen  erfüllt  sind,  so  ist  die  Deformation 
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rotationslos.  Biese  drei  Gleichangen  drücken  aber  nicht  mehr  und  nicht 
weniger  aus,  als  dass 

ttdx  -\-  ßdy  -f-  ydz 

das  Differential  einer  Function  dreier  unabhängig  Veränderlichen  ist.  Wir 
erhalten  also  den  bemerkenswerthen  Satz  (und  seine  ümkehrung),  dass, 
wenn  2^(x,  y,  s)  eine  beliebige  Function  der  Coordinaten  irgend  eines 
Punktes  eines  Körpers  bezeichnet,  und  wenn  jeder  solche  Punkt  aus  sei- 
ner gegebenen  Lage  (rc,  y,  e)  in  einen  Punkt  verschoben  wird ,  welcher  die 
Coordinaten 

^^,  .dF  ydF  ,    dF 

^'^  ^^  =  ^  +  J^'  y^  =  2^  +  rf7'  ^^  =  ^  +  5^ 

hat,  die  Hauptaxen  der  Deformation  in  jedem  Punkte  Linien  der  Substanz 

sind,  die  ihren  Parallelismus  behalten  haben.    Die  R^ckverschiebung  von 

(^Tj, y|,^i)  nach  (x^y^e)  genügt  derselben  Bedingung;  es  muss  daher 

^'^  '  =  ^^  +  -5^»  y  =  y^  +  -51^'  "  =  ^^  +  ^ 

d  F 
sein,  wo  i^i  eine  Function  von  Xi^y^^Zi  bezeichnet,  und  ^ — i,  u.  s.  w.  die 

in  Beziehung  auf  dieses  System  von  Veränderlichen  genommenen  partiel- 
len Differentialquotienten  von  F^  sind.  Die  Beziehung  zwischen  F  und 
Fj  ist  offenbar 

(3)  2^  +  F,  =  -  Vj  D», 

WO 

^*  rfa;a  "^  rfya  -r  dz^  ""  dxf  "^  dy«  "^  dzf 

ist  Dies  lässt  sich  natürlich  mittels  der  gewöhnlichen  analytischen  Me- 
thode beweisen,  nach  der  man  x^y^z  durch  Xi^y^^z^  ausdrückt,  wenn  die 
letzteren  Grössen  durch  (l)  als  Functionen  der  ersteren  gegeben  sind. 

(j.)  Es  seien  a,/9,y  drei  beliebige  Functionen  von  x,y,z.  Femer  seien 
d  S  irgend  ein  Element  einer  Oberfläche,  Z,  m,  n  die  Bichtungscosinus  ihrer 
Xonnalen. 

Dann  ist 

=  f(adx  +  ßdy  -f  ydz), 

vo  das  erstere  Integral  sich  über  irgend  eine  von  einer  geschlossenen 
Corve  begrenzte  krummlinige  Fläche  erstreckt,  und  das  zweite,  für  wel- 
ches man  auch 


/"•(•n  +  '^  +  '3^) 


•chreiben  kann,   um  die  Peripherie  dieser  Curve  herum  zu  integ^iren  ist. 
iMesen  Satz  zn  beweisen,  hat  man  nur  zu  bemerken,  dass 

IdS  =  dydz,  mdS  =  dzdx,  ndS  =  dxdy 

ist,  and  zu  zeigen,  dass  zwischen  den  bezeichneten  Grenzen 
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ist. 

(k.)     Es  ist  bemerkenswerth,  dass  der  Ausdruck 

für  alle  Oberflächen,  welche  eine  gemeinschaftliche  krummlinige  Umgrenzung 
haben,  denselben  Werth  hat.  Wenn  a,  /5,  y  die  Componenten  einer  Verschie- 
bung aus  (x.y^z)  sind,  so  ist  dieser  Ausdruck  die  ganze  tangentiale  Ter- 
Schiebung  um  die  genannte  krummlinige  Umgrenzung,  die  eine  geschlossene 
Curve  ist.  Er  wird  daher  Null  sein,  wenn  die  Verschiebung  jedes  Theils 
ohne  Eotation  erfolgt,  und  wenn  er  von  Null  verschieden  ist,  so  ersehea 
wir  aus  den  obigen  Sätzen  und  Zusätzen,  weichest  das  genaue  Maass  der 
Rotation  ist. 

Verachiebungsfünction.  —    (1.)  Endlich    sehen   wir,    welche   Be- 
deutung  I  (adx  -\-  ßdy  -\-  ydz)    oder    die   sogenannte    „Verschiebungs- 

function"  in  dem  Falle  hat,  wo  keine  Rotation  stattfindet.  Es  ist  die 
ganze  tangentiale  Verschiebung  längs  irgend  einer  Curve  von  dem  festen 
Punkte  0  an  bis  zum  Punkte  P  (a;,  y,  z).  Diese  ganze  tangentiale  Ver- 
schiebung ist  längs  aller  zwei  beliebige  Punkte  verbindenden  Curven  die 
nämliche  und  zwar  gleich  der  Differenz  der  Werthe,  welche  die  Ver- 
schiebungsfonctionen  in  jenen  Punkten  haben. 

191.  „Continuitätsgleiohung."  —  Da  bei  keiner  Bewe- 
gung oder  Wirkung  in  der  Natur  eine  Vernichtung  oder  eine  Er- 
zeugung von  Materie  stattfinden  kann,  so  muss  die  zu  irgend  einer 
Zeit  in  irgend  einem  Kaum  enthaltene  Flüssigkeitsmenge  gleich  der 
anfänglich  darin  enthaltenen  sein,  vermehrt  um  die  ganze  ein- 
getretene und  vermindert  um  die  ganze  ausgetretene  Flüssigkeit 
Drückt  man  diesen  Gedanken  in  einer  Form  aus,  diS  jeden  Theil 
einer  in  Bewegung  befindlichen  Flüssigkeit  vollkommen  umfasst,  so 
gelangt  man  zu  einer  Formel,  die  ganz  unnöthiger  Weise  den  ver- 
wirrenden Namen  „Continuitätsgleichung"  erhalten  hat. 

192.  Es  bieten  sich  uns  zwei  Wege  dar,  diesen  Gedanken  sos- 
zudrücken, die  beide  lehrreiche  Betrachtungen  über  die  Eigenschaf* 
ten  der  Flüssigkeiten  veranlassen.  Auf  d^m  einen  Wege  betrachten 
wir  einen  bestimmten  Theil  der  Flüssigkeit,  folgen  ihm  in  seinen 
Bewegungen  und  drücken  aus,  dass  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Sub- 
stanz sich  umgekehrt  wie  das  Volumen  ändert.  Wir  erhalten  auf 
diese  Weise  die  Continiutätsgleichung  in  integrirter  Form. 

ContinuitätBgleiohung  in  integrirter  Form.  —  Irgend  ein  Punkt 
^ner  in  Bewegung  befindlichen  Flüssigkeit  habe  in  dem  Moment,  wo  wir 
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m  rechnen  beginnen,  die  Coordinaten  a^byC  und  möge  nach  Ablauf  der 
Zeit  tj  von  diesem  Augenblick  an  gerechnet,  eine  Lage  erreicht  haben, 
deren  Coordinaten  x,  y,  z  sind.  Um  die  Beweg^ung  vollständig  zu  bestim- 
men, haben  wir  jede  dieser  drei  veränderlichen  Coordinaten  als  eine  Func- 
tion von  a^hyC^t  am  geben. 

Es  bezeichnen  nun  Sa^db^dc  die  zur  Zeit  ^  =:  0  den  Coordinaten- 
azen  parallelen  Kanten  eines  sehr  kleinen  FlüssigkeitsparaUelepipeds. 
Jeder  Theil  der  Flüssigkeit  muss  nach  §  190  (e),  wenn  er  nur  klein  genug 
in  allen  seinen  Dimensionen  ist,  während  der  Bewegung  annähernd  die 
Bedingrang  eines  überall  gleichförmig  deformirten  Körpers  erfüllen.  Wenn 
also  da,  dbj  de  unendlich  klein  genommen  werden,  so  muss  der  ent- 
iprechende  Flüssigkeitstheil  (§  156)  während  der  Bewegung  ein  Parallele- 
piped  bleiben. 

Wenn  a,b,c  die  anfänglichen  Coordinaten  eines  Eckpunktes  dieses 
Parallelepix>ed8  sind  und  die  zweiten  Endpunkte  der  in  (a^byC)  zuaammen- 
stossenden  Kanten  beziehungsweise  die  Coordinaten  a  -\-  da^b^c;  a,b 
-{-  dbjC;  a,  &, c  -f"  ^c  haben,  so  haben  dieselben  Punkte  der  Flüssigkeit 
zur  Zeit  t  die  Coordinaten 

aj,  y,  ^; 

,    dx  j,  ,    dp  ^  .    ds  j, 

^    da      '  ^    ^    da  ^    da      * 

x-{-  -j-dc,  y  A-  j^dCy  z  4-  s-dc. 
^    de         ^    ^   de  ^    de 

Die  Längen  und  die  Bichtungscosinus  der  Kanten  sind  daher  beziehungsweise 

dx 
/rfxf    ,    rfy2    ,     dz\/t  Ja 

Wa«  "^  rfa>  "^  day       ^'     /ds^  ^  ^  X  ^V^'  "'  *'  '^' 

\da^'^  db^^  dc^J 

dx 

\dh^^  dh^^d^)    ^^'     (dx^        dy^        dz^Vt'  "•  "•  '^' 

\da^  "*"  db^  "^  dcV 


\dc^  ^  de^  ^  dc^J    *^^' 


dx 
Sc 


\da^~^  db^  "^  dcy 


U.    8.    W. 


und  folglich  ist  das  Volumen  dieses  Parallelepipeds 

(dxd^d£ ^^^    \dxdyd_z        dxdydz    .    dxdydz 
Jädbdc       dadc  Jb    '    dbdcdä       dbdaTc    '    de  dadb 

dxdydz\j.^^.^ 


1 
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oder,  wie  man  jetzt  gewöhnlich  schreibt, 

dx  dy     dz  dadbffc. 

da*  da*   da 

dx  dy     dz 

Jb*  dh*  dl 

dx  dy     dz 

de  *  de  *   de 

Da  nun  weder  eine  Zunahme  noch  eine  Ahnahme  der  in  einem  Theii  der 
Flüssigkeit  enthaltenen  Stoffmenge  stattfinden  kann,  so  muss  die  Dichtig- 
keit oder  die  auf  die  Volumeneinheit  kommende  Stoffmenge  in  dem  un* 
endlich  kleinen  Theil,  den  wir  betrachtet  haben,  sich  umgekehrt  wie  da« 
Volumen  desselben  ändern,  wenn  dies  überhaupt  ein  anderes  wird.  Be- 
zeichnet also  ^0  die  anfangliche  und  q  die  Dichtigkeit,  welche  die  Flüssig- 
keit in  der  Nähe  des  Punktes  (x^  y,  z)  zur  Zeit  t  hat,  so  müssen  wir 


(1) 


=  ^0 


dx     dy  dz 

da*   da*  da 

dx     dy  dz 

JB*   db*  dl 

dx     dy  dz 

de  *   de  *  de 
haben,  und  dies  ist  die  Continuitätsgleichung  in  integrirter  Form. 

193.  Dififerentialgleichiing  der  Continiiität.  —  Die  Form, 
in  welcher  die  Continnitätsgleichnng  gewöhnlich  gegeben  wird,  oder 
die  Differentialgleichung  der  Continnität,  wie  wir  sie  nen- 
nen können,  drückt  aus,  dass  in  jedem  Augenblick  die  verhältniss- 
massige  Yermindening  der  Dichtigkeiii  zur  Dichtigkeit  in  demselben 
Yerhältniss  steht,  wie  die  verhältnissmässige  Zunahme  des  Yolnmens 
eines  unendlich  kleinen  Theils  zum  Volumen  dieses  Theils. 

Wir  wollen  dies  Verhältniss  ermitteln.  Ein  Punkt  der  Flüssigkeit, 
welcher  zur  Zeit  t  die  Coordinaten  x^  y,  z  hat ,  möge  zu  irgend  einer  Zeit 
t  —  di  (nicht  wenn  i  =  0  ist)  die  Coordinaten  o,  ft,  e  haben ,  so  dass 
nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  der  partiellen   Differentialquotienten 

oder ,   wenn  u,  t7,  w  die  den  Coordinatenaxen  parallelen  Componenteu  der 
Geschwindigkeit  dieses  Punktes  der  Flüssigkeit  bezeichnen, 

X  —  a  =  udt,  y  —  6  =  vdt^  z  —  e  =■  wdt 
ist.    Daraus  folgt 

dx  .    du  ,^   dy       dv  j^   dz       dw  j . 

da  ^    da        da        da        da        da       ' 

dx <^w  jx  ^y  j_  ^/7*  ^ ^ 

db  ~"  db^^*  56  ""   "^  d6   '  db  ""  db 

dx       du  j^  dy       dv  j.   dz        ,  ,  dw 


di\ 
dt, 


de        de 


de 


de      *  de 


de 
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and  da  wir  alle  Glieder  fortzulassen  haben,  welche  eine  höhere  als  die 
erste  Potenz  von  dt  enthalten,  so  wird  die  Determinante  einfach 

Dies  drückt  also  das  Yerhältniss  aus,  in  welchem  das  Volumen  während 
der  Zeit  dt  zunimmt.  Das  entsprechende  Yerhältniss  für  die  Aenderung 
der  Dichtigkeit  ist 

wenn  q  die  Dichtigkeit  eines  und  desselben  Flüssigkeitstheils  bezeichnet 
md  D^  das  Differential  von  ^  ist,  welches  der  im  Zeitraum  von  t  —  dt 
bis  t  erfolgenden  Bewegung  dieses  Theils  aus  der  Lage  (a,  2>,  c)  in  die 
Lage  {x,yjZ)  entspricht.    Wir  erhalten  folglich 

/,\  1  ^Q    t    du    .    dv    .    dw 

"^  e  dt  +  35  +  di  +  rf?  =  °- 

Hier  werden  q,  u,  v,  w  als  Functionen  von  a,  &,  c  und  t  angesehen,  und  die 

▼irklichen  Aenderung  der  Dichtigkeit  eines  unendlich  kleinen  Flüssigkeits- 
theils, welche  eintritt,  wenn  sich  das  Theilchen  aus  einer  festen  Lage 
(a,  6,  c)  fortbewegt.  Wenn  wir  das  Princip  der  Bezeichnung  ändern  und 
^  als  die  Dichtigkeit  eines  beliebigen  Flüssigkeitstheils  ansehen,  der  sich 
zur  Zeit  t  in  der  Nähe  des  festen  Punktes  (a,  &,  c)  befindet ,  ferner  mit 
i*,r,w  die  Geschwindigkeitscomponenten  der  durch  denselben  Punkt  zu 
derselben  Zeit  hindurchgehenden  Flüssigkeit  bezeichnen,  so  werden  wir 

dt         dt     ^        da     ^       db     ^        de 

haben.  Nach  der  gebräuchlichen  unvollständigen  Bezeichnung  der  par- 
tiellen Differentialquotienten,  welche  hier  keinen  Irrthum  veranlassen 
kann,  lassen  wir  die  Indices  wieder  fort  und  erhalten  dann,  wenn  der  in 

(2)  angegebene  Werth  für  -j^  in  (1)  substituirt  wird, 

Lti?.  4-  tt^  4-  f  ^  4-  u?^\  4-^4-^4-^-0 
Q\dt  ^"^da^^db^  ^dc)  +  da  ^  d6  +  de  -    ' 

oder 

.  dQ         d(QU)         d(QV)    .     dJQfc)  _ 

^  '  dt  ^    da     "^  "JT  "^  '"dT'  ■"    ' 

und  dies  ist  die  Differentialgleichung  der  Continuität  in  der  Form,  in  der 
»ie  gewöhnlich  gegeben  wird. 

194.  Der  zweite  oben  (§  192)  angedeutete  Weg  führt  un- 
mittelbar znr  Differentialgleichung  der  Continuität. 

Denken  wir  nns  im  Innern  einer  Flüssigkeit  einen  festen  Raum. 
Za  irgend  einer  Zeit  wird  durch  verschiedene  Theile  der  Grenz- 
fliehen dieses  Baumes   Flüssigkeit  einti'eten,   durch  andere  Theile 
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anstreten.  Wenn  die  Flüssigkeit  überall  von  derselben  Dichtigkeit 
und  nicht  znsammendrückbar  ist,  so  muss  die  in  dem  in  Rede 
stehenden  Räume  enthaltene  Stoffmenge  zu  allen  Zeiten  constant, 
folglich  die  zu  irgend  einer  Zeit  einströmende  der  zu  derselben  Zeit 
ausströmenden  Menge  gleich  sein.  Wenn  dagegen  während  irgend 
einer  Periode  der  Bewegung  mehr  Flüssigkeit  ein-  als  austritt,  so 
wird  in  dem  Räume  eine  Verdichtung  der  Materie  erfolgen;  eine 
Verdünnung  wird  eintreten,  wenn  mehr  Flüssigkeit  den  Raum  vcr- 
lässt,  als  in  ihn  neu  hineinkommt.  Die  für  die  Zeiteinheit  genom- 
mene Grösse  der  Zunahme  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit 
in  dem  betrachteten  festen  Räume  verhält  sich  in  jedem  AugenbUck 
zur  wirklichen  Dichtigkeit,  wie  die  Grösse  der  Zunahme  der  in  dem 
Räume  enthaltenen  Stoffmenge  zu  dieser  ganzen  Stofimenge. 

Der  Baum  8  sei  ein  unendlich  kleines  Parallelepiped ,  dessen  Kanten 
a,  ßf  y  den  Coordinatenaxen  parallel  sind,  und  dessen  Mittelpunkt  die  Coor- 

dinaten  x,  y,  *  hat,  so  dass  a?  IE  Va  «,  y  i  Vi  /?,  <f  X  Va  7  die  CoordinA- 
ten  seiner  Eckpunkte  sind.  Zur  Zeit  t  sei  ^  die  Dichtigkeit  der  Flüssige 
keit  im  Punkte  (x,  y,  z)  oder  die  mittlere  Dichtigkeit  im  ganzen  Baume  5. 

Dann  wird    die  Dichtigkeit  zur  Zeit  t  ■\-  dt  gleich  q  -|-  -jj  d  i  sein,  und 

folglich  sind   die  in  S  zu  den  Zeiten  t  und  t  A^  dt  enthaltenen  Flüssig* 

q  ■\-  -frdtjaßy.    Während  der 

Zeit  dt  hat  also  der  Baum  S  die  Flüssigkeitsmenge 

(a)  —  Sf«/'^^* 

dg 
verloren   (wenn    -—   positiv  ist,   so  wird   natürlich  ein  absoluter  Gewino 

da  sein). 

Es  seien  nun  li,  t*,  tr  die  drei  Componenten  der  Geschwindigkeit  der 
Flüssigkeit  (oder  eines  Flüssigkeitspunktes)  in  P.  Diese  Grössen  werdeD 
Functionen  von  x,y,z  (und,  ausser  im  Falle  einer  „stationären  Bewe- 
gung", auch  von  t  abhängig)  sein,  und  sich  im  Allgemeinen  von  Punkt 
zu  Punkt  continuirlich  ändern.  Durch  diese  Erwägung  wird  jedoch  die 
nachstehende  Untersuchung  nicht  beschränkt;  dieselbe  bleibt  sogar  in  den 
Fällen  gültig,  in  denen  an  gewissen  Stellen  der  Flüssigkeit  unstetige 
Uebergänge  der  Geschwindigkeit  stattfinden,  wie  man  erkennt,  wenn  man 
solche  Fälle  als  Grenzfälle  von  Bewegungen  ansieht,  bei  denen  sehr  ploti- 
liehe  aber  noch  stetige  Aenderungen  der  Geschwindigkeit  erfolgen.  Wenn 
CO  eine  kleine  zur  x  Axe  senkrechte  ebene  Fläche  ist,  die  ihren  Schwer- 
punkt in  P  hat,  so  wird  das  Volumen  der  in  der  Zeit  dt  hindurch- 
fliessenden  Flüssigkeit  gleich  uoidt^  ihre  Masse  also  QUtodt  sein.  Sub^ti- 
tuiren  wir  ßy  für  lo,  so  wird  die  Menge,  die  durch  eine  der  beiden 
Flächen  ßy  des  Parallelepipeds  S  fliesst,  von  diesem  Ausdruck  nur  wegen 
der  Variation   des  Werthes   von   qu   verschieden   sein;   die   Flüssigkeit»- 


r 
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mengen,    welche   durch    die   beiden   Flächen  ßy  fliessen,   sind   daher  be- 
ziehungsweise 

d(QU)\ 


and 


^(pw)       ,  digu) 

Folglich  ist  «    y      ßydt  oder     y      aßydt  der  Ueberschuss  der  durch 

die  eine  Fläche  ßy  ausströmenden  über  die  durch  die  zweite  Fläche  ßy 
einströmende  Flüssigkeitsmenge.  Zählen  wir  die  Wirkung  der  Bewegungen 
hinzu,  welche  durch  die  übrigen  Flächen  des  Parallelepipeds  hindurch  statt- 
finden, so  erhalten  wir  die  ganze  Flüssigkeitsmenge,  welche  der  Baum  S 
während  der  Zeit  dt  yerloren  hat,  nämlich 

Wird  dieser  Ausdruck  dem  oben  erhaltenen  (a)  gleich  gesetzt,  so  folgt 

und  daraus  leiten  wir 

^(9^)    I    d(Qv)    .    djpw)  _,dg_ 
dx    ^     dy    ^     dz     "^  dt  ^ 

her,  was  die  gesuchte  Gleichung  ist. 

195.  Freiheit    und    G-ebundenheit.  —  In  frühereD   Para- 
graphen haben  wir  mehrmals   anf  die  Anzahl   der  unabhängig  Ver- 
änderlichen in  einer  Verschiebung  oder  auf  die  Grade   von   Frei-         '    'v 
heit  oder  Gebundenheit  hingewiesen <  unter  denen  die  Verschie-  '  .    /    "  ^ 
bang  stattfindet.      Daher  wird  es  gut  sein,  eine  allgemeine   (aber       ••./^r».. 
kurze)  üebersicht  über  diesen  Theil  unseres  Gegenstandes  zu  geben. 

196.  Ein  freier  Punkt  hat  drei  Grade  von  Bewegungsfreiheit, 
da  die  allgemeinste  Verschiebung,  die  er  erfahren  kann,  sich  in  drei 
von  einander  unabhängige  Verschiebungen  zerlegen  lässt,  welche 
drei  beliebigen  Richtungen  beziehungsweise  parallel  sind.  Es  ist 
im  Allgemeinen  zweckmässig,  diese  drei  Richtungen,  nach  denen 
man  die  Zerlegung  vornimmt,  rechtwinklig  zu  einander  zu  wählen. 

Wenn  der  Punkt  gezwungen  wird,  beständig  auf  einer  gegebe- 
nen Oberfläche  zu  bleiben,  so  ist  ein  Grad  von  Gebundenheit  ein- 
geführt, oder  es  sind  nur  noch  zwei  Grade  von  Freiheit  übrig.  Wir 
können  nämlich  die  Normale  an  die  Oberfläche  als  eine  der  drei  zu 
einander  senkrechten  Zerlegungsrichtnngen  annehmen.  Parallel  die- 
ser Normale  kann  keine  Verschiebung  stattfinden,  und  es  bleiben 
nur  zwei   von  einander  unabhängige  Verschiebungen  übrig,   deren 
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Richtungen  senkrecht  zn  einander  sind  und  in  der  Tangentialehe 
der  Oberfläche  liegen. 

Wenn  der  Pnnkt  gezwungen  wird,  auf  jeder  von  zwei  Fläch 
zu  bleiben,   so  verliert  er  zwei  Grade  von  Freiheit  und  behält  n 
noch  einen  übrig.      In  der  That   muss  er  auf  der  Curve  blei 
welche  beiden  Flächen  gemeinschaftlich  ist,  und  längs  einer  Cii 
giebt  es  an  jeder  Stelle  nur  eine  Verschiebungsrichtung. 

197.  Was  weiter  den  Fall  eines  freien  starren  Systems  hi 
trifft,  so  haben  wir  offenbar  sechs  Grade  von  Freiheit  zu  betrad 
ten,  nämlich  drei  unabhängige  in  zu  einander  senkrechten Richtu 
gen  mögliche  Verschiebungen,  wie  sie  ein  Punkt  hat,  und  drei  ua 
abhängige  Rotationen  um  drei  zu  einander  senkrechte  Axen. 

Wenn  ein  Punkt  des  Systems  fest  wird,  so  verliert  dasselb 
drei  Grade  von  Freiheit;  es  sind  ihm  dann  nämlich  nur  die  du 
oben  erwähnten  Rotationen  möglich. 

Dieser  feste  Punkt  ^kann   und  wird  im  Allgemeinen  ein  Punk 
einer  continuirlichen  Fläche  des  Körpers  sein,   die   mit  einer  fi 
continuirlichen  Fläche  in  Berührung  ist.     Diese  Flächen  müssen 
„vollkommen  rauh"  vorausgesetzt  werden,  so  dass  ein  Gleiten 
möglich  ist. 

Wenn  ein  zweiter  Punkt  festgelegt  wird,  so  verliert  derKö 
zwei   weitere  Grade  von  Freiheit,  und  es  bleibt  ihm  nur  die  ei 
Freiheit,  um  die  Gerade  zu  rotiren,  welche  die  beiden  festen  Punk 
verbindet. 

Wird  noch  ein  dritter  Punkt  festgelegt,  welcher  mit  den  beid 
ersteren  nicht  in  einer  Geraden  liegt,  so  kann  sich  der  Körper 
nicht  mehr  bewegen. 

198.  Wenn  ein  Punkt  des  starren  Systems  gezwungen  wi 
auf  einer  glatten  Fläche  zu  bleiben,  so  geht  ein  Grad  von  Freihe 
verloren,  und  es  bleiben  noch  fünf  übrig,  nämlich  zwei  Verschi 
bungen  in  der  Tangentialebene  der  Fläche  und  drei  Rotationen.  Dd 
durch  jede  weitere  Beschränkung  eines  Punktes  des  Körpers  ad 
eine  glatte  Fläche  ein  weiterer  Grad  von  Freiheit  verloren  geht,  ad 
werden  sechs  solche  Bedingungen  die  Lage  eines  Körpers  voUstäih' 
dig  bestimmen.  So  kann  man  eine  Flinte,  dadurch  dass  man  secU 
passend  gewählte  Punkte  ihres  Laufs  und  Schaftes  auf  sechs  co» 
vexe  Theile  der  Oberfläche  eines  unbeweglichen  starren  Körpers  leg^ 
so  oft  man  will,  wieder  in  genau  dieselbe  Lage  bringen  und  ihre 
Genauigkeit  prüfen.  ^ 

199.  Wenn  ein  Punkt  gezwungen  wird,  in    einer  Curve  x^ 
bleiben,  so  sind  noch  vier  Grade  von  Freiheit  vorhanden.  i 
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Wenn  zwei  Punkte  in  gegebenen  Curven  bleiben  müssen,  so 
bd  vier  Grade  von  Gebundenheit  eingeführt,  also  nnr  zwei  Grade 
b  Freiheit  übrig.  Eine  derselben  kann  als  eine  einfache  Rotation 
b  die  Verbindungslinie  der  Punkte  angesehen  werden,  welche  in 
ben  Corven  bleiben  müssen,  eine  Bewegung,  welche  der  Körper 
fenbar  annehmen  kann.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  die  zweite  noch 
jSgHche  Bewegung  die  allgemeinste  ist,  die  bei  einem  Grad  von 
^iheit  vorkommen  kann,  nämlich  eine  Translation,  verbunden 
H  Rotation  in  irgend  welchem  festen  Verhältuiss,  wie  bei  der 
rwegmig  einer  Schraubenmutter  auf  der  Schraubenspindel. 
'  Wenn  eine  Linie  eines  starren  Systems  gezwungen  wird,  sich 
Ibst  parallel  zu  bleiben,  so  sind  noch  drei  Verschiebungen  und 
Be  Rotation  möglich.  Das  ist  z.  B.  bei  einem  dreibeinigen  Stuhl 
9t  Fall,  der  auf  einem  ganz  glatten  Brette  steht,  welches  an  ein  in 
inem  Rahmen  frei  gleitendes  Fallfenster  befestigt  ist. 

Wir  brauchen  uns  aber  nicht  länger  bei  diesem  Gegenstande 
kfzuhahen.  Die  Zahl  der  Combinationen ,  die  man  betrachten 
pnDte,  ist  fast  endlos,  und  die  schon  gegebenen  zeigen  hinlänglich, 
|b  einfach  es  ist,  in  jedem  Falle,  der  sich  uns  darbieten  mag,  die 
bde  von  Freiheit  oder  von  Gebundenheit  zu  bestimmen. 


i  200.  Ein  Grad  von  G-ebundenheit  vom  allgemeinsten 
pArakter.  —  Wenn  man  einen  Punkt  des  Körpers  zwingt,  auf 
er  krummen  Fläche  zu  bleiben,  so  fuhrt  man  zwar  einen  Grad 
Gebundenheit  ein;  derselbe  ist  aber  nicht  vom  allgemeinsten 
rakter.  Ein  solcher  Grad  von  Gebundenheit  besteht  darin,  dass 
eine  Linie  des  Körpers  von  jeder  longitudinalen  Bewegung 
khält,  die  nicht  von  einer  um  diese  Linie  stattfindenden  Rota- 
pn begleitet  ist,  und  zwar  einer  Rotation,  die  in  einem  festen  Ver- 
pltniss  zur  longitudinalen  Bewegung  steht;  zugleich  muss  dem  Kör- 
ft  jede  andere  Bewegung  gestattet  sein.  Der  Körper  kann  dann 
|w  um  jede  zu  dieser  Linie  senkrechte  Axe  frei  rotireu  (zwei  Grade 
f>n  Freiheit),  und  in  jeder  zu  derselben  Linie  senkrechten  Richtung 
ferschoben  werden  (zwei  Grade  von  Freiheit);  ausserdem  ist  ihm  die 

Eigs  genannte  Schraubenbewegung  gestattet;  er  hat  also  fünf 
e  von  Freiheit,  die  in  Verbindung  mit  dem  einen  Grad  von 
ndenheit  die  sechs  Elemente  ausmachen. 

iMl.  Mechanische  Erläuterung  dieses  Falles.  —  Es  sei 
te  Schraube  in  den  einen  Schaft  eines  Ilooke'schen  Schlüssels 
JÄgwchnitten  Und  der  andere  Schaft  desselben  durch  einen  zweiten 
looke'schen  Schlüssel  mit  einem  festen  Schafte  verbunden.     Eine 

Thomson  u.  Tait,  iheoreitaohe  PhyMk.  }() 
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sich  auf  dieser  Schraube  drehende  Schraubenmutter  hat  die  all- 
gemeinste Art  der  Bewegung,  die  bei  einem  Grrad  von  Grebanden- 
heit  möglich  ist,  oder  sie  ist  einem  Grad  von  Gebundenheit  vom  aU- 
gemeinsten  Charakter  unterworfen.  Sie  hat  fünf  Ghrade  von  Freiheit, 
da  sie  folgende  Bewegungen  ausführen  kann:  1)  sie  kann  sich  auf 
der  Schraubenspindel  drehen,  während  die  beiden  Hooke 'sehen 
Schlüssel  in  Ruhe  bleiben;  2)  sie  kann  um  jede  der  beiden  Axen 
des  ersten  Hook  ersehen  Schlüssels  oder  um  irgend  eine  in  der 
Ebene  derselben  liegende  Axe  rotiren  (zwei  weitere  Grade  von  Frei- 
heit, nämlich  die  Freiheit  um  zwei  durch  einen  Punkt  gehende 
Axen  zu  rotiren);  3}  sie  kann  vermittels  der  beiden  Hocke 'sehen 
Schlüssel,  indem  sie  jeden  biegt,  eine  von  keiner  Rotation  beglei- 
tete Translation  in  jeder  zu  dem  Zwischenglied  zwischen  den  bei- 
den Schlüsseln  senkrechten  Richtung  erfahren  (zwei  weitere  Grade 
von  Freiheit).  Sie  kann  aber  nicht  parallel  der  Richtung  dieaea 
Gliedes  verschoben  werden,  ohne  dass  eine  verhältnissmässige  Rota- 
tion um  diese  Richtung  eintreten  müsste,  und  ebenso  wenig  kann 
eine  Rotation  um  dieses  Glied  erfolgen,  die  nicht  von  einer  dem- 
selben parallelen  Translation  von  verhältnissmässiger  Grösse  beglei- 
tet wäre. 

Man  kann  wohl  kaum  einen  einfacheren  Mechanismus  ersinnen, 
um  einen  Grad  der  Gebundenheit  vom  allgemeinsten  Charakter  z« 
erzeugen. 

Besonderer  Fall  (a).  —  Die  Höhe  des  Schraubenganges  sei  jut* 
endlich  (wie  bei  einer  Flinte  mit  geraden  Zügen),  d.  h.  die  Schrau* 
benmutter  soll  frei  gleiten,  aber  sich  nicht  drehen  können.  Der  eine 
Grrad  von  Gebundenheit  besteht  dann  darin,  dass  um  eine  gewisse 
Axe  keine  Rotation  soll  stattfinden  können.  Dies  ist  die  Art  und 
der  Grad  von  Freiheit,  welche  der  äussere  Ring  eines  Gyroskops  be- 
sitzt, dessen  Schwungrad  sich  unendlich  schnell  dreht.  Der  äussere 
Ring  kann  sich  um  keine  zur  Ebene  des  inneren  Ringes  senkrechte 
Axe  drehen,  wohl  aber  um  jede  der  beiden  zu  dieser  Richtung  senk- 
rechten Axen,  nämlich  um  die  Axe  des  Schwungrads  und  um  die  Ax« 
des  äusseren  Ringes  in  Beziehung  auf  den  inneren;  auch  kann  er 
natürlich  vollkommen  frei  in  jeder  Richtung  verschoben  werden. 

Besonderer  Fall  (b).  —  Die  Höhe  des  Schraubenganges  sei 
=  0.  In  diesem  Falle  kann  sich  die  Schraubenmutter  frei  um  die 
Axe  des  Schaftes  drehen,  aber  sich  nicht  längs  derselben  bewegen. 
Die  Gebundenheit  besteht  also  einfach  darin,  dass  der  Körper  keine 
zur  Richtung  des  Schaftes  parallele  Translation  erfahren  kann,  wäh- 
rend ihm  jede   andere  Bewegung  möglich  ist.      Das  ist  dasselbe 
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als  wenn  irgend  ein  in  dieser  Linie  liegender  Pankt  des  Körpers 
auf  einer  festen  Oberfläche  bleiben  müsste.  Um  die  Reibung  besser 
zu  vermeiden,  bedient  man  sich  zur  Hervorbringung  dieser  Gebunden- 
heit keiner  solchen  Fläche,  sondern  nimmt  von  unserer  letzten  Vor- 
richtnng  nur  das  Zwischenglied  und  den  zweiten  Hooke 'sehen 
Schlüssel  (der  erstere  wird  beseitigt)  und  lässt  einen  Punkt  des 
Körpers  sich  als  Zapfen  in  einer  am  Ende  des  Zwischengliedes  an- 
gebrachten Pfanne  drehen.  Das  Ende  des  Zwischengliedes  kann 
auch  eine  continuirliche  Fläche  sein ,  auf  welcher  eine  continuirliche 
Fläche  des  Körpers  aufliegt,  so  dass  sie  nöthigenfalls  rollen  oder 
kreiseln,  aber  nicht  gleiten  kann. 

Analytisoher  Ausdruck  der  G-ebiindenheit«  —  Ein  Grad  von 
i  Gebundenheit  wird  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  sechs  Coordinaten 
ausgedrückt,  welche  die  Lage  eines  starren  Körpers  in  Beziehung  auf  einen 
anderen  als  fest  angesehenen  angeben.  Es  hat  dies  für  den  Körper  in  je- 
der besonderen  Lage  die  Folge,  dass  er  verhindert  wird,  diese  Lage  zu 
verlassen,  ausser  vermittels  Geschwindigkeitscomponenten  (oder  imendlich 
kleinen  Bewegungen),  die  eine  gewisse  zwischen  ihnen  bestehende  lineare 
Gleichung  erfüllen. 

So  ist,  wenn  c^i,  «Tj,  cTj,  c^,  Cs,  ffß  die  sechs  Coordinaten  und 
F{ei  .  .  .)  =  0  die  Bedingung  sind, 

dF 

-j — ^^\  +  .  .  .  =  0 

die  lineare  Gleichung,  welche  die   Bewegung   durch  jede  besondere  Lage 

^hindarch    einschränkt;    die  der   besonderen  Lage  entsprechenden  Werthe 

dF 
Ton  ffi,  c^,  tfg,   u.   s.  w.   sind  in    ■-= —  und  in  jedem  der  übrigen  partiellen 

Bififerentialqnotienten  von  l^-anzilwenden. 

Welches  Coordinatensystem  man  nun  auch  genommen  haben  mag, 
wir  können  diese  Gleichung,  wenn  >vir  wollen,  stets  auf  eine  Gleichung 
zwischen  drei  linearen  Geschwindigkeiten  i«,  v,  to  und  drei  Winkel- 
geschwindigkeiten All,  fu^,  fff^  reduciren. 

Diese  Gleichung  sei 

Au  -f  Bv  +•  Cw  +  il'ü>i  +  B'(02  +  C^'wg  =  0. 
Sie  ist  der  folgenden  äquivalent:  — 

g  -f-  a  w  =  0, 

wenn  q  die  Geschwindigkeitscomponente  längs  oder  parallel  der  Geraden 
i^,  deren  Bichtungscosinus  den  Grössen 

A,  B,  C 

pn)portional  sind,  wenn  ausserdem  (o  die  Componente  der  Winkel- 
getchwindigkeit  um  eine  durch  den  Anfangspunkt  gehende  Axe  ist,  deren 
Hichtungscosinus  den  Grössen 

A\  B\  a 

proportional  sind,  und  wenn  endlich 

10* 


148  Einleitende  Begriffe. 


.=v^ 


ist. 

Man  könnte  glauben,  durch  Aenderung  des  Anfangspunktes  liessen 
sich  die  Winkelgeschwindigkeiten  beseitigen ,  so  dass  nur  eine  lineare 
Gleichung  zwischen  den  Componenten  der  Geschwindigkeit  der  Trans- 
lation übrig  bliebe.  Dem  ist  nicht  so.  Es  werde  nämlich  der  An&ngs- 
punkt  in  einen  Punkt  verlegt,  dessen  Goordinaten  $,  rj,  C  sind.  Die 
Winkelgeschwindigkeiten  um  die  den  alten  parallelen  neuen  Axen  werdeo 
unverändert  bleiben ;  die  linearen  Geschwindigkeiten  dagegen ,  welche ,  in 
Verbindung  mit  diesen  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  neuen  Axen,  uns 
o)],  CÜ2,  tt'st  UyVjto  in  Beziehung  auf  die  alten  Axen  gebeu,  sind  (§  89) 

V   —  a>iC  +  0*3^  =  *^'» 

Die  Gleichung  der  Gebundenheit  wird  also 

Au'  +  Bv'  +  Ott?'  +  (A'  +  BC  —  Cri)  üi,  +  u.  s.  w.  =  o. 

Nun  können  wir  nicht  allgemein  |,  >y,  C  so  bestimmen ,  dass  w, ,  u.  s.  w, 
verschwinden;  dies  würde  nämlich  drei  Bedingungen  erfordern,  während 
die  Coefftcienten  von  Wj ,  u.  s.  w. ,  als  Functionen  von  $,  i?,  C,  nicht  von 
einander  unabhängig,  sondern  durch  die  Relation 

A(BC  -  Cn)  +  B(Cl  -  AH)  +  G(Ari  -  JB|)  =  o 

verbunden  sind.  Die  einfachste  Form ,  auf  die  wir  jene  Gleichung  redn- 
ciren  können,  ist 

d.  h.  jede  longitudinale  Bewegung  einer  gewissen  Axe  muss  von  einer 
bestimmten  verhältnissmässigen  Eotation  um  diese  Axe  begleitet  sein. 

202.  Allgemeine  Goordinaten.  —  Die  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelten Principien  gehören  im  Gininde  zur  allgemeinen  Theorie  der 
„Goordinaten"  der  Geometrie.  Die  drei  Goordinaten  jedes  der  beiden  ge- 
wöhnlich angewandten  Systeme,  des  rechtwinkligen  und  polaren,  welche 
erforderlich  sind,  um  die  Lage  eines  Punktes  anzugeben,  entsprechen  den 
drei  Graden  von  Freiheit,  welche  ein  keiner  Beschränkung  nnterworfe- 
ner  Punkt  besitzt.  Das  allgemeinste  Goordinatensystem  zur  Angabe 
der  Lage  eines  Punktes  besteht  aus  drei  Schaaren  von  Flächen,  wo- 
bei der  Punkt  auf  einer  Fläche  jeder  Schaar  liegt.  Wenn  nur  eine 
dieser  Flächen  gegeben  ist,  so  kann  der  Punkt  irgendwo  auf  dersel- 
ben liegen,  oder  er  besitzt,  wie  wir  es  oben  ausgedi'ücktJiaben,  zwei 
Grade  von  Freiheit.  Kommt  noch  eine  zweite  und  eine  dritte  Häcbe 
hinzu,  auf  deren  jeder  der  Punkt  liegen  muss,  so  hat  er,  wie  wir 
sehen,  seine  ganze  Freiheit  verloren;  mit  anderen  Woi*ten:  seine 
Lage  ist  vollständig  bestimmt,  da  sie  der  Punkt  ist,  in  welchem 
diese    drei    Flächen    einander    schneiden.      Die   analytischen   Mehr- 
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deatigkeiten ,  die  eintreten,  wenn  die  angewandten  Flächen  sich  in 
mehr  als  einem  Punkte  schneiden,  brauchen  wir  hier  nicht  zu  be- 
handeln. 

um  dies  analytisch  auszudrücken,  nehmen  wir  an,  ^  =  a, 
(p  z=  ß^  d"  =  y^  wo  ^,  9,  #  Functionen  der  Lage  des  Punktes  und 
^)  ßi  y  Ck>nstanten  sind,  seien  die  Gleichungen  der  drei  Schaaren  von 
Flächen,  und  die  verschiedenen  Werthe  jeder  Gonstante  geben  die 
verschiedenen  Flächen  der  entsprechenden  Schaar.  So  z.  B.  wird 
irgend  ein  Werth  von  a  eine  Fläche  der  ersten  Schaar  bestimmen, 
und  ebenso  verhält  es  sich  mit  den  übrigen  Constanten.  Drei  be- 
sondere Werthe  der  di*ei  Constanten  bestimmen  dann  einen  beson- 
deren Punkt  P,  insofern  derselbe  der  Durchschnittspunkt  der  drei 
Oberflächen  ist,  die  sie  bestimmen.  Daher  sind  cc,ß,y  die  „Coordi- 
naten"'  des  Punktes  P,  und  man  kann  ihn  als  „den  Punkt 
(^1  ßy  y)"  bezeichnen.  Die  Form  der  Coordinatenflächen  des  Sy- 
stems (^,  q),  0)  wird  nach  irgend  einem  anderen  System ,  z.  B.  nach 
dem  rechtwinkligen  Ebenensystem  durch  die  Coordinaten  x,  y,  z  be- 
stimmt, wenn  jede  der  Grössen  V^,  9,  %"  als  Function  von  (x^  y,  e) 
gegeben  wird. 

203.  Ursprung  der  Differentialreclinuiig.  —  Die  den  drei 
Coordinatenaxen  eines  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Systems  paral- 
lelen Geschwindigkeitscomponenten  eines  in  Bewegung  befindlichen 
Punktes  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  die  für  die  Zeiteinheit  genom- 
menen  Zunahmen    der   entsprechenden    Coordinaten.      Sie    werden 

... 

nach  New  ton 's  Bezeichnung  x^y^e  und  nach  Leibnitz^s  Bezeich- 

d  X     d  y     dz 
nnng,  die  wir  oben  angewandt  haben,  -77,   -rr-,   —    geschideben. 

Lagrange  hat,  wie  wir  im  zweiten  Capitel  sehen  werden,  in  seiner 

Mecanique  Analytiquo  beide  Bezeichnungen  mit  bewundornswerthem 

Geschick   und    Geschmack   verbunden.      Wird    die  Bewegung  eines 

Pnnktes  nach  dem  allgemeinen  Coordinatensystem  angegeben,  so  hat 

man  ^,  9),  %"  als  mit   der  Zeit  veränderlich  anzusehen.     Es  werden 

•    •    •  dil)     dw     d^  .         ^ 

dann  ^,  a>,  ^  oder  -r- ,   -77 ,   -rr  die  allgemeinen  Componenten  der 

dt      dt      dt 

"  '••  dif    dw    dd^       -       d'^^     d^ip 

Geschwindigkeit  und  t,  9^,  v,  oder  "^ »  j7 »  "^ »  ^^^^  'JJ2  '  "J^?  ' 

-r—  die  allgemeinen  Componenten  der  Beschleunigung  sein. 

204.  Coordinaten  eines  beliebigen  Systems.  —  Nach  ge- 
nau denselben  Principien  können  wir  Beihen  von  Coordinaten  für 
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die  BestimmuDg  der  Lage  und  der  Bewegung  eines  materieUen 
Systems  aufstellen,  das  aus  einer  endlichen  Anzahl  starrer  Körper 
oder  materieller  Punkte  besteht,  die  in  irgend  einer  Weise  verbun- 
den sind.  Wenn  also  i^,  (p,  d",  u.  s.  w.  irgendwelche  unabhängig  ver- 
änderliche Elemente  bezeichnen,  welche,  wenn  sie  sämmtlich  gegeben 
sind,  die  Lage  und  die  Configuration  des  Systems  genau  angeben  —  ihre 
Anzahl  ist  natürlich  gleich  derjenigen  der  Grade  von  Freiheit,  die  das 
System  besitzt,  —  so  sind  sie  die  Coordinaten  des  Systeme  Wenn 
sich  das  System  wirklich  bewegt,  so  drücken  ihre  in  der  Zeiteinheit  er- 

folgenden  Aenderungen  oder  ^,  (p ,  u.  s.  w.  das  aus ,  was  wir  die  all- 
gemeinen Componenten  der  Geschwindigkeit  nennen  werden,  und  die 

Zunahmen,  welche  ^,  fp,  u.  s.  W.  in  der  Zeiteinheit  erfahren,  sind  die 
Componenten  der  Beschleunigung  des  Systems.  Wenn  das  System  z.  B. 
aus  einem  einzigen  völlig  freien  starren  Körper  besteht,  so  können 
von  den  sechs  Grössen  tp,  (f,  u.  s.  w.  drei  die  gewöhnlichen  Coordinat«n 
eines  Punktes  des  Körpers  sein,  während  die  di*ei  anderen  Winkelcoor- 
diuaten  (§  100)  sind,  welche  die  Lage  des  Körpers  in  Beziehung  auf 
Axen  fixiren,  die  in  gegebenen  Richtungen  durch  diesen  Punkt  gehen. 

Es  sind  dann  ^,  9>,  u.  s.  w.  die  drei  Componenten  der  Geschwindig- 
keit dieses  Punktes  und,  insofern  sie  den  Aenderungen  der  Winkel- 
coordinaten  entsprechen,  die  Geschwindigkeiten  der  drei  in  §  lOO 
erläuterten  angnlaren  Bewegungen.  Oder  das  System  möge  aus 
mehreren  starren  Körpern  bestehen,  deren  jeder  von  einer  Axe  ge- 
tragen wird,  und  zwar  sei  die  Axe  des  ersten  Körpers  absolut  fest, 
die  des  zweiten  fest  in  Beziehung  auf  den  ersten,  die  dritte  Axe  fest 
in  Beziehung  auf  den  zweiten  Körper,  u.  s.  w.  In  diesem  Falle  wird 
es  nui'  so  viel  Coordinaten  geben,  als  starre  Körper  vorhanden  sind. 
Diese  Coordinaten  könnten  z.  B.  folgende  sein :  —  Der  Winkel  zwischen 
einer  Ebene  des  ersten  Körpers  und  einer  dui'ch  die  ci  ste  Axe  gehenden 
festen  Ebene ;  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen,  die  durch  die  zweite 
Axe  gehen  und  deren  eine  gegen  den  ersten,  die  andere  gegen  den 
zweiten  Körper  fest  ist,  u.  s.  w.     Die  Geschwindigkeitscomponenten 

^,  9,  u.  8.  w.  würden  dann  sein :  —  Die  Winkelgeschwindigkeit  des 
ersten  Körpers  in  Beziehung  auf  im  Raum  festliegende  Richtungen ; 
die  Winkelgeschwindigkeit  des  zweiten  Köi-pers  in  Beziehung  auf 
den  ersten,  die  des  dritten  in  Beziehung  auf  den  zweiten,  u.  s,  w. 
Oder  wenn  das  System  aus  einer  Anzahl  i  völlig  freier  materieller 
Punkte  besteht ,  so  könnte  eine  seiner  3  i  Coordinaten  die  Summe 
der  Quadrate  der  Abstände  dieser  Punkte  von  einem  gewissen 
Punkte  sein,  der   entweder  fest  ist  oder  sich  in  Beziehung  auf  daa 
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System  in  irgend  einer  Weise  bewegt ,  and  die  3  f  —  1  übrigen 
Coordinaten  könnten  Winkel  oder  blosse  Verhältnisse  von  Abstän- 
den zwischen  individuellen  Punkten  des  Systems  sein.  Es  ist  aber 
annöthig,  hier  noch  mehr  Beispiele  anzufahren.  Wir  werden  noch 
genug  Erläuterungen  des  Princips  der  allgemeinen  Coordinaten 
geben,  da  wir  dasselbe  im  zweiten  Capitel  und  in  anderen  Theilen 
dieses  Werkes  wirklich  anwenden  werden. 


Zusätze  zum  ersten  Capitel. 


A.   Ausdelinung  des  Oreen'sohen  Satzes. 

Wir  müssen  hier  den  Beweis  einiger  rein  analytischen  Sätie 
gellen,  von  denen  wir  viele  und  wichtige  Anwendungen  zu  machen 
haben,  nicht  nur  in  der  unmittelbar  folgenden  Theorie  der  harmo- 
nischen Kugel  Functionen ,  sondern  auch  in  den  allgemeinen  Theorien 
der  Attraction,  der  Bewegung  von  Flüssigkeit«n ,  und  der  Wärme- 
loitung,  sowie  in  den  praktisch  wichtigen  Untersuchungen,  welche  die 
Elektricität,  die  magnetische  und  elektro-magnetische  Kraft  betreffen. 

'(a.)  £8  bezeichnen  U  und  U'  zwei  Functioneu  dreier  unabhängig  I 
Veränderlichen  x^  y^  z,  die  wir  passend  als  rechtwinkligre  Coordinaten  eines  j 
Punktes  V  ansehen,    and  rc  entweder  eine  constaute  Grösse  oder  eine  be-   I 

liebige   Function   der  Veränderlichen.     Ferner  bezeichne    j  j  j  dx  dy  dz 

eine   Integration    durch   einen   begrenzten   Raum  hindurch,  der  von  einer 

geschlossenen  Oberfläche  S  umgeben  wird ,   und    j  1  d  S  eine  Integration, 

die  sich  über  die  gan^e  Oberfläche  S  erstreckt.  Endlich  bezeichne  der 
Buchstabe  ö,  wenn  er  vor  irgend  eine  Function  gesetzt  wird,  die  Grösse 
ihrer  Variation  in  irgend  einem  Punkte  von  S^  genommen  für  die  Längen- 
einheit einer  Linie,  welche  zu  S  normal  ist  und  von  innen  nach  aussen 
als  wachsend  betrachtet  wird  *).     Dann  ist 

JJJ       \dx  dx  ^  dy   dy   ^  dz   dz)  ^ 


0) 


^ffdS^V'.^,ü--fffU 


i^(-if) ,  <"■!?) 


dx 


_l_    ^  Ay 


=ffäs.u.nv-jfju\ 


dxdydz 


<"'-£) ,  <"%) 


+ 


dx  dy 

,      \      dz  /)  ,     .     , 

+  —Tr-\  ^*'*»'*'- 


*)  Niu:h  dem  douiscben  Gebrauche  des  Begriffs  einer  Function  mOBscn  wir  hier  noch 
die  Bedingung  hinzufügen :  „Wenn  17,  U*  und  r<  innerhalb  des  von  8  umgrenstom  Banaiet 
Überall  eindeutig  und  continuirlicb  sind". 


r 
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Denn  wenn   wir   einen    der   drei  Theile  de»  ersten  Gliedee  aliein  nehmen 
und  partiell  integriren,  so  erhalten  wir 


Du  ente  Integral  des  zweiten  Gliedes  des  letzten  Aasdrucks  ist  zwischen 
den  Grenzeh  zu  nehmen,  welche  der  Oberfläche  S  entsprechen,  d.  h.  es 
ist  vom  negativen  zum  positiven  Ende  des  innerhalb  S  liegenden  Theils 
oder  der  innerhalb  5  liegenden  Theile  der  durch  den  Punkt  (Ojy,.?)  gehen- 
den Linie  X  zu  nehmen.  Bezeichnen  nun  A^  und  ^4^  die  Neigung  dieser 
Idnie  gegen  die  auswärts  an  die  Oberfläche  in  solchen  Punkten  gezogene 
Normale,  in  denen  jene  Linie  beziehungsweise  in  S  eintritt  und  aus  5 
austfitt,  und  sind  ferner  dSi^  und  dS-^  die  Elemente  der  Oberfläche,  in 
denen  sie  in  diesen  Punkten  durch  das  auf  dydz  stehende  rechtwinklige 
Prisma  geschnitten  wird,  so  haben  wir 

dydz  =  —  cos  A^dS^  =  cos  AidSi. 

Das  betrachtete  erste  Integral  enthält  also  zwischen  den  passenden  Gren- 

dU  dU 

«n  die  Elemente  ü'  «*  -z —  cos  A^  d  Si    und    —   U*  «^  -r—  cos  AQdS^,   von 

denen  das  letztere,  als  der  unteren  Grenze  entsprechend,  subtrahirt  wird. 
Da  nun,  wenn  man  die  ganze  Fläche  S  berücksichtigt,  für  jedes  Element 
dS^  ein  Element  dS^  vorhanden  ist,  so  ist  das  erste  Integral  einfach 

lud  zwar  ist  dies  für  die  ganze  Oberfläche  zu  nehmen.  Fügt  man  die 
entsprechenden  Ausdrücke  für  y  und  z  hinzu  und  beachtet,  dass 

du  A       V       ^U  »I^C^  n  TT 

j—cosA  +  -T—cosB  -f-  -^cosC  =  dU 

Irt,  w^o  B  und  C  die  Neigungen  der  durch  dS  auswärts  an  die  Oberfläche 
lelegten  Normale  gegen  die  durch  dS  gehenden  Linien  bezeichnen,  welche 
beziehungsweise  den  y  und  z  Axen  parallel  und  in  den  positiven  Rich- 
tengen gezogen  sind,  so  erkennt  man  die  "Wahi-heit  der  Formel  (l). 

(b.)  Weiter  mögen  ü  und  Iß  zwei  Functionen  von  a?,  y,  z  bezeichnen, 
&  in  jedem  Punkte  von  8  gleiche  Werthe  haben,  und  von  denen  die 
«stere  für  jeden  innerhalb  S  gelegenen  Punkt  der  Gleichung 

r  dx        ^        dy        ^        dz 

■fenügt. 
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Wird  daniv  V  —  ü  z=i  u  gesetzt,  so  haben  wir 

=///l("ff)' +(-f)'+ (-!?)>'-»'' 

+///i(4:)"+ (4:)" +(«r:)'i  •"•'»-"■ 

Denn  das   erste   Glied   wird  dem   zweiten  identisch  gleich,  wenn  man  za 
letzterem 

J  J  J  ^  \dx  dx'^  ~dy  dy^  dz  dz)    ^    ^    ^ 
addirt.    Dieser  Ausdruck  ist  aber  nach  (1)  gleich 


d 


(-m 


+  Ji {dxdi,dz, 

folgUch  gleich  Null;  das  Doppelintegral  verschwindet  nämlich,  weil  u  der 
Voraussetzung  nach  in  jedem  Punkte  von  S  Null  ist,  und  der  zweite  Thefl 
oder  das  dreifache  Integi'al  verschA^d^det  der  Bedingung  (2)  wegen. 

(c.)  Der  zweite  Theil  des  zweiten  Gliedes  von  (3)  ist  seiner  Natur 
nach  positiv,  vorausgesetzt  dass  a  für  jeden  innerhalb  S  gelegenen  Punkt 
{x,yyZ)  einen  reellen  Werth  hat,  der  positiv,  Null  oder  negativ  sein  mag. 
Folglich  ist  das  erste  Glied  von  (3)  grösser  als  der  erst«  Theil  des  zwei- 
ten Gliedes.  Die  einzige  charakteristische  Eigenschaft  der  Function  ü  ist 
aber,  dass  sie  der  Gleichung  (2)  genügt ;  mithin  kann  nicht  auch  U'  diese 
Gleichung  befriedigen.  Mit  anderen  Worten,  wenn  U  irgend  eine  Iiösung 
von  (2)  ist,  so  kann  es  keine  zweite  Lösung  geben,  welche  mit  U  in  jedon 
Punkte  von  S  übereinstimmt,  aber  für  irgend  einen  Theil  des  innerhalb  S 
gelegenen  Baumes  von  U  abweicht. 

(d.)  Es  giebt  eine  Lösung  von  (2),  welche  der  Bedingung  genügt, 
dass  U  für  jeden  Punkt  der  Oberfläche  S  einen  willkürlichen  Werth  hat. 
Es  bezeichne  nämlich  U  eine  ganz  beliebige  Function ,  welche  in  jedem 
Punkte  von  S  den  gegebenen  willkürlichen  Werth  hat.  Ferner  bezeichne  u 
irgend  eine  Function,  welche  in  jedem  Punkte  von  S  Null  ist  und  in 
jedem  inneren  Punkte  irgend  einen  reellen,  endlichen  oder  imendUch  klei* 
nen  Werth  hat,  dessen  Zeichen  mit  dem  Zeichen  von 

«) ,  <-if) ,  <"W) 

dx  dy  dz 

übereinstimmt,  so  dass  u  natürlich  für  jeden  inneren  Punkt  (wenn  es  dersn 
giebt),  für  welchen  dieser  Ausdruck  den  Werth  Null  hat,  gleichfedls  Null 
ist.  Endlich  sei  noch  U  =.  U  -\-  d^u^  wo  9-  eine  beliebige  Constante  be- 
zeichnet.    Wendet  man  dann  die  Formeln  von  (b.)  an,   nachdem  man  die* 
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Mlben  so  modificirt  hat,  dass  sie  für  die  geänderten  Umstände  passen,  und 
beieichnet  der  Kürze  wegen  das  Integral 

///l(-if)'+("'^7+("l?)V-^»'' 

mit  Q  und  das  daraus  durch  Yertauschung  von  U  und  TP  gebildete  Inte- 
gral mit  Q',  so  erhält  man 

+ "///{{-'£)' + (-3-;)* + (-MTi '""" 

Der  Coefficient  von  —  2S-  ist  hier  in  Folge  der  Bedingung,  unter  welcher 
u  gewählt  wurde,  seiner  Natur  nach  positiv,  ausser  wenn  die  Gleichung 
(2)  erfüllt  ist,  in  welchem  Falle  er  den  Werth  Null  hat.  Auch  der  Coef- 
ficient  von  &^  ist,  wenn  er  nicht  gerade  Null  ist,  seiner  Natur  nach  posi- 
tiv; denn  alle  Grössen,  die  er  enthält,  sind  reell.  Die  letzte  Gleichung 
kann  daher  in  folgender  Weise  geschrieben  werden:  — 

wo  jede  der  Grössen  m,  n  poaitiv  ist.  Dies  zeigt ,  dass ,  wenn  man  S- 
irg:end  einen  positiven  Werth  beilegt,  der  kleiner  als  n  ist,  Q*  kleiner  als 
Q  gemacht  wird ,  d.  h.  es  lässt  sich ,  ausser  wenn  die  Gleichung  (2)  be- 
friedigt ist,  eine  Function  IP  finden,  welche  auf  S  denselben  Werth  wie 
Ü  bat  und  welche ,  für  ü  in  das  Integral  Q  eingesetzt ,  dieses  Integral 
kleiner  nmcht,  als  es  vorher  war.  Mit  anderen  Worten,  eine  Function  ü^ 
welche  auf  der  ganzen  Oberfläche  S  irgend  einen  vorgeschriebenen  Werth 
ikat  und  im  Innern  von  S  das  Integral  Q  so  klein  als  möglich  macht, 
■nm  der  Gleichung  (2)  genügen.  Das  Integral  Q  ist  aber  seiner  Natur 
Aach  positiv,  und  daher  giebt  es  eine  Grenze,  kleiner  als  welche  es  nicht 
fonacht  werden  kami.  Folglich  giebt  es  auch  eine  der  vorgeschriebenen 
Bedingong  unterworfene  Lösung  von  (2). 

(e.)  Wir  haben  in  (c.)  gesehen^  dass,  wenn  es  eine  Lösung  der  an- 
gegebenen Art  von  (2)  giebt,  nur  eine  solche  Lösung  vorhanden  sein  kann, 
■nd  jetzt  sehen  wir,  dass  es  wirklich  eine  giebt.  Unsere  Betrachtung 
iat  uns  also  Folgendes  gelehrt :  —  Wenn  der  Werth  der  Function  ü  in 
^dem  Punkte  irgend  einer  geschlossenen  Oberfläche  willkürlich  gegeben 
■t,  so  bestimmt  die  Gleichung 

dx\     dxj    '    dy\      dy)        dz\      dz) 

ien  Werth  dieser  Function  unzweideutig  für  jeden  innerhalb  der  Ober- 
lÄche  gelegenen  Punkt.  Dass  dieser  wichtige  Satz  auch  füi*  den  ganzen 
RDondlichen  Baum  ausserhalb  der  Oberfläche  S  gültig  bleibt,  geht  aus 
Ibh  vorhergehenden  Beweise  hervor.  Nur  hat  man  die  Vorsicht  an- 
■Bweoden,  die  verschiedenen  Functionen,  mit  denen  man  zu  thun  hat,  so 
|n  wählen,  dass  die  dreifachen  Integrale  sämmtlich  convergent  gemacht 
i^erdeii.     8  braucht  nicht  gerade  eine  einzige  geschlossene  Fläche  zu  sein, 
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sondern  kann  eine  beliebige  Anzahl  von  Oberflächen  sein,  welche  abgeson- 
derte Theile  des  Raumes  einschliessen.  Auch  der  äusserste  Fall,  in  wel- 
chem S  oder  irgend  ein  abgesonderter  Theil  von  S  eine  offene  Schale, 
d.  h.  eine  endliche  nicht  geschlossene  Oberfläche  ist,  ist  offenbar  nicht 
ausgeschlossen.  Endlich  kann  S  oder  irgend  ein  abgesonderter  Theil  von 
S  auch  eine  sich  ins  Unendliche  erstreckende  Oberfläche  sein,  wenn  nur 
der  Werth,  den  man  auf  derselben  der  Function  ü  nach  Willkür  beilegt, 
so  gewählt  wird,  dass  die  in  Bede  stehenden  dreifachen  und  zweifachen 
Integrale  convergent  gemacht  werden. 


B.   Entwicklung  nach  harmonisclien  Kugelftmotionen. 

Die  mathematische  Methode,  welche  gewöhnlich  die  Methode 
der  „Laplace'schen  Coefficienten"  genannt  wird,  die  wir  aber  die 
Entwicklung  nach  harmonischen  Kugelfunctionen  nennen 
wollen,  hat  zum  Gegenstände,  eine  beliebige  periodische  FunctioD 
zweier  unabhängig  Veränderlichen  in  einer  Form  auszudrücken,  die 
sich  für  eine  umfangreiche  Klasse  physikalischer  Probleme  eig^net, 
wo  willkürliche  Data  über  eine  Kugeloberfläche  hin  gegeben  sind, 
und  daraus  die  Lösung  für  jeden  Punkt  des  Raumes  abzuleiten. 

(a.)  Eine  harmonische  Kugelfunction  deflnlreu  wir  als  eine 
homogene  Function  V  von  a?,  y,  z,  welche  der  Gleichung 

genügt.  Ihr  Grad  kann  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl, 
er  kann  auch  gebrochen  oder  imaginär  sein. 

(b.)  Eine  harmonische  Kugelflächenfunction  ist  die  Function 
zweier  Winkelcoordinaten  oder  Kugelflächencoordinaten,  in  welche  sich  eine 
harmonische  Kugelfunction  auf  irgend  einer  Kugeloberfläche  verwandelt^  die 
vom  Anfangspunkt  0  der  Ooordinaten  als  Mittelpunkt  aus  beschrieben  ist. 
Wir  werden  zuweUen  eine  Function,  die  nach  der  Definition  (a.)  ein&ch 
eine  harmonische  Kugelfunction  ist,  eine  räumliche  harmonische 
Kagelfunction  nennen,  wenn  wir  besonders  darauf  aufiuerksani  machen 
wollen,  dass  sie  nicht  auf  eine  Kugeloberfläche  beschränkt  ist. 

(c.)  Eine  harmonische  Kugelfunction  heisst  vollkommen,  wenn  ihr 
Werth  für  alle  endlichen  Werthe  der  Coordiiiaten  endlich  und  eindeutig  ist. 

Eine  harmonische  Kugelfunction  heisst  unvollkommen,  wenn  sie 
entweder  für  einen  den  Mittelpunkt  umgebenden  Baum  nicht  überall  der 
Fundamentalgleichung  (4)  genügt,  oder  nicht  wieder  denselben  Werth  an- 
nimmt, während  sie  um  jede  geschlossene  Curve  einmal  herumgeht. 

(d.)  Es  wird  später  gezeigt  werden,  dass  eine  vollkommene  harmo- 
nische Kugelfunction  nothwendig  entweder  eine  rationale  ganze  Function 
der  Ooordinaten  ist,  oder  auf  eine  solche  durch  einen  Factor  von  der  Form 
(x^  +■  y^  +  z^)^  reducirt  werden  kann. 
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(e.)    Die  allgemeine  Aufgabe,  harmonische  Fimctionen  zu  finden,  lässt 
ach  kurz  so  aussprechen  :  — 

Bas  allgemeinste  Integral  der  Gleichung 

^ '  dx^  "^  dy^  "*"  rf<22  —  ^ 

zu  finden,  welches  der  Bedingung 

,,.  du    ,       du    .       du 

genügt.  Die  letzte  Gleichung  ist  bloss  der  analytische  Ausdruck  der  Be- 
dingong ,  dass  u  eine  homogene  Function  von  aj,  y ,  z  sei ,  deren  Grad  p 
eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  oder  irgend  ein  Bruch, 
oder  eine  beliebige  imaginäre  Grösse  sein  mag. 

(f.)    Analytische  Aasdrücke  für   eine   absolut   allgemeine  Integration 
dieser  Gleichungen   liessen   sich  wohl   ohne   grosse  Schwierigkeit  in  ver- 
Kliiedenen    Formen  ermitteln.    Für  uns  hängt  aber  der  Werth    oder  das 
Interesse,  das  eine  solche  Untersuchung  haben  kann,  nur  davon  ab,  dass 
die  gefundenen  Lösungen  im  Stande  seien,  den  Bedingungen  auf  gewissen 
Umgrenzungsflächen  zu  genügen,  wie  sie  sich  in  physikalischen  Problemen 
darbieten.     In  einer  sehr  ausgedehnten  und  wichtigen  Klasse  von  physikali- 
schen Problemen,   in  denen  ein  Baum  in  Betracht  kommt,  der  von  einer 
vollständigen  Kugeloberfiäche,   oder  von  zwei  vollständigen  concentrischen 
Kugeloberflächen,  oder  von  ganz  nahezu  kugelförmigen  geschlossenen  Ober- 
flächen begrenzt  wird,  ist  der  unter  der  in  (d.)  ausgesprochenen  Beschränkung 
integrirte   Fall,   in   welchem  p  irgend   eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  ist,  von  der  höchsten  Bedeutung.    Wir  werden  denselben  unten  voll- 
standig  ausarbeiten.     Weiter  giebt  es  ähnliche  Aufgaben,  in  denen  Lösun- 
gen far   Fälle  von  gebrochenen  und  imaginären  Werthen  von  p  nützlich 
nnd.    In    diesen   Aufgaben   handelt   es   sich    um    Ausschnitte   aus  Kugel- 
läomen,  welche  durch   zwei   Diametralebenen   gebildet  werden,    zwischen 
I denen  ein  beliebiger  Winkel  enthalten  ist,  der  kein  Submultiplum  von 
«wei  rechten  Winkeln  ist;  oder  sie  beziehen  sich  auf  Bäume,  welche 
!  durch  zwei  Kegel  von  kreisförmiger  Basis  mit  gemeinschaftlichem  Scheitel 
■  iDid  gemeinschaftlicher  Axe  und  von  dem  in  ihnen  liegenden  Theil  zweier 
■m  den  Scheitel  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugelflächen  begrenzt  wer- 
den.   Wenn    endlich   der  Gegenstand  ein  fester  oder  flüssiger  Körper  von 
der  Form  des  Ausschnittes  ist,  der  aus  den  letzterwähnten  Bäumen  durch 
nrei  durch    die  Axe  der   Kegel  gehende  Ebenen  herausgeschnitten  wird, 
deren  Neigung  zu  einander  ein  beliebiger  Winkel  ist,  so  haben  wir  es  mit 
eineni  Falle  zu  thim,  in  welchem  p  eine  ganze  oder  eine  gebrochene  Zahl 
irt,  je  nachdem  der  letzterwähnte  Winkel  ein  Submultiplum  von  n  ist  oder 
nicht;   doch  ist   dieser   Fall  unter  einer  Voraussetzung  zu  integriren,  die 
von  der  in  (d.)  angegebenen  verscliieden  ist.     Wir  werden  daher,  nachdem 
wir  allgemeine  Ausdrücke   für  vollkommene  harmonische  Kugelfunctjonen 
«rfDrscbt  haben  werden,  einige  Andeutungen  über  die  Bestimmung  der  un- 
voUkomnienen  harmonischen  Functionen  von  gebrochenem  oder  imaginärem 
oder  ganzzahligem  Grade   machen,   welche  für  die  Lösung  von  Aufgaben 
«fi>nier)iah-^ind ,    in   denen   Räume   betrachtet  werden,   wie  wir  sie  eben 
^schrieben  haben. 
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Zunächst  stellen  wir  einige  wenige  Formeln  zusammen ,  welche  im 
Folgenden  benutzt  werden. 

(g.)  Wir  nennen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  O,  den  Pniikt 
x,  y,  ^  P  und  nehmen  OP  ^=  r  an,  so  dass  x^  -\-  y2_|_^2  ^^  ^2  j^t  fer- 
ner  bezeichne  der  Buchstabe  ö,  wenn  er  vor  irgend  eine  Function  gesetrt 
ist,  die  in  Beziehung  auf  die  Längeneinheit  in  der  Richtung  OP  genomr 
mene  Grösse  der  Variation  dieser  Function,  so  dass 

^^^  ^  "  TJx'^  Tdy'^  rdz 

ist.    Bezeichnet  Hj,  Irgend    eine   homogene   Function   pter  Ordnung  tod 
x^y^Zf  so  haben  wir  offenbar 

(7)  ^H,  =  ^H,, 

folgüch 

(5)  oder  (8)  «_£  +  j,.^  +  ^_E  =  pfl-,, 

die  bekannte  Differentialgleichung  einer   homogenen  Function,    in   derf 
1    natürlich  jeden  positiven  oder  negativen  ganzen,  jeden   gebrochenen  odei^ 

I  ^ 

'    imaginären   Werth    haben    kann.      Wird    weiter   der    Kürze    wegen   j^ 

4-  -5—5  -I — ; — 5  mit  V^  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  durch  Differentiation 
*    dy^    *    d  z^  ^ 

(9)  V*  (r*)  =  « (fi?  +  1)  r— «. 

Auch  ist,  wenn  u,  u'  zwei  beliebige  Functionen  bezeichnen, 

/    s  t-7o/     n  IT-7Q       I    ^/dudu'    ,    du  du'    ,    dudu\    ,      t-7«  j 

und  hieraus  folgt ,  wenn  jede  dieser  Functionen  M, «'  eine  Losung  von 
(4)  ist, 

r7Q/      /\         ^/dudu'    ,    du  du'    .    dudu'\ 

oder,  wenn  wir  u  =  Fp  =  einer  harmonischen  Function  pten  Grade»  miii 
tt'  =  r"  annehmen, 

oder,  nach  (8)  und  (9), 

(12)  V^(r^Vj,)  =  m(2p  +  m  +  l)r— «K,. 

Aus  dieser  letzten  Gleichung  geht  hervor,  dass  r-^-^  Vp  eine  harmonincbe 
Function  ist,  und  da  sie  vom  Grade  —  j)  —  1  ist,  so  können  wir  sie  mit 
V-y^i  bezeichnen,  so  dass  wir 

oder 

für 

P  +  P'  =  ~  1 


('5)  ^^^ry:^,  =  Vy.^, 
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haben,  eine  Formel,  die  nns  die  gegenseitige  Beziehung  zwischen  zwei 
ranmlichen  harmonischeu  Functionen  zeigt,  welche  auf  jeder  um  0  als 
Mittelpunkt  beschriebenen  Kugeloberfläche  dieselhe  Form  der  harmoni- 
schen Flächenlunction  liefern.  Wird  weiter  in  (9)  w  =  —  1  angenommen, 
so  erhält  man 

(u)  V«^  =  0. 

Danach  ist  —   eine  harmonische  Function  vom  Grade  —  1.     Wir  werden 

r 

später  sehen,  dass  sie  die  einzige  vollkommene  harmonische  Function 
dieses  Chadas  ist. 

Wenn   tt    irgend   eine   Lösung   der   Gleichung  V^«  =  o  ist,   so  hat 
mau  auch 

v^  = ». 

ond  ebenso  sind  die  höheren  Diiferentialquotienten  Lösungen  derselben 
Gleichung.      Ist   also    Vy   eine    harmonische    Function    von    einem    belie- 

di't*^^  Vy 
bigen  Grade  r,  so  ist  j  jj  ^j  i  6^°®  harmonische  Function   vom  Grade 

r  —  j  —  k  —  l,  oder  wir  können 

dxidy^ds^ 
schreiben. 

Weiter  giebt  es  einen  äusserst  wichtigen  Satz,  der  durch  die  folgende 
Gleichung  ausgedrückt  wird :  — 

|1«)  ffSn8nßdu}  =  0i 

darin  beseichnet  doi  ein  Element  einer  Kugeloberfläche,  die  von  0  als 
Mittelpunkt    aus   mit   dem   Badius   Eins   beschrieben  ist;    die  Integration 

ff  hat  sich  über  die  ganze  Oberfläche  zu  erstrecken ,  und  ä„,  Sn'  be- 
zeichnen zwei  vollkommene  harmonische  Flächenfun ctionen,  deren  Ordnun- 
gen n  und  n'  weder  einander  gleich  sind,  noch  zur  Sunune  —  1  haben. 
Denn  wenn  wir  die  räumlichen  harmonischen  Functionen  r"  6«  und  r"'»S„» 
fär  jeden  Punkt  (Xy  y,  s)  mit  V«  und  Vn'  bezeichnen,  so  ergiebt  sich  durch 
Anwendung  des  obigen  allgemeinen  Satzes  (l)  in  A  (a)  auf  den  Raum,  der 
zwischen  zwei  um  0  als  Mittelpunkt  mit  den  Badien  a  und  Oi  beschrie- 
benen concentrischen  Kugeloberflächen  liegt, 

JJJ  \dx    dx  dy    dy  dz    dz  J         ^ 

=  ffV^^V^dc  =  ffV^,^Vnda. 

Nach  (7)   ist  aber  öF,/  =  —  Vn»  und  öF„  =  -  F,,   und  für  die  be- 

T  T 

ziehnngsweise  durch  die  beiden  Kugeloberflächen  gebildeten  Theile  der 
Cmgrenzungsfläche  ist  de  ^=  a^dut^  da  -=.  afdu}.  Folglich  gehen  die 
heiden  letzten  gleichen  Glieder  der  vorhergehenden  Doppel  gleichung 
aber  in 


1 
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und   damit   dies'   erfällt   sei,    muBs,    wenn   n   von  n'    und   a""*"*'"*"^  von 
^^«+n'+i  verschieden  ist,  die  Gleichung  (16)  bestehen. 

Der    entsprechende    Satz     für    unvollkommene    harmonische   Kogel- 
functionen  ist  folgender:  — 

Es  bezeichnen  SntSm^  irgend  zwei  unvollkommene  harmonische  Kugel- 
flächenAinctionen ,  deren  Grade  ritn'  von  einander  verschieden  sind  und 
eine  von  —  1  verschiedene  Summe  haben;  ferner  sollen  diese  Punctioneu 
folgender  Bedingung  genügen:  An  jedem  Punkte  der  Umgrenzung  irgend 
eines  Theils  der  Kugeloberfläche  soll  entweder  jede  derselben  oder  aber  ihr 
DifTerentialquotient,  genonmien  in  normaler  Richtung  zur  Umgrenzung  für  \ 
jede  von  beiden  verschwinden,  und  in  jedem  Punkte  des  eingeschlossenen  : 
Theils  der  Oberfläche  soll  jade  einen  endlichen  und  eindeutigen  Werth 
haben.      Dann   bleibt   die    GleichXmg   (16)  gültig,   vorausgesetzt   dass  die  ; 

Integration  ff  auf  den  in  Bede  stehenden  Theil  der  Oberfläche  be- 
schränkt wird.  Der  Beweis  weicht  von  dem  vorhergehenden  nur  darin 
ab,  dass  man  hier  nicht,  den  ganzen  zwischen  zwei  concentrischen  Kugel*  j 
Oberflächen  liegenden  Baum  zu  nehmen  hat,  sondern  nur  den  Theil  des- 
selben, der  durch  den  Kegel  eingeschlossen  wird,  welcher  0  zum  Scheitel 
hat  und  die  Umgrenzung  der  betrachteten  sphärischen  Fläche  enthält        i 

(h.)    Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Erforschung  vollkommener  harmoni- 
scher  Functionen  und  werden    zunächst  beweisen ,   dass   eine  jede  solche  ' 
Function    entweder  eine   rationale  und    ganze   Function   der  Goordinat«]) 
Xf  y,  ^  ist ,   oder  vermittels  eines  Factors  von  der  Form  r*  dazu  gemacht  ! 
werden  kann. 

Es  bezeichne  V  irgend  eine  Function,  welche  in  jedem  Punkte  inner- 
halb einer  Kugeloberfläche  S^  die  von  0  als  Mittelpunkt  aus  mit  einem 
beliebigen  Badius  a  beschrieben  ist,  der  Gleichung 

(17)  V«  F  =  0 

genügt.  Wenn  ihr  Werth  an  dieser  Oberfläche  eine  bekannte  Function 
von  beliebigem  Charakter  ist,  so  kann  er  nach  dem  unten  in  (51)  ent- 
haltenen allgemeinen  Satze  in  folgende  Beihe  entwickelt  werden:  — 

(18)  (r  =  rt),  V=  So  +  S^  +  S^-\ +  Sn  +u.  H.  w., 

wo  SiyS^,'"  Sn  die  Flächen werthe  räumlicher  harmonischer  Kiigei- 
functionen  von  den  Graden  1,2,  •••n  bezeichnen,  deren  jede  für  j«len 
innerhalb  S  gelegenen  Punkt  eine  rationale  ganze  Function  ist.  Es 
ist  aber 

(19)  So-\-8,^-{-Si^-^...  +  Sn^-\-u.s.y,. 

eine  den  gestellten  Bedingungen  genügende  Function,  und  folglich  kann,  wie 
oben  in  A(c)  bewiesen  worden,  V  von  (19)  nicht  verschieden  sein.  B*?ex 
nun,  als  ein  besonderer  Fall,  V  eine  liarmunLsche  Function  von  einem  p««»- 


Kinematik.  161 

tiven  Orade  y;  wir  können  sie  dann  mit  Sy —  bezeichnen,  und 
es  moas 

Sy—  =  S"©  +  Si  —  +  Ä2 -^  +  •  •  •  -|-  iS'«  —  +  u.  8.  w. 

sein.  Das  ist  unmöglich,  ausser  wenn  y  =  rij  Sy  =  8n  ist  und  alle  übri- 
gen Functionen  Äq,  Äj,  Ä^,  u.  s.  w.  verschwinden.  Es  kann  also  keine 
vollkommene  harmonische  Kugelfunction  von  einem  positiven  Grade  geben, 

welche  nicht ,   wie  Sn  — ,  von  einem  ganzzahligen  Grade   und  eine  ganze 


a« 


rationale  Function  der  Coordinaten  ist. 

[  Es  sei  femer  V  irgend  eine  Function,  welche  für  jeden  Punkt  ausser- 

i    halb  der  Kugeloberfläche  S  der  Gleichung  (17)  genügt  und  in  unendlicher 

Entfernung   nach  jeder  Bichtung   zu   verschwindet;    ihr  Werth   auf  der 

Oberflächfe  S  werde  wieder  durch  (18)  ausgedrückt.     Wir   beweisen  dann 

^  auf  ähnliche  Weise,  dass  diese  Function  nicht  von 


m     ^  +  ^+-4^+-+^-  +  «—. 


verschieden   sein   kann.    Wenn  daher,   als  ein  besonderer  Fall,  V  irgend 

r^  Sx 
eine  vollkommene  harmonische  Function von  einem  negativen  Grade 

'  i^,  so  musB  für  alle  ausserhalb  S  gelegenen  Punkte 

sein,  und  dies  erfordert,  dass  x  =  —  (n  +  1).  &  =  Sn  ist,  und  dass  alle 
!  öbrigen  Functionen  8^^  Äj,  iS'2,  u.  s.  w.  verschwinden.  Eine  vollkommene 
.  harmonische  Kugelfunction  negativen  Grades  kann  somit  keine  andere  als 

— -- — ,  oder    -    ■ ,  8n  r"  sein,  wo  8n  r*  nicht  nur,  wie  behauptet  wurde, 

eine   rationale  ganze  Function   der  Coordinaten,  sondern  selbit  eine  har- 
monische Kugelftinction  ist. 

(i.)    Ordnung  und  Grad  vollkommener  Kugelftinotionen.  — 
I  Wir  haben   also   bewiesen,   dass  eine  vollkommene  Kugelfunction,  wenn 
ne  von    einem    positiven    Grade   ist,   noth wendig  auch  von  einem  ganz- 
abligen   Orade   und   ausserdem   eine  rationale  ganze  Function   der   Coor- 
dinaten   ist,    oder,    wenn    sie   von   einem   negativen   Grade   —  (^  ^-  1) 

Vn 
ist,  nothwendig  die  Form  -^  hat,  wo  Vn  eine  harmonische  Func- 
tion von  einem  positiven  Grade  n  ist.  Wir  werden  daher  unter  der  Ord- 
nung einer  vollkommenen  harmonischen  Kugelfunction  negativen  Grades 
^en  Grad  oder  die  Ordnung  der  mit  ihr  verbundenen  vollkommenen 
kumonischen  Function  positiven  Grades  und  unter  der  Ordnung  einer 
kmnonischen  Flächenfunction  ebenso  den  Grad  oder  die  Ordnung  der 
tinmlichen  harmonischen  Kugelfunction  positiven  Grades  oder  die  Ord- 
Thomsoii  11.  Tftit,  Ut^oretische  Physik.  ]I 
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nung  der  räumlichen  harmonischen  Function    negativen  Grades  verstehen, 
welche  mit  ihr  auf  der  Kugeloberfläche  übereinstimmt. 

(j.)  Um  allgemeine  Ausdrücke  für  vollkommene  harmoniachp 
Kugel functionen  aller  Ordnungen  zu  erhalten,  bemerken  wir  zunächst, 
dasa  eine  vollkommene  hai-monische  Function  vom  Grade  0  nothwendig  con- 
stant  ist,  da  ja  eine  Constante  die  einzige  rationale  ganze  Function  Oten  Gra- 
des ist.   Nach  dem,  was  wir  soeben  gesehen  haben,  ist  also  eine  vollkommene 

harmonische  Function  vom  Grade  — 1  nothwendig  von  der  Form  —  •   Dass 

T 

diese  Function  harmoni.sch  ist,    haben  wir  schon  früher  aus    (14)  erkannt. 
Mit  Rücksicht  hierauf  folgt  aus  (15) 

y  _        rfJ+*+^ 1 

(21)  ~"~^  ~  dxiäy^dz^   (a72_|_ya_|_^2)i/,' 

wenn  j  -\-  k  -\-  l  z=  n  ist, 

wo  F_„-i  eine  harmonische  Function  vom  Grade  —  (n  -\-  \)  bezeichnet, 
die  offenbar  eine  vollkommene  harmonische  Function  ist.  Berechnet  man 
den  hier  angegebenen  DifFerentialqtiotienten ,  so  sieht  man ,  dass  derselb* 
ein  Bruch  ist,  dessen  Zähler  eine  rationale  ganze  Function  nten  Graden. 
und  dessen  Nenner  r*"+»  ist.  Nach  dem  eben  erhaltenen  Resultat  mnss 
der  Zähler  eine  harmonische  Function  sein ;  wird  dieselbe  mit  F„  bezeich- 
net, so  haben  wir  daher 


Die    Anzahl    der    unabhängigen    harmonischen    Functionen 
nter  Ordnung,  die  wir  auf  diese  Weise  aus  -  durch  Differentiation  her- 

T 

leiten  können,   ist    2n  +  1.     Es   giebt    zwar   (^  +  ^)\^+  1)    Difl^rg^^ja]- 

quotienten  j~jj-j-j-^^   für   welche  j  -\-  k  -{-  l  =z  n   ißt;    aber   wenn  - 

der  Gegenstand  der  Differentiation  ist,  so  sind  nur  2  n  -f~  1  derselben  un- 
abhängig.    Es  ist  nämlich 

^'^^  fe  +  dy^  +  dl^h  =  ^5 

dies  liefert  für  jede  ganze  Zahl  p 

(23)  -^l^i-DPtJL  +  JLYL 

dz^Pr        ^      '^   \dx^  ^  dyV   r 
und  zeigt,  dass 

-j^im_l  -  /      1,7    dJ+*    /  d'^  d^Ji_     wenu    /    gerade 

dx^di/d^'r  dx>di^\da;^'^  dyy  r'  ist. 


(2*)  {oder 


,     ,:-^   d>+*   /,/^    ^    d^^'f  d  1    z^'^J 

( —  1)        ■ tK^t-t^  -\ — r— =1       -—  -     ungerade 


i*t 
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Nehmen  wir  also  erstens  Z  =  0  und  J  -|-  äj  =  w ,  so  erhalten  wir  n  -\-  1 
Bifferentialquotienten    -; —   ,   ^,    und    wird    weiter   1  =  1    und  j  -^^  k  =z 

«  —  1  genommen,  so  ergeben  sich  noch  n  Differentialquotienten  -= — .  -   .  , 

d.  h.  wenn   —  Gegenstand  der  Differentiation  ist,  so  haben  wir  im  Ganzen 

2«  -f  1  und  nicht  mehr  verschiedene  Differentialquotienten,  von  denen 
man  leicht  zeigen  kann,  dass  sie  in  der  That  unabhängig  sind.  Wir 
branchen  uns  aber  hier  nicht  damit  aufzuhalten,  diese  Unabhängigkeit 
nachzuweisen,  da  sie  unten  in  den  wirklichen  Entwicklungen  zu  Tage 
treten  wird. 

Bezeichnet;,  jetzt  J?«  (a:,  y, -?)  irgend  eine  rationale  ganze  Function  nten 
Grades  von   a?,  y,  z,    so   ist  V^  Hh  (ä',  y,  ^)  vom  Grade  n  —  2,  und  da  Hn 

aas  ■    '     ^^^*  "^     ^  Gliedern  besteht,  so  ist  ^     Z'      die  Anzahl  der  Glieder  von 

V*Ä,.   Ist  also  V^Ä  =  0,  so  haben  wir  — ~- Gleichungen  zwischen 

den  Constanten  Coefßcienten,  und  die  Anzahl  der  übrig  bleibenden  unabhän- 
gigen Constanten  ist   (^  +  ^H^  +  ^)  _  wjW-Zil ,  oder  2n  +  1,  d.  h.  in 

der  allgemeinen  rationalen  ganzen  harmonischen  Function  nten  Grades  giebt 
es  2  n  -f-  1  Constanten.     Wir  haben  aber  gesehen ,   dass  es  2  «  -|-  1    ver- 

Mhiedene  Differentialquotienten  nter  Ordnung  von  —  giebt,  und  dass  der 

Zähler  eines  jeden  eine  harmonische  Function  nten  Grades  ist.  Es  lässt 
*ich  somit  jede  vollkommene  harmonische  Function  nter  Ordnung  durch 

die  Differentialquotienten  von  —  ausdrücken.    Es  ist  unmöglich ,  2  n  -|-  1 

T 

Functionen  synmietrisch  aus  drei  Veränderlichen  zu  bilden,  ausser  wenn 
2 »  -{-  1  durch  3  theilbar,  d.  h.  n  von  der  Form  n  =  3 1)  +  1  ist,  wo  p 
jede  ganze  Zahl  sein  kann;  diese  Classe  von  Fällen  verdient  besondere 
Beachtung.  Dagegen  lässt  sich  für  jeden  Werth  von  ndie  allgemeine 
harmonische  Function  als  eine  Function  mit  2n-|-l  Constanten 
darstellen,  welche  zwei  von  den  drei  Veränderlichen  svmmetrisch  enthält. 
iHes  kann  auf'  verschiedenen  Wegen  geschehen ,  von  denen  wir  die  beiden 
folgenden  als  die  nützlichsten  wählen :  —  Erstens  ist 

r 


(25) 


Zweitens  sei 

(26)  X  -\-  yi  =  $,    a;  —  yt  =  i?, 

»0  i  wie  gewöhnlich  V  —  1  bezeichnet.     Dann  erhält  man 

11* 
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\x  =y,(5  +  i?),    y  =  ~(l-i7) 


1  _         1 
d  ~      -.       /  d     .     d\,^,     d 


(28) 


WO  die  Sjnnbole  [x,y]  und  [5,^?]  ein  und  dieselbe  Grösse  bezeichnen,  die  be- 
ziebungsweise  durch  X^y  und  durch  |,  r^  ausgedrückt  ist.  Hieraus  folgt  weiter 


(29) 


oder  nach  unserer  abgekürzten  Bezeichnung 
^72  —  Ä  _Ji L  jL-  . 


Dann  ist,  wie  früher 

Vn 


(30)' 


+K(Ar+»'(ÄrÄ+»'(Tir(Ä)'+- 


Die  hier  geforderten  Differentiationen  lassen  sich  mit  grosser  Leichtigkeit 
mit  Hülfe  des  Leib nit zischen  Satzes  ausführen.    Man  erhält 

d^dn^^  2    2    2        V      -Ti  /2/L/ 


mp 


1.  (».+!)-%)'' 
j m(<«  —  l)-p  (p —  t) 

+  1.2.(«n+J)-V.)(«»  +  P-y2) 


m— 1  |p— 1  ^2 


-. '; 


m— 2  tP— 2 


|;>-2  ^  _  „.  s.    W 


J 


(31)^ 


und 


dä'^dfiPdzr  ^         '  2     2     2^     ^^^ 


[,-^^  -  - 


mp 


(m+p+V^)"^ 
,  m(m  —  l).p{p  —  i)  «_2 

i-  i.2.(m+i>+iA)(m+i)-V2)'' 


m— 1  p>— 1  ^a 

^P—^  r*  —  u.  s.  w.  j 


Dieser  Ausdruck  führt  sofort  zu  einer  reellen  Entwicklung  in  Polar 
coordinaten:  —  Es  sei 

(32)  -?  =  r  cos  &f    X  =:  r  sin  9  cos  ^p,    y  =  r  sin  d-  sin  y, 
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so  (Uss 

(35)  ^  =  rsin  »e^,    tj  =  r  sin  »e~^^ 

ist.    Dann  ist  noch 

|j^  =  «a  +  y2  _  r^sin^S^ 
lind 

|P  ly"»  =  (I  ry)"*  {'  =  (I  v)"'  (r  »tn  d-y  (cos  (p  +  t  sin  g>)* 

=  (r  «m  ^j"*"^^  (cos  «  9?  -|-  isinsfp)^ 

Ko  a  ■=  p  —  m  ist,  und  wenn  wir  weiter 
nehmen,  so  erhalten  wir: 

=  (—l)'^+p}-.l.^...(m  +  p—^/^)r-^'^-^P-^^HAsC0ss(p  +  A's8insg,)  X 

dL      tt      st 

,./«'»+''  ^ j — ??:^ —  »tn'»+^^  ^ 

4-  W(m-l).p(p-l)  jiVH+n-4j  ^    ^1 

jm+p+l       ,  ^m+P+1       1 


[ 


(35) 


+  B'ssinsq>)cos&  X 

,  W  (m  —  1)  .  p  (p  —  1)  .    m+»-4  a  1 

^  1.2.(m4-i?4-V2)(w+i)— %)  J 

Wir  nehmen  jetzt  weiter  keine  Bücksicht  auf  die  constanten  Factoren, 
die  wir  bisher  nur  aus  dem  G-runde  beibehielten,  um  die  Beziehungen  der 

untersuchten   Ausdrücke  zu   den  Diiferentialquotienten   von   —  zu  zeigen. 

Bezeichnen  wir  noch  mit  S  die  Summation  in  Beziehung  auf  die  willkür- 
lichen Constanten  A^  A\  B,  B' ,  so  erhalten  wir  den  folgenden  ganz  all- 
gemeinen Ausdruck  für  eine  vollkommene  harmonische  Kugelflächenfunction 
■ter  Ordnung:  — 
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(86)  { 


wo  «  =  VI  0<>  p,  d.  h.  =  -{-  V(w  —  ^)^  und 
©(w,i.)  =  gtV»-^^^-  ,    ,     '/'^ ^s,V»+'-2^ 


m{m—l)  .p(p  —  l) 


+  ^,2.(m  +  p-y^{m+p-%) 


f^m+j>-4  ^  _  u.  g.  w. 


din 


ist,  wäürend  Z(m^p)  von  ö(m,p)  nur  darin  abweicht,  dass  in  den  Neu- 
nern von  Z(m,p)  statt  m  -\-  p  überall  m  -\-  p  -\-  l  steht. 

Die  für  eine  harmonische  Kugelfunction  nter  Ordnung  gewöhnlich 
gegebene,  etwas  einfachere  Formel  (Laplace,  Möcanique  Celeste,  livre  Dl, 
chap.  n,  oder  Murphy 's  Electricity,  Preliminary  Prop.  XI)  ist  folgende:  — 

(37)  <S»  =  il  (Aacossg)  +  B»8in8<f)Bn  , 

(38)  ei'^  =  sin'  » fco«»- *  -  (»- «)(«-«-!) ,0,-^2 ^ 
^    ^  L  2  .  (2  n  —  1) 

(n-.)(„-,     i)(n-«-2)(n-«-3)  _  1 

'  2.4.(2n  — l)(2n  — 3)  J 

Wir  fügen  hinzu ,   dass  Sn    dieselbe   Bedeutung   wie  S  {nij  p)  hat ,   wenn 

w+p  =  n  und  niCS^p^s  ist,  oder  dieselbe  Bedeutung  wie  cos &Z{m,p), 

wenn  m  -\-  p  -{-  1  =  n  und  w  OO  jp  =  s  ist.  Dies  kann  aus  dem  Vor- 
hergehenden durch  eine  algebraische  Umfommng  hergeleitet  werden;  « 
kann  auch  du*ect  dui'ch  eine  passende  Aenderung  der  oben  angewandten 
Differentiationsmethode  gefunden  werden.  Man  kann  es  aber  auch  da« 
durch  erhalten,  dass  man  (a<  und  hs  als  willkürliche  Constanten  an- 
genommen) 

+  /9  r*  ^«-'-*  +  u,  8.  w.) 

voraussetzt ,  was  offenbar  eine  nchtige  Form  ist,  und  er,  /J,  u.  s.  w.  durch 
die   Differentialgleichung  V^  F»  =:  0  und  (29)  bestinmit. 

Eine  andere  Foi-m,  die  vielleicht  die  nützlichste  ist,  kann  man  mit 
sogar  noch  grösserer  Leichtigkeit  auf  folgende  Weise  erlangen:  — 
Nimmt  man 

an  und  bestimmt  «j,  «j,  u.  s.  w.  durch  die  Differentialgleichung,  so  er- 
hält man 

V.  =  2(a,l'  +  b.„')  \^'  -  ^^TyiT/r^^-'-'lv 

(39)1  ■-  4.(«-t-lM 

_l_  (n— g)(ft— g— i)(n— a— 2)(n— g— 3)   .__« jj   «       „  .  „  1 

^  4i'.(s  +  l)(8  +  2).1.2 '  {   -7     -  «•  »•'^•J- 
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was  auch  leicht  durch  Differentiation  von  —  Iiätte  gefunden  werden  kön- 
nen. Werden  jetzt  die  imaginären  Symbole  eliminii't  und  die  Bezeichnung 
yon  (37)  und  (38)  beibehalten,  so  ergiebt  sich 


'e«^=  Csin'  ^  Icos''-'  » 


(n  —  s){n  —  8—1)        n—ä—2  «      .    o  , 

/;    I   .V -cos''  *   ^^8tn^» 

4.(3  +  1) 


m[ 


J-  (w— s)(n-g--l)(n-^g— 2)(n— 9-3)      ,_,_4  "l 


wo 


(2^+l)(2g  +  2).-»(n  +  3) 
""  (25+l)(2«  +  8)...(2n  — 1) 

Dieser  Werth  von  C  wird  entweder  durch  Vergleich  mit  der  Formel  (38), 
von  welcher  die  letzterhaltene  eine  algebraische  Modification  ist,  oder, 
vielleicht  leichter,  auf  folgende  Weise  gefunden :  —  Wir  haben  nach  (29) 


(«) 


«r 


n — 8 


oder 


r  =  (-  1)  '  2 


n— * 


d"              1 
; ,  wenn  n  —  s  gerade. 


»— « — 1 


=  (-1) 


o«—«— 1 


«r 


n — < — 1 

dzilfT-' 


,  wenn  n — 8 

f^ »     2         ungerade  ist. 


Wird  das  ei*8te  Glied  nach  Potenzen  von  z^\yi\  entwickelt,  dadurch  dass 
man  der  Reihe  nach  erst  smal  in  Beziehung  auf  i]  und  sodann  (n  —  s)mal 
iu  Beziehung  auf  z  dlfferentiirt ,  so  erhält  man  für  einen  Tenn  seines 
Zahlers 

^42)      (~  i)«V2.3/,...(5_i/2)(2»+l)(2s  +  2)(2s  +  3)...(n  +  3)^-'P, 

und  daraus  ergiebt  unter  Benutzung  von  (41),  (35),  (39),  (40)  der  Werth 
von  C 

(k.)    Wichtige  ISigenBohaften  der  entwickelten  Glieder.  —  Es 
ist  sehr  wichtig  zu  bemerken,  dass  man  erstens 


(43) 


J jTJn  Un  tl<r  =  0 


bat ,  wo  TJn  und  XPn  irgend  zwei  von  den  Elementen  bezeichnen ,  aus 
denen  V  in  einem  der  vorhergehenden  Ausdrücke  zusammengesetzt  ist, 
and  dass  zweitens 

n 
(44)  J^n  ^W  sind^d»  =  0 

0 

ist,  wo  natürlich  der  Fall  n  =:  n'  ausgeschlossen  bleibt.  Denn  nehmen 
^ir  rr=za^=  dem  Badius  der  Kugeloberfläche  und,  wie  oben,  dff  =  a^d(Oj 
«  haben  wir  dto  =  sinS-d^  d(p,  u.  s.  w.,  und  die  Grenzen  von  ^  und  q> 
in  der  Integi-^ation   für  die  ganze  Kugeloberfläche  sind  beziehungsweise  0 

2;r 

bis  n  und  o  bis  2n.    Da  nun  f  cos  s  g>  C08  s*  (p  d  q)  "^  0  ist,  so  erkennen  wir 

0 

die  Wahrheit  der  ersteren  Behauptung;  die  zweite  lässt  sich  aus  (16)  und 
(36)  algebraisch  verificiren,  was  wir  dem  Leser  zur  Uebung  überlassen. 
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(1.)  Entwioklungen  unvollkommener  Eugelfunotioneu  fClr  Ke- 
gel und  Keile.  —  Jede  der  vorhergehenden  Beihen  kann  mit  jedem  Ende 
begonnen  und,  auch  wenn  die  Grossen  n,  m^p  oder  8  sämmtJich  oder  zum  Theil 
gehrochen  oder  imaginär  sind,  gehraucht  werden.  Jede  auf  diese  Weis« 
erhaltene  Reihe,  die  Anzahl  ihrer  Griieder  mag  endlich  oder  unendlich  sein, 
drückt   eine  harmonische   Function   nten   Grades   aus,   da   sie  vom  nten 

Grade  ist  und  der  Gleichung  V^  Fn  =  0  genügt.  In  einigen  dieser  Fälle 
bleibt  die  Beihe  endlich,  und  dann  ist  ihre  Anwendung  an  sich  klar.  Ist 
die  Beihe  unendlich,  so  darf  sie  im  Falle  ihrer  Convergenz  gebraucht 
werden,  und  ausser  für  besondere  Grenzwerthe  der  Veränderlichen  wird 
die  aus  irgend  einem  der  vorhergehenden  endlichen  Ausdrücke,  wenn  der- 
selbe mit  einem  seiner  beiden  Enden  begonnen  wird,  erhaltene  unendliche 
Beihe  convergiren.  Auf  diese  Weise  verschafft  uns  jeder  der  endlichen  Aus- 
drücke immer  eine  Beihe ,  welche  für  jeden  der'  jetzt  vorausgesetzten  ge- 
brochenen oder  imaginären  Werthe  convergirt.  (Es  lässt  sich  in  der  That 
leicht  zeigen,  dass  er  eine  divergente  unendliche  Beihe  liefert,  wenn  man 
ihn  mit  dem  einen  Ende  beginnt,  dagegen  eine  convergente  Beihe,  wenn 
er  mit  dem  anderen  Ende  begonnen  wird.)    Die  Bestinmiung  der  Werthe 

(<)  d     (s) 

von   n  —  5 ,    welche  Sn    oder  ^  ö»     für  jeden   von   zwei   festgesetzten 

Werthen  von  &  Null  machen,  ist  ein  analytisches  Problem,  das  in  Ver- 
bindung mit  diesen  Entwicklungen  nach  harmonischen  Kugelfunctionen 
hohes  Interesse  hat.  Es  ist  im  Wesentlichen  in  der  oben  angeführten 
physikalischen  Anwendung  enthalten,  in  der  die  betreffenden  Bäume  theil- 
weise  durch  Kegel  mit  zusaiiimenfallenden  Axen  begrenzt  werden.  Wenn 
die  Umgrenzung  durch  die  von  diesen  Kegeln  aus  zwei  conc^ntrischen 
Kugeloberllächen  herausgeschnittenen  Theile  vervollständigt  wird,  so  gehen 
auch  Functionen  der  unten  in  (o.)  beschriebenen  Klasse  in  die  Losung  ein. 
Wenn  wir  erst  im  Stande  sein  werden,  physikalische  Anwendungen  mit 
Nutzen  zu  geben,  werden  wir  auf  den  Gegenstand  zurückkommen;  ßr 
jetzt  müssen  wir  uns  mit  diesen  wenigen  Bemerkungen  begnügen. 

(m.)  Entwicklungen  für  Keile.  —  Wenn  der  in  physikali- 
schen Problemen,  wie  wir  sie  schon  angeführt  haben,  betrachtete 
Baum   zum  Theil   von   zwei   Ebenen   begrenzt   wird,   die  sich   in  einem 

Durchmesser  unter  irgend  einem  Winkel  —  treffen,  und  wenn  die  wei- 
tere Umgrenzung  der  in  dem  Winkel  zwischen  diesen  Ebenen  lie- 
gende Theil  einer  Kugeloberfläche  ist  (den  Fall  y  <.  l  ^  d.  h.  den 
Fall,  in  welchem  der  Winkel  zwischen  den  Ebenen  grösser  als  zwei 
Bechte  ist,  schliessen  wir  nicht  aus),  so  sind  die  erforderlichen  harmoni- 
schen Functionen  sämmtlich  von  gebrochenen  Graden,  aber  eine  jede  ist 
eine  endliche  algebraische  Function  der  Coordinaten  I,  i?,  C,  wenn  y  irgend 
eine  incommensurabele  Zahl  ist.  Ist  z.  B.  die  Aufgabe  gestellt,  die  innere 
Temperatur  in  irgend  einem  Punkte  eines  festen  Körpers  von  der  in  Bedi» 
stehenden  Gestalt  zu  finden,  wenn  jeder  Punkt  des  gekrümmten  Theib 
seiner  Oberfläche  beständig  in  einer  beliebig  gegebenen  Temperatur  ex^ 
halten  wird  und  seine  ebenen  Grenzflächen  eine  constante  Temperatur 
haben,  so  sind  die  Formen  und  die  Grade  der  betreffenden  harmonischen 
Functionen  folgende:  — 
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Orod 


Harmonische 
Function 


Grad 


Harmouisclie 
Function 


Grad 


Harmonische 
Function 


'+1 


r-|-  2 


^v+i 


^«i'+ö 


I'  +  3  r 


2*'+ 7 


d 

^^ 

dz 

r^y+i 

rf2 

1" 

dz'^ 

^*'+i 

d^ 

1" 

rf^3^r+l 


21/ 


I 


2f 


2v  +  1 


2/^  -f  3 


2r  +  5 


^4i/+8 

<2 

dz 

t2v 

^**'+l 

^l^'+ö 

d^ 

dz^ 

t2|/ 

j.^^'+l 

-.4l'+7 

d^ 

tai/ 

d^3^4|/+l 


dy 


Sy  4-  1 


j3i/ 


,6V +  8 


d      I 


31/ 


rf  z  r^y+ 1 


Diese  harmonischen  Functionen  lassen  sich  nach  dem  Vorhergelienden 
mittels  der  verschiedenen  Formeln  (36)  bis  (40)  durch  reelle  Coordinaten 
ftosdrücken. 

(n.)  Darstellung  der  Eugelfanetionen  beliebigen  Grades  durch 
verallgemeinerte  Differentiation.  —  Es  verdient  bemerkt  zu  werden, 
h»i  diene  Functionen  und  jede  andere  Kugelfunction  irgend  eines  Grades 
fiewelbe  mag  ganz,  oder  ein  reeller  Bruch,  oder  imaginär  sein)  durch  ein 
lUf^emeines  Verfahren  hergeleitet  werden  können,  welches  die  Differentiation 
}h  einen  besonderen  Fall  in  sich  schliesst.     So  haben  %vir  ofifenbar,  wenn 

[j-j    eine  Operation  bezeichnet,  die  im  Falle  eines  ganzzahligen  y  darin 

kstebt,  dass  man  den  rten  Differentialquotienten  nimmt, 

ty  —  Jiy-^i  P  YAV_J_ 

^o  Py  eine  Function  von  y  bezeichnet,  welche,  wenn  y  eine  reelle  ganze 
kahl  ist, 

^         '222         V  2/ 

Hrd.  Die  Schwierigkeiten,  welche  diese  verallgemeinerte  Differentiation 
prhietet,  sind  auf  die  Auswerthung  von  Py  beschränkt.  Sie  waren  der 
le$E«3»tand  höchst  interessanter  Untersuchungen  von  Liouville,  Gre- 
gory, Kelland  und  Anderen. 

Wenn  wir  den  Factor  Py  bei  Seite  lassen  und  uns  mit  der  Bestim- 
■img  der  Formen  der  harmonischen  Kugelfunctionen  begnügen,  so  haben 
Kr  nur  Leibnitz's  Formel  und  andere  bekannte  Differentiationsformeln 
Bit  irgend  einer  gebrochenen  oder  imaginären  Zahl  als  Index  anzuwen- 
ha,  and  wir  werden  sehen,  dass  die  oben  für  eine  vollkommene  harmo- 
ifaclte  Kugelfunction  beliebigen  Grades  gegebenen  äquivalenten  Ausdrücke 

nmüttels  der  hier  angedeuteten  verallgemeinerten   DiflFerentiation  aus  — 


^ 
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hergeleitet  werden  können ,  dergestalt  dass  sie  jede  mögliche  unvollkoni- 
mene  harmonische  Function  beliebigen  (ganzen,  oder  reellen  und  gebroche- 
nen, oder  imaginären)  Grades  in  sich  schliessen.  Jene  Ausdrücke  können 
aber,  wie  oben  angegeben,  in  der  dargelegten  Weise,  ganz  unabhängig; 
von  der  hier  erwähnten  Ableitungsart,  für  unvollkommene  harmonische 
Functionen  benutzt  werden,  seien  es  nun  endliche  algebraische  Functionen : 
von  I,  »7,  C,  oder  durch  convergirende  unendliche  Reihen  ausgedrückt« 
Transcendenten.  | 

(o.)  Um  den  Gebrauch  von  Kugelfunctionen  imaginärer 
Grade  zu  erläutern,  wollen  wir  das  oben  angegebene,  die  Leitung  der^ 
Wanne  betreffende  Problem  in  folgender  Weise  ändern :  —  Der  feste  Kör- 
per werde  von  zwei  concen  tri  sehen  Kugeloberflächen,  deren  Badien  a  und 
a'  sind,  und  durch  zwei  Kegel  oder  Ebenen  begi*enzt.  Jeder  Punkt 
jeder  der  l)eiden  ebenen  oder  kegelförmigen  Grenzflächen  wiixl  in  einer 
beliebig  gegebenen,  und  der  ganze  sphärische  Theil  der  Umgrenzung  in 
einer  constanten  Temperatur  erhalten.  Dann  werden  in  die  Lösung  hai^ 
monische  Functionen  vom  Grade 

_  x/,  +  -jL^Ei 

eingehen,  wo  n  irgend  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.  Convergirende  Reib« 
für  diese  und  für  die  übrigen  zur  Lösung  erforderten  Functionen  sind  in 
unseren  allgemeinen  Formeln  (36)  bis  (40)  enthalten. 

(p.)     Die  oben  untersuchte  Methode,  vollkommene  harnnniLscbe  Kugel* 

fnnctioneu  durch  Differentiation  von  —  zu  finden,  hat  den  grossen  Vorthfil, 

r 

dass  sie  umnittelbar  wichtige  Figenschaften  zeigt,  welche  diese  Functiouca^ 

in   Beziehung  auf  die  Werthe  der   Veränderlichen   besitzen,    füf 

die  sie  verschwinden.     So  ergiebt  sich,  da  die  Grösse  —  und    alle  ihn 

Differentialquotienten  für  jeden  der  beiden  Werthe  a;  =  it  oo ,  od« 
y  =  dl  00|  oder  ^  =r  x  od  verschwinden,  dass 

rf>+^+'        1 
jmsA  verschwindet,  während  x  von  —  oo  bis  -|-  oo  wächst 

*    n  n  n  2/       « 


nun  y> 

n  n  n  r 


Der  Leser,  der  mit  Fourier's  Theorie  der  Gleichungen  niolit  v«»r 
traut  ist,  wird  leicht  selbst  die  vorliegende  Anwendung  der  in  jenem  Ite 
wundernswerthen  Werke  entwickelten  Principien  bewahrheiten  können. 

Es  erhellt  auf  diese  Weise,  dass  die  harmonischen  Kugelfun  et  ininfl 
zu  der  allgemeinen  Klasse  von  Functionen  gehören,  welchen  Willi  an»  Ru 
wan  Hamilton  die  Bezeichnung  „fluctuirende  Functionen"  beigelei^  lutl 
Diese  Eigenschaft  ist  wesentlich  in  ihrer  Fähigkeit  enthalten,  will^ür 
liehe  Functionen  auszudrücken,  und  diese  Fähigkeit  wollen  '»i 
jetzt  zum  Schluss  noch  nachweisen. 
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(r.)  Eine  willkürliche  Funotion,  ausgedrückt  in  einer  Reihe 
harmonischer  FlAchenflinctionen.  Einleitende  Sätze.  —  Es  sei  C 
der  Mittelpankt  and  a  der  Badius  einer  Kugeloberfläche,  die  wir  mit  S  be- 
zeichnen werden.  Femer  sei  P  irgend  ein  innerer  oder  äusserer  Punkt,  des- 
860  Abstand  von  C  mit  /  bezeichnet  werde,  und  d  a  ein  in  einem  Punkte  Ey 
der  von  P  die  Entfernung  EP  =  D  hat,  liegendes  Element  von  S.    Be- 

»ichnet  dann   f  i  eine  sich  über  S  erstreckende  Integration,  so  kann  mau 

leicht  folgende  Formeln  beweisen:  — 


(45) 


IV  J  D3  ^^  T  /2 2'  w®^^  *  ^^^  äusserer  Punkt  ist, 

J  jr^  =     g ^  ,  wenn  F  innerhalb  o  hegt. 


Sd  hst  dies  nur  ein  besonderer  Fall  eines  ganz  allgemeinen  Theorems  von 
Green,  welches  in  dem  oben  Ä(a)  gegebenen  enthalten  ist,  wie  wir 
später  zeigen  werden,  wenn  wir  die  allgemeine  Theorie  der  Attraction 
hesonders  behandeln.  Ein  geometrischer  Beweis  eines  speciellen  Satzes, 
von  welchem  der  vorliegende  ein  Fall  ist,  wird  in  Verbindung  niit  elemen- 
taren Untersuchungen  Über  die  Yertheilung  der  Elektricität  auf  kugel- 
JDnnigeu  Conductoren  vorkommen.  Inzwischen  wollen  wir  im  Nachstellen- 
den das  Integral  selbst  direct  auswerthen,  damit  kein  Theil  der  wichtigen 
Betrachtung,  die  uns  jetzt  beschäftigt,  auch  nur  zeitweilig  unvoll- 
■tändig  sei. 

Wir  wählen  die  Polarcoordinaten  9-  z=.  ECP  und  den  Winkel  tp  zwi- 
Rhen  der  Ebene  von  ECP  und  einer  durch  GP  gehenden  festen  Ebene. 
Bann  ist 

da  =  d^sin^d^dff. 

^irch  Integration  von  y>  =  0  bis  q)  z=i  2n  ergiebt  sich  also 

da        ^       ^   /»sin  d^  dB- 


L  0 

li  ist  aber 

2>»  =  a«  —  2  afcoa  &  +  f\ 

Wglich 

.    ^,^       BdV 

af 
Die  Grenzwerthe  von  D  im  Integral  sind 

f  —  a,    f  -\-  a,  wenn  f  >  a, 
!  a  —  f>    a  +  fy  wenn  f  <  a. 

Wir  haben  daher  in  diesen  beiden  Fällen  beziehungsweise 

/•  fda  __  2na  /    1 1\  _  2na (     1  1     \ 

JJd^-   f  v/~a     z+J' '^*^''- "7"V5^""ST7/' 

md  damit  sind  die  Formehi  (45)  bewiesen. 

(h.)  Green's  Aufgabe,  für  eine  Eugeloberfläohe  durch  be- 
Hmunte  Integrale  gelöst.  —  Es  bezeichne  jetzt  F{E)  eine  beliebige 
ninction  der  Lage  von  E  auf  S^  und  es  sei 

^  n  r{PC\^a^)F(E)diT 
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Wenn  /  unendlich  wenig  von  a  verschieden  ist,  so  verschwindet  jedes 
Element  dieses  Integrals ,  mit  Ausnahme  derjenigen,  für  welche  D  unend- 
lich klein  ist.  Das  Integral  hat  daher  denselben  Werth,  den  es  haben 
würde,  wenn  die  Function  F{E)  überall  den  "Wertli  hätte,  den  sie  in  dem 
P  am  nächsten  gelegenen  Theile  von  S  hat.  Wir  haben  also,  wenn  wir 
diesen  Werth  der  willkürlichen  Function  mit  F{P)  bezeichnen, 

7p/p\   f  /'(f''^C\:>  a^)dff     wenn  /  unendlich  wenig 

^    '  J  J  1)8  '       von  a  verschieden  ist, 

oder  nach   (45) 

(46')  tt  =  471  aF(P). 

Bezeichnet  jetzt  e  eine  beliebige  positive  Grösse ,  die  kleiner  als  Eins  i«t, 
so  erhalten  wir  durch  Entwicklung  in  eine  convergente  Eeihe 


(47) 


T: 7. S~i ÖTTT  =  1  +  Ol  e  -|-  O«  e2  -4-  u.  8.  w., 


wo  Qi)  Qs,  u  s.  w.  Functionen  von  ^  bezeichnen,  deren  Ausdrücke  uiit«a 
bestimmt  werden  sollen.  Jede  derselben  ist  -j-  1 ,  wenn  ^  =  0  ist,  und 
sie  sind  abwechselnd  gleich  —  1  und  +  1 ,  wenn  d-  =  n  ist.  Für  alb 
zwischen  0  und  n  liegenden  Werthe  von  d-  ist  jede  derselben,  wie  ?icli 
leicht  darthun  lässt,  >  —  1  und  <+l.  Unsere  Beihe,  welche  in  den  ge- 
nannten äussersten  Fällen  in  die  geometrische  Beihe  1  i  e  -f-  e^  "r  u.  s.  w. 
übergeht ,  convergirt  daher  rascher  als  die  geometrische  Beihe ,  diese  äofr 
sersten  Fälle  ausgenommen.     Es  ist  somit 

^  =  y  (l  +  ^  +  ^72-  +  II-  «•  w.j,  wenn  /  >  a 
(48)  {  J  J 

i  =  -^  0  +  ¥  +  ^  +  ^-  ^-  -')  >  -^^^  -^  <  «• 

Nun  haben  wir 

B  acofi  !h — / 

folglich 


1)3     -      \  -^  df  ^  dJ' 


und  daraus  folgt,  wenn  wir  (48)  differentiireu,  u.  s.  w., 
iP  —  a^         1  /      ,    3  01«    I    öOnaS    ,         \ 


(49) 


(50) 
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Wir  erhalten  also  für  u  (46)  die  folgenden  Entwicklungen :  — 
*  =  7  \ffF(E)do  -1-  ^-fffq,F(E)dc 

+  ^^f/QiF(E) dff  +  . .  ■  j .  wenn  f>a, 

+  Wff^^  F(E)do  -I-  . .  .j ,  wenn  /  <  a 

Diese  Reihen  sind  offenbar  convergent ,  ausser  im  Falle  f  •=.  a.  Nun 
haben  wir  aber  (46')  bewiesen,  dass  der  unentwickelt/e  Werth  von  t* 
in  diesem  Grenzfalle  endlich  und  gleich  4  7rai^(P)  ist.  Daraus  geht  her- 
vor, dass  die  Summe  jeder  Beihe  sich  mehr  und  mehr  diesem  Werthe 
nähert ,  wenn  sich  /  immer  mehr  a  nähert ,  und  wir  erhalten  im 
Grenzfall 

(51)  F(P)  =  ^^^ffF{E)da  +  3ffQ,F(E)dG 

+  hffQ^F(E)da  -\-  u.  s.  w.l . 

Dies  ist  die  berühmte  Entwicklung  einer  willkürlichen  Function  in  eine 
Seihe  „La place' scher  Coefficienten"  oder,  wie  wir  sie  jetzt  nennen,  har- 
monischer Kugelfunctionen. 

(t.)  Convergenz  der  Reihe.  —  Die  vorstehende  Untersuchung  zeigt, 
dass,  wenn  die  willkürliche  Function  F  für  jeden  Punkt  von  S  einen  be- 
•timmten  Werth  hat,  die  Beihe  (51)  zu  dem  Werthe  dieser  Function  conver- 
||Vt,  welcher  dem  Funkt  P  entspricht.  Ebenso  erkennt  man,  dass  die  Beihe, 
Wenn  der  Werth  von  F  durch  irgend  eine  auf  S  liegende  Linie  hindurch 
tine  unstetige  Aenderung  erfährt,  nicht  convergiren  kann,  wenn  P  genau 
tuf  dieser  Linie  liegt,  aber  noch  convergiren  muss,  wenn  P  dieser  Linie 
[tnch  noch  so  nahe  liegt. 

I        Später    werden   wir   eine   Begel   für   den   Grad   der    Convergenz    der 
;  Beihe  (51)  herleiten. 

(u.)     XSntwioklung  der  Coefßoienten.  —  In  der  Entwicklung  (47) 
1^ 

(1  —  2  SC08»-\-  c2)% 
fationale  ganze  Functionen  von  cos  9^  und  beziehungsweise  von  den  Graden 
1,2, • -.ff.  Sie  werden  unten  in  (59)  und  (60),  mit  ^'  =  0,  ezplicit  gegeben. 
Wenn  aber  Xyy^z  und  af^y^^z'  beziehungsweise  die  rechtwinkligen  Coordi- 
laten  von  P  und  E  bezeichnen,  so  haben  wir 

xoc^  -\-yy'  -\-  ze* 


JTon  — ^   ,    ^^^,    sind   die   Coefficienten   von   c,  e^^  •  •  •  e»   offenbar 


rr 


wo 

r  =  (a?a  +  y2  ^  z^k  und  r'  =  (a;'»  -|-  y'2  _j_  ^'2)i/»  igt. 

Wird  also,    wie  oben,  der  Coefficient  von  fi"  in  der  Entwicklung  mit  Q 

Wzeichnet,  so  ist 

&^.  O    __  H»[(a?.y,^),(a/,y,gO]. 
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JIn[(x,y,z),(x',y',z^]  bezeichnet  eine  symmetrische  Function  von  (x,y,z) 
lind  (x't  y'j  ^')»  welche  in  Beziehung  auf  jede  einzelne  dieser  beiden  Beihen 
homogen  Lst.  Mittels  des  Ausdrucks  von  Qn  wird  diese  Function  nattir 
lieh  durch  cos  d-  ausgedrückt  werden  können. 

Als   Function   von   (x,  y,  z)  angesehen ,  ist  Qn  r^  r**  symmetrisch  um 
OliJ  herum,    und  als  Function  von  (x'', i/', y)  symmetrisch  um  OP.    Wir 

werden  daher  Qnf^t'^  die  zweiaxige  harmonische  Function  nten  Grad« 
von  (x,y,z)(a^,y\z')  und  Qn  die  zweiaxige  harmonische Flächenfunction 
nter  Ordnung  nennen. 

(v.)    Entwicklung  von  jr  mittels  des  Taylor' sehen  Satses. — 

£s  verdient  bemerkt  zu  werden,   dass  man  den  Coefficienten  jedes  ihrer 

Glieder,  wie  scf^  «/'*  ^r'',  ohne  die  übrigen  Glieder  berechnen  zu  inÜBsen,  durch 
Anwendung  des  Taylor'  sehen  Satzes  auf  eine  Function  dreier  Veränder- 
lichen erhalten  kann,  und  zwar  auf  folgende  Weise:  — 

Es  ist 

1 r_ 

(1  —  2  «  cos  S^  +  €'^y/t  ~~  (r»  —  2  r  r'  cos  &  +  r*^^k 

r 


[(X  -  a/)2  +  (y  -  y)«  +  (z-z'n^ 

Bezeichnet  jetzt  Fix^y^z)   irgend   eine   Function   von   a;,  y  und   z,    so 
haben  wir 

F{x+f.    y  +  g.    z  +  h) 

>=o  t=o  /=o  l-2...j'.1.2...Ä;.1.2...2      ^x^  di/^  d  z^ 

dabei    ist  zu  bemerken,  dass  1  . 2  . .  .^*  durch   die  Einheit  ei-setzt  werde» 
mnss,  wenn  ,;'  =  0  ist ,  und  dasselbe  gilt  von  k  und  l.    Nehmen  wir  al*> 

1 


F(x,y,z)  = 


so  ist 


(a;2  +  y2  ^  z^yk  ' 

1 


[(x  -  x')^  +  (1/  -  y')2  +  (z  -  z^f]y. 


i.2...j.i.2...k.l.2...l  dx^dy^dz^  (a;2  +  y2_j_^2)^' 

und  diese  Entwicklung  ist,  wie  der  Vergleich  mit  (48)  lehrt,  allemal  con- 
vergent,  wenn 

a-'a  4.  ya  +  ^a  <  a?a  +  y»  +  ^r« 

ist.     Es  ist  folglich 


(53)      (rrO-  Qu  =  r««+'    ^11   ,  ^     ii   2      kl  2 


i.l.2...Ä;.1.2..J  dx^dy^dz'  (a?*+y* 

und  hat  die  Summation  alle  Glieder  zu  umfassen,  welche  die  angegebene 
Bedingung  j  -\-  k  -\-  l  =:  n  erfüllen.  Es  lässt  sich  leicht  darthun,  daf« 
die  zweite  Seite  der  Formel  (53)  nicht  nur,  wie  unmittelbar  ersichtlich, 
in  a;',y',<?',  sondern  auch  in  x,y,z  eine  ganze  und  homogene  Fanetioo 
nten  Grades  und  femer  in  Beziehung  auf  jede  dieser  beiden  Reihen  von 
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Veränderlichen  symmetrisch  ist.  Wir  gelangen  so  zu  dem  oben  in  (52) 
ansgeclrückten  Schlüsse  und  haben  jetzt  die  daselbst  angedeutete  Function 
explicit  in  Differentialquotientpn  ausgedrückt;  der  erhaltene  Ausdruck 
kann  weiter  mit  Leichtigkeit  unmittelbar  auf  eine  algebraische  Form  ge- 
bracht werden. 

(v'.)  Untwiokluiig  der  einaxigen  harmonisohen  Function  dar- 
aas hergeleitet.  —  In  dem  besondern  Falle  x*  =^  0  und  y'  =  0  reducirt 
rif h  (53)  auf  ein  einziges  Glied ,   das  eine  um  die  Axe  0  Z  sj-mmetrische 

Function  von  XjjfyZ  ist,  und  wenn  wir  jede  Seite  durch  r'",  oder  durch  die 

jfleiche  Grösse  ^'"  dividiren,  so  folgt 


(54) 


^^^^(-rfr^ä 


1.2.3...«     fl^n    (a;2  ^  y2  ^  ^2)1^ 


Durch  wirkliche  DiflFerentiaticm  kann  man  leicht  das  Bildungsgesetz  der 
B«*ihe  der  Zähler  entdecken,  und  wir  finden  auf  diese  Weise  mit  ungefähr 
derselben  Leichtigkeit  jede  der  obigen  Entwicklungen  (31),  (40),  (41)  für 
den  Fall  m  i^  p^  wie  die  trigonometrischen  Formeln,  die  natür- 
lich dadurch  erhalten  werden ,  dass  man  z  =:  r  cos  S-  und  x^  -|-  y^ 
=  r^sin^&  setzt. 

(w.)   Wird  darin  wieder  cos^  = ^      gesetzt  und,  wie  oben 

in  (u.),  wieder  die  Bezeichnung  {x^y,z),{x\'ijf ,z*)  eingeführt,  so  gelangen 
wir  zu  Entivicklungen  von  Qn  in  den  in  (52)  angezeigten  Ausdrücken. 

(x.)  Sntindcklung  der  z-weiaxigen  harmonisclien  Functionen.  — 
2n  einigen  der  nützlichsten  Entwicklungen  von  Q»  gelangt  man  mit 
grosser  Schnelligkeit,  wenn  man  den  Gleichungen  (26)  gemäss  wieder 
idie  imaginären  Coordinaten  (|, iy)  an  Stelle  von  (x^y)  und  in  ähnlicher 
Weif»  {!',  Ti')  an  Stelle  von  (a^,  y')  einführt.    Wir  haben  dann 

D'i  =  (I  -  V)  in  -  V)  +  {£  -  zr. 

w,  wie  oben, 

1 


r 


=  vvy 


fBiKi  folglich 

jDSin  —  r-  ^z.^    1.2...i.l.2...Ä;.1.2...Z  rf|>rfr^*d-eM^^  +  '^^)Vi 


t 


r 


atörlich  ist  in  diesem  Falle 

r«  =  |i?  -f  z^,    r'2  =  l'rf  +  zn 


cos^^mi^'^  +  ^^ 


rr* 


M  ganz  wie  oben  sehen  wir,  dass  dieser  Ausdruck  (55),  der  offenbar  in 
ienehiuig  aaf  Vi^fl^z'  und  ebenso  in  Beziehung  auf  \yr\^z  eine  homogene 
Nnction  nten  Grades  ist,  jedes  dieser  beiden  Systeme  von  Veränderlichen 
ti^iBiDetriflch  enthält. 
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Nun  lassen  sich,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  alle  nten  Differential- 
quotienten von  —  auf  die  folgenden  unabhängigen  Formen  reduciren :  — 


\ilz)   r  ' 


\dz)      dnr'   \dz)      \dri)  r'"\dfi)   r 
/  d  \»-i  d  1      /  d  \»~a  /  </  \2  1  /<?  N»  1 

UJ       dir'   UJ       Uf/   r'*"U?/    r 


Folglich  wird  r"  Q« ,  als  Function  von  z,  |,  rj  angesehen ,  durch  diese 
2n  -\-  1  Grössen  ausgedrückt,  deren  jede  einen  z*y  |',  tf  enthaltenden  Coef- 
ficienten  hat,  und  der  Symmetrie  wegen  muss  dieser  Coeföcient  das  Product 
der  nämlichen  Function  von  z\  >/,  |'  in  einen  Factor  sein,  welcher  keine  der 
beiden  Reihen  von  Veränderlichen  (^,  I,  rj),  (z*,  ii\\  |')  enthält.  Aus  der  Sym- 
metrie in  Beziehung  auf  |,  ?/'  und  j?,^'  ersehen  wir  ferner,  dass  der  nume 
rische  Factor  für  diejenigen  Grössen  der  nämliche  sein  muss,  welche  eine^ 
seits  I,  V.  andererseits  »?,  V  in  ähnlicher  Weise  enthalten.    Daher  ist 

d\^  \_ 
r 


(56)  { 


f«.=  <"T«h(Ä)"F(0 

_L  Y  ^wf       ^        _L       ^       i 

.  d"  J^  ^         2.1] 


^(')  ^ 1 

"  1.2....s.l.2...(rt  — »)V2.V2...(S  — V2)(2«  4- 1)(2«-|- 2). ..(«+-*) 

^ist. 

(*) 
Der  Werth  von  En    wird  auf  folgende  Weise  erhalten :  —  Vergleichen  wir 

den  Coefficienten  des  Gliedes  {zz')^~^  (^rff  in  dem  Zäliler  des  AusdmckB,! 
in  den  (55)  übergeht,  wenn  man  den  Differentialquotienten  entwickelt,  mitj 
dem  Coefßcienten  desselben  Gliedes  in  (56),  so  folgt 

^    '  1 . 2 . .  .(n  —  «) .  1 . 2  . . .  ,9 

wo  M  den  Coefficienten  von  z*^"*  ^'  in  r^''+^ ,  oder  was  dat' 

dz^'^'dif  r  ' 

selbe  ist,  den  Coefficienten  von  ^'"~*  ;/*  in   r'^'*+^ .  -L     bezeidh^ 

dz"*^'d^"  ♦" 
net.     Hieraus   und  aus    dem  Werthe   (42)   für  M  ergiebt    sich    der  obigi 

Werth    von  JSm  . 

(y.)  Wir  sind  jetzt  im  Stande,  die  Entwicklung  von  Qu  aof 
eine  reelle  trigonometrische  Form  zu  reduciren.  Zuuncbst  haleal 
wir  nach  (33) 

(58)  (I  q'Y  -\-  (I  ';/)*  =  2  (r  r'  sin  &  sin  »')'  coss((/>-^  9,'), 
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Sa  sei  nnn  , 

b?'  =  «V*r«w—*  -  (n -«)  (n - »- 1) ^^^-«-8 ^ ^^^, ^ 
(5»)  •-  *<*+'^ 

(d.  fa.  nach  der  Bezeichnung  von  (40)  C\>n  =  On  ),  nnd  die  analoge  Be- 
zeichnimg mit  Accenten  beziehe  sich  auf  ^'.  Dann  erhalten  wir  aus  (56), 
(57)  und  (58) 

n  «T-"ya-V2---(«— Vi)  (2«  +  l)(2«-f-2)...(2»  +  n— «)  ,  ^xvWv/<'> 

wo  jedoch  vom  ersten  Glied  (für  welches  s  =  0  ist)  nur  die  Hälfte  ge- 
nommen werden  darf. 

(z.)    Wir  können  jetzt  den  in  (g.),  (17)   gegebenen   Fundamentalsatz 

JjSn  &'  d  Ol  =  0  und  die  entsprechenden  auf  die  Elemente  harmonischer 
Functionen  bezüglichen  Sätze  (43)  und  (44)  durch  Auswerthung  des  Inte- 
grals  /^/"  52  dw  vervollständigen. 

Wenn  wir  zuerst  den  oben  für  Sn  hergeleiteten  allgemeinen  Ausdruck 
(37)  benutzen  und  die  willkürlichen  Constanten  so  modificiren,  dass  sie  für 
ansere  jetzige  Bezeichnung  passen,  so  haben  wir 

*"*  («) 

(61)  5«  =    2    AsC08{8  9>   +  as)'bn   , 

IbIgUch 

n  ^ 

\Vm  das  bestimmte  Integral  des  zweiten  Gliedes  auszuwerthen ,  haben  wir 
jaur  den  allgemeinen  Satz  (51)  für  die  Entwicklung  einer  Function  in 
Glieder  harmonischer  Flächenftinctionen  auf  den  besonderen  Fall  anzuwen- 
den,  in   welchem  die  willkürliche  Function  F(E)  selbst  die  harmonische 

?imction,     coss^tn  ,  ist.    Man  erhält  dann  mit  Bücksicht  auf  (16) 

.TT  in 

(63)  €M»^bi'^  =  ^^^/sin^d&ffdi^'cossg/iiTQn. 

0  0 

iWird  hierin  für  Qu  seine  eben  ermittelte  trigonometrische  Entwicklung 
Ittamtzt    und    die  Integration   für   g/  zwischen   den   angegebenen  Grenzen 

insgefabrt ,  so  stellt  sich  heraus ,  dass  cos  s  90  bn  fortdividirt  werden 
lann,  und  man  gelangt  leicht  (wenn  man  noch  die  Accente  in  dem  übrig 
lieibenden  bestimmten  Integral  weglässt)  zu  der  Formel 


L 


.(«).,.»__  __2_  1.2...«  1.2...(n— 8) 

ff(D.  )    O      _  2^^,  •   l/,.8/^...(«_i/j)  •  (2g+-l)(2«  +  2)...(2«-1-n-«> 

Thomflon  n.  Tait,  theoretische  Physik.  12 
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Diese  Formel  bleibt  auch  für  den  Fall  8  =  0  bestehen ;  es  wird  dann  das 

2 
zweite  Glied  derselben  - — -j-—-    Es  ist  gut,   hier  die  Gleichung  (44)  wie- 

der  anzuführen,  welche,   wenn  man  sie  statt  in  0{fntn)  in   b«    ausdruckt, 

sich  in 

n 

(65)  fsin  & b« ^  \U'  d»=  0 

0 

verwandelt,  wo  n  und  n'  verschieden  sein  müssen.  Die  durch  diese  beiden 
Gleichungen'  (64)  und   (65)    ausgedrückten   Eigenschaften  können  aus  dem 

expliciten  Ausdruck  (59)  von  bn  durch  directe  Integration  bewahrheitet 
werden,  und  wird  dies  eine  möglicher  Weise  zwar  nicht  sehr  leichte,  aber 
gute  analytische  Uebung  sein. 


Zweites    Capitel. 
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205.  EinfÜhrang  der  Begriffe  Materie  und  Kraft  —  Im 
Torhergehenden  Capitel  haben  wir  •  die  Bewegung  von  Punkten, 
Linien,  Oberflächen  nnd  Körpern,  mochte  dieselbe  nnn  von  einer 
Aofldehnnngs-  nnd  Formveränderang  begleitet  sein  oder  nicht,  vom 
rein  geometrischen  Gesichtspunkte  aus  betrachtet.  Die  Resultate, 
SU  denen  wir  gelangten,  sind  daher  von  dem  Begriffe  „Materie^ 
und  von  den  Kräften,  welche  die  Materie  äussert,  sämmtlich  un- 
abhängig. Bisher  haben  wir  die  Existenz  der  Bewegung,  der 
Formänderung,  u.  s.  w.  einfach  vorausgesetzt:  Jetzt  liegt  uns  ob, 
zu  erörtern,  nicht  wie  eine  solche  Bewegung,  u.  s.  w.  wohl  hervor- 
gebracht werden  könne,  sondern  welches  die  wirklichen  Ur- 
sachen sind,  die  in  der  matenellen  Welt  eine  solche  nach  sich  ziehen. 
Die  Resultate  des  vorliegenden  Capitels  müssen  daher  als  Ergebnisse 
der  wirklichen  Erfahrung,  sei  es  nun  Beobachtung  oder  Experiment, 
angesehen  werden.  Wie  eine  solche  Erfahrung  gewonnen  wird,  soll 
den  Gegenstand  eines  späteren  Capitels  ausmachen. 

206.  Wir  glauben  wohlzuthnn ,  jedenfalls  beim  Beginn  unserer 
Betrachtung  New  ton' s  Darstellung  treu  zu  folgen.  Denn  die  Ein- 
leitung zu  den  Principia  enthält  in  äusserst  durchsichtiger  Form  die 
allgemeine  Grundlage  der  Dynamik.  Die  darin  niedergelegten  De- 
finitiones  nnd  Axiomata  sive  Leges  Motus  erfordern  nur  einige 
durch  spätere  Entwicklungen  gewonnene  Erweiterungen  und  erläu- 
ternde Zuaätze,  um  für  den  gegenwärtigen  Stand  der  Wissenschaft 

12* 
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zu  passen  und  eine  weit  bessere  Einleitung  zur  Dynamik  zu  bildeg 
als  sogar  in  einigen  der  besten  neueren  Lehrbücher  sich  yorfindei 

207.  Wir  können  natürlich  keine  dem  Metaphysiker  genügend 
Definition  der  Materie  geben.  Der  Naturforscher  wird  sich  mi 
der  Erklärung  begnügen,  dass  Materie  das  durch  die  Sinn 
Wahrnehmbare,  oder  dasjenige  ist,  was  eine  Kraft  aussen 
oder  die  Wirkung  einer  Kraft  erleiden  kann.  Die  zweit 
und  genau  genommen  auch  die  erstere  dieser  Definitionen  schliesi 
den  Begriff  der  Kraft  in  sich,  die  thatsächlich  ein  directes  Objel 
der  Wahrnehmung,  vielleicht  für  alle  unsere  Sinne,  jedenfalls  ab€ 
für  den  „Muskelsiun^  ist. 

Was  die  weitere  Erörterung  der  Frage:  Was  ist  Materie 
betrifft,  so  müssen  wir  auf  unser  Capitel  über  die  Eigenschaften  d« 
Materie  verweisen. 

208.  Masse,  Dichtigkeit.  —  Die  Stoffmenge  oder,  wi 
wir  nunmehr  sagen  wollen,  die  Masse  eines  Körpers  ist  nac 
Newton  dem  Volumen  und  zugleich  der  Dichtigkeit  propa 
tional.  Diese  Definition  giebt  uns  eigentlich  eher  den  Begriff  d< 
Dichtigkeit,  als  denjenigen  der  Masse;  denn  sie  zeigt  uns,  dass  si« 
die  Dichtigkeit  verdoppelt,  wenn  man  in  ein  Gefass  von  gegebene 
Rauminhalt  doppelt  so  viel  Materie,  z.  B.  Luft  hineinbringt,  n.  s.  i 
Sie  zeigt  aber  auch,  dass  bei  einem  Stoffe  von  gleichförmiger  Dicht| 
keit  die  Masse  oder  Stoffmenge  dem  Volumen  oder  eingenommeiu 
Räume  proportional  ist. 

Bezeichnet  M  die  Masse,  q  die  Dichtigkeit  und  V  das  Volumen  ein 
homogenen  Körpers,  so  ist 

M=  Vq, 

wenn  wir  als  Masseneinheit  die  in  der  Yolumeneinheit  eines  Körpers  v 
der  Einheit  der  Dichtigkeit  enthaltene  Masse  annehmen. 

Wenn  sich  die  Dichtigkeit  eines  Körpers  von  Punkt  zu  Punkt  ände 
80  erhalten  wir  ans  der  vorstehenden  Formel  offenhar 

darin  wird  q  als  bekannte  Function  von  rc,  y,  z  vorausgesetzt,  und  die  ] 
tegration  liat  sich  über  den  ganzen  von  dem  Stoffe  des  Körpen  e 
genommenen  Raum  zu  erstrecken,  mag  derselbe  continnirlich  8< 
oder  nicht. 

Newton  fügt  dieser  Definition  eine  Bemerkung  hinzn,  die  I 
sondere  Beachtung  verdient.  Er  sagt,  dass,  wenn  es  etwas  gä] 
was  die  Zwischenräume  aller   Körper  frei   durchdringt,  so  wül 
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lies  bei  der  Bestimmung  ihrer  Masse  oder  ihrer  Dichtigkeit  nicht 
b  Rechnung  gezogen  sein. 

209.  Newton  zeigt  ferner,  dass  das  Gewicht  eines  Körpers 
fin  praktisches  Maass  seiner  Masse  ist.  Die  Pendelyersnche ,  durch 
prelche  er  diese   wichtige  Bemerkung  begründet,  werden  später  in 

serem  Capitel   über    die  Eigenschaften    der  Materie    beschrieben 
erden. 

Wir  werden  alsbald  darlegen,  dass  die  für  Messungen  in  Eng- 
d  geeignetste  Masseneinheit  das  englische  Pi^d  ist. 

210.  BewegimgsgröBse.  —  Die  Quantität    der    Bewe- 
nng,  oder  die  Bewegungsgrösse  eines  starren,  ohne  Rotation 

bewegenden  Körpers  ist  seiner  Masse  und  zugleich  seiner  Ge- 
iwindigkeit  proportional.  Die  Gesammtbewegung  ist  die  Summe 
kr  Bewegungen  seiner  verschiedenen  Theüe.  Danach  würde  eine 
^ppelte  Masse  oder  eine  doppelte  Geschwindigkeit  einer  doppelten 
egungsgrösse  entsprechen,  u.  s.  w. 

Wemi  wir  also  die  Bewegungsgrösse  der  Masseneinheit,  die  sich   mit 
Hinheit  der  Geschwindigkeit  bewegt,  als  Einheit  der  Bewegungsgrösse 
lehmen,  so  ist  Mv  die  Bewegungsgrösse  einer  Masse  Af,  deren  Bewe- 
mit  der  Geschwindigkeit  v  erfolgt. 

211.  Aendemng  der  Bewegungsgrösse.  —  Die  Aende- 

CUQg  der  Quantität  der  Bewegung  oder  die  Aenderung 
er  Bewegungsgrösse  ist  der  in  Bewegung  befindlichen  Masse 
>nd  zugleich  der  Aenderung  ihrer  Geschwindigkeit  proportional. 

Die  Aenderung  der  Geschwindigkeit  ist  in  dem  allgemeinen 
ferne  des  §  27  zu  verstehen.  Wenn  also  (s.  d.  Fig.  des  §  27)  eine 
fcrch  OA  dargestellte  Geschwindigkeit  sich  in  eine  andere  Ge- 
•cbwindigkeit  OC  verwandelt,  so  stellt  ^  C  die  Aenderung  der  Ge- 

r windigkeit  in  Grösse  und  Richtung  dar. 
212.  Besdhleimigung  der  Bewegungsgrösse.  —  Die  ver- 
Ultnissmässige  Grösse  der  Aenderung,  der  Bewegungs- 
grösse oder  die  Beschleunigung  der  Bewegungsgrösse 
ttt  der.  in  Bewegung  befindlichen  Masse  und  zugleich  der  Beschleu- 
üguig  der  Geschwindigkeit  proportional. 

So  ist  (§  35,  b)  die  Beschleunigung  der  Bewegungsgrösse  eines 
^i  Callenden  Körpers  eine  constante  Grösse  und  geht  in  veiiicaler 
Bicfatnng  vor  sich.  Femer  ist  (§  35,  a)  die  Beschleunigung  der  Be- 
vegongsgrösse  einer  Masse  Jtf,  welche  mit  gleichförmiger  Geschwin- 

..  M  F« 

«gkeit  F  einen  Kreis  vom  Radius  E  beschreibt,  gleich   -^  und 
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gegen  den  Mittelpunkt  des  Kreises  gerichtet,  d.  h.  es  findet  eine 
Aendernng  der  Richtung,  nicht  aber  eine  Aenderung  der  Geschwin- 
digkeit der  Bewegung  statt. 

Allgemein   (§  29)  ist  für  einen  sich  irgendwie  im  Baume  bewegenden 
Körper  von  der  Masse  M  die  Beschleunigung  der  Bewegungsgröese  in  der 

d^  s 

Richtung   der  Bewegung    (die  tangentiale  Beschleunigung)   gleich  M  -r^ 

und  die  nach  dem  Krümmungsmittelpuukt  der  Bahn  genommene  Be- 
schleunigung der  Bewegungsgrösse  (die  normale  oder  centripetale  Be- 
schleunigung) gleich  M  —  •  /Wir  können  die  gesammte  Beschleunigung 
der  Bewegungsgrösse  auch  durch  ihre  nach  den  drei  zu  einander  recht- 

winkligen   Coordinatenaxen    genommenen   Componenten    M  -ttk  »    3f  -TT? , 

d  z  •  •>'  ■•       ••       •- 

M  -TTj ,  oder  nach  Newtons  Schreibweise  durch  Jlf  OJ,  Jtf  y,  3/  z  dar- 
stellen. 

213.  Kinetische  Energie.  —  Die  lebendige  Kraft  oder 
kinetische  Energie  eines  in  Bewegung  befindlichen  Körpers  ist 
seiner  Masse  und  zugleich  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit 
proportional.  Wenn  wir  die  früheren  Einheiten  der  Masse  und  der 
Geschwindigkeit  beibehalten,  so  ist  es  sehr  vortheilhafb,  die  leben- 
dige Kraft  als  das  halbe  Product  der  Masse  in  das  Quadrat  der 
Geschwindigkeit  zu  definiren. 

214.  Die  for  die  Zeiteinheit  genommene  Aendernng  der 
kinetischen  Energie  ist  gleich  dem  Product  aus  der  Geschwin- 
digkeit in  die  tangentiale  Componente  der  Beschleunigung  der  Be- 
wegungsgrösse.    Denn  es  ist 


215.  Materieller  Punkt.  —  Es  ist  zu  bemerken,  dass  wir 
im  Vorhergehenden^  ausser  bei  der  Definition  der  Masse,  keine 
Rucksicht  auf  die  Ausdehnung  des  in  Bewegung  befindlichen  Kör- 
pers genommen  haben.  Dies  ist  von  keinem  Einfluss,  so  lan^e  der 
Körper  nicht  rotirt,  und  so  lange  seine  Theile  dieselbe  Lage  gegen 
einander  beibehalten.  In  diesem  Falle  können  wir  die  ganze  im 
Körper  enthaltene  Materie  als  in  einen  einzigen  Punkt  concentrirt 
ansehen.  Wir  sprechen  daher  von  einem  materiellen  Punkte, 
der  von  einem  geometrischen  Punkte  wohl  zu  unterscheiden 
ist.  Wenn  aber  der  Körper  rotirt,  oder  wenn  seine  Theile  ihre 
gegenseitige  Lage  ändern,  so  ist  es  unmöglich,  einen  Punkt  zu  wäh- 
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len,  durch  dessen  Bewegungen  allein  sich  diejenigen  der  übrigen 
Punkte  bestimmen  Hessen.  In  solchen  FäUen  sind  die  Bewegungs- 
grosse und  die  Aenderung  der  Bewegnngsgrösse  des  ganzen  Körpers 
in  irgend  einer  Richtung  die  Summen  der  Bewegnngsgrössen  und 
der  Aenderungen  der  Bewegungsgrössen  seiner  Theile  in  diesen 
Richtungen ;  dagegen  ist  die  kinetische  Energie  des  ganzen  Körpers, 
als  überhaupt  von  jeder  Richtung  unabhängig,  einfach  die  Summe 
der  kinetischen  Energien  seiner  verschiedenen  Theile  oder  materiel- 
len Punkte. 

216.  Trägheit.  —  Der  Materie  wohnt  das  Bestreben  inne,  äusse- 
ren Einflüssen  zu  widerstehen ;  deshalb  bleibt  jeder  Körper,  so  lange 
er  es  vermag,  in  Ruhe,  oder  er  bewegt  sich  gleichförmig  in  gerader 
Richtung. 

Dieses  Streben,  die  Trägheit  der  Materie,  ist  der  im  Körper  ent- 
haltenen Stoflmenge  proportional.  Es  ist  also  irgend  eine  Ursache 
erforderlich,  um  die  Gleichförmigkeit  der  Bewegung  eines  Körpers 
zu  stören,  oder  um  denselben  von  seiner  natürlichen  geradlinigen 
Bahn  abzulenken. 

217.  Jede  Ursache,  welche  den  natürlichen  Zustand  der  Buhe 
eines  Körpers  oder  seine  gleichförmige  Bewegung  in  geradliniger 
Bahn  zu  ändern  strebt,  heisst  einwirkende  Kraft  oder  ein- 
iich  Kraft. 

Die  Kraft  wird  vollständig  verbraucht  in  der  Wirkung,  die 
sie  ausübt,  und  wenn  die  Kraft  zu  wirken  aufhört,  so  setzt  der  Kör- 
per seiner  Trägheit  zufolge  in  der  ihm  ertheilten  Richtung  und  mit 
der  ihm  ertheilten  Geschwindigkeit  seine  Bewegung  fort.  Die  Kräfte 
können  verschiedener  Art  sein,  als  Druck,  Schwere,  Reibung,  irgend 
eine  der  anziehenden  oder  abstossenden  Wirkungen  der  Elektricität, 
des  Magnetismus,  u.  s.  w. 

218.  Elemente,  welche  eine  Kraft  bestimmen.  —  Die  drei 
eine  Kraft  bestimmenden  Elemente,  oder  die  drei  Elemente,  welche 
bekannt  sein  müssen,  bevor  man  sich  einen  klaren  Begriff  von  der 
in  Rede  stehenden  Kraft  bilden  kann,  sind  der  Augriffsort,  die  Rich- 
tong  und  die  Grösse  derselben. 

(a.)  Angriffsort  einer  Kraft.  Der  erste  Fall,  den  wir  zu 
betrachten  haben,  ist  derjenige,  in  welchem  der  Angriffsort  ein 
Pnnkt  ist.  Wir  haben  schon  gezeigt,  in  welchem  Sinne  der  Aus- 
druck „Punkt"  zu  nehmen  ist,  und  in  welcher  Weise  wir  uns  folg- 
lich vorzustellen  haben,  eine  Kraft  wirke  an  einem  Punkte.  In  der 
Wirklichkeit  aber  ist  der  Angriffsort  einer  Kraft  immer  entweder 
«ne  Fläche  oder  ein  mit  Materie  erfüllter  Raum  von  drei  Dirnen- 
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sionen.  Die  Spitze  der  feinsten  Nadel,  oder  die  Schneide  des  schärf- 
sten Messers  ist  immer  noch  eine  Fläche  und  wirkt  als  solche  auf 
die  Körper,  mit  denen  sie  in  Berührung  kommt.  Auch  die  starrsten 
Substanzen  berühren  einander,  wenn  man  sie  zusammenbringt,  nicht 
in  einem  Punkte,  sondern  schUessen  sich  so  an  einander  an,  dass 
eine  Berührungsfläche  entsteht. 

Andererseits  ist  die  Schwere  eine  Kraft ,  deren  Angriffsort  die 
ganze  Materie  des  Körperi^  ist,  dessen  Gewicht  wir  betrachten,  und 
der  kleinste  Theil  Materie,  der  ein  Gewicht  hat,  nimmt  einen  end- 
lichen Theil  des  Raumes  ein.  Wir  sehen  somit,  dass  es  zwei  Arten 
von  Kräften  giebt,  die  sich  dui*ch  die  Natur  ihres  Angriffsortes  unter- 
scheiden: Kräfte,  deren  Angriffsort  eine  Fläche,  und  Strafte,  deren 
Angriffsort  ein  Körper  ist.  Wenn  ein  schwerer  Körper  auf  dem 
Boden  oder  auf  dem  Tische  ruht,  so  wird  einer  nach  unten  wirken- 
den Kraft  der  zweiten  Art  durch  eine  nach  oben  gerichtete  Kraft, 
die  von  der  ersterenArt  ist,  das  Gleichgewicht  gehalten. 

(b.)  Das  zweite  eine  Kraft  bestimmende  Element  ist  ihre 
Richtung.  Die  Richtung  einer  Kraft  ist  die  Linie,  in  welcher  sie 
wirkt.  Wenn  der  Angiiffsort  einer  Elraft  als  ein  Punkt  angesehen 
wird,  so  ist  eine  durch  diesen  Punkt  in  der  Richtung,  in  welcher 
die  Kraft  den  Körper  zu  bewegen  strebt,  gelegte  Linie  die  Richtimg 
der  Kraft.  Im  Falle  einer  über  eine  Oberfläche  vertheilten  Kraft 
ist  es  oft  möglich  und  zweckmässig,  einen  einzigen  Punkt  and  eine 
einzige  Linie  in  der  Art  anzunehmen,  dass  eine  in  diesem  Punkte 
angreifende  und  in  der  Richtung  dieser  Linie  wirkende  Kraft  von 
gewisser  Grösse  eben  die  Wirkung  hervorbringt,  die  in  Wirklich- 
keit erfolgt. 

(c.)  Das  dritte  eine  Kraft  bestimmende  Element  ist  ihre 
Grösse.  Dies  erfordert  eine  Betrachtung  der  Methode,  die  in  der 
Dynamik  zum  Messen  der  Kräfte  angewandt  wird.  Um  etwas  mes- 
sen zu  können,  muss  man  zuvor  eine  Maasseinheit  oder  ein  Maass, 
auf  welches  man  sich  bezieht,  und  ausserdem  ein  Princip  der  nume- 
rischen Bestimmung  oder  ein  Verfahren  .haben ,  nach  welchem  man 
sich  auf  dieses  Maass  bezieht.  Beides  werden  wir  uns  alsbald  ver- 
schaffen.    Siehe  auch  unten  §  258. 

219.  Der  beschleunigende  Effect  einer  Kraft  ist  der  Ge- 
schwindigkeit proportional,  welche  die  Kraft  in  einer  gegebenen  Zeit 
erzeugt,  und  wird  gemessen  durch  die  Geschwindigkeit,  welche  in 
der  Zeiteinheit  hervorgebracht  wird,  respective  hervorgebracht  wer- 
den würde.  Mit  anderen  Worten,  der  beschleunigende  Effect  ist  die 
verhältnissmässige  Grösse  der  durch  die  Kraft  bewirkten  Geschwindig^ 
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keitsanderang.     Dies  ist  aber  nichts  anderes,  als  was  wir  (§  28) 
schon  als  Beschlennignng  definirt  haben. 

22f>.  Maass  einer  Kraft.  —  Das  Maass  einer  Kraft  ist  die 
Quantität  der  Bewegung,  die  sie  in  der  Zeiteinheit  heiTorbringt. 

Der  Leser,  der  gewohnt  ist,  von  einer  Kraft  von  so  und  so  viel 
Pfnnd  oder  Tonnen  zu  sprechen,  wird  einigermaassen  überrascht 
Bein,  wenn  er  findet,  dass  Newton  solchen  Ausdrücken  keinen  Vor- 
schub leistet.  Diese  Methode  ist  nicht  correct,  so  lange  nicht  be- 
stimmt angegeben  ist,  in  welchem  Theile  der  Erdoberfläche  das 
Pfand  oder  eine  andere  bestimmte  Stoffmenge  gewogen  werden  soll; 
denn  das  Gewicht  einer  gegebenen  Stoffmenge  ist  in  verschiedenen 
Breiten  verschieden.  In  auffallendem  Gegensatz  zur  Plumpheit  die- 
ses Systems  steht  die  klare  und  einfache  Genauigkeit  der  absoluten 
Methode,  wie  wir  sie  oben  darlegten.  Diese  Methode  werden  wir 
öberall  beibehalten,  ausser  wenn  wir  bei  der  Mittheilung  von  Resul- 
taten Kräfte  in  den  den  Ingenieuren  eines  Landes  geläufigen  Aus- 
dracken  anzugeben  wünschen.  Wenn  also  W  die  in  Pfunden  aus- 
gedrückte Masse  eines  Körpers,  g  die  Geschwindigkeit  ist,  welche 
derselbe  beim  Fall  während  einer  Secunde  unter  dem  Einfluss  seines 
Gewichtes  oder  der  Anziehung  der  Erde  erlangen  würde,  und  P  die 
in  kinetischen  oder  absoluten  Einheiten  gemessene  Schwerkraft  ist, 
die  auf  den  Körper  wirkt,  so  haben  wir 

I  p  =  >r^. . 

I  221.  Nach  dem  System,  welches  in  den  neueren  Lehrbüchern 
[der  Dynamik  gewöhnlich  befolgt  wird,  ist  die  Masseneinheit  das 
i&che  der  Masse  der  Gewichtseinheit.  Diese  Definition,  welche  eine 
f^echselnde  und  sehr  unnatürliche  Masseneinheit  liefert,  ist  sehr  un- 
Ipawend.  In  der  That  sind  Gewichte  Massen,  nicht  Kräfte.  Sie 
werden  zunächst  im  Verkehr  angewandt,  um  eine  bestimmte  Stoff- 
inenge  ihrer  Quantität  nach  auszumessen,  ohne  Rücksicht  auf  die 
Kraft,  mit  der  dieselbe  von  der  Erde  angezogen  wird. 

So  würde  ein  Kanfoiann  bei  Anwendung  einer  gewöhnlichen 
Wage  und  einer  Reihe  von  Gewichtstücken  seinen  Kunden  immer 
dieselbe  Quantität  derselben  Stoffart  geben,  wie  auch  immer  die  An- 
sehimgskraft  der  Erde  sich  ändern  möchte,  da  seine  Messung  von 
Massen  abhängig  ist.  Ein  anderer  dagegen,  der  sich  einer  Feder- 
^•»ge  bediente,  würde  in  hohen  Breiten  seine  Kunden  und  in  nie- 
™figen  Breiten  sich  selbst  betrügen,  wenn  sein  Instrument  (das  auf 
Kräften  und  nicht  auf  Massen  beruht)  in  London  genau  ad- 
Fttürt  wäre. 
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Es  ist  nur  eine  secnndäre  Anwendung  unserer  Gewichte,  die- 
selben zur  Messung  von  Kräften,  wie  der  Spannung  von  D&mpfen, 
der  Muskelkraft,  u.  s.  w.  zu  benutzen.  In  allen  Fällen,  in  denen 
grosse  Genauigkeit  erfordert  wird ,  müssen  die  durch  eine  solche 
Methode  erhaltenen  Resultate  auf  das  reducirt  werden,  was  sich  er- 
geben hätte,  wenn  die  Kraftmessung  mittels  einer  vollkommenen 
Federwage  erfolgt  wäre,  deren  Eintheilung  die  an  einem  festgesetz- 
ten Orte  auf  die  Gewichte  wirkenden  Schwerkräfte  anzuzeigen  hat. 

Es  ist  daher  weit  einfacher  und  besser,  das  englische  Pfund, 
oder  ein  anderes  nationales  oder  internationales  Normalgewicht, 
z.  B.  das  Gramm  (s.  das  Capitel  über  Maasse  und  Instrumente)  als 
Masseneinheit  anzunehmen  und  daraus  der  oben  gegebenen  New- 
to naschen  Definition  gemäss  die  Krafteinheit  herzuleiten.  Dies  ist 
die  Methode,  welche  Gauss  bei  seiner  Vervollkommnung  des  Systems 
der  Kräftemessung  eingeschlagen  hat,  und  ihr  verdanken  wir  eine 
absolute  Krafteinheit,  die  auf  einem  anderen  Wege  nicht  hätte 
erlangt  werden  können. 

222.  Clairault's  Formel  für  die  Grösse  der  Schwer- 
kraft. —  Aus  Beobachtungen  und  mit  Zugrundelegung  einer  ge- 
wissen auf  die  Gestalt  und  Dichtigkeit  der  Erde  bezüglichen  Theorie 
hat  Clairault  eine  Formel  hergeleitet,  welche  überall,  wo  keine 
Pendelbeobachtung  von  hinlänglicher  Genauigkeit  angestellt  worden 
ist,  benutzt  werden  kann  zur  Berechnung  des  wahrscheinlichsten 
Werthes  der  scheinbaren  Schwerkraft,  die  die  Resultante  der  wirk- 
lichen Schwerkraft  und  der  Centrifugalki*aft  ist.  Diese  Formel  ent- 
hält zwei  Constanten,  die  nach  den  besten  neueren  Pendelbeobadi- 
tungen  berichtigt  sind  (Airy,  Encyclopaedia  Metropolitana,  Figore 
of  the  Earth).     Sie  ist  folgende :  — 

Wenn  0  die  am  Aequator  und  g  die  in  irgend  einer  Breite  1 

auf  eine  Masseneinheit  wirkende  scheinbare  Schwerkraft  bezeichnet» 

so  ist 

gz=  a(l  +  0,005133  stnU). 

Der  Werth  von  G,  ausgedrückt  in  absoluten  Krafteinheiten,  voa 
denen  gleich  die  Rede  sein  soll,  ist 

32,088  in  britischen  Einheiten, 
9,780  in  metrischen  Einheiten. 

Nach  dieser  Formel  ist  die  Schwerki-aft  am  Pole 

g  =  32,088  X  1,005133  =  32,2527. 

223.  Gauss'  absolute  Einheit.  —  Da  die  Schwere  nicht  uJ 
Stande  war,  uns  ein  von  jeder  Oertlichkeit  unabhängiges  bestimmt«! 
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Kams  zu  yerschaffen,  so  müssen  wir  uns  irgend  einer  anderen  Me- 
thode bedienen.  Das  in  der  oben  dargelegten  Weise  von  Newton 
angegebene,  praktisch  aber  zuerst  von  Gauss  eingeführte  Messungs- 
princip  liefert  uns,  was  wir  suchen.  Nach  diesem  Princip  ist  die 
Krafteinheit  diejenige  Kraft,  welche  der  Masseneinheit  während  der 
Zeiteinheit  die  Einheit  der  Geschwindigkeit  ertheilt. 

Dieses  Maass  ist  unter  dem  Namen:  „ Gauss'  absolute  Einheit" 
bekannt;  absolut  heisst  dieselbe  deshalb,  weil  sie  ein  Kräftemaass 
liefert,  das  von  der  in  verschiedenen  Gegenden  verschiedenen  Grösse 
der  Schwerkraft  unabhängig  ist. 

324.  Die  absolute  Einheit  hängt  von  der  Massen einheit,  der 
Zeiteinheit  und  der  Einheit  der  Geschwindigkeit  ab.  Da  nun  die  * 
Einheit  der  Geschwindigkeit  von'  der  Raumeinheit  und  der  Zeitein- 
heit abhängt,  so  enthält  unsere  Definition  eine  einfache  Beziehung 
auf  Masse  und  Raum,  aber  eine  doppelte  Beziehung  auf  die  Zeit, 
und  dies  ist  ein  Punkt,  der  besonders  beachtet  werden  muss. 

225.  Britische  absolute  Einheit.  —  Die  Masseneinheit  sei 
das  britische  Pfund,  die  Raumeinheit  der  bntische  Fuss  und  die  Zeit- 
einheit  die  mittlere  Sonnensecunde.  Dann  haben  wir  die  britische 
labflolute  Krafteinheit  zu  definiren  als  „die  Kraft,  unter  deren  Ein- 
^wirkung  ein  Pfund  Materie  während  einer  Secunde  eine  Geschwin- 
digkeit von  einem  Fuss  per  Secunde  erlangt." 

226.  Vergleich  der  absoluten  Krafteinheit  mit  der  Schwer- 
kraft. —  Um  dieses  Maass  verständlich  zu  machen,  haben  wir  nur 
in  bestimmen,  wie  viele  absolute  Einheiten  auf  eine  gegebene  Masse 
iB  irgend  einem  gegebenen  Orte  dieselbe  Wirkung  ausüben  werden, 
wie  die  Schwerkraft.  Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  die  Beschleu- 
ift^^ong  messen,  welche  die  Schwerkraft  in  einem  Körper  erzeugt, 
[der  auf  seiner  Bahn  keinen  Widerstand  findet.  Das  zuverlässigste 
Verfahren,  diese  Messung  auszuführen,  ist  ein  indirectes  und  beruht 
nf  der  Anwendung  des  Pendels.  Die  Pendelversuche,  welche  der 
iKapitan  Kater  in  Leith  Fort  angestellt  hat,  haben  ergeben,  dass 
tön  Körper,  der  an  jenem  Orte  eine  Secunde,  ohne  Widerstand  zu 
finden,  fallt,  die  Geschwindigkeit  von  32,207  Fuss  per  Secunde  er- 
langt Die  vorstehende  Formel  giebt  uns  für  die  Breite  55^  33', 
welche  ungefähr  die  Breite  von  Edinburg  ist,  genau  32,2.  Die 
;Aenderung  der  Schwerkraft  für  einen  Grad  Breitendifferenz  macht 
«m  die  Breite  von  Edinburg  herum  nur  0,0000832  ihres  eigenen 
^Betrages  ans.  Nahezu  von  derselben  Grösse,  nur  ein  wenig  grösser, 
'M  sie  für  jeden  Breiteugrad  nach  Süden  bis  zur  Südgrenze  der 
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britischen  Inseln.  Andererseits  würde  nach  Norden  hin,  in  der  Breite 
der  Orkney-  und  Shetland-Inseln,  die  Aenderung  für  jeden  Grad  merk- 
lich geringer  sein.  Vom  Norden  bis  zum  Süden  der  britischen  Inseln 
nimmt  also  die  Schwerkraft  für  jeden  Grad  höchstens  um  '  12000  des 
ganzen  Betrages  zu,  den  sie  an  irgend  einem  Orte  hat.  Der  Darch- 
schnittswerth  der  Schwerkraft  ist  für  Grossbritannien  und  Irland 
jedenfalls  nur  wenig  von  32,2  verschieden.  Wenden  wir  das  erhal- 
tene Resultat  auf  die  vorliegende  Frage  an ,  so  sehen  wir ,  dass  die 
Schwerkraft  in  Edinburg  32,2  mal  so  gross  als  die  Kraft  ist,  welche 
in  einem  Pfund  während  einer  Secunde  eine  Geschwindigkeit  von 
einem  Fuss  per  Secunde  erzeugen  würde,  oder  mit  andei'en  Worten: 
'  32,2  ist  die  Anzahl  der  absoluten  Einheiten,  welche  in  dieser  Breite 
dem  Gewicht  eines  Pfundes  gleichkommt.  Die  britische  absolute 
Krafteinheit  ist  somit,  roh  ausgedrückt,  etwa  gleich  dem  Gewicht 
einer  halben  Unze. 

227.  Da  Kräfte  nur  Kichtung  und  Grösse  besitzen,  so  können 
sie  wie  Geschwindigkeiten  durch  gerade  Linien  dargestellt  werden, 
welche  die  Richtungen  der  Kräfte  haben,  und  deren  Längen  den 
Grössen  derselben  beziehungsweise  proportional  sind. 

Auch  die  Gesetze  über  die  Znsammensetzung  und  Zerlegung 
beliebig  vieler  in  demselben  Punkte  angreifenden  Kräfte  sind,  \nt 
wir  später  (§  255)  zeigen  werden,  die  nämlichen  wie  die  für  Ge- 
schwindigkeiten bereits  als  gültig  erwiesenen.  Die  §§  26,  27  blei- 
ben daher  richtig,  wenn  statt  Geschwindigkeit  überall  Kraft  ge- 
sagt wird. 

228.  Zerlegung  der  Kräfte,  wirksame  Componente  einer 
Kraft.  —  Die  nach  irgend  einer  Richtung  genommene  Compo- 
nente einer  Kraft,  bisweilen  die  in  dieser  Richtung  wirksame 
Componente  genannt,  wird  daher  erhalten,  wenn  man  die  Gröflse 
der  Kraft  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  multiplicirt,  den  die  Rich- 
tungen der  Kraft  und  der  Componente  cinschliessen.  Die  zweite 
Componente  ist  in  diesem  Falle  senkrecht  gegen  die  erstei-e  ge~ 
richtet. 

Es  ist  in  den  meisten  Fällen  zweckmässig,  Kräfte  parallel  im 
drei  auf  einander  senkrechten  Geraden  in  Componenten  zu  zerlegen; 
jede  dieser  drei  Componenten  einer  Kraft  ergiebt  sich  durch  Multi« 
plication  der  Grösse  der  Kraft  mit  dem  Cosinus  des  betreffendea 
Winkels. 

229.  Satz  aus  der  Geometrie.  —  Wenn  die  Abstände  eine* 
Punktes  von  drei  auf  einander  senkrechten  Ebenen  beziehnngsweiae 
gleich  sind  den  mittleren  Abständen  einer  Punktgruppe  von  des- 
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selben  Ebenen,  so  ist  der  Abstand  dieses  Punktes  von  jeder  beliebi- 
gen anderen  Ebene  gleicb  dem  mittleren  Abstände  der  Gruppe  von 
eben  dieser  Ebene.  Wenn  also  der  Punkt  in  Bewej^ung  ist,  so  ist 
seine  senkrecbt  gegen  diese  Ebene  genommene  Geschwindigkeit 
natürlich  gleich  dem  Mittelwerth  der  in  derselben  Richtung  genom- 
menen Geschwindigkeiten  der  Punkte  der  Gruppe. 

Es  seien  (^i>3^i>'S'i),  u.  s.  w.  die  Punkte  der  Gruppe,  deren  Anzahl  t 
sein  möge,  nnd  x^y^z  die  Coordinaten  eines  Punktes,  welcher  den  Be- 
dingnngen  des  Theorems  genügt,  so  dass  also 

Xi  -\-  x^  -^  etc. 

^  "  i  ' 

-  _  yi  +  y«  +  etc. 

2/  —  ^ 


ist.     Ist  nun 


Z\  •\-  e^  ■\-  etc. 

z  ^=  -* — ■ — «T-' 

f 


Ix  +  my  -\-  nz  —  a  =  0 


die  Normalgleichung  einer  Ebene,  d.  h.  bezeichnet  a  die  Länge  des  vom 
Coordinatenanfangspunkte  auf  die  Ebene  gefällten  Lothes  und  l.m.n  be- 
ziehungsweise die  Cosinus  der  Winkel,  welche  dieses  Loth  mit  den  Coor- 
dinatenazen  bildet,  so  erhält  man  nach  einem  bekannten  geometrischen 
Satze  den  Abstand  eines  Punktes  von  der  Ebene  einfach  dadurch,  dass 
man  in  das  erste  Glied  der  Gleichung  der  Ebene  statt  der  laufenden  Coor- 
dinaten die  Coordinaten  des  Punktes  einsetzt.  Werden  also  die  Abstände 
der  gegebenen  Punkte  von  der  Ebene  mit  Pi,l>2>  u.  s.  w.  und  p  bezeich- 
oet,  so  ist 

V\  =  '^1  +  w»yi  +  w^i  —  a. 


und  ebenso 

p  =  lic  +  my  •\-  nz  —  a. 

8Dbstituirt  man  in  die  letzte  Formel  die  oben  angegebenen  Werthe  von 
X,  y,  J,  so  ergiebt  sich 


_  jh  +  J?g  +  etc. 


und  damit  ist  unser  Satz  bewiesen.    Weiter  folgt  sofort 

^  =  7(^?' +  §■  +  -)• 

230.  Trägheitsmittelpunkt  und  Schwerpunkt.  —  Der 
Trägheitsmittelpunkt  eines  Systems  gleicher  materieller  Punkte 
(mögen  dieselben  mit  einander  verbunden  sein  oder  nicht)  ist  der 
Punkt,  dessen  Abstand  von  jeder  beliebigen  Ebene  gleich  dem  Mit- 
tel der  Abstände  jener  materiellen  Punkte  von  der  nämlichen  Ebene 
Mi  (§  229). 
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Eine  Gruppe  materieller  Punkte,  deren  Massen  ungleich  sind, 
können  wir  uns  stets  in  eine  grössere  Anzahl  gleicher  materieller 
Punkte  aufgelöst  denken,  da  wir  uns  voi*stellen  können,  die  gegebe- 
nen Massen  seien  in  sehr  kleine  unter  einander  gleiche  Theile  zer- 
legt. Jeder  der  ursprünglich  gegebenen  Punkte  wird  je  nach  der 
Grrösse  seiner  Masse  natürlich  mehr  oder  weniger  dieser  Theile  ent^ 
halten.  Sollten  die  Grössen  der  gegebenen  Massen  incommensurabel 
sein,  so  können  wir  der  strengen  Befriedigung  der  yorhergehenden 
Forderung  jedenfalls  beliebig  nahe  kommen,  dadurch  dass  wir  die 
Theile,  in  welche  wir  die  Massen  zerlegen,  hinlänglich  klein  an- 
nehmen. 

Dies  vorausgesetzt,  lässt  sich  die  vorstehende  Definition  dazn 
benutzen,  den  Trägheitsmittelpunkt  eines  beliebigen  Systems  mate- 
rieller Punkte  zu  definiren,  mögen  dieselben  gleiche  oder  ungleiche 
Massen  enthalten.  Das  Resultat  kann  folgendermaassen  ausge- 
sprochen werden:  — 

Der  Trägheitsmittelpunkt  eines  beliebigen  Systems  irgend-  \ 
welcher  materiellen  Punkte  (gleichgiltig  ob  dieselben  in  starrer  odejr 
in  sonst  einer  Weise ,  oder  auch  gar  nicht  mit  einander  verbunden  i 
sind)  ist  ein  Punkt,  dessen  Abstand  von  jeder  beliebigen  Ebene 
gleich  ist  der  durch  die  Summe  der  Massen  dividirten  Summe  aller  i 
aus  je  einer  Masse  und  ihrem  Abstände  von  der  Ebene  gebildeten  i 
Producte.  i 

Wir  ersehen  auch  aus  dem  oben  bewiesenen  Satze,  dass  ein:| 
Punkt,  dessen  Abstände  von  drei  auf  einander  senkrechten  Ebenen  j 
dieser  Bedingung  entsprechen,  derselben  auch  für  jede  andere  Ebene  j 
genügen  muss. 

Befinden  sieb  in  den  Punkten  {x^^  ^^i  ^i)*  (^2*  Viy  ^2)^  ^-  s.  w.  be- 
ziehungsweise die  Massen  Wi^io^t  u.  s.  w. ,  so  bestimmen  sich  die  Coordi- 
naten  des  Trägheitsmittelpunktes  des  Systems  durch  die  folgenden 
Formeln :    — 

-  tOi Xi  -f-  tDgX.2 -f" etc.  Jwx £toj/     , JS toz 

""       Wi  +  tD2-\-  etc.       "~    :Sto  '   ^  "~    :Sio   '  JS10 

Diese  Formeln  sind  völlig  allgemein  und  können  leicht  auf  die  besondere 
Form  gebracht  werden,  die  in  irgend  einem  gegebenen  Falle  erfordert 
wird.  Hätten  wir  nicht  eine  Keihe  abgesonderter  materieller  Ponkte^ 
sondern  eine  durch  gewisse  bestimmte  Eaiimtheile  continuirlich  vertheilt« 
Materie ,  so  würden ,  wenn  q  die  Dichtigkeit  im  Punkte  (oj,  y,  z)  bezeich- 
net, die  Grundprincipien  der  Integralrechnung  uns  sofort 

-       J  f J  9^^^^y^^ 
J  J  iQ^^^y^^ 
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liefern,  und  in  diesen  Formeln  hätten  sich  die  Integrationen  über  den 
ganzen  von  der  in  Bede  stehenden  Materie  erfüllten  Raum  zn  erstrecken, 
in  welchem  ^  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat. 

Der  Tragheits-  oder  Massenmittelpankt  ist  danach  in  jedem 
Körper  oder  in  jeder  Gruppe  von  Körpern  ein  völlig  bestimmter 
Pankt.  Er  wird  oft  sehr  unpassend  auch  Schwerpunkt  genannt. 
Die  Theorie  der  resultirenden  Wirkung  der  Schwere,  die  in  der 
abstracten  Dynamik  gegeben  werden  wird,  zeigt,  dass  es  nur  bei 
einer  bestimmten  Art  der  Stoüvertheilung  einen  bestimmten  Punkt 
giebt,  der  in  aller  Strenge  der  Schwerpunkt  eines  starren  Kör- 
pers genannt  werden  kann.  In  gewöhnlichen  Fällen  terrestrischer 
Gravitation  ist  jedoch  eine  annähernde  Lösung  gültig,  nach  welcher 
im  gemeinen  Leben  der  Ausdruck  Schwerpunkt  als  gleichbedeu- 
tend mit  Trägheitsmittelpunkt  gebraucht  werden  kann;  man 
darf  aber  nie  vergessen ,  dass  die  in  beiden  Definitionen  enthaltenen 
Grundideen  wesentlich  verschieden  sind. 

Der  zweite  Satz  des  §  229  kann  jetzt  offenbar  in  folgender 
Weise  ausgesprochen  werden:  —  Die  Summe  der  Bewegungsgrössen 
der  Theile  des  Systems  in  irgend  einer  Richtung  ist  gleich  der  in 
derselben  Richtung  genommenen  Bewegungsgrösse  einer  Masse,  die 
gleich  der  Summe  der  gegebenen  Massen  ist  und  sich  mit  der  Ge- 
schwindigkeit des  Trägheitsmittelpunktes  bewegt. 

231.  Moment.  —  Das  Moment  eines  physischen  Agens  ist 
das  numerische  Maass  der  Wirksamkeit  desselben.  So  bezeichnet 
das  Moment  einer  Kraft  in  Beziehung  auf  einen  Punkt  oder  eine 
Linie  das  Maass  ihrer  Wirksamkeit  in  Betreff  der  Rotation ,  die  sie 
um  diesen  Punkt  oder  um  diese  Linie  erzeugt  oder  aufhebt. 

23:2.  Moment  einer  Kraft  in  Beziehimg  auf  einen  Punkt.  — 
Das  Moment  einer  Kraft  in  Beziehung  auf  einen  Punkt  definiren 
wir  als  das  Product  der  Kraft  in  ihren  senkrechten  Abstand  von 
dem  Punkte.  Dasselbe  ist  numerisch  doppelt  so  gross  als  die  Fläche 
des  Dreiecks,  dessen  Spitze  der  Punkt  und  dessen  Grundlinie  eine 
die  Kraft  in  Grösse  und  Richtung  darstellende  gerade  Linie  ist.  Es 
ist  oft  gut,  das  Moment  durch  eine  Gerade  darzustellen,  die  ihm 
numerisch  gleich  ist,  und  die  senkrecht  auf  die  Ebene  des  Dreiecks 
durch  dessen  Spitze  gezogen  wird.  Die  Ebene  des  Dreiecks  theilt 
den  Raum  in  zwei  Theile,  und  es  ist  noch  anzugeben,  in  welchem 
dieser  Theile  die  Linie  liegen  soll.  Um  in  dieser  Beziehung  eine 
Bestimmung  zu  treffen,  denken  wir  uns  eine  Uhr  so  in  die  Dreiecks- 
eb«ne  gelegt,  dass  ihr  Mittelpunkt  in  der  Spitze  liegt,  und  dass  die 
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Kraft  eine  dem  Lauf  der  Zeiger  entgegengesetzt  gerichtete  Drehimg 
am  diesen  Punkt  hemm  zu  erzeugen  streht.  Die  das  Moment  dar- 
stellende Linie  soll  in  dem  Raumtheile  angenommen  werden,  dem 
das  Zifferblatt  der  Uhr  zugewandt  ist. 

Moment  einer  Kraft  in  Besiehung  aof  eine  Axe.  —  Unter 
dem  Moment  einer  Kraft  in  Beziehung  auf  eine  Axe  versteht  man 
das  Moment  der  in  irgend  einer  zur  Axe  senkrechten  Ebene  genom- 
menen Componente  der  Kraft,  und  zwar  ist  das  Moment  dieser 
Componente  in  Beziehung  auf  den  Punkt  zu  nehmen,  in  welchem 
die  Ebene  von  der  Axe  geschnitten  wird.  Wir  denken  uns  hier  die 
Ki'aft  in  zwei  Componenten  zerlegt,  von  denen  die  eine,-  die  der 
Axe  parallel  gerichtet  ist,  keine  Wirkung  hervorbringt,  insofern  m 
sich  um  eine  Drehung  um  die  Axe  handelt;  die  zweite  Gomponente 
ist  senkrecht  zur  Axe,  d.  h.  ihre  Richtung  liegt  in  einer  zur  Aie 
senkrechten  Ebene.  Die  letztere  Componente  kann  die  hinsichtlick 
der  Rotation  um  die  Axe  wirksame  genannt  werden,  und  wir  defi- 
niren  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  die  Axe  als  ihr  Moment  in  Be- 
ziehung auf  den  ihr  zunächst  gelegenen  Punkt  der  Axe,  was  mil 
der  oben  gegebenen  Definition  übereinstimmt.  Wenn  man  die  fii 
gur,  welche  das  Moment  der  Kraft  in  Beziehung  auf  einen  beliebig^ 
Punkt  der  Axe  darstellt,  auf  irgend  eine  zur  Axe  senkrechte  Eben^ 
projicirt,  so  ist  die  Fläche  der  Projection  offenbar  gleich  dem  Mo- 
ment der  Kraft  in  Beziehung  auf  die  Axe. 

233.    Exenrs  über  die  Projection  von  Flächen.  —  Uni 
der  Projection    eines  ebenen    oder   gekrümmten  Flächenstücks 
eine  Ebene  versteht  man  den  Theil   dieser  Ebene,  welcher  von 
Projection  des  Umfangs  der  projicirten  Figur  eingeschlossen  wird. 

Denken  wir  uns  ein  Flächenstück  in  eine  beliebige  Anzsbl 
Theile  zerlegt,  so  machen  die  für  irgend  eine  Ebene  genommene 
Projectionen  der  Theile  die  Projection  der  ganzen  Figur  für  diesell 
Ebene  aus.  Dieser  Ausspruch  ist  aber  dahin  zu  verstehen,  dass 
Projectionsflächen  der  Theile  als  positiv  oder  negativ  angesehen  wer^ 
den  müssen,  jenachdem  diejenige  ihrer  Seiten,  die  wir  kurz  diii 
Aussenseite  der  projicirten  Fläche  nennen  wollen,  der  Yorderseita 
der  Projectionsebene  ab-  oder  zugewandt  ist. 

Wenn  die  projicirte  Fläche  oder  ein  Theil  derselben  eine  zni 
Projectionsebene  senkrechte  Ebene  ist,  so  verschwindet  die  Proje^ 
tion  natürlich.  Zwei  beliebige  Schalen  mit  gemeinschaftlichem  Raod4 
haben  für  jede  Ebene  gleiche  Projectionen.  Die  Projection  ein«^ 
geschlossenen  Oberfläche  (oder  einer  Schale  mit  verschwindenden 
Rande)  ist  für  jede  Projectionsebene  gleich  Null. 
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Gleiche  Flächenstücke,  die  in  ein  nnd  derselben  oder  in  paral- 
lelen Ebenen  liegen,  haben,  anf  jede  beliebige  Ebene  projicirt,  gleiche 
Projectionen,  von  welcher  Form  sie  auch  sein  mögen. 

Die  Projection  einer  beliebigen  ebenen  Figur  oder  einer 
Muschelschale,  deren  Rand  eine  ebene  Figur  ist,  auf  irgend  eine 
Ebene  ist  gleich  dem  Producte  aus  dem  Flächeninhalt  dieser  Figur 
in  den  Cosinus  des  Winkels,  den  letztere  mit  der  Projectionsebene 
bildet.  Dieser  Winkel  ist  spitz  oder  stumpf,  jenachdem  die  Aussen- 
Seite  der  projicirten  Fläche  nnd  die  Vorderseite  der  Projectionsebene 
im  Grunzen  nach  derselben  Seite  hin  gerichtet  sind  oder  nicht.  Linien, 
welche  in  der  oben  dargelegten  Weise  Momente  in  Beziehnng  auf  einen 
Punkt  darstellen,  die  in  verschiedenen  Ebenen  liegen,  können  danach 
wie  £j*äfte  zusammengesetzt  werden.  (Einen  analogen  Satz  ent- 
hält §  96.) 

334.  Kräftepaare.  —  Zwei  in  entgegengesetztem  Sinne  wir- 
kende parallele  Kräfte  von  gleicher  Grösse  bilden  ein  Kräftepaar. 
Das  Moment  eines  Kräfbepaars  ist  die  Summe  der  Momente  der 
beiden  Kräfte  in  Beziehung  auf  irgend  einen  Punkt  ihrer  Ebene 
und  daher  gleich  dem  Prodncte  einer  der  Kräfte  in  den  kürzesten 
Abstand  ihrer  Richtungen.  Dieser  Abstand  wird  der  Arm  des 
Kraftepaars  genannt. 

Unter  der  Axe  eines  Kräftepaars  versteht  man  eine  von 
einem  beliebig  gewählten  Punkte  zur  Ebene  des  Paars  gezogene 
Senkrechte  von  solcher  Grösse  und  solcher  Richtung,  dass  sie  die 
Grösse  des  Moments  darstellt  und  die  Richtung  anzeigt,  in  welcher 
das  Paar  zu  drehen  strebt.  Um  die  letztere  Bedingung  zu  erftQlen, 
verfahrt  man  am  besten  auf  folgende  Weise:  Man  halte  eine  Uhr 
so,  dass  ihr  Mittelpunkt  in  den  gewählten  Punkt  fallt,  und  dass  ihre 
Ebene  der  Ebene  des  Kräftepaars  parallel  ist.  Jenachdem  dann  die 
Bewegung  der  Zeiger  der  Richtung,  in  welcher  das  Kräftepaar  zu 
dreben  sucht,  entgegengesetzt  ist  oder  nicht,  ziehe  man  die  Axe 
durch  die  yordei*seite  oder  durch  die  Hinterseite  der  Uhr.  Es  wird 
sich  zeigen,  dass  ein  Kräft;epaar  durch  seine  Axe  vollständig  dar- 
gestellt wird,  und  dass  Kräftepaare  durch  dieselben  geometrischen 
CoDstructionen  zerlegt  und  zusammengesetzt  werden,  wie  Kräfte 
und  Geschwindigkeiten.  Diese  Constructionen  sind  bei  Kräfkepaaren 
mit  den  Axen,  wie  sie  bei  Kräften  und  Geschwindigkeiten  mit  den 
(Jnien  vorzunehmen  sind,  welche  die  letzteren  direct  darsteUen. 

335.  Moment  einer  Gesohwindigkeit,  einer  Bewegunga- 
grosse  nnd  einer  geradlinigen  Verschiebung.  Zusammen- 
•etBimg  von  Momenten.  —  Wenn  wir  im  §  232  statt  „Kraft^  über- 
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all  «OeBchwindigkeif  sagen ,  so  erhalten  wir  das  Moment  einer  Ge- 
schwindigkeit in  Beziehung  anf  einen  Punkt,  nnd  wird  noch  die 
Masse  des  in  Bewegung  befindlichen  Körpers  als  Factor  eing^fohrt, 
so  gelangen  wir  zu  einem  in  der  Dynamik  höchst  wichtigen  Begriff, 
zu  dem  Moment  der  BewegungsgrÖsse.  Die  Gesetze  der  Za- 
sammensetzung  nnd  Zerlegung  sind  Ton  den  schon  dargesteUten 
nicht  Terschieden.  Wir  woUen  sie  jedoch  einiger  einfachen  Anwen- 
dungen wegen  zum  Gegenstand  einer  elementaren  Untersuchimg 
machen.  Das  Moment  eiaer  geradlinigen  Verschiebung  ist  das  Pro- 
dnct  ihrer  Länge  in  den  Abstand  ihrer  Bichtung  von  dem  Punkte. 

Das  Moment  der  resultirenden  (Geschwindigkeit  eines  materiel- 
len Punktes  in  Beziehung  auf  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  der 
Componenten  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Momente  der 
Componenten,  wenn  das  Vorzeichen  jedes  Moments,  wie  oben  (§  233) 
angegeben  ist,  bestimmt  wird.  Dasselbe  gilt  natürlich  für  Momente 
▼on  Verschiebungen,  yon  Kräften  und  you  Bewegungsgrössen. 

Wir  betrachten  zunächst  zwei  Bewegungscomponenten  AB  nnd 
AC,  deren  Resultante  (§  27)  AD  sein  wird.  Ihre  halben  Moments 
in  Beziehung  auf  den  Punkt  0  sind  beziehungsweise  die  Flächa 
OAB.OCA.  Nun  haben  die  beiden  Dreiecke  OCA  und  OBB 
gleiche  Grundlinien  AO  und  BD.  Ihre  Höhen  sind  um  die  Höhe 
des  Parallelogramms  jI^DC  (J?2)  als  Grundlinie  angesehen)  Ter 
schieden.     Es  ist  folglich 

OCA  +  yi.ABDC=  OBD, 

OCA  +  OAB  4-  ^/i.ABDC=  OBD  +  OAB, 
d.  h. 

OCA  +  OAB  +  \^^.ABDC=  OABD, 

oder  weil 

\f^.ABDC=  ABB, 

OCA^  OAB=  OAD. 

OAD  ist  aber  gleich  dem  halben  Moment  der  Resultante,  und  sO* 
mit  enthält  die  letzte  Formel  den  Satz :  das  Moment  der  Resultanti 
Fiff.  46.  ^^^  gleich  der  Summe  der  Momente  der  bei 

Q  den  Componenten. 

Sind  in  einer  Ebene  beliebig  viele  Be 
wegungscomponenten  gegeben,  so  könnei 
wir  dieselben  der  Reihe  nach  zusammen 
setzen,  indem  wir  mit  zweien  (gleichgilti| 
welchen)  beginnen,  darauf  eine  dritte  hinza 
nehmen,  u.  s.  w.     Wir  sehen  sofort,  dass  d» 
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Summe  ihrer  Momente  gleich  dem  Moment  ihrer  Resultante  ist. 
Daraus  folgt  natürlich,  dass,  wenn  wir  die  Geschwindigkeit  eines 
Panktes  in  beliebig  viele  in  derselben  Ebene  liegende  Compo- 
nenten  zerlegen,  die  Summe  der  Momente  dieser  Geschwindigkeits- 
oomponenten  in  Beziehung  auf  jeden  Punkt  ihrer  Ebene  gleich 
dem  Moment  ihrer  Besultante  ist.  Ferner  ergiebt  sich  Folgendes: 
Ertheilt  man  einem  in  Bewegung  befindlichen  Punkte  der  Reihe  nach 
mehrere  Greschwindigkeiten  von  verschiedenen,  aber  ein  und  der- 
selben Ebene  angehörenden  Richtungen,  so  dass  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  jederzeit  die  Resultante  der  ihm  bis  dahin  ertheilten 
Geschwindigkeiten  ist,  so  ist  das  Moment  seiner  Geschwindigkeit 
jederzeit  die  Summe  der  Momente  aller  dieser  Geschwindigkeiten. 

Zusatz.  —  Wenn  eine  der  Componenten  beständig  durch  den 
Punkt  hindurchgeht,  so  verschwindet  ihr  Moment.  Dies  ist  der 
Fall  einer  Bewegung,  in  welcher  die  Beschleunigung  gegen  einen 
festen  Punkt  gerichtet  ist,  und  wir  gelangen  so  wieder  zu  dem 
Satze  des  §  36,  a,  nach  welchem  in  diesem  Falle  die  vom  Radius- 
vector  beschriebenen  Flächenräume  den  Zeiten  proportional  sind; 
denn  das  Moment  der  Geschwindigkeit  ist,  wie  wir  gesehen  haben, 
doppelt  so  gross  als  die  vom  Radiusvector  in  der  Zeiteinheit  be- 
tthriebene  Fläche. 

236.  Um  das  Moment  der  *  Geschwindigkeit  eines 
Punktes  in  Beziehung  auf  eine  Axe  zu  erhalten,  hat  man  diese 
Geschwindigkeit  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  zu  projiciren 
lind  das  Moment  dieser  Projection  in  Beziehung  auf  den  Punkt 
zu  nehmen,  in  welchem  die  Ebene  von  der  Axe  geschnitten  wird. 

Das  Moment  der  während  irgend  einer  Zeit  von  einem  Punkte 
tun  eine  Axe  ausgeführten  Gesammtbewegung  ist  doppelt  so  gross 
als  die  Fläche,  welche  während  dieser  Zeit  der  Radiusvector  seiner 
Projection  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  beschreibt. 

Betrachten  wir  jetzt  einen  in  Bewegung  befindlichen  Punkt, 
> dessen  Bewegung  nicht  auf  eine  Ebene  beschränkt  ist,  und  denken 
ßns  denselben  mit  irgend  einem  festen  Punkte  verbunden.  Die  Ver- 
bindungslinie beschreibt  eine  Kegelfläche  und  wir  sehen,  dass  die 
Projection  dieser  Fläche  auf  irgend  eine  durch  den  festen  Punkt  ge- 
jkgte  Ebene  die  Hälfte  von  dem  ist,  was  wir  soeben  als  das  Moment 
.der  Gesammtbewegung  um  eine  durch  den  festen  Punkt  senkrecht 
ßna  Ebene  gezogene  Axe  definirt  haben.  Unter  allen  diesen  Ebe- 
^  ist  eine  vorhanden,  für  welche  die  Projection  der  Kegelfläche 
frteser  als  für  jede  andere  ist,  und  für  jede  ziir  letzteren  senkrechte 
Xbene  ist  die  Projection  der  Kegelfläche  gleich  Null,  wenn  die  De- 
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finition    der    positiven    und    negativen    Pi'ojectionen    gehörig   be- 
achtet wird. 

Wenn  eine  beliebige  Anzahl  in  Bewegung  befindlicher  Punkt« 
gegeben  ist,  so  können  wir  in  ähnlicher  Weise  die  Kegelfläche  be- 
trachten, welche  der  von  einem  festen  Punkte  nach  jedem  derselben 
gezogene  Radiusvector  beschreibt.  Auf  die  Projection  der  so  erhal- 
tenen vielschichtigen  Kegelfläche  lässt  sich  dieselbe  Darstellung  an- 
wenden. Die  resultirende  Axe  der  Gesammtbewegung  um  den 
festen  Punkt,  zu  welcher  sich  die  Bewegungen  aller  gegebenen  Punkte 
in  irgend  einer  endlichen  Zeit  zusammensetzen,  ist  eine  durch  den 
festen  Punkt  gehende  Gerade,  die  senkrecht  zur  Ebene  steht,  für 
welche  die  Fläche  der  ganzen  Projection  grösser  als  für  jede  andere 
Ebene  ist,  und  das  Moment  der  Gesammtbewegung  um  die  re- 
sultirende Axe  ist  das  Doppelte  der  Fläche  dieser  Projection. 

Die  resultirende  Axe  und  das  Geschwindigkeitsmoment  einer 
beliebigen  Anzahl  in  Bewegung  befindlicher  Punkte  in  Beziehung 
auf  irgend  einen  festen  Punkt  sind  beziehungsweise  die  resultirende 
Axe  der  einer  unendlich  kleinen  Zeit  entsprechenden  Gesammt- 
bewegung und  deren  Moment,  dividirt  durch  diese  Zeit. 

Bewegen  sich  beliebig  viele  Punkte  während  einer  beliebigen 
Zeit,  so  wird  das  Moment  der  Gesammtbewegung  um  irgend  eine 
Axe  dadurch  erhalten,  dass  liian  das  Moment  der  Gesammtbewegung 
um  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  erstgenannten  Axe  gehende 
resultirende  Axe  mit  dem  Cosinus  des  von  beiden  Axen  eingeschlos- 
senen Winkels  multiplicirt. 

Die  einem  beliebigen  festen  Punkte  entsprechende  resultirende 
Axe  der  Gesammtbewegung  einer  beliebigen  Anzahl  in  Bewegung 
befindlicher  Punkte,  sowie  das  ihr  zugehörende  Moment  der  Ge 
sammtbewegung  lassen  sich  durch  dieselben  elementaren  Gonstrnc- 
tionen  aus  den  resultirenden  Axen  und  Momenten  der  einzelnen 
Punkte  oder  Punktegruppen  des  Systems  herleiten,  durch  welche  die 
Richtung  und  Grösse  einer  resultirenden  Verschiebung  hergeleitet 
wird  aus  irgend  welchen  gegebenen  Richtungen  und  Grössen  von 
Verschiebungscomponenten . 

Analoge  Sätze  gelten  natürlich  für  die  Momente  von  Geschwin- 
digkeiten und  Bewegungsgi'össen. 

237.  Virtuelle  Geschwindigkeit.  Virtuelles  Moment  ^ 
Wenn  der  Angriffspunkt  einer  Kraft  um  ein  kleines  Stück  ver- 
schoben und  die  Verschiebung  auf  die  Richtung  der  Kraft  projicirt 
wird,  so  ist  die  Projection  die  in  der  Richtung  der  Kraft  genommene 
Componeute  der  Verschiebung.     Man   nennt  diese  Gomponente  die 


Gesetze  und  Principien  der  Dynamik.  197 

Tirtuelle  Geschwindigkeit  des  Punktes.  Die  vii'tuelle  Ge- 
schwindigkeit ist  positiv  oder  negativ ,  jenachdem  sie  dieselbe  oder 
die  entgegengesetzte  Richtung  wie  die  Kraft  hat. 

Das  Product  der  Kraft  in  die  virtuelle  Geschwindigkeit  ih'-es 
AngrifiTspunktes  heisst  das  virtuelle  Moment  der  Kraft.  Wir 
haben  diese  Ausdi'üoke  eingeführt,  weil  die  Geschichte  und  die 
Entwicklungen  der  Wissenschaft  ihre  Kenntniss  fordern;  sie  sind 
aber,  wie  wir  später  zeigen  werden,  nur  untergeordnete  Stellvertreter 
einer  weit  nützlicheren  Reihe  von  Begriffen ^  die  Newton  klar  auf- 
gestellt hat. 

238.  Arbeit.  —  Man  sagt,  eine  Kraft  leiste  eine  Arbeit, 
wenn  ihr  AngriffsoH  eine  positive  Bewegungscomponente  in  ihrer 
Richtung  hat,  und  die  Arbeit  einer  Kraft  wird  gemessen  durch  das 
Product  dieser  Bewegungscomponente  in  die  Grösse  der  Kraft. 

Werden  etwa  Kohlen  aus  einer  Grube  emporgeschaffb ,  so  ist 
die  Grösse  der  geleisteten  Ai-beit  dem  Gewicht  der  gehobenen  Koh- 
len, d.  i.  der  beim  Heben  überwundenen  Kraft,  und  ausserdem  der 
Höhe,  bis  zu  welcher  die  Kohlen  gehoben  sind,  proportional.  Die 
zum  Messen  der  Arbeit  von  den  britischen  Ingenieui'en  in  der  Praxis 
angenommene  Einheit  ist  die  Arbeit,  die  erfordert  wird,  um  eine 
dem  Gewicht  eines  Pfundes  gleiche  Kraft  während  eines  Weges  von 
einem  Fuss  zu  überwinden.     Diese  Einheit  heisst  ein  Fusspfund. 

Bei  rein  wissenschaftlichen  Messungen  ist  die  Arbeitseinheit 
nicht  das  Fusspfund ,  sondern  die  durch  die  Raumeinheit  hin- 
dorch  wirkende  kinetische  Krafteinheit  (§  225).  Diese  Einheit  wird 
z.  B.,  wie  wir  weiterhin  zeigen  werden,  beim  Messen  der  Arbeit 
eines  elektrischen  Stromes  angewandt,  wie  überhaupt  die  Einheiten 
för  elektrische  und  magnetische  Messungen  auf  der  kinetischen  Kraft- 
einheit beruhen. 

Wenn  das  Gewicht  in  schräger  Richtung  gehoben  wird,  z.  B. 
längs  einer  geneigten  glatten  Ebene,  so  ist  der  Raum ,  durch  wel- 
chen hindurch  die  Kraft  überwunden  werden  muss,  im  Yerhältniss 
der  Lange  zur  Höhe  der  Ebene  grösser,  als  bei  verticaler  Hebung;  die 
zu  überwindende  Kraft  ist  aber  jetzt  nicht  mehr  das  ganze  Gewicht, 
sondern  die  parallel  zur  Ebene  genommene  Componente  desselben, 
nnd  letztere  ist  im  Yerhältniss  der  Höhe  zur  Länge  der  Ebene  klei- 
ner als  das  Gewicht.  Multiplicirt  man  diese  beiden  Ausdrücke,  so 
ergiebt  sich,  wie  wir  erwarten  durften,  dass  die  Grösse  der  Arbeit 
Rieh  nicht  ändert,  wenn  man  statt  der  senkreehten  eine  geneigte 
Bahn  nimmt. 
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239.  Allgemein  ist  die  Arbeit,  welche  irgend  eine  Ki-aft  wäh- 
rend einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  ihres  Angiiffspunktes 
leistet,  nichts  anderes  als  ihr  virtuelles  Moment  (§  237).  Sie  ist 
also  das  Prodnct  der  Verschiebung  in  die  längs  der  Richtung  der 
Verschiebung  genommene  Componente  der  Kraft. 

Darauf  geht  hervor,  dass  eine  Kraft  keine  Arbeit  leistet,  wenn 
die  Bewegung  ihres  Angriffspunktes  beständig  senkrecht  gegen  die 
Richtung  erfolgt,  in  welcher  die  Kraft  wirkt.  Ein  solcher  Fall,  in 
welchem  eine  Kraft  nicht  arbeitet,  ist  der  gegenseitige  normale 
Druck  zwischen  einem  unbeweglichen  und  einem  beweglichen  Kör- 
per, wie  die  Spannung  einer  Schnur,  an  welche  eine  Pendellinse  be- 
festigt ist,  oder  die  Anziehung  der  Sonne  gegen  einen  Planeten, 
wenn  letzterer  einen  Kreis  beschreibt,  in  dessen  Mittelpunkt  die 
Sonne  steht. 

240.  Arbeit  eines  Kräftepaari^.  —  Die  von  einer  Kraft  oder  von 
einem  Kräftepaar  in  Beziehung  auf  einen  um  eine  Axe  sich  drehenden 
Körper  ausgeübte  Arbeit  ist  das  Product  aus  dem  Moment  der  Kraft 
oder  des  Paars  in  den  Winkel  (durch  den  entsprechenden  Bogen  vom 
Radius  Eins  gemessen),  um  welchen  der  angegriffene  Körper  sich  di'eht. 
Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  das  Moment  für  alle  Lagen  des  Körpers 
dasselbe  bleibe.  Ist  das  Moment  veränderlich,  so  gilt  die  obige  Behaup- 
tung nur  für  unendlich  kleine  Verschiebungen ;  man  gelangt  jedoch  zu 
einem  ganz  exacten  Resultat  durch  Anwendung  des  genauen  Durch- 
schnittsmoments der  Kraft  oder  des  Paars.  Der  Beweis  liegt  auf 
der  Hand. 

Weun  Q  das  Moment  der  Kraft  oder  des  Ki'äftepaara  für  eine  durch 
den  Winkel  S-  gegebene  Lage  des  Körpers  ist,  so  erhält  man  im  Falle 
eines  constanten  Q  für  die  während  der  Drehung  von  *^o  ^is  &i  geleistete 
Arbeit   den  Ausdruck  Q  {d^^  —  ^q)  ;   für  dieselbe  Grösse  ergiebt  sich  aber 

im  Falle  eines  veränderlichen  Q  der  Werth   fQd&  =  q(d^i  —  ^q)»  ^onn 

q  den  genauen  Mittelwerth  von  Q  bezeichnet. 

241.  Verwandlung  der  Arbeit.  Potentielle  Energie.  — 
Die  Arbeit,  welche  eine  Kraft  an  einem  Körper  leistet,  offenbart  sich 
immer  durch  eine  entsprechende  Zunahme  an  lebendiger  Kraft  oder 
kinetischer  Energie,  wenn  keine  anderen  Kräfte  auf  den  Körper 
wirken,  welche  Arbeit  leisten  können,  oder  gegen  welche  Arbeit  ge- 
leistet wird.  Wenn  gegen  irgend  welche  Kräfte  Arbeit  geleistet 
wird,  so  ist  die  Zunahme  an  kinetischer  Energie  um  den  Betrag  der 
so  gethanen  Arbeit  kleiner  als  im  früheren  Falle.  In  Folge  dayon  er- 
langt aber  der  Körper  ein  Aequivalent  in  der  Form  von  potentieller 
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Energie  (§  273),  wenn  er  unter  solchen  physikalischen  Bedingun- 
gen steht,  dass  diese  Kräfte  mit  gleicher  Stärke  und  in  den  näm- 
liefaen  Richtungen  wirken,  wenn  die  Bewegung  des  Systems  um- 
gekehrt wird.  So  kann  es  auch  kommen,  dass  die  kinetische  Ener- 
gie anverandert  bleibt,  und  dass  die  ganze  ausgeführte  Arbeit  als 
potentielle  Energie  aufgesammelt  wird. 

£s  ist  z.  B.  Arbeit  erforderlich,  um  ein  Gewicht  auf  eine  Höhe 
zu  heben,  eine  Feder  zu  spannen,  Luft  zu  comprimiren,  u.  s.  w.; 
aber  das  gehobene  Gewicht,  die  gespannte  Feder,  die  comprimirte 
Luft,  n.  s.  w.  sind  Vorräthe  von  Kraft,  die  man  nach  Belieben  ver- 
wenden kann. 

242.  Newton's  Bewegungsgesetze.  —  Im  Vorhergehenden 
haben  wir  einige  von  Newton's  Definitiones  fast  wörtlich,  andere 
in  einer  for  die  neueren  Methoden  geeigneteren  Form  mitgetheilt, 
und  einige  Ausdrücke  eingefahi-t,  die  erst  nach  dem  Erscheinen  der 
Principia  ei-fanden  wurden.  Dagegen  werden  wir  die  Axiomata, 
sive  Leges  Motus,  zu  denen  wir  jetzt  übergehen,  in  Newton's 
eigenen  Worten  wiedergeben.  Die  beiden  Jahrhundei*te,  die  fast  ver- 
flossen sind,  seit  Newton  sie  zuerst  veröffentlichte,  haben  nicht  die 
Nothwendigkeit  irgend  eines  Zusatzes  oder  einer  Modification  ge- 
zeigt. Die  beiden  ersten  dieser  Gesetze  wurden  von  Galilei  ent- 
deckt, und  das  dritte  war  in  einigen  seiner  vielen  Formen  schon 
vor  dem  Erscheinen  der  Piincipia  Höoke,  Huyghens,  Wallis, 
Wren  und  Anderen  bekannt.  In  neuerer  Zeit  herrschte  das  Stre- 
ben, das  zweite  Gesetz  in  zwei  Gesetze  zu  zertheilen,  die  man  dann 
das  zweite  und  dritte  nannte,  und  das  diitte  vollständig  zu  ignori- 
ren,  obgleich  man  dasselbe  in  jedem  Problem  der  Dynamik  d  Ire  et 

:  anwandte;  aber  alle,  die  so  verfuhren,  waren  indirect  gezwungen, 
die  Vollständigkeit  von  Newton's  System  anzuerkennen,  indem  sie 
^M  sogenannte  D'Alembert'sche  Princip,  welches  in  Wirklichkeit 
;  eben  das  verworfene  New  ton' sehe  dritte  Gesetz  in  einer  anderen 
[  Form  ist,  als  Axiom  einführten.  Newton 's  eigene  Erläuterung  sei- 
;  ses  dritten  Cresetzes  weist  nicht  nur  auf  D'Alembert's  Princip, 
I  sondern  auch  auf  die  neueren  die  Arbeit  oder  Energie  betreffenden 
i  Principien  direct  hin. 

243.  Ein  Axiom  ist  ein  Satz,  dessen  Wahrheit  zugegeben 
werden  muss,  sobald  die  Ausdrücke,  in  denen  er  gegeben  ist,  klar 

j  verstanden  sind.     Wie  wir  aber  in  unserem  Capitel  über  „Erfah- 

■  rang"   zeigen   werden,    haben    physikalische  Axiome  nur  für  die- 

I  jenigen  die  Natur  von  Axiomen,  welche  eine  hinreichende  Kenntniss 

;  der  Wirkung  physischer  Ursachen  besitzen,  um  im  Stande  zu  sein, 
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die  nothwendige  Wahrheit  jener  Sätze  auf  der  Stelle  einzusehen. 
Wir  geben  jetzt  ohne  weitere  Vorausbemerknngen  New  ton 's  drei 
Gesetze  und  erinnern  nur  an  Folgendes:  Die  Eigenschaften  der 
Materie  hätten  solche  sein  können,  dass  eine  ganz  andere  Reihe  von 
Gesetzen  hätten  als  Axiome  aufgestellt  werden  müssen.  Daher  hat 
man  die  Newton' sehen  Gesetze  als  auf  Ueberzeugungen  beruhend 
anzusehen,  die  aus  Beobachtungen  und  Versuchen  geschöpft  sind; 
sie  sind  keineswegs  Gegenstand  intuitiver  Erkenntniss. 

244.  LEX  L  Corpus  omne  perseverare  in  statu  suo  quiescendi 
yel  movendi  uniform iter  in  directum,  nisi  quatenus  illud  a  viribus 
impressis  cogitur  statum  suum  mutare. 

Jeder  Körper  verharrt  in  seinem  Zustande  der  Ruhe 
oder  der  gleichförmigen  Bewegung  in  geradliniger  Bahn, 
so  lange  er  nicht  durch  einwirkende  Kräfte  gezwungen 
wird,  diesen  Zustand  zu  ändern. 

245.  Ruhe.  —  Die  Bedeutung  des  Ausdrucks  Ruhe  in  der 
Physik  kann  nicht  absolut  definirt  werden,  insofern  eine  absolute 
Ruhe  in  der  Natur  nirgend  existirt.     Wenn  die  Gesammtheit  der 
Materie  endlich  wäre,  so  Hesse  sich  ihr  Trägheitsmittelpunkt  als  ab- 
solut ruhend  ansehen,  oder  man  könnte  sich  vorstellen,  derselbe  be- 
wege sich  mit  irgend  einer  gleichförmigen  Geschwindigkeit  in  einer 
beliebigen  Richtung    durch  den  unendlichen   Raum.      Es    ist  aber 
bemerkenswerth ,  dass  das  erste  Bewegungsgesetz  uns  in  den  Stand 
setzt  (unten  §  249),  das  zu  erklären,  was  man  eine  directionelle 
Ruhe  nennen  kann.     Auch  werden  wir  später  sehen,  dass  ein  to11-> 
kommen  glatter  sphäiischer  Körper,  welcher  aus  concentrischen  Scha- 
len besteht,  deren  jede  von  gleichförmigem  Material  und  überall  von 
derselben  Dichtigkeit  ist,  sich,  wenn  man  ihn  in  eine  Drehung  um 
eine  Axe    versetzt  hat,   trotz    hinzutretender    einwirkender 
Kräfte  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  dreht  und  seine 
Rotationsaxe  in  einer  absolut  festen  Richtung  erhält.     Femer  wird 
sich  bald  (§  267)  zeigen,  dass  die  Ebene,  in  welcher  das  in  Be- 
ziehung auf  den  Trägheitsmittelpunkt  genommene  Moment  der  Be- 
wegungsgrösse  des  (als  endlich  vorausgesetzten)  Weltalls  am  gröss- 
ten  ist,  eine  im  Räume  feste  Richtung  hat;  es  lässt  sich  diese  Ebene 
o£fenbar  aus  den  in  irgend  einem  Augenblick  wirklich  eintretenden 
Bewegungen  bestimmen. 

246.  Wir  können  die  Behauptung  des  ersten  Gesetzes,  sofern 
sie  die  Geschvnndigkeit  betrifft,  logisch  umkehren,  und  gelangen  da- 
durch zu  folgenden  Aussprüchen:  — 

Die  Zeiten,  während  welcher  irgend  ein  besonderer  Körper,  der 
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durch  keine  Kraft  angetrieben  wird,  die  Geschwindigkeit  seiner 
Bewegung  zu  ändern,  gleiche  Wege  durchläuft,  sind  einander  gleich. 
Femer:  —  Jeder  andere  Körper  im  Weltall,  der  durch  keine  Kraft 
angetrieben  wird,  die  Geschwindigkeit  seiner  Bewegung  zu  ändern, 
bewegt  sich  durch  gleiche  Wege  hindurch  während  einer  Reihe  von 
Zeiträumen,  in  denen  der  gewählte  besondere  Körper  gleiche  Wege 
beschreibt. 

247.  Zeit.  —  Der  erste  Satz  des  vorigen  Paragraphen  drückt 
bloss  die  für  die  Messung  der  Zeit  allgemein  getroffene  Uebereinkunft 
aas.  Die  Rotation  der  Erde  um  ihre  Axe  bietet  uns  einen  Bewegungs- 
fall dar,  in  welchem  die  Bedingung,  dass  keine  Kraft  eine  Aenderung 
der  Geschwindigkeit  herbeifuhren  solle,  mit  grösserer  Genauigkeit 
annähernd  erfüllt  ist,  als  in  irgend  einer  anderen  Bewegung,  die  wir 
leicht  und  genau  beobachten  könnten ,  und  die  numerische  Messung 
der  Zeit  beruht  praktisch  darauf,  dass  man  gleiche  Zeiträume 
als  die  Zeiten  definirt,  während  welcher  die  Erde  durch 
gleiche  Winkel  rotirt.  Natürlich  ist  dies  kein  Naturgesetz,  son- 
dern eine  blosse  Uebereinkunft  und,  wie  wir  jetzt  erkennen,  ein 
Theil  von  Newtön's  erstem  Gesetze. 

248.  Der  andere  Theil  des  §  246  ist  nicht  eine  Uebereinkunft, 
sondern  eine  grosse  Naturwahrheit,  die  sich  durch  Hinweisung 
sowohl  auf  kleine  und  alltägliche  Fälle,  wie  auch  auf  die  grossartig- 
sten  Erscheinungen,  die  wir  uns  vorstellen  können,  erläutern  lässt. 

Ein  Ball,  der  eine  horizontale  Eisfläche  entlang  geschleudert 
wird,  legt  (wenn  man  von  deri  Verzögerung  absieht,  die  er  durch 
die  Reibung  und  durch  den  Widerstand  der  Luft  erleidet)  in  auf- 
«mander  folgenden  Zeiträumen,  während  welcher  die  Erde  durch 
gleiche  Winkel  rotii't,  gleiche  Wege  zurück.  Die  Sonne  bewegt 
ach,  während  die  Erde  durch  gleiche  Winkel  rotirt,  durch  gleiche 
Theile  des  Weltraums  hindurch;  eine  Abweichung  würde  nur  insofern 
eintreten,  als  der  Widerstand  der  zwischen  den  Sternen  befindlichen 
jXaterie  und  die  Attraction  der  übrigen  WeltkÖi*per  die  Geschwindig- 
^t  der  Sonne  und  die  Geschwindigkeit  der  Rotation  der  Erde  ver- 
indem  sollte. 

249.  Feste  Richtungen.  —  Wenn  zwei  materielle  Punkte  aus 
der  nämlichen  Lage  Ä  in  demselben  Augenblick  mit  irgend  welchen  Ge- 
•chwindigkeiten  in  irgend  welche  Richtungen  geschleudert  werden,  so 
^ird,  wenn  jeder  derselben  sich  fortbewegt,  ohne  von  einer  Kraft  be- 
mflnsst  zu  werden,  ihre  Verbindungslinie  beständig  einer  festen  Rich- 
bng  parallel  sein.  Denn  wenn  P,  Q  und  später  P',  Q'  gleichzeitige  Lagen 
ier  beiden  Punkte  sind,  so  sagt  das  erste  Bewegungsgesetz  aus,  dass 
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AP:  AJP'  =  AQ  :  AQ'  ist-,  folglich  ist  PQ  parallel  I^'Q'.  Wenn 
also  vier  materielle  Punkte  0,P,QjB  in  demselben  Angenblick  aas 
einer  Lage  geschlendert  werden,  so  sind  0 P,  0  Q,  0 B  fortwährend 
feste  Bichtnngen.  Praktisch  macht  man  aber  die  Bestimmung  fester 
Richtungen  im  Raum  (§  267)  von  der  Rotation  von  Gruppen  mate- 
rieller Punkte  abhängig,  die  Kräfte  auf  einander  ausüben ;  diese  Be- 
stimmung involvii-t  daher  das  dritte  Bewegungsgesetz. 

250.  Das  ganze  Gesetz  steht  in  einem  eigenthümlichen  Wider- 
spruch mit  der  Lehre  der  alten  Philosophen,  welche  die  kreisförmige 
Bewegung  für  die  vollkommenste  erklärten. 

Die  Schlussclausel  „nisi  quatenus"  u.  s.  w.  bildet  eine  gute  Yor^ 
bereitung  für  die  Einfährung  des  zweiten  Gesetzes,  indem  sie  uns 
auf  den  Gedanken  bringt,  dass  nur  eine  Kraft  es  ist,  welche 
eine  Aenderung  der  Bewegung  hervorrufen  kann.  In  wel- 
eher  Weise,  fragen  wir  naturgemäss  weiter,  hängt  die  hervor- 
gebrachte Aenderung  der  Bewegung  von  der  Grösse  und  Richtung 
der  Kraft  ab,  die  sie  hervorbringt?     Und  die  Antwort  lautet:  — 

251.  LEX  U.  Mutationem  motus  propoi*tionalem  esse  vi  mo- 
trici  impressae,  et-fieri  secundum  lineam  rectam  qua  vis  illa  im- 
primitur. 

Die  Aenderung  der  Bewegung  ist  der  einwirkenden 
Kraft  proportional  und  findet  in  der  Richtung  der  Gera- 
den statt,  in  welcher  die  Kraft  einwirkt. 

252.  Wenn  eine  Kraft  eine  Bewegung  erzeugt,  so  wird  eine 
doppelte  Kraft  die  doppelte  Bewegung  erzeugen,  u.  s.  w.;  dabei  ist 
es  gleichgültig,  ob  man  die  Theile  der  Kraft  gleichzeitig  oder  nach 
einander,  d.  h.  ob  man  die  Kraft  momentan  oder  allmälig  wirken 
lässt.  Diese  neu  erzeugte  Bewegung  wird,  wenn  der  Körper  schon 
vorher  in  Bewegung  begriffen  war,  zur  früheren  Bewegung  addirt» 
wenn  sie  mit  derselben  direct  übereinstimmt;  sie  wird  von  derselben 
subtrahii't,  wenn  sie  ihr  direct  entgegengesetzt  ist;  beide  werden 
endlich  nach  den  schon  dargelegten  kinematischen  Principien  geo» 
metrisch  zusammengesetzt,  wenn  die  Richtung  der  früheren  Bewe- 
gung und  die  Richtung  der  Kraft  irgend  einen  Winkel  mit  einander 
bilden.  (Dies  ist  eine  Umschreibung  von  Newton's  eigenem  Com- 
mentar  zum  zweiten  Gesetz.) 

253.  Im  ersten  Capitel  haben  wir  die  Aenderung  der  Ge- 
schwindigkeit oder  die  Beschleunigung  als  ein  rein  geometrisches 
Element  betrachtet  und  gesehen,  wie  man  dieselbe  aus  der  gegebe- 
nen anfänglichen  und  der  Endgeschwindigkeit  sofort  eninehmea 
kann.     Aus  der  Definition  der  Bewegungsgrösse  (§  210)  sehen  wir. 
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dass,  wenn  die  auf  diese  Weise  geometrisch  bestimmte  Aendeining 
der  Geschwindigkeit  mit  der  Masse  des  Körpers  multiplicirt  wird, 
wir  die  Aenderung  der  Bewegung  erhalten,  welche  in  Newton's 
Gesetz  als  das  Maass  der  die  Aenderung  erzeugenden  Kraft  an- 
geselien  wird. 

£b  Terdient  besonders  beachtet  zu  werden ,  dass  in  diesem  Aus- 
spruch nichts  über  die  Bewegung  gesagt  ist,  welche  der  Körper  that- 
sachlich  hatte,  bevor  die  Kraft;  auf  ihn  einwirkte :  das  Gesetz  spricht 
nur  Ton  der  Aenderung  der  Bewegung.  Dieselbe  Kraft  wird  die- 
selbe Aenderung  der  Bewegung  in  einem  Körper  erzeugen,  derselbe 
jüAg  in  Kühe  sein,  oder  sich  mit  einer  beliebigen  Geschwindigkeit 
beiregen. 

254.  Weiter  ist  zu  beachten,  dass  durchaus  nicht  gesagt  ist, 
der  Körper  stehe  unter  der  Einwirkung  von  nur  einer  Kraft.  Wir 
können  deshalb  einen  Theil  des  zweiten  Gesetzes  logisch  auf  die  fol- 
gende (offenbar)  erweiterte  Form  bringen:  — 

Wenn  irgend  welche  Kräfte  auf  einen  Körper  wirken, 
so  erzeugt  jede  Kraft,  gleichgültig  ob  der  Körper  anfäng- 
lich in  Ruhe  war  oder  sich  mit  beliebiger  Geschwindigkeit 
in  einer  beliebigen  Richtung  bewegte,  genau  diejenige 
Aenderung  der  Bewegung  im  Körper,  welche  sie  erzeugt 
haben  würde,  wenn  der  Körper  beim  Beginn  ihrer  Ein- 
wirkung in  Ruhe  gewesen  wäre  und  sie  allein  auf  ihn  ein- 
gewirkt hätte. 

255.  Zusammensetzunig  von  Kräften.  —  Aus  dieser  Auf- 
fassung des  zweiten  Gesetzes  ergiebt  sich  unmittelbar  eine  wichtige 
Folgerung.  Da  nämlich  Kräfte  durch  die  Aenderungen  der  Bewe- 
gung gemessen  werden,  die  sie  erzeugen,  und  da  ihi*e  Richtungen 
eich  durch  die  Richtungen  bestimmen,  in  denen  diese  Aendeiningen 
▼or  sich  gehen;  da  femer  die  Aenderungen  der  Bewegung  eines 
und  desselben  Körpers  in  den  Richtungen  der  Aenderungen  der 
Geschwindigkeit  erfolgen  und  diesen  Aenderungen  proportional  sind, 
so  wird  eine  einzelne  Kraft,,  welche  die  Richtung  der  resultirenden 
Aenderung  der  Geschwindigkeit  hat  und  dieser  Aenderung  propor- 
tional ist,  das  Aequivalent  einer  beliebigen  Anzahl  gleichzeitig  wir- 
kender Kräfte  sein.     Daraus  folgt:  — 

Die  Resultante  einer  beliebigen  Anzahl  (in  einem 
Punkte  angreifender)  Kräfte  wird  durch  dasselbe  geo- 
metrische Verfahren  ermittelt,  durch  welches  man  die 
Resultante  einer  beliebigen  Anzahl  gleichzeitiger  Ge- 
schwindigkeiten bestimmt. 
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256.  Hieraus  ergiebt  sieb  sofoi*t  (§  27)  die  Construction  de« 
Parallelogramms  der  Kräfte  zur  Bestimmung  der  Resultante 
zweier  und  des  Polygons  der  Kräfte  zur  Bostimmong  der 
Resultante  beliebig  vieler  Kräfte,  deren  Riebtungen  durcb  einen  und 
denselben  Punkt  geben.' 

Offenbar  lässt  sieb  bieraus  aucb  unmittelbar  der  Fall  des  Gleich- 
gewicbts  einer  Anzabl  von  Kräften  berleiten,  die  in  einem  Punkte 
angi'eifen.  Denn  wenn  wir  eine  weitere  Kraft  einfiibren,  die  der 
Resultante  der  gegebenen  Kräfte  gleicb  und  entgegengesetzt  ist,  so 
wird  dieselbe  eine  Aenderung  der  Bewegung  erzeugen,  welcbe  der 
durcb  die  gegebenen  Kräfte  bervorgebracbten  resultirenden  Bewe- 
gungsänderung gleicb  und  entgegengesetzt  ist,  d.  b.  sie  wird  einen 
Zustand  berbeifübren,  in  welcbem  der  Punkt  keine  Aenderung  seiner 
Bewegung  erfahrt,  und  das  ist,  wie  wir  schon  gesehen  baben,  die 
einzige  Art  von  Ruhe,  von  der  wir  je  eine  Kenntniss  erlangen 
können. 

257.  Newton  sah,  dass  der  Satz  vom  Parallelogramm  der 
Kräfte,  welcher  das  Fundamentalprincip  der  Statik  ist,  im  Grunde  in 
dem  zweiten  Bewegungsgesetz  enthalten  ist  und  gab  einen  Beweis 
dafür,  der  im  Wesentlichen  mit  dem  vorhergehenden  übereinstimmt. 
Diese  Thatsache  wurde  aber  in  späteren  Behandlungen  der  Statik 
ganz  allgemein  ignorirt.  Die  Folge  davon  war,  dass  verscbiedene 
unnöthige,  mehr  oder  weniger  einleuchtende  dynamische  Axiome 
eingeführt  wurden,  die  thatsächlich  in  Newton's  Bewegungs- 
gesetzen  enthalten  sind  oder  sich  darauf  zurückfuhren  lassen.  Wir 
haben  Newton's  Methode  beibehalten,  nicht  nur  ihi*er  bewundern»- 
werthen  Einfacbbeit  wegen,  sondern  auch  weil  sie  unseres  Erachten» 
sowohl  für  den  statischen,  wie  für  den  kinetischen  Theil  der  Wissen- 
schaft der  Dynamik  die  am  meisten  philosophische  Grundlage 
enthält. 

258.  MeBsiing  der  Kraft  und  Masse.  —  Das  zweite  GeeeU 
liefert  uns  aucb  die  Mittel,  eine  Kraft  und  ferner  die  Masse  eines 
Körpers  zu  messen. 

Wenn  wir  nämlich  die  Wirkungen  betrachten,  welche  verschie- 
dene Kräfte  während  gleicher  Zeiträume  auf  einen  und  denselben 
Körper  ausüben,  so  sind  die  erzeugten  Geschwindigkeitsanderongen 
offenbar  den  Kräften  proportional.  Daher  liefern  uns  die  Aende- 
rungen  der  Geschwindigkeit  in  diesem  Falle  die  Mittel,  die  Grosses 
verschiedener  Kräfte  zu  vergleichen.  So  erhalten  wir  aus  den  von 
derselben  (frei  fallenden)  Masse  wähi'end  einer  Secunde  an  verschie- 
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denen  Theilen  der  Erdoberfläche  erlangten  Geschwindigkeiten  die 
Grösse  der  Anziehungskraft  der  Erde  an  diesen  Stellen. 

Wenn  ferner  gleiche  Kräfte  auf  verschiedene  Körper  wirken,  so 
müssen  die  in  gleichen  Zeiten  hervorgebrachten  Geschwindigkeits- 
Änderungen  sich  umgekehrt  wie  die  Massen  dieser  Körper  ver- 
halten. Das  ist  z.  B.  näherungsweise  der  Fall  bei  Eisenbahnzügen 
Terschiedener  Längen,  welche  durch  dieselbe  Locomotive  in  Bewe- 
gung gesetzt  werden.  Es  ist  genau  realisirt  im  Falle  der  Wirkung 
eines  elektrisirten  Körpers  auf  eine  Anzahl  fester  oder  hohler  Kugeln, 
die  denselben  äusseren  Durchmesser  haben  und  aus  verschiedenen 
Metallen  bestehen. 

Wenn  wir  weiter  einen  Fall  flndeii,  in  welchem  verschiedene 
Körper,  auf  deren  jeden  eine  Kraft  wirkt,  in  derselben  Zeit  dieselben 
Aenderungen  der  Geschwindigkeit  erfahren,  so  müssen  die  Kräfte 
den  Massen  der  Körper  proportional  sein.  So  verhält  es  sich  nach 
Beseitigung  des  Widerstandes  der  Luft  mit  frei  fallenden  Körpern. 
Vir  schliessen  daraus,  dass  das  Gewicht  eines  Körpers  an  einem  be- 
fiebig  gegebenen  Orte,  oder  die  Kraft,  mit  welcher  die  Erde  ihn 
inzieht,  seiner  Masse  proportional  ist,  eine  äusserst  wichtige  physi- 
kalische Wahrheit,  die  wir  in  dem  Capitel  über  „die  Eigenschaften 
der  Materie''  noch  eingehender  behandeln  werden. 

339.  Endlich  geht  noch  aus  diesem  Gesetze  hervor,  dass  es 
iQ  jedem  kinematischen  Satze,  der  in  Zusammenhang  mit  dem 
pegriff  Beschleunigung  steht,  einen  entsprechenden  kinetischen 
Sitz  giebt. 

Kehmen  wir  z.  B.  an,  X,  Y^Z  seien  beziehungsweise  die  den  festen 
iAxen  der  Coordinaten  X,  y,  z  parallelen  Componenten  der  ganzen  auf  einen 
iPonkt  von  der  Masse  M  wirkenden  Kraft.     Aus  §  212  ersehen  wir,   dass 

oder 

Mx  =  X,  3f  y  =  r,  Mi  =  Z 

vt.    Darans  folgt  leicht 

8  S 


M-i  =X'^+Y"f^  +  Z"£:=x!^+Y^  +  Z±, 


0      ^jcyi=:£J?+ri^.=££  +  2^^^^^. 

Af«2      »      8x  —  X8    .     ^sy  —  ys    ,     „sz  —  zs 

:=:  A  —   -\-    X  : 1-  i5 : • 

Die  zweiten  Glieder  dieser  Gleichungen  sind  beziehungsweise  die  längs 
der  Tangente  (§  9),  die  senkrecht  zur  osculatorischen  Ebene  (§  9)  und  die 
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nach  dem  Krümmangsmittelpankt  der  beschriebenen  Bahn  hin  genomme- 
nen Componenten  der  einwirkenden  Kraft- 
SSO.  Mittels  der  beiden  ersten  Gesetze  sind  wir  zn  einer  De- 
finition nnd  einem  Maass  der  Kraft  gelangt.  Wir  haben  anch 
gefunden,  wie  man  Kräfte  zusammensetzt,  und  wie  folglich  eine 
Kraft  zerlegt  wird.  Wir  haben  endlich  gesehen,  wie  man  die  Be- 
wegung eines  einzelnen  materiellen  Punktes  untersucht,  der  gegebe- 
nen Kräften  unterworfen  ist.  Die  beiden  Gesetze  reichen  aber  nicht 
hin,  die  yerwickelteren  Bewegungsfalle  vollständig  zu  yerstehen, 
namentlich  diejenigen,  in  welchen  es  sich  um  die  gegenseitigen  Wii^ 
kungen  —  z.  B.  Attraction,  Druck,  Uebertragung  von  Energie  is 
irgend  einer  Form  —  zwischen  zwei  oder  mehr  Körpern  handelt 
Diese  Lücke  wird  vollständig  ausgefüllt  durch  das  dritte  Newton'- 
sche  Gesetz. 

261.  LEX  III.  Actioni  contrariam  semper  et  aequalem  esse 
reactionem:  sive  corporum  duorum  actiones  in  se  mutuo  semper  esse 
aequales  et  in  partes  contrarias  dirigi. 

Bei  jeder  Wirkung  ist  immer  eine  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Gegenwirkung  vorhanden:  oder  die  W^ir- 
kungen,  welche  irgend  zwei  Körper  auf  einander  aus- 
üben, sind  immer  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet. 

262.  Wenn  ein  Körper  einen  anderen  drückt  oder  zieht,  so 
wird  er  selbst  von  diesem  anderen  mit  einer  gleichen  Kraft  in  die 
entgegengesetzte  Richtung  gedrückt  oder  gezogen.  Wenn  Jemaod 
einen  Stein  mit  seinem  Finger  drückt,  so  übt  der  Stein  auf  den 
Finger  einen  entgegengesetzt  gerichteten  gleichen  Druck  ans.  £in 
Pferd,  welches  ein  Boot  durch  einen  Canal  schleppt,  wird  durch  eine 
Kraft  rückwärts  gezogen,  die  derjenigen  gleich  ist,  mit  welcher  es 
am  Schleppseil  vorwärts  zieht.  Wie  gross  und  von  welcher  Rich- 
tung auch  die  Aendemng  der  Bewegung  eines  Körpers  sein  mag, 
die  durch  einen  Zusammenstoss  desselben  mit  einem  anderen  erzeugt 
ist,  dieser  letztere  hat  seine  Bewegung  stets  um  denselben  Betrag 
und  in  entgegengesetzter  Richtung  geändert;  denn  in  jedem  Augen- 
blick während  des  Stosses  war  die  Kraft  für  beide  Körper  gleich 
und  entgegengesetzt.  Wenn  keiner  der  beiden  Körper  weder  vor, 
noch  nach  dem  Stosse  eine  Rotation  ausführt,  so  verhalten  sich  die 
Geschwindigkeitsänderungen,  die  sie  erfahren,  umgekehrt  wie  ihre 
Massen.  , 

Wenn  ein  Körper  einen  zweiten  aus  einer  Entfernung  anzieht, 
so  zieht  der  zweite  den  ersteren  mit  einer  gleichen  und  entgegen* 
gesetzten  Kraft  an.     Dies  Gesetz  gilt  nicht  bloss  für  die  Attraction 
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ponderabeler  Massen,  sondern  anch,  wie  Newton  selbst  bemerkt 
and  experimentell  bestätigt  hat,  für  magnetische  Attractionen ,  und 
ebenso,  wie  Otto  Gnericke  fand,  für  elektrische  Kräfte. 

263.  Die  Torstehpndon  Bemerkungen  stützen  sich  anf  New- 
ton^s  eigenen  Cömmentar  zu  seinem  dritten  Gesetz;  die  darin  be- 
trachteten Wirkungen  und  Gegenwirkungen  sind  einfache  Kräfte. 
In  dem  zugefügten  Scholium,  dessen  volles  Yerständniss  der  Auf- 
merksamkeit der  Erklärer  entgangen  zu  sein  scheint,  macht  New- 
ton die  folgende  wichtige  Bemerkung,  durch  welche  eine  neue  Be- 
stimmung der  diesem  dritten  Gesetz  unterworfenen  Wirkungen  und 
Gegenwirkungen  eingeführt  wird :  — 

Si  aestimetur  agentis  actio  ex  ejus  vi  et  yelocitate  coigunctim; 
et  similiter  resistentis  reactio  aestimetur  conjunctim  ex  ejus  partium 
singularum  velocitatibus  et  viribus  resistendi  ab  earum  attritione, 
oohaesione,  pondere,  et  acceleratione  oriundis;  erunt  actio  et  reactio, 
in  ommi  instrumentorum  usu,  sibi  invicem  semper*aequales. 

In  einer  vorhergehenden  Betrachtung  hat  Newton  gezeigt,  was 
man  unter  der  Geschwindigkeit  einer  Kraft  oder  eines  Widerstandes 
SU  verstehen  hat,  nämlich  die  in  der  Richtung  der  Kraft 
genommene  Componente  der  Geschwindigkeit  ihres  Angriffs- 
ponktes,  also  das,  was  vdr  als  die  viiiuelle  Geschwindigkeit  definirt 
haben.  Mit  Rücksicht  auf  diese  Erklärung  können  wir  den  vorher- 
gehenden Ausspruch  in  folgender  Weise  lesen :  — 

Wenn  die  Wirkung  eines  Agens  durch  seine  Grösse 
und  zugleich  durch  seine  Geschwindigkeit  gemessen  wird, 
nnd  wenn  man  ebenso  die  Gegenwirkung  des  Widerstandes 
durch  die  Geschwindigkeiten  seiner  verschiedenen  Theile 
und  zugleich  durch  die  Grössen  dieser  Theile  misst,  so 
sind  —  die  Widerstände  mögen  in  der  Reibung,  in  der 
Cohäsion,  im  Gewicht  oder  in  der  Beschleunigung  ihren 
Grund  haben  —  bei  allen  Combinationen  von  Maschinen 
die  Wirkung  und  die  Gegenwirkung  einander  gleich. 

Weiter  unten  werden  wir  eine  vollständige  Entwicklung  der 
Consequenzen  dieser  wichtigen  Bemerkung  geben. 

264.  D'Alembert's  Princip.  —  In  der  eben  angeführten 
Stelle  weist  Newton  darauf  hin,  dass  Widerstandskräfte  gegen  eine  Be- 
acfalennigung  als  Gegenwirkungen  angesehen  werden  müssen,  die  den 
Wirkungen,  durch  welche  die  Beschleunigung  erzeugt  wird,  gleich  und 
entgegengesetzt  sind.  Wenn  wir  also  irgend  einen  materiellen  Punkt 
eines  Systems  betrachten,  so  muss  seine  Gegenwirkung  gegen  eine  Be- 
schleunigung gleich  und  entgegengesetzt  der  Resultante  der  auf  ihn 
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wirkenden  Kräfte  sein,  seien  diese  Kräfte  nun  die  Wirkungen  ande- 
rer Theile  des  Systems  auf  den  Pankt,  oder  der  Einflnss  von  Materie, 
welche  nicht  zn  dem  System  gehört.     Mit  anderen  Worten,  seine 
Gegenwirkung    mnss    mit   diesen    Kräften    im    Gleichgewicht    sein. 
Newton's  Ansicht  läuft  also  darauf  hinaus,  dass  alle  Kräfte  des 
Systems  in  Verbindung  mit  den  Gegenwirkungen  seiner  materieUen 
Punkte  gegen  eine  Beschleunigung  für  jeden  einzelnen  Punkt  ein 
System  bilden,  das  sich  im  Gleichgewicht  befindet.     Folglich  bilden, 
nach  dem  Princip  der  Vereinigung  von  Kräften,  die  sich  das  Gleich- 
gewicht halten,  die  sämmtlichen  an  Punkten  des  Systems  wirkenden 
Kräfte  im  Verein  mit  den  Gegenwirkungen  gegen  eine  Beschleuni- 
gung eine  für  das  ganze  System  im  Gleichgewicht  befindliche  Reihe 
von  Kräften.     Dies  ist  das  berühmte  Princip,  welches  zuerst  (im 
Jahre  1742)  D'Alembert  bestimmt  aussprach  und  mit  Erfolg  an- 
wandte, und  das  noch  jetzt  nach  ihm  benannt  wird.     Wir  haben    i 
aber  gesehen,  dass  es  in  ganz  unverkennbarer  Weise  iuNewton's    | 
eigener  Interpretation  seines  dritten  Bewegungsgesetzes  enthalten    | 
ist.     Da  man  in  den  Lehrbüchern  der  Dynamik  die  allgemeinen 
Gleichungen  oder   Bedingungen    des  Gleichgewichts    zu  erforschen    \ 
pflegt,  bevor  man  näher  in  den  kinetischen  Theil  des  Gegenstandes   : 
eingeht,  so  hat  sich  dies  Princip  in  praktischer  Beziehung  als  sehr   i 
nützlich  erwiesen,   indem  es  zeigt,  wie  man  für  jedes  System,  für   i 
welches  die   Gleichungen  des  Gleichgewichts  ermittelt  sind,    ohne   * 
Weiteres  die  Gleichungen  der  Bewegung  niederschreiben  kann.  j 

265.  Man  kann  sich  jeden  starren  Körper  als  in  unbegrenzt  «j 
kleine  Theile  getheilt  vorstellen.  In  welcher  Form  wir  nun  auch  { 
eventuell  eine  physische  Erklärung  des  UrspFWigs  der  Kräfte  , 
finden,  die  zwischen  diesen  Theilen  wirken,  jedenfalls  können  wir  ^ 
von  jedem  solchen  kleinen  Theile  annehmen,  dass  er  seine  Lage  ! 
in 'Beziehung  auf  die  übrigen  in  Folge  von  wechselseitigen  Kräften 
beibehält,  deren  Richtungen  die  Linien  sind,  die  ihn  mit  den  übri- 
gen Theilen  verbinden. 

266.  Mit   Rücksicht   hierauf    ergeben   sich    als    unmittelbare    ; 
Consequenzen  des   zweiten   und  dritten   Gesetzes  und   der  vorher-    1 
gehenden  Sätze  über  den  Trägheitsmittelpunkt  und  das  Moment  der    , 
Bewegungsgrösse  eine  Reihe  wichtiger  Sätze,  von  denen  wir  einige 
folgen  lassen :  — 

(a.)  Der  Trägheitsmittelpunkt  eines  sich  irgendwie  bewegen- 
den starren  Körpers,  der  keinen  äusseren  Kräften  unterworfen  ist, 
bewegt  sich  gleichförmig  in  einer  geraden  Linie. 

(b.)     Wenn  irgend  welche  Kräfte  auf  den  Körper  einwirken,  so 
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ist  die  Bewegung  seines  Trägheitsmittelpunktes  die  nämliche,  wie 
wenn  diese  Kräfte  mit  unveränderter  Grösse  und  Richtung  in  die- 
sem Punkte  selbst  angriffen. 

(c.)  Da  das  Moment  einer  auf  einen  materiellen  Punkt  wir- 
kenden Kraft  nichts  anderes  ist,  als  das  Moment  der  Bewegungs- 
grösse,  welche  die  Kraft  in  der  Zeiteinheit  erzeugt,  so  sind  die 
Aenderungen  des  Moments  der  Bewegongsgrösse  in  irgend  zwei 
Theilen  eines  starren  Körpers,  die  in  der  Wechselwirkung  dieser 
TheUe  ihren  Ursprung  haben,  gleich  und  entgegengesetzt.  Folglich 
erleidet  das  Moment  der  Bewegungsgrösse  eines  starren  Körpers  in 
Beziehung  auf  irgend  eine  Axe,  die  eine  feste  Bichtung  hat  und 
durch  einen  Punkt  geht,  der  entweder  im  Räume  fest  liegt  oder  sich 
gleichförmig  in  einer  Geraden  bewegt,  dui*ch  die  Wechselwirkungen 
der  Theile  des  Körpers  keine  Aenderung. 

(d.)  Wenn  äussere  Kräfte  auf  den  Körper  wirken,  so  ist  die 
Zonahme  des  Moments  der  Bewegungsgrösse  die  Summe  der  Mo- 
mente dieser  Kräfte  in  Beziehung  auf  die  Axe. 

267.  Erhaltung  der  Bewegungsgrösse  und  des  Moments 
der  Bewegungsgrösse.  —  Wir  nehmen  für  jetzt  als  bewiesen  an, 
dass  man  sich  die  Wechselwirkung  zwischen  zwei  starren  Körpern 
in  jedem  Falle  als  aus  Paaren  gleicher  und  entgegengesetzter  Kräfte 
bestehend  yorstellen  kann,  die  in  geraden  Linien  wirken.  Daraus 
geht  hervor,  dass  für  zwei  starre  Körper,  die  in  irgend  einer  mit 
ihren  Zuständen  verträglichen  Weise  auf  einander  einwirken,  die 
Summe  der  einer  beliebigen  festen  Richtung  parallel  genommenen 
Bewegongsgrössen  durch  die  Wechselwirkung  der  Körper  keine 
Aenderung  erleide!^  sowie  dass  die  Summe  der  Momente  der  Bewe- 
gungsgrösse aller  taateneUen  Punkte  beider  Körper,  in  Beziehung 
auf  irgend  eine  Linie,  die  eine  im  Raum  festliegende  Richtung  hat 
uid  durch  einen  beliebigen  Punkt  geht,  der  sich  gleichförmig  in 
einer  Geraden  nach  irgend  einer  Richtung  zu  bewegt,  constant 
bleibt.  Aus  dem  ersteren  dieser  Sätze  folgern  wir,  dass  der  Träg- 
heitemittelpunkt einer  beliebigen  Anzahl  auf  einander  wirkender 
Körper  sich,  wenn  er  in  Bewegung  begriffen  ist,  gleichförmig  in 
gerader  Richtung  weiter  bewegt,  ausser  insofern  die  Richtung  oder 
p^eschwindigkeit  seiner  Bewegung  durch  Kräfte  geändert  wird, 
«reiche  zwischen  den  Körpern  des  Systems  und  irgend  einer  ande- 
ren nicht  zum  System  gehörenden  Masse  wirken.  Aus  demselben 
Batze  ergiebt  sich  weiter,  dass  der  Trägheitsmittelpunkt  eines  belie- 
bigen Körpers  oder  Systems  von  Körpern  gerade  so  sich  bewegt, 
«rie  ihre  gesammte  Materie  sich  bewegen  würde,  wenn  sie  in  einem 

Tbomton  n.  Tait,  theoietiiohe  Phyiik.  ^^ 
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Pnnkte  concentrirt  wäre  und  unter  dem  Einfluss  von  Kräften  stände, 
die  den  auf  die  verschiedenen  Theile  in  Wirklichkeit  wirkenden 
Kräften  gleich  und  parallel  sind.  Aus  dem  zweiten  Satze  schliessen 
wir,  dass  die  durch  den  Trägheitsmittelpunkt  irgend  eines  Systems 
von  Körpern  oder  durch  irgend  einen  anderen  ruhenden  oder  sich 
gleichförmig  in  einer  geraden  Richtung  bewegenden  Punkt  gehende 
Axe  der  resultirenden  Rotation  ihre  Richtung  unverändert  beibehält, 
und  dass  die  Summe  der  Momente  der  Bewegungsgrössen  in  Be- 
ziehung auf  diese  Axe  constant  bleibt,  wofern  das  System  keine  Ein- 
wirkung von  aussen  erfahrt.  Dies  Princip  wird  manchmal  die  Er- 
haltung der  Flächen  genannt,  eine  nicht  sehr  passende  Be- 
zeichnung. 

268.  Grösse  der  Arbeitsleistung.  Pferdekraft.  —  Die 
Grundlage  der  abstracten  Theorie  der  Energie  ist  von  Newton 
wunderbar  klar  und  kurz  in  seiner  schon  (§  263)  angeführten  An- 
merkung gegeben  worden,  in  welcher  er  auf  ihre  Anwendungen  anf 
die  Mechanik  hinweist*).  Die  actio  agentis,  welche,  wie  er  sie 
definirt,  offenbar  dem  Product  aus  der  wirksamen  Componente  der 
Krafb  in  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  auf  den  dieselbe  wirkt, 
äquivalent  ist,  ist  einfach  dasjenige,  was  man  jetzt  die  Intensität 
nennt,  mit  der  die  Kraft  arbeitet.  Die  hier  zu  messende  Chrosse 
ist  genau  dieselbe  wie  die,  für  welche  Watt  hundert  Jahre  später 
die  praktische  Einheit  einer  „Pferdekraft^  einführte;  es  ist  dies 
die  Stärke,  mit  der  ein  Agens  arbeitet,  wenn  es  während  einer 
Minute  33  000  mal  das  Gewicht  eines  Pfundes  einen  Weg  von  einem 
Fuss  hindurch  überwindet,  d.  h.  wenn  es  550  Fusspfund  Arbeit  in 
der  Secunde  leistet.  Meist  ist  aber  die  in  Newton' s  Definition  ent- 
haltene Einheit  vorzuziehen,  nämlich  die  Grösse  der  Arbeitsleistung, 
bei  welcher  in  der  Einheit  der  Zeit  die  Einheit  der  Energie  er- 
zeugt wird. 

269.  Energie  in  der  abstracten  Dynamik.  —  Wenn  wir 
Newton's  Worte  (§  263)  in  diesem  Lichte  betrachten,  so  erkennen 
wir,  dass  sie  sich^ logisch  in  folgende  Form  umkehren  lassen:  — 

Die  Arbeit,  die  auf  irgend  ein  System  von  Körpern  (in  New- 
ton's  Ausspruch  die  Theile  einer  Maschine)  ausgeübt  wird,  bat, 
wenn  keine  Beschleunigung  stattfindet,  ihr  Aequivalent  in  der 
Arbeit,  welche  gegen  die  Reibung,   die  Molekularkräfte  oder  die 


*)  Der  Leser  wird  sich  erinnern ,  dass  wir  das  Wort  ,^echanik*'  in  »einem 
kUBsiachen  Sinne  gebrauchen ,  indem  wir  darunter  die  Wissenachaft  der  Maschiifeeii 
stehen;  in  diesem  Sinne  gebraucht  es  auch  Newton  selbst,  wenn  er  eine  weitere 
trachtung  des  Ctogenstandes  mit  den  Worten  (in  dem  erwiUmten  Scholinm) 
Caeterum  mechauicam  traetare  non  est  hujus  instituti. 
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Schwere  geleistet  wird.  Ist  aber  eine  Beschleunigung  vorhanden, 
80  wird  ein  Theil  der  Arbeit  zur  Ueberwindung  des  Widerstandes 
gegen  die  Beschlennigang  verbraucht,  und  die  neu  entwickelte  kine- 
tische Energie  ist  der  auf  diese  Weise  verwandten  Arbeit  äquivalent. 
Dies  erhellt  aus  §  214. 

Wenn  ein  Theil  der  Arbeit  gegen  Molekularkräfte  geleistet 
wird,  wie  beim  Biegen  einer  Feder,  oder  gegen  die  Schwerkraft, 
wie  beim  Heben  eines  Gewichtes,  so  sind  der  Rückschlag  der  Feder 
and  der  Fall  des  vGewichtes  fähig ,  die  anfangs  verausgabte  Arbeit 
za  irgend  einer  späteren  Zeit  wieder  zu  erzeugen  (§  241).  Was 
aber  die  Arbeit  betrifft,  die  zur  Ueberwindung  der  Reibung  dient, 
80  glaubte  man  zu  Newton's  Zeit  und  noch  lange  nachher,  diese 
Arbeit  gehe  durch  die  Reibung  absolut  verloren,  und  diese  An- 
sicht findet  sich  sogar  noch  in  neueren  Werken  anerkannter  Ge- 
lehrten.    Wir  müssen  jedoch  die  Untersuchung  dieses  Punktes  ver- 

^ schieben,  bis  wir  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  in  sei- 

,  Der  modernen  Form  betrachten  werden. 

270.  Wenn  ein  in  Ruhe  oder  in  Bewegung  begriffenes  ge- 
I  gebenes  System  von  Körpern  durch  keine  äusseren  Kräfte  beeinflusst 
|Wird,  so  wird   die  Summe  der  kinetischen   Energien    aller  seiner 

Theile  in  irgend  einer  Zeit  um  einen  Betrag  vermehrt,  der  gleich  der 

,  ganzen  während  dieser  Zeit  von  den  inneren  Kräften  des  Systems 

I  geleisteten  Arbeit  ist ;  diese  Kräfte  können  wir  uns  als  zwischen  den 

i  Punkten  des  Systems  wirkend  vorstellen.  Wenn  die  Linien,  in  denen 

sie  wirken ,  ihre  Längen  nicht  ändern ,  so  leisten  die  Kräfte  keine 

Arbeit,    und    die    Summe    der    kinetischen    Energien    des    ganzen 

^Systems   bleibt   constant.      Wenn    andererseits   eine    dieser    Linien 

i wahrend  der  Bewegung  ihre  Länge   ändert,   so  leisten  oder  ver- 

[ brauchen    die    in  ihr   wirkenden    Kräfte   Arbeit,    je   nachdem    die 

I«ange  im  Sinne   dieser   Kräfte  oder   in  entgegengesetztem  Sinne 

Ach  ändert. 

271.  Conservatives  System.  —  Man  nennt  ein  begrenztes 
System  von  Körpern  dynamisch  conservativ  (oder  einfach  con- 
,seryativ,  wenn  es  unnöthig  ist,  hinzuzusetzen,  dass  von  Kräften 
die  Rode  ist),  wenn  während  jeder  beliebigen  Bewegung,  durch 
Welche  es  aus  einer  besonderen  Configuration  in  eine  andere  über- 
leben kann,  die  zwischen  seinen  Theilen  wechselseitig  wirkenden 
Krifte  stets  denselben  Betrag  von  Ai'beit  verrichten  oder  ver- 
machen. 

272.  Grundlage  der  Theorie  der  Energie.  —  Die  ganze 
Ueorie  der  Energie  in  der  Physik  beruht  auf  dem  folgenden  Satze:  — 
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Wenn  die  zwischen  den  Theilen  eines .  materiellen  Systems 
wechselseitig  wirkenden  Kräfte  von  den  Geschwindigkeiten  an- 
abhängig sind ,  welche  diese  Theile  entweder  in  Beziehung  auf  ein- 
ander oder  in  Beziehung  auf  irgend  eine  äussere  Masse  haben,  so 
muss  das  System  dynamisch  conservativ  sein. 

Denn  wenn  beim  Uebergange  aus  einer  besonderen  ConfiguratioD 
in  eine  andere  die  wechselseitigen  Kräfte  auf  einer  Reihe  von  Wegen 
an  den  yerschiedenen  Theilen  des  Systems  mehr  Arbeit  verrichteten, 
als  auf  einer  anderen  Reihe  von  Wegen,  so  könnte  man  das  System, 
ohne  Reibung  eintreten  zu  lassen,  auf  einer  Reihe  von  Wegen  aus 
der  ersten  Configuration  in  die  zweite  überfuhren,  es  sodann  auf 
der  anderen  Reihe  von  Wegen  in  die  erste  Configuration  zurück- 
bringen und  es  in  dieser  Weise  unaufhörlich  hin  und  her  gehen 
lassen.  Das  System  wäre  somit  eine  ununterbrochene  Quelle  von 
Energie,  ohne  dass  Materialien  verbraucht  würden,  was  unmög- 
lich ist. 

273.  Potenzielle  Energie  eines  conservativen  Systems.  — 
Die  potenzielle  Energie  eines  conservativen  Systems  in  der  Con- 
figuration, die  es  in  irgend  einem  Augenblick  besitzt,  ist  die  Grösse 
der  Arbeit,  welche  seine  wechselseitigen  Kraft«  verrichten,  während 
es  auä  einer  beliebig  gewählten  Configuration  in  diejenige  übergeht, 
die  es  zu  der  in  Rede  stehenden  Zeit  besitzt.  Zwar  nicht  überall, 
aber  im  Allgemeinen  ist  es  zweckmässig,  die  besondere  Configura- 
tion, in  welcher  man  die  potenzielle  Energie  gleich  Null  rechnet,  so 
zu  wählen,  dass  die  potenzielle  Energie  in  jeder  anderen  betrachteten 
Configuration  positiv  sei. 

274.  Die  potenzielle  Energie  eines  conservativen  Systems  in 
irgend  einem  Augenblick  hängt  lediglich  von  der  Configuration  ab, 
die  es  in  diesem  Augenblick  hat,  da  sie  der  Definition  zufolge  stets 
dieselbe  ist,  so  oft  das  System  auf  diese  Configuration  gebracht  wird. 
Sie  ist  daher,  mathematisch  ausgedrückt,  eine  Function  der  Coordi- 
naten,  durch  welche  die  Lagen  der  verschiedenen  Theile  des  Systems 
angegeben  werden.  Wenn  wir  z.  B.  ein  conservatives  System  haben, 
das  aus  zwei  materiellen  Punkten  besteht,  oder  auch,  wenn  das 
System  durch  zwei  starre  Körper  gebildet  wird,  die  auf  einander 
mit  einer  E^raft  wirken,  welche  nur  von  der  relativen  Lage  eines 
Punktes  des  einen  und  eines  Punktes  des  anderen  Körpers  abhängt, 
so  hängt  die  potenzielle  Energie  des  Systems  von  den  Coordinaten 
eines  dieser  Punkte  in  Beziehung  auf  Coordinatenaxen  ab,  die  in 
festen  Richtungen  durch  den  anderen  Punkt  hindurchgehen.  Sie 
wird  daher  im  Allgemeinen  von  drei  unabhängigen  Coordinaten  ab- 
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bangen,  für  welche  wir  passend  die  Entfernung  der  beiden  Punkte 
und  zwei  Winkel  nehmen,  welche  die  absolute  Richtang  ihrer  Ver- 
bindungslinie bestimmen.  So  z.  B.  seien  die  Körper  zwei  gleich- 
förmige Metallkugeln,  die  mit  irgend  welchen  gegebenen  Elektri- 
citätsmengen  elektrisirt  sind  und  sich  in  einem  isolirenden  Medium, 
etwa  der  Luffc,  in  einem  Kaume  befinden,  wo  sie  unter  dem  Einfluss 
eines  grossen  weit  entfernten  elektrisirten  Körpers  stehen.  Die 
Wechselwirkung  zwischen  diesen  beiden  Kugeln  wird  nur  von  der 
relativen  I^age  ihrer  Mittelpunkte  abhängen.  Sie  wird  aus  zwei 
Theilen  bestehen,  nämlich  aus  der  Gravitation,  die  nur  von  der  Ent- 
fernung der  Mittelpunkte  abhängt,  und  der  elektrischen  Kraft, 
welche  zunächst  auch  von  ihrer  Entfernung,  ausserdem  aber,  der 
inducirenden  Wirkung  des  entfernten  Körpers  wegen,  von  der  ab- 
soluten Richtung  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  abhängt. 
In  den  Capiteln,  in  denen  wir  beziehungsweise  die  Gravitation  und 
die  Elektricität  behandeln  werden,  werden  wir  die  Theile  der 
wechselseitigen  potenziellen  Energie  der  beiden  Körper  bestimmen, 
welche  jede  dieser  beiden  Ursachen  einzeln  hervorbringt.  Wir  wer- 
den finden,  dass  dei:  erstere  Theil  das  Product  ihrer  Massen,  divi- 
dirt  durch  den  Abstand  ihrer  Mittelpunkte,  und  dass  der  zweite 
Theil  eine  etwas  verwickeitere  Function  des  Abstandes  der  Mittel- 
punkte und  des  Winkels  ist,  welchen  die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte mit  der  Richtung  der  resultirenden  elektrischen  Kraft  des 
entfernten  elektrischen  Körpers  bildet. 

Wenn,  um  ein  anderes  Beispiel  zu  geben,  das  System  aus  zwei 
Kugeln  von  weichem  Eisen  besteht,  die  sich  in  irgend  einem  Theile 
der  EIrdoberfläche  befinden,  so  wird  die  Wechselwirkung  zwischen 
beiden  zum  Theil  die  Gravitation  sein,  zum  Theil  aber  in  dem 
Magnetismus  seinen  Grund  haben,  der  in  ihnen  durch  die  magne- 
tische Kraft  der  Erde  inducirt  wird.  Der  von  der  letzteren  Ursache 
abhängende  Theil  der  wechselseitigen  potenziellen  Energie  wird  eine 
Function  des  Abstandes  ihrer  Mittelpunkte  und  der  Neigung  der 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  gegen  die  Richtung  der  magne- 
tischen Kraft  der  Erde  sein.  Sein  mathematischer  Ausdruck  wird 
mit  demjenigen  der  potenziellen  Energie  der  elektrischen  Wirkung, 
die  wir  im  vorhergehenden  Falle  betrachteten,  soweit  es  sich  um  die 
Neigung  handelt,  übereinstimmen;  aber  das  Gesetz,  nach  welchem 
er  sich  mit  der  Entfernung  der  Mittelpunkte  ändert,  wird  sich 
weniger  leicht  bestimmen  lassen. 

275.  Unvermeidlicher  Verlust  von  Energie  in  allen  Be- 
wegungen, die  in  der  Natur  vor  sich  gehen.  —  In  der  Natur 
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wird  die  hypothetische  Bedingung  des  §  271  in  allen  Bewegongs- 
umständen  augenscheinlich  verletzt.  Ein  materielles  System 
kann  nie  durch  eine  in  sich  zurücklaufende  Bewegungsreihe  hin- 
durch gebracht  werden,  ohne  dass  mehr  Arbeit  gegen  die  wechsel- 
seitigen Kräfte  seiner  Theile  verausgabt,  als  duixh  diese  Kräfte  ge- 
wonnen wird,  da  keine  relative  Bewegung  stattfinden  kann,  ohne 
dass  Beibung  oder  Widerstand  von  anderen  Formen  aufträte;  dahin 
gehören:  (1.)  die  gegenseitige  Reibung  zwischen  zwei  aufeinander 
gleitenden  festen  Körpern;  (2.)  Widerstände,  die  aus  der  Zähigkeit 
der  Flüssigkeiten  oder  der  unvollkommenen  Elasticität  fester  Körper 
herrühren ;  (3.)  Widerstände,  welche  durch  die  Induction  elektrischer 
Ströme  hervorgerufen  werden;  (4.)  Widerstände,  welche  die  Magpie- 
tisirung  zur  Folge  hat,  die  eine  veränderliche  ist,  da  das  Eisen  den 
ihm  mitgetheilten  Magnetismus  nicht  vollkommen  festhält.  .  In  der 
Natur  kann  keine  Bewegung  vor  sich  gehen,  ohne  einem  Wider- 
stände zu  begegnen,  der  aus  einigen  dieser  Einflüsse,  wenn  nicht 
aus  allen ,  entspringt.  Es  ist  ein  Gegenstand  täglicher  Erfahrung, 
dass  Reibung  und  unvollkommene  Elasticität  fester  Körper  die  Wir- 
kung aller  künstlichen  Mechanismen  beeinträchtigen,  und  dass  selbst 
Körper,  die  von  anderen  Körpern  getrennt  sich  frei  in  der  Luft  be- 
wegen können,  wie  fallende  Körper  oder  wie  Projectile,  einen  Wider- 
stand erfahren,  der  in  der  Zähigkeit  der  Luft  seinen  Grund  hat. 

Die  grösseren  Massen,  Planeten  und  Kometen,  die  sich  in  einem 
weniger  widerstehenden  Mittel  bewegen,  zeigen  weniger  Spuren  von 
Widerstand  *).  In  der  That  kann  man  nicht  behaupten ,  dass  die 
Beobachtung  bei  irgend  einem  dieser  Körper,  ausgenommen  hei 
Encke^s  Komet,  einen  Widerstand  nachgewiesen  hätte:  Aber  die 
Analogien  der  Natur  und  Thatsachen,  die  in  der  Wissenschaft  der 
Physik  unumstösslich  fest  stehen*  machen  es  unzweifelhaft,  dass  bei 
jedem  jener  Weltkörper,  bei  jedem  Stern  und  überhaupt  jedem  Kör- 
per irgend  welcher  Art,  der  sich  irgendwo  im  Räume  bewegt,  die 
Luft,  das  Gas,  der  Dampf,  das  Mittel,  oder  wie  wir  sonst  die  Sub- 
stanz nennen  mögen,  welche  den  unmittelbar  um  den  Körper  herum 
befindlichen  Raum  erfüllt,  der  (relativen)  Bewegung  einen  Wider- 
stand leistet ,  gerade  so  wie  die  Luft  der  Bewegung  einer  Flinten- 
kugel hindernd  entgegentritt. 

276.  Wirkung  der  Fluthreibung.  -r-  Bei  allen  Körpern, 
deren  freie  Oberflächen  zum  Theil  aus  einer  Flüssigkeit  bestehen, 


*)  Newton,  Prinoipia  (B«inerknngen  nun  ersten  Bewegongsgeeets)  „Major»  Mttat 
I^lanetarum  et  Cometamm  oorpora  mota«  saoB  et  progreetiTM  et  eircnlaree,  in  tpaüii  v^ 
nus  resistentibni  factoe,  coneerrant  dintius." 
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wie  es  bei  der  Erde  der  Fall  ist,  giebt  es  auch  indirecte  Wider- 
stände, die  aus  der  Reibung  herrühren,  welche  den  Bewegungen  der 
Ebbe  und  Fluth  hindernd  entgegentritt.  Diese  Widerstände  müssen, 
80  lange  solche  Körper  sich  in  Beziehung  auf  benachbarte  Körper 
bewegen,  ihren  relativen  Bewegungen  beständig  Energie  entziehen. 
Wenn  wir  zunächst  die  Wirkung  betrachten,  welche  der  Mond 
allein  auf  die  Erde  mit  ihren  Meeren,  Seen  und  Flüssen  ausübt,  so 
erkennen  wir,  dass  diese  Wirkung  die  Perioden  der  Rotation  der 
Erde  um  ihre  Axe  und  der  Umdrehung  beider  Körper  um  ihren 
Trägheitsmittelpunkt  gleich  zu  machen  streben  nlliss,  da,  so  lange 
diese  Perioden  von  einander  verschieden  sind,  die  Wirkung  der  Ebbe 
and  Fluth  der  Erdoberfläche  den  Bewegungen  beider  beständig 
Energie  entziehen  muss.  Um  den  Gegenstand  etwas  eingehender 
zn  betrachten,  und  um  zugleich  unnöthige  Verwicklungen  zu  ver- 
meiden, wollen  wir  annehmen,  der  Mond  sei  eine  gleichförmige 
Kugel.  Die  wechselseitige  Wirkung  und  Gegenwirkung  zwischen 
Beiner  Masse  und  deijenigen  der  Erde  wird  einer  einzelnen  Kraft 
äquivalent  sein,  die  in  irgend  einer  durch  seinen  Mittelpunkt  gehen- 
den Linie  wirkt  und  so  beschaffen  ist,  dass  sie  die  Erdrotation  zu 
hindern  strebt,  so  lange  diese  in  einer  kürzeren  Periode  erfolgt,  als 
die  Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde.  Sie  muss  daher  in  einer 
Linie  wie  MQ  wirken,  also  vom  Mittelpunkt  der  Erde  um  OQ  ab- 
weichen; diese  Abweichung  hat  in  der  Figur  bedeutend  vergrössert 
P^  ^y  werden  müssen.    Man  kann  sich  nun  die  auf 

den  Mond  in  der  Richtung  MQ  wirklich 
wirkende  Kraft  als  aus  zwei  Theilen  be- 
stehend] vorstellen;  die  Grösse  des  ersteren 
Theils,  der  in  der  nach  dem  Mittelpunkt  der 
Erde  zu  gehenden  Linie  MO  wirkt,  weicht 
nicht  merklich  von  der  Grösse  der  ganzen 
Kraft  ab;  die  Richtung  MT  der  vergleichs- 
weise sehr  kleinen  zweiten  Componente  ist 
senkrecht  zu  MO.  Dieser  letztere  Theil  ist 
für  die  Mondbahn  ganz  nahezu  tangential  und  wirkt  im  Sinne  der 
Bewegung  des  Mondes.  Wenn  eine  solche  Kraft  plötzlich  zu  wirken 
anfinge,  so  würde  sie  zunächst  die  Geschwindigkeit  des  Mondes  ver- 
grössem ;  nach  einer  gewissen  Zeit  würde  sich  derselbe  aber  in  Folge 
dieser  Beschleunigung  um  eine  solche  Strecke  von  der  Erde  weiter 
entfernt  haben,  dass  er,  da  seine  Bewegung  gegen  die  Anziehung 
der  Erde  erfolgt,  so  viel' Geschwindigkeit  verloren  hätte,  als  durch 
die  tangentiale  Beschleunigung  gewonnen  war.    Die  Wirkung  einer 
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onimterbrochen  fortdauernden  tangentialen  Kraft,  die  im  Sinne  deoH 
Bewegung  wirkt,  aber  von  so  kleinem  Betrage  ist,  dass  sie  in  jedem; 
Augenblick  nur  eine  kleine  Abweichung  von  der  kreisförmigen  Fora 
der  Bahn  zur  Folge  hat,  besteht  darin,  dass  sie  allmälig  den  Ab- 
stand vom  Centralkörper  vergrössei^t  und  bewirkt,  dass  von  der! 
kinetischen  Energie  der  Bewegung  wieder  so  viel  verloren  wird,  akj 
ihre  eigene  gegen  die  Anziehung  des  Centralkörpers  zu  leistend^ 
Arbeit  ausmacht.  Man  wird  die  Umstände  leicht  verstehen,  wenn 
man  diese  Bewegung  um  den  Centralkörper  in  einer  sich  sehr  lang«^ 
sam  erweiternden  spiralförmigen  Bahn  betrachtet.  Yorausgesetit« 
dass  die  Kraft  dem  Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportional 
ist,  wird  die  tangentiale  Componente  der  Schwere  gegen  die  Bewe- 
gung doppelt  so  gross  wie  die  störende  tangentiale  Kraft  sein,  die 
im  Sinne  der  Bewegung  wirkt,  und  daher  wird  eine  Hälfte  der 
gegen  die  erstere  geleisteten  Arbeit  durch  die  letztere  und  die  an- 
dere Hälfte  durch  die  der  Bewegung  entzogene  kinetische  Energie 
verrichtet.  Die  Gresammtwirkung ,  welche  die  jetzt  betrachtete  be 
sondere  störende  Ursache  auf  die  Bewegung  des  Mondes  hat ,  erhalt 
man  sehr  leicht,  wenn  man  das  Princip  dei  Momente  der  Bewe- 
gungsgrössen  in  Anwendung  bringt.  So  sehen  wir,  dass  das  Mo- 
ment der  Bewegungsgrösse,  welches  in  irgend  einer  Zeit  durch  uic 
Bewegungen  der  Trägheitsmittelpunkte  des  MondeAs  und  der  Erde 
in  Beziehung  auf  ihren  gemeinschaftlichen  Trägheitsmittelpunkt  ge 
Wonnen  wird,  demjenigen  gleich  ist,  welches  durch  die  Rotation  dei 
Erde  um  ihre  Axe  verloren  wird.  Die  Summe  der  Momente  der 
Bewegungsgrösse  der  Trägheitsmittelpunkte  des  Mondes  und  del 
Erde,  wie  sie  sich  jetzt  bewegen,  ist  ungefähr  4,45  mal  so  gross  ab 
das  gegenwärtige  Moment  der  Bewegungsgrösse  der  Erdrotation. 
Die  mittlere  Ebene  der  ersteren  ist  die  Ekliptik,  und  daher  ist  di< 
mittlere  Neigung  der  Axen  der  beiden  Momente  gegen  einandei 
gleich  23®  ST^a'»  welchen  Winkel  wir,  da  wir  den  Einfloss  der 
Sonne  auf  die  Ebene  der  Mondbewegung  hier  vernachlässigen,  ab 
die  T^kliche  gegenwärtige  Neigung  der  beiden  Axen  annehmen 
können.  Die  Kesultante  oder  das  ganze  Moment  der  Bewegungs- 
grösse ist  daher  5,38  mal  so  gross  als  das  der  jetzigen  Erdrotation, 
und  ihre  Axe  hat  gegen  die  Erdaxe  eine  Neigung  von  19^  13' 
Das  letzte  Streben  der  Ebben  undFluthen  ist  also,  zu  bewii*ken,  da« 
die  Erde  und  der  Mond  mit  diesem  resultirenden  Moment  nm  diese 
resultirende  Axe  gleichförmig  rotiren,  wie  wenn  sie  zwei  Theüe 
eines  starren  Körpers  wären:  In  diesem  Zustande  würde  der  Ab" 
stand  des  Mondes  von  der  Erde  (näherungsweise)  in  dem  Yerhältniaa 
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1  :  1,46  vergrÖBsert  sein,  d.  i.  in  dem  Yerhältniss  des  Quadrats  des 
gegenwärtigen  Moments  der  Bewegungsgrösse  der  Trägheitsmittel- 
pankte  zum   Quadrat  des  ganzen  Moments  der  Bewegungsgrösse; 
die  Periode  der  Umdrehung  würde  im  Yerhältniss  der  Kühen  der- 
selben  Grössen,  also  im  Yerhältniss  1  :  1,77  Tergrössert  sein.     Der 
Abstand  würde  also  auf  347  100  engl.  Meilen  und  die  Periode  auf 
48,36   Tage    gestiegen   sein.      Gäbe  es  ausser  der  Erde  und  dem 
Monde  keine  anderen  Körper  im  Weltall,  so  könnten  diese  beiden 
Körper  sich  in  dieser  Weise  ewig  in  kreisförmigen  Bahnen  um  ihren 
gemeinschaftlichen  Trägheitsmittelpunkt  weiter  bewegen,  und  wäh- 
rend eines  Umlaufs  würde  die  Erde  eine  tlotation  um  ihre  Axe  voll- 
enden, so  dass  sie  stets  dieselbe  Seite  dem  Monde  zukehrte,  dass  also 
alle  flüssigen  Theile  iHrer  Oberfläche  in  Beziehung  auf  die  festen 
Theile  in  Ruhe  blieben.     Aber  die  Existenz  der  Sonne  würde  ver- 
hindern ,  dass  ein  solcher  Zustand  der  Dinge  von  Dauer  wäre.     Es 
!  würde  nämlich  Sonnenfluthen  geben,  zweimal  hohen  und  zweimal  nie- 
drigen Wasserstand  in  der  Periode  der  Rotation  der  Erde  in  Beziehung 
auf  die  Sonne  (d.  h.  zweimal  im  Sonnentage  oder,  was  dasselbe  sein 
würde,  im  Monat) ^  u>]ies  könnte  nicht  vor  sich  gehen,  ohne  dass  durch 
die  Reibung  der  Flüssigkeit  Energie  verloren  würde.      Es  ist  nicht 
kicht,  den   ganzen  Yerlauf  der  Störung  in  den   Bewegungen  der 
Erde  und  des  Mondes  zu  skizziren,  welche  diese  Ursache  erzeugen 
würde;  aber  schliesslich  würde  sie  zur  Folge  haben,    dass  Erde, 
fMond  und  Sonne  um  ihren  gemeinschaftlichen  Trägheitsmittelpunkt 
|wie  Theile  eines  starren  Körpers  rotirten.     Es  wüi*de  uns  zu  weit 
fvon  unserm  Gegenstande  entfernen,   wenn  wir  jetzt   untersuchen 
!  wollten,  welche  von  aUen  diese  Bedingung  erfüllenden  Configuratio- 
Ben   die   eine  ist,  die  schliesslich  näherungsweise  erreicht  werden 
würde.     Wir  hoffen  jedoch  später  hierauf  zurückzukommen  und  das 
allgemeine  Problem  der  Bewegung  einer  beliebigen  Anzahl  starrer 
Körper  oder  materieller  Punkte   zu  betrachten,    die  mit  Wechsel- 
^seitigen  irgend  einem  wirklichen  physikalischen  Gesetze  unterworfe- 
i  nen  Kräften  auf  einander  wirken,  und  daher,  wie  wir  sehen  werden, 
jedenfalls  einen  Yerlust  an  Energie  erleiden  werden,  so  lange  irgend 
welche  ihrer  gegenseitigen  Abstände  sich  ändern,  d.  h.  so  lange  sie 
nicht  in  einen  Zustand  gerathen  sind,  in  dem  sie  sich  sämmtlich  in 
1  Kreisen  um  eine  durch  ihren  Trägheitsmittelpunkt  gehende  Axe  be- 
wegen.    Es  ist  wahrscheinlich,  dass  der  Mond,  der  früher  in  seinen 
äusseren  Schichten,  wenn  nicht  ganz  und  gar,  flüssig  oder  zähe  war, 
sof  diese  Weise  dazu  gebracht  wurde,  beständig  dieselbe  Seite  der 
£nle  zuzukehren. 
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277.  Wir  haben  im  gegenwärtigen  Zustande  der  Wissenschaft 
keine  Data,  die  relative  Bedeutung  der  Fluthreibung  und  des  Wider- 
standes des  Mittels  zu  schätzen,  durch  welches  die  Erde  und  der 
Mond  sich  bewegen.  Welches  aber  auch  die  Grösse  dieser  Wider- 
stände sein  mag,  es  kann  nur  ein  Endresultat  für  ein  System  geben, 
wie  es  die  Sonne  mit  ihren  Planeten  ist,  wenn  dasselbe  hinlänglich 
lange  unter  den  vorhandenen  Gesetzen  beharrt  und  nicht  durch  eb 
Zusammentreffen  mit  anderen  sich  im  Raum  bewegenden  Massen 
gestört  wird.  Dies  Resultat  besteht  darin,  dass  alle  Körper  des 
Systems  in  eine  Masse  zusammenfallen  werden,  die  zwar  eine  Zeit 
lang  rotiren  kann,  aber  zuletzt  in  Beziehung  auf  das  sie  umgebende 
Mittel  zur  Ruhe  kommen  muss. 

278.  Erhaltung  der  Energie.  —  Wir  können  die  Theorie 
der  Energie  nicht  vollenden,  so  lange  wir  nicht  im  Stande  sind,  die 
physikalischen  Einflüsse  zu  untersuchen,  welche  den  Verlust  von 
Energie  in  jedem  der  oben  (§  275)  erwähnten  Fälle  von  Widerstand 
begleiten.  Es  wird  sich  später  zeigen,  dass  in  jedem  Falle,  in  wel- 
chem Energie  durch  einen  Widerstand  verloreioi  wird,  Wärme  er- 
zeugt wird,  und  wir  werden  aus  Joule 's  Untersuchungen  lernen, 
dass  die  Menge  der  so  erzeugten  Wärme  ein  völlig  bestimmtes 
Aequivalent  für  die  verlorene  Energie  ist.  Ferner  werden  wir  sehen, 
dass  bei  keiner  Wirkung  in  der  Natur  jemals  eine  Entwicklung  von 
Energie  stattfindet,  ohne  dass  nachweislich  anderswo  ein  gleicher 
Betrag  durch  irgend  eine  bekannte  physische  Ursache  verschwindet 
Wir  werden  daraus  also  schliessen,  dass,  wenn  man  irgend  einen 
begrenzten  Theil  der  materiellen  Welt  vollkommen  isoliren  könnte, 
so  dass  man  ihn  hinderte,  einer  nicht  zu  ihm  gehörenden  Masse 
Energie  mitzutheilen,  oder  zu  entziehen,  die  Summe  seiner  potenziel- 
len und  seiner  kinetischen  Energie  zu  allen  Zeiten  dieselbe  sein 
würde:  mit  anderen  Worten,  dass  jedes  materielle  System,  welches 
keinen  anderen  Kräften,  als  den  Wirkungen  und  Gegenwirkungen 
zwischen  seinen  Theilen  unterworfen  ist,  ein  dynamisch  conservatives 
System  sein  muss,  wie  wir  es  in  §  271  definirt  haben.  Aber  nur, 
wenn  ausser  den  wahrnehmbaren  Bewegungen  und  den  mesabaren 
Kräften,  mit  denen  wir  durch  directe  Beobachtung  bekannt  werden, 
auch  die  das  Licht,  die  Wärme  und  den  Magnetismus  ausmachenden 
unmessbar  kleinen  Bewegungen  von  Theilen,  die  vielleicht  die  letz- 
ten Moleküle  der  Materie  sind,  sowie  die  zwischen  den  Molekülen 
thätigen  chemischen  A£&nitätskräfte  in  Rechnung  gezogen  werden, 
können  wir  den  allgemeinen  conservativen  Charakter  aller  dynami- 
schen Wirkung  in  der  Natur  erkennen  und  einsehen,  dass  das  Prin- 
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cip  der  Constanz  der  Energie  anch  für  die  ganze  Classe  der  Yon 
einem  Widerstand  begleiteten  Natnrwirlmngen  gilt,  die  es  anschei- 
nend verletzen.  Yorlänfig  wird  es  uns  in  nnserem  Stadinm  der  ab- 
etracten  Dynamik  genügen,  denjenigen  Theil  der  Energie  gesondert 
zu  berechnen,  der  durch  Arbeit  gegen  Kräfte  verloren  wird,  deren 
conservatiTer  Charakter  zweifelhaft  ist,  oder  der  durch  Arbeit  ge- 
wonnen wird,  welche  solche  Kräfte  verrichten. 

279.  Wir  schicken  den  Beweis  einiger  wenigen  auf  die  Grösse 
der  EInergie  bezüglichen  Sätze  voraus,  die  für  unsere  weiteren  Ent- 
wicklungen von  grosser  Bedeutung  sind. 

280.  KineüBche  Energie  eines  Systems.  —  Die  kinetische 
Energie  jedes  Systems  ist  gleich  der  kinetischen  Energie  einer  Masse, 
welche  gleich  der  Summe  der  Massen  des  Systems  ist  und  sich  mit 
der  Geschwindigkeit  des  Trägheitsmittelpunktes  desselben  bewegt, 
vermehrt  um  die  Summe  der  kinetischen  Energien,  welche  den  auf 
den  Trägheitsmittelpunkt  bezogenen  relativen  Bewegungen  der  ein- 
zelnen Theile  des  Systems  entsprechen. 

Es  seien  nämlich  x,  y,  z  die  Coordinaten  irgend  eines  Massentheilchens 
m  des  Systems,  {,i7,C  die  CoordinAten  desselben  Theilchens  in  Beziehung 

aof  den  Trägheitsmittelpunkt  and  x^  y,  s  die  Coordinaten  des  Trägheits- 
mittelpunktes selbst;  dann  haben  wir  für  die  ganze  kinetische  Energie 

V.-|(li)'+(ä?)'+(3f)'l 

=v.-r-i|t^y+(s^)'+(^')T 

Nach  den  Eigenschaften  des  Trägheitsmittelpunktes  ist  aber 

_     ix  dl;        dx  ^     dl 

^'^dtdi^di^'^di^^^'''''^'^ 

der  vorhergehende  Ausdruck  also  gleich 

and  damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

281.  Trägheitsmoment  und  Oyrationsradins.  — -  Die  kine- 
tische Energie  der  Rotation  eines  starren  Systems  um  irgend  eine 
Axe  wird  (§  95)  durch  ^/iSnir^G^^  ausgedrückt,  wo  m  die  Masse 
irgend  eines  Theils,  r  der  Abstand  desselben  von  der  Axe  und  o 
die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation  ist.  Dieser  Ausdruck  kann 
offenbar  in  der  Form  Vj  o^Stnr^  geschrieben  werden.  Der  Factor 
^t»r*,  der  in  kinetischen  Untersuchungen  von  grosser  Bedeutung 
ist,  wird  das  Trägheitsmoment  des  Systems  in  Beziehung  auf  die 


n 
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in  Rede  stehende  Axe  genannt.  Das  Trägheitsmoment  in  Beziehung 
auf  irgend  eine  Axe  wird  also  dadurch  gefunden,  dass  man  die  Masse 
jedes  materiellen  Punktes  mit  dem  Quadrat  seines  Abstandes  Yon  der 
Axe  multiplicirt  und  alle  so  erhaltenen  Producte  summirt. 

Es  ist  nützlich,  zu  beachten,  dass  das  Moment  der  Bewegung«- 
grosse  irgend  eines  starren  Systems  in  Beziehung  auf  eine  Axe  das 
Product  der  Winkelgeschwindigkeit  in  das  Trägheitsmoment  ist; 
man  hat  nämlich  £  mvr  =  £fnr^(0. 

Nehmen  wir  eine  Grösse  k  von  der  Beschaffenl^eit,  dass 

k^i:fn=Utnr^ 
ist,  so  wird  k  der  Gyrationsradius  in  Beziehung  auf  die  Axe  ge- 
nannt, von  welcher  aus  r  gemessen  wird.  Der  Gyrationsradius  in 
Beziehung  auf  irgend  eine  Axe  ist  danach  derjenige  Abstand  von 
dieser  Axe,  in  welchen  man  die  ganze  Masse  versetzen  könnte,  ohne 
dass  ihr  Trägheitsmoment  eine  Aenderung  erlitte.  In  einem 
Schwungrade,  bei  dem  es  wünschenswerth  ist,  bei  einer  möglichst 
kleinen  Masse  ein  möglichst  grosses  Trägheitsmoment  zu  haben, 
ohne  dass  die  Dimensionen  gewisse  Grenzen  überschritten,  giebi 
man  dem  grösseren  Theil  der  Masse  die  Form  eines  Ringes  von  dem 
grössten  zulässigen  Durchmesser.  Der  Badius  dieses  Ringes  ist 
dann  näherungsweise  der  Gyrationsradius  des  ganzen  Rades. 

Trägheitsmoment  für  versohledene  Axen.  —  Ein  starres  System 
ist  auf  rechtwinklige  Axen  bezogen,  die  durch  irgend  einen  Punkt  geheim 
Man  soll  sein  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  irgend  eine  durch  deo 
Anfangspunkt  gehende  Aze  ermitteln,  die  mit  den  Goordinatenaxen  ge- 
gebene Winkel  büdet. 

Es  seien  A,  |U,  y  die  Bichtungscosinus  der  Axe.  Bann  hat  der  Punkt 
^i  Vi  ^  "^on  ihr  einen  Abstand  r,  für  den  man  nach  §  95 

r^z=z{ßig  -  yy)^  4-  (yx  -  Xz)^  +  (Ay  —  f^'x)* 

erhält.    Es  ist  also 

Mk^  =  Jmr^  =  £m[X^{y^  +  z^)  +  fA^(e^  +  x^)  +  •'»(«»  +  y») 

—  2fiyyz  —  2yXzx  —  2Xfjtxy]t 
und  hierfür  kann 

ÄX^  +  B^^  +  Cy^  —  2afiy  —  2ßyX  —  2yA^ 

geschrieben  werden ,  wo  A^  B^  C  die  Trägheitsmomente  in  Beziehung  auf 
die  Goordinatenaxen  sind  und  a  =  Smyz^  ß  =  JSmzXy  y  =  SSmxy  ist 
Die  Grösse  Mk^  ist,  wie  man  aus  ihrem  Ursprünge  ersieht,  ihrer  Natnr 
nach  positiv.  Werden  also  durch  eine  geeignete  lineare  Transformation 
aus  dem  erhaltenen  Ausdrucke  die  Glieder  beseitigt,  welche  die  Producte 
von  Xy  /u,  y  enthalten,  so  wird  derselbe  auf  die  Form 

Mk^  =  AX*  +  Bfx^  ^  Cy^—  Q 

gebracht  werden,  wo  die  ihrer  Natur  nach  positiven  Grössen  il,.B,C  offian* 
bar  die  Trägheitsmomente  in  Beziehung  auf  die  neuen  rechtwinkligen 
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Coordinatenazen  nnd  A,  ^,  v  die  zugehörigen  Bichtangscosinus  der  Aze 
lind,  in  Beziehung  auf  welche  das  Trägheitsmoment  geftinden  wer- 
den soll. 

Wenn  A,  B,  C  ungleich  sind,  so  sei  J.  >-  JB  >•  C.    Dann  zeigt 

ÄX^  4-  Bf*^  +  Cy^  =  Q(Aa  +  ^a  +  y^, 

dass  Q  nicht  grosser  als  A  und  nicht  kleiner  als  C  sein  kann.  Wenn 
AfB,  C  einander  gleich  sind,  so  ist  Q  gleich  jeder  dieser  Grössen. 

Sind  a,  h,  c  die  Gyrationsradien  für  ,die  neuen  Coordinatenazen ,  so 
hat  man 

A  ==  Ma^  B  =  Mh^  C  =  3fc", 

nnd  die  obige  Gleichung  liefert 

Ist  aber  x^  y,  z  irgend  ein  Punkt  in  der  Geraden ,  deren  Bichtungscosinus 
X,fi^y  sind,  und  hat  dieser  Punkt  vom  Anfangspunkt  den  Abstand  r, 
so  ist 

folglich 

Betrachten  wir  daher  das  £llipsoid,  welches  die  Gleichung 

«23.2  _|_  52 y2  ^  c^gi  =:  ^ 

bat,  so  sehen  wir,  dass  es  von  der  Linie,  welche  die  Bichtungscosinus 
Kft%y  hat,  und  in  Beziehung  auf  welche  der  G3rrationsradius  von  der 
Grösse  h  ist,  ein  Stück  abschneidet,    dessen  Länge  r  durch  die  Gleichung 

*a  fS  —  64 

gegeben  wird,  d.  h.  das  Bechteck  aus  irgend  einem  Badiusvector  dieses 
Sllipsoides    und   dem   entsprechenden   Gyrationsradius   ist   constant.     Die 

fS         gS         «2 

Halbazen  des  Ellipsoides  sind  offenbar  — ,  ^ ,  — ,  und  können  wir  s 
einen  beliebigen  Werth  beilegen.    Daraus  erhellt  folgender  Satz:  — 

282.  Für  jeden  starren  Körper  kann  man  nm  jeden  beliebigen 
Ponki  ala  Mittelpunkt  ein  EUipsoid  (Poinsot's  Momentellipsoid 
genannt)  von  der  Beschaffenheit  construiren ,  dass  die  Länge  jedes 
Badinsrector  dem  Gyrationsradius  des  Körpers  in  Beziehung  auf 
diesen  Radinsvector  als  Axe  umgekehrt  proportional  ist. 

I>]e  Axen  dieses  Ellipsoides  sind  die  Hauptaxen  der  Trägheit 
des  Körpers  in  dem  in  Rede  stehenden  Punkte. 

283.  Der  Satz  des  §  280  zeigt,  dass  das  Trägheitsmoment 
ones  starren  Körpers  in  Beziehung  auf  irgend  eine  Axe  gleich  dem- 
jenigen ist,  welches  die  ganze  Masse,  wenn  sie  im  Trägheitsmittel- 
punkte  concentrirt  wäre,  in  Beziehung  auf  diese  Axe  haben  würde, 
tennehrt  nm  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Beziehung  auf 
ebe  durch  seinen  Trägheitsmittelpunkt  gehende  parallele  Axe. 
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Biohtung  der  Hauptazen  in  vemohiedenen  Punkten.  —  Es 

seien  der  Anfangspunkt  0  der  Trägheitsmittelpunkt  und  die  Coordinaten- 
axen  die  Hauptträgheitsaxen  dieses  Punktes.  Dann  haben  wir  nach 
§§  280,  281  für  das  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  eine  durch  den 
Punkt  P  (1, 1},  C)  gehende  Linie,  deren  Bichtungscosinus  A,  ^,  v  sind, 

=  \A-\-  M(7i^+  ^')n^  +  {-B  +  ^(C2  +  |a)}  /ua  +  {C  +  M(l^  +  ff^\^ 

Setzen  wir  für  Q^A^B^C  die  in  §  281  gegebenen  Werthe  ein,  so  folgjt 
nach  Division  durch  M 

*«  =  (aa  +  i?2  +'C2)Ä2  +  (6«  +  C2  +  ««)//«  +  (c«  +  1^  +  i?«)»'* 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  X^fi^y  so  zu  bestimmen,  dass  die  Ge- 
rade, deren  Bichtungscosinus  diese  Grössen  sind,  eine  Hauptaxe  sei 
Es  sei 

«  =  A5  +  jMI?  +  »'C, 

d.  h.  8  stelle  die  Protection  von  0  P  auf  die  gesuchte  Axe  dar. 
Die  Axen  des  Ellipsoides 

(a)  (a2  -f  ij2  +  f 2)  a;2  -I 2  Myz  -\ )  =  fi 

werden  mittels  der  Gleichungen 

((«*  +  ^^  +  C«  -  P)  Ä  -  |i?|U  -  C^y  =z  0 

(b)  j-  li?A  +  (&a  +  fs  4.  {2  _  p)^  _  ;,^^  =::  0 

gefunden.  Bezeichnen  wir  nun  0  P  oder  (1*  -f*  '^^  +  C*)*>^  mit  /,  » 
können  diese  Gleichungen,  in  denen  p  offenbar  das  Quadrat  des  Gyrations- 
radius  für  die  zu  ermittelnde  Axe  ist,  folgendermaassen  geschriebeD 
werden:  — 

(a»  4-  /2  _  _p)A  -  {(|;i  4.  j,^  4.  Cy)  =  0,  u.  s.  w., 

oder 

(a«  +  /a  —  j9)  A  —  1 5  =r  0,  u.  8.  w., 
oder 

r(aa  —  ^A  —  €a  =  0  ♦ 

(c)  (6a  _  ir)/^  -  1?«  =  0 

.|(ca  —  Ä)y  —  c«  =  0, 

wo  X  =  p  —  /a  ist.    Daraus  folgt 

a-*  —  Ä 

Werden  diese  Gleichungen  addirt,  nachdem  man  sie  beziehungsweise  mit 
1, 17,  (  multiplicirt  hat ,  und  wird  die  so  erhaltene  Gleichung  beiderseits 
durch  8  dividirt,  so  erhält  man 

|2  rjl  (2 

^"^^  aa  —  iC  ^  fca-_  ic  +  c»  —  JT  ~  ^" 
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Ans  (c)   sehen   wir,   dass  {XfjUyv)  die  Bichtung  der  durch  den  Punkt  P 
(5,1?,  C)  gehendenvNormale  der  Oberfläche  ist,  welche  durch  die  Gleichung 


(e) 

X2 

a2 

1          ^' 

+ 

K 

=  1 

dargestellt 

wird. 

Es  ist  dies  offenbar  eine 

mit  dem 

EUipsoid 

(f) 

aa  ^  Ö2  ^ 

^2 

^  1 

confocale  Oberfläche  zweiten  Grades,  die  wegen  (d)  durch  den  Punkt  P 
geht,  so  das8  die  Gleichung  (d)  K  bestimmt.  Die  drei  Wurzeln  K  dieser 
kubischen  Gleichung  sind  offenbar  sämmtlich  reell;  eine  von  ihnen  ist 
kleiner,  als  die  kleinste  der  Grössen  a^,  ft^^c^  und  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  P  innerhalb  oder  ausserhalb  des  EUipsoides  (f)  liegt,  und  wenn 
a  >  6  >•  c  ist,  so  liegen  die  beiden  anderen  Wurzeln  beziehungsweise 
zwischen  c*  und  b^  und  zwischen  b^  und  a^.  Wird  zu  jeder  Wurzel  f^ 
addirt,  so  erhält  man  das  Quadrat  des  Gyrationsradius  für  die  ent- 
sprechende Hauptaxe.    Wir  erhalten  also  den  folgenden  Satz :  — 

284.  Die  Hauptaxen  in  irgend  einem  Pnnkte  eines  starren 
Körpers  sind  Normalen  an  die  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  diesen  Punkt  gehen  und  mit  einem  Ellipsoid  confocal 
sind,  dessen  Mittelpunkt  der  Trägheitsmittelpunkt  des  Körpers  ist, 
und  dessen  drei  Hauptdurchmesser  der  Richtung  nach  mit  den  durch 
diesen  Pnnkt  gehenden  drei ,  Hauptaxen  zusammenfallen ,  während 
ihre  Längen  beziehungsweise  doppelt  so  gross  sind,  als  die  Gyrations- 
radien  für  ihre  Richtungen.  Dies  Ellipsoid  wird  das  Central- 
ellipsoid  genannt. 

385.  Kinetisohe  Symmetrie  in  BeBiehung  auf  einen 
Punkt  und  .eine  Axe.  —  Man  schreibt  einem  starren  Körper 
kinetische  Symmetrie  in  Beziehung  auf  seinen  Trägheitsmittelpnnkt 
zn,  wenn  seine  Trägheitsmomente  in  Beziehung  auf  die  drei  durch 
diesen  Punkt  gehenden  Hauptaxen  einander  gleich  sind;  es  müssen 
dann  nach  §  281  die  Trägheitsmomente  in  Beziehung  auf  alle  durch 
diesen  Punkt  gehenden  Axen  gleich  und  alle  diese  Axen  Hauptaxen 
sein.  Gleichförmige  Kugeln,  Wüi'fel  und  im  Allgemeinen  alle  yoU- 
Btändigen  krystallinischen  festen  Körper  des  ersten  Systems  (siehe 
das  Capitel  über  die  Eigenschaften  der  Materie)  haben  in  Beziehung 
auf  ihren  Trägheitsmittelpunkt  kinetische  Symmetrie. 

Ein  starrer  Körper  ist  in  Beziehung  auf  eine  Axe  symmetrisch, 
^enn  diese  Axe  eine  von  den  durch  den  Trägheitsmittelpunkt  gehen- 
den Hauptaxen  ist,  und  wenn  die  Trägheitsmomente  in  Beziehung 
anf  die  beiden  anderen  Hauptaxen,  folglich  die  Trägheitsmomente  in 
Beziehung  auf  alle  Linien  der  Ebene  dieser  beiden  Axen  einander 
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gleich  sind.  Ein  Sphäroid,  ein  Prisma,  dessen  Grondfläche  ein  Qua- 
drat oder  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist,  eine  Platte  einer  dieser  For- 
men, ein  kreisförmiger  Ring,  eine  Kreisscheihe,  ein  Cylinder,  endlich 
jeder  vollständige  Erystall  des  zweiten  oder  vierten  Systems  habeo 
in  Beziehung  auf  ihre  Axe  kinetische  Symmetrie. 

286.  Energie  in  der  abstracten  Dynamik.  —  Yon  den 
Wirkungen  und  Gegenwirkungen  zwischen  den  Theilen  eines  Sy- 
stems, das  nicht  augenscheinlich  zur  conservativen  Classe  gehöi*t, 
werden  wir  in  der  abstracten  Dynamik  nur  diejenigen  der  Reibung 
zwischen  festen  Körpern  betrachten,  die  auf  einander  gleiten.  Nur 
in  einigen  wenigen  Beispielen  werden  wir  auch  den  allgemeinen 
Charakter  und  die  letzten  Ergebnisse  der  Wirkungen  ins  Auge  fas- 
sen, welche  aus  der  Zähigkeit  der  Flüssigkeiten,  der  unvollkomme- 
nen Elasticität  fester  Körper,  der  unvollkommenen  Leitung  der 
Elektricität  oder  der  unvollkommenen  Festhaltung  des  Magnetismus 
herrühren.  Wir  werden  in  der  abstracten  Dynamik  auch  Kräfte  zu 
betrachten  haben,  welche  auf  die  Theile  eines  begrenzten  Systems 
beliebig  von  aussen  her  einwirken.  Diese  Kräfte  werden  wir  der 
Kürze  wegen  äussere  Kräfte  nennen. 

287.  Das  Gesetz  der  Energie  kann  dann  in  der  abstracten 
Dynamik  folgendermaassen  ausgedrückt  werden :  — 

Die  in  irgend  einer  Zeit  von  den  äusseren  Kräften  auf  ein  be- 
grenztes materielles  System  ausgeübte  Gesammtarbeit  ist  gleich  der 
Sunune  der  im  System  erzeugten  potenziellen  und  kinetischen  Ener- 
gie, vermehrt  um  die  durch  die  Reibung  verlorene  Arbeit. 

288.  Von  diesem  Princip  lässt  sich  behaupten,  dass  es  die 
ganze  abstracto  Dynamik  in  sich  fasst,  da,  wie  wir  jetzt  zeigen 
werden,  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung 
sich  in  jedem  möglichen  Falle  unmittelbar  daraus  herleiten  lassen. 

289.  Gleichgewicht.  —  Ein  materielles  System,  dessen  rela- 
tive Bewegungen  keinen  Widerstand  durch  Reibung  erfahren,  ist  in 
irgend  einer  besonderen  Configuration  im  Gleichgewicht,  wenn  bei 
jeder  möglichen  Bewegung  durch  diese  Configuration  hindurch  die 
von  den  äusseren  Kräften  in  dem  Augenblick,  wo  die  Bewegung 
durch  die  Configuration  erfolgt,  geleistete  Arbeit  gleich  dem  Grewinn 
an  potenzieller  Energie  ist.  Wenn  diese  Bedingung  nicht  erftlllt 
ist,  so  kann  das  System  nicht  im  Gleichgewicht  sein.  Dies  ist  das 
berühmte  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  welches  La- 
grange zur  Grundlage  seiner  Mecanique  Analytique  machte. 

290.  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  —  Um 
es  zu  beweisen,  bemerken  wir  erstens,  dass  sich  das  System  aus 
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irgend  einer  beeonderen  Goufigoration  unmöglich  fortbewegen  kann, 
wenn  nicht  die  Kräfte,  deren  Wirkung  es  ausgesetzt  ist,  Ai'beit  auf 
dasselbe  ausüben:   Ist  also  die  ausgesprochene  Bedingung  erfüllt,  so 
mius  das  System  im  Gleichgewicht  sein.     Wir  haben  zweitens  noch 
darzuthun,  dass  diese  Bedingung  nicht  bloss  genügend  ist,  sondern 
in  ihrem  ganzen  Umfange  erfüllt  sein  mnss,  um  das  Gleichgewicht 
zu  bewahren.     Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  zunächst  ein  System 
betrachten,  welches  nur  einen  Grad  von   Bewegungsfreiheit  besitzt. 
Welche  Kräfte  auch  auf  das  ganze  System  wirken,  wir  können  es 
immer  durch  eine  einzige  Kraft  im  Gleichgewicht   erhalten,  die  auf 
irgend  einen  seiner  Punkte  in  einer  Richtung,  wirkt,  welche  der  Rich- 
tung, in  der  er  sich  zu  bewegen  strebt,  gerade  entgegengesetzt  ist, 
während  gleichzeitig  diese  Kraft  von  einer  solchen  Grösse  ist,  dass  sie 
bei  jeder  nach  einer  der  beiden  Seiten  hin  erfolgenden  unendlich  klei- 
nen Bewegung  so  viel  Arbeit  erträgt  oder  verrichtet,  als  die  übrigen 
Kräfte,  sowohl  .^die  äusseren  wie  die  inneren,  zusammen  verrichten 
oder  ertragen.    Nun  können  wir,  nach  dem  Princip  der  Vereinigung 
von  Kräften  im  Gleichgewicht,  in  irgend  einem  Punkte  des  Systems 
eine  solche  Krafl,  die,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  das  System  im 
Gleichgewicht  erhalten  wurde,  und  ausserdem  noch  eine  zweite  ihi* 
gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft   anbringen;   dad^rch   wird  der 
Zustand  des  l^stems,  was  die  Wirkung  der  Kräfte  betrifft^   nicht 
geändert.     Da  alle  anfänglichen  Kräfte  durch  die  eine  dieser  beiden 
Kräfte  aufg^oben  werden,  so  kann  man  jene  und  die  letztere  nach 
demselben  Princip  fortlassen.    Die  ganze  Reihe  der  gegebenen  Kräfte 
wird  folglich,  sowohl  für  das  Gleichgewicht,  wie  für  die  Bewegung, 
dieselbe  Wirkung  hervorbringen,  wie  die  eine  noch  allein  zurück- 
gebliebene Kraft.     Diese  eine  Kraft  muss  das  System  in  Bewegung 
setzen,  da  sie  in  einer  Richtung  wirkt,  in  welcher  es  ihrem  Angriffs- 
punkte gestattet  ist,  sich  zu  bewegen.     Wir  schliessen  daraus,  dass 
die  gegebenen  Kräfte,  denen,  wie  wir  gezeigt  haben,  die  eine  Kraft 
äquivalent  ist,   unmöglich  im  Gleichgewicht  sein  können,  wofern 
nicht  ihre  ganze  Arbeit  für  eine  unendlich  kleine  Bewegung  Null 
ist,  is\  welchem  Falle  sich  die  eine  ihnen  äquivalente  Kraft  auf  Null 
redacirt.     Wie    viel   Grade   von   Bewegungsfreiheit   nun    aber   das 
ganze   System  besitzen .  mag ,  wir  können  dasselbe  stets,  ohne  .Rei- 
bung eintreten  zu  lassen,  so  einschränken,  .dass  ihm  nur  ein  Grad 
TOD  Freiheit  übrig  bleibt ,  die  Freiheit ,  irgend  eine  unter  de»  ge- 
gel>enen   Bedingungen  mögliche  besondere  Bewegung  auszuführen. 
Wenn  daher  in  irgend  einer  solchen  unendlich  kleinen  Bewegung 
eine  Aenderung  der  potentiellen  Energie  eintritt,  die  nicht  durch 

Tbomion  n.  Tait,  theoretiacho  Physik.  ]5 
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eine  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  aufgewogen  wird,  so  können  wir 
dadurch,  dass  wir  die  Freiheit  des  Systems  auf  diese  eine  Bewegung 
beschränken,  den  Fall  herstellen,  in  welchem,  wie  eben  bewiesen 
wurde,  kein  Gleichgewicht  bestehen  kann.     Die  Einfuhrung   einer 
die  Bewegungsfreiheit  beschränkenden  Gebundenheit  kann  aber  das 
Gleichgewicht  auf  keine  Weise  stören.     Folglich  kann  das  gegebene 
System  unter  den  vorhandenen  Bedingungen  in  irgend  einer  beson- 
deren Configuration  nicht  im  Gleichgewicht  sein,  wenn  bei  irgend   i 
einer  möglichen  unendlich  kleinen  Bewegung  aus  dieser  Configara-   ; 
tion  heraus  die  auf  das  System  wirkenden  Eoräfte  im  Ganzen  mehr  ^ 
Arbeit  verrichten  als  ertragen.  i 

291.  Neutrales  Gleidvgewicht.  —  Es  mögen  auf  ein  mate-  < 
rielles  System  innere  und  äussere  Kräfte  wirken,  die  sich  nach  \ 
irgend  einem  bestimmten  Gesetze  ändern.  Wenn  dann  das  System  | 
in  jeder  Lage,  in  die  man  es  bringen  kann,  von  diesen  Kräften  im  \ 
Gleichgewicht  erhalten  wird,  so  sagt  man,  sein  Gleichgewicht  sei 
neutral.  Dies  ist  der  Fall  mit  jeder  auf  einer  horizontalen  Ebene  | 
ruhenden  Kugel  von  gleichförmigem  Material.  Auch  ein  gerader  \ 
Gylinder  oder  ein  Kegel,  dessen  ebene  Grenzflächen  zur  Aze  senk-  ^ 
recht  stehen ,  ist  auf  einer  horizontalen  Ebene  in  neutralem  Gleich-  ^ 
gewicht.  Praktisch  befindet  sich  jede  Masse  von  nicht  allzu  grossen  j 
Dimensionen  im  neutralen  Gleichgewicht,  wenn  nur  ihr  Trägheits-  ^ 
mittelpunkt  fest  ist,  da,  wie  wir  sehen  werden,  die  Schwere  nähe-  ] 
rungsweise  einer  einzigen  durch  diesen  Punkt  gehenden  Kraft  äqni-  \ 
valent  ist,  wenn  die  gi'össte  Dimension  der  Masse  sehr  klein  ist  im  i 
Vergleich  zum  Erdradius. 

Stabiles  Gleichgewicht.  —  Wenn  das  System  aber,  nachdem 
man  es  nach  irgend  einer  Richtung  hin  unendlich  wenig  aus  einer  ' 
besonderen  Gleichgewichtslage  entfernt  und  dann  sich  selbst  über-  ; 
lassen  hat,  hin  und  her  vibrirt,  ohne  jemals  mehr  als  eine  unendlich 
kleine  Abweichung  aus   der  Gleichgewichtslage  in  irgend  welchen 
seiner  Theile  zu  erfahren,  so  sagt  man,  das  Gleichge.wicht  in  dieser 
Lage  sei  stabil.     Ein  an  einer  Schnur  aufgehängtes  Gewicht,  eine  . 
gleichförmige  Kugel  in  der  Höhlung  eines  Beckens,  eine  auf  einer 
horizontalen  Ebene  liegende  Kugel,  welche  um  ihren  Berührungs- 
punkt herum  aus  einem  schwereren  Material  als  in  den  übrigen 
Theilen    besteht,    ein    abgeplatteter   Körper,    der    mit   dem   einen 
Endpunkt   seines   kürzesten   Durchmessers   auf    einer   horizontalen 
Ebene    ruht,    ein    auf  dem   Wasser    schwimmendes   Brett,    dessen 
Dicke  klein  ist  im  Vergleich  mit  seiner  Länge  und  Breite,  u.  s.  w, 
sind  Fälle  stabilen  Gleichgewichts.    Im  zweiten,  dritten  und  vierten 
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Palle  werden  hier  die  Rotationsbewegungen  um  eine  verticale 
ixe  und  im  fünften  Falle  allgemein  jede  horizontale  Bewegung 
reniftchlässigt,  weil  das  Gleichgewicht  in  allen  diesen  Fällen  nen- 
nl  ist. 

InBtabileB  Gleioligewicht.  —  Wenn  das  System  andererseits 
tos  einer  Gleichgewichtslage  auf  irgend  einem  Wege  so  verschoben 
rerden  kann,  dass  es,  sich  selbst  überlassen,  nicht  innerhalb  unendlich 
deiner  Grenzen  um  die  Gleichgewichtslage  herum  vibrirt,  sondern 
ich  Yon  derselben  immer  weiter  entfernt ,  so  sagt  man ,  das  Gleich- 
[ewicht  in  dieser  Lage  sei  instabil  oder  labil.  So  würden  eine  auf 
iner  horizontalen  £bene  ruhende  Kugel,  deren  höchster  Theil  aus 
mem  schwereren  Material  als  die  übrigen  Theile  bestände,  ein  auf 
ber  Spitze  stehender  eiförmiger  Körper,  ein  im  Wasser  auf  der  Seite 
äiwinmiendes  Brett,  u.  s.  w.  Fälle  instabilen  Gleichgewichts  sein, 
renn  sie  sich  praktisch  realisiren  liessen. 

In  vielen  Fällen  wechselt  die  Natur  des  Gleichgewichts  mit  der 
Kchtnng  der  Verschiebung.  Wenn  ein  Gleichgewicht  für  irgend 
me  mögliche  Verschiebung  instabil  ist,  so  ist  es  praktisch  über- 
anpt  instabil.  Das  ist  z.  B.  bei  einer  auf  ihrem  Rande  stehenden 
[nnze  der  Fall.  Für  Verschiebungen  in  ihrer  Ebene  ist  sie  zwar 
I  neutralem,  für  jede  zu  ihrer  Ebene  senkrechte  Verschiebung  aber 
I  instabilem  Gleichgewicht;  praktisch  ist  daher  ihr  Gleichgewicht 
berhanpt  instabil.  Eine  auf  einem  Sattel  ruhende  Kugel  bietet 
inen  FaU  dar,  in  welchem  stabiles,  neutrales  oder  instabiles  Gleich- 
seht besteht,  je  nach  der  Richtung,  in  der  man  sie  fortrollt; 
k&ktisch  ist  ihr  Gleichgewicht  aber  instabil. 

292«  Bestimmung  der  Natur  des  Gleichgewichts.  —  Die 
korie  der  Energie  liefert  uns  einen  klaren  und  einfachen  Prüf- 
ten, durch  den  wir  diese  Arten  des  Gleichgewichts  von  einander 
Verscheiden  und  bestimmen  können,  ob  dasselbe  in  einem  gegebe- 
BO  Falle  neutral,  stabil  oder  instabil  sei.  Wenn  die  von  den  ausse- 
in nnd  inneren  Kräften  bei  jeder  möglichen  Verschiebung  verrich- 
te Arbeit  genau  gleich  der  gegen  sie  aufgewendeten  Arbeit  ist ,  so 
*  das  Gleichgewicht  neutral,  sonst  nicht.  Wenn  bei  jeder  möglichen 
Aendlich  kleinen  Verschiebung  aus  einer  Gleichgewichtslage  mehr 
IBtentielle  Energie  aufgehäuft  als  ausgegeben  wird,  so  ist  das  Gleich- 
jBwicht  durchaus  stabil,  sonst  nicht.  Wenn  endlich  in  irgend  einer 
jfc  in  jeder  unendlich  kleinen  Verschiebung  aus  einer  Gleichgewichts- 
te«  mehr  potentielle  Energie  ausgegeben  als  aufgehäuft  wird,  so  ist 
PB  Gleichgewicht  instabil.  Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn  das 
T^em  nur  der  Wirkung  innerer  Kräfte  ausgesetzt  ist,  oder  wenn 

16* 
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die  vorhandenen  äusseren  Kräfte  dem  Gesetze  folgen,  dass  sie  beim 
Uebergange  des  Systems  aus  einer  Configuration  in  eine  andere 
stets  dieselbe  Quantität  Arbeit  aufwenden,  gleichgültig  auf  wel- 
chem von  den  möglichen  Wegen  dieser  Uebergang  erfolgt,  so  mnss 
die  gesammte  potentielle  Energie  für  ein  neutrales  Gleichgewicht 
in  allen  Lagen  constant  und  in  Lagen  von  vollkommen  stabilem 
Gleichgewichte  ein  Minimum  sein ;  endlich  muss  sie,  wenn  das  Gleich- 
gewicht instabil  sein  soll,  entweder  ein  absolutes  Maximum  oder  für 
einige  Verschiebungen  ein  Maximum,  für  andere  ein  Minimum  sein. 

293.    Herleitung  der  Bewegungsgleiohimgen  eines  be- 
liebigen Systems  aus  den  Gleichungen  des  Gleiohgewiohts.  — 

Wir  haben  gesehen,  dass  nach  D'Alembert's  Princip,  wie  es  oben 
(§  264)  dargelegt  wurde,  die  auf  die  verschiedenen  Punkte  eines 
materiellen  Systems  wirkenden  Kräfte  und  die  Gegenwirkungen  die- 
ser Funkte  gegen  die  Beschleunigungen,  welche  sie  in  irgend  einem 
Bewegungsfalle  wirklich  erfahren,  einander  das  Gleichgewicht  halten. 
Daher  ist  in  jedem  wirklichen  Bewegungsfalle  die  in  irgend  einer 
unendlich  kleinen  Zeit  in  Folge  der  wirklichen  Beschleunigungen 
erzeugte  kinetische  Energie  nicht  nur  gleich  der  von  den  Kräften 
wirklich  geleisteten  Arbeit,  sondern  auch  gleich  der  Arbeit,  welche 
diese  Kräfte  in  irgend  einer  unendlich  kleinen  Zeit  leisten  würden, 
wenn  die  Geschwindigkeiten  der  das  System  bildenden  Punkte  in 
einem  beliebigen  Augenblick  in  irgend  welche  mögliche  unendlich 
kleine  Geschwindigkeiten  verwandelt  würden  und  die  Beschleuni- 
gungen unverändert  blieben.  Bringt  man  diesen  Satz  auf  eine 
mathematische  Form,  so  erhält  man  Lagrange's  Anwendung  des 
„Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten"  zur  Ausdrückung  der 
in  D^Alembert's  Princip  gegebenen  Bedingungen  zwischen  den 
wirkenden  Kräften  und  den  Widerständen  der  Massen  gegen  Be- 
schleunigungen. Wie  wir  gesehen,  ist  darin  jede  mögliche  Bedin- 
gung jedes  Bewegungsfalles  enthalten.  Die  „Gleichungen  der  Be- 
wegung" lassen  sich  daraus,  wie  Lagrange  gezeigt  hat,  in  jedem 
besonderen  Falle  mit  Leichtigkeit  herleiten. 

UnbestinmiteBewegung^sgleichung  eines  beliebigen  Systems.— 

Es  sei  m  die  MaRse  irgend  eines  der  materiellen  Punkte  des  Systems ;  der^ 

selbe  habe  zur   Zeit  t  in  Beziehung  auf  rechtwinklige  Axen  von  festen 

(§  249)  Richtungen,  die  durch  einen   als  festliegend  (§  245)  angesehenen 

Punkt  gehen,  die  Coordinaten  ^,  y,  z.    Femer  seien  X,  7,  Z  die  denselben 

Axen    parallelen  Componenten   der  ganzen  auf  ihn  wirkenden  Kraft.    Es 

sind  dann 

d^x  d^y  d^z 

_^_,  -m-^     -«»jp 
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die  Componenten  seiner  Gegenwirkung  gegen  eine  Beschleunigung,  und 
diese  müssen  im  Verein  mit  X,  Y,  Z  den  Gleichgewicbtsbedingungen  für 
das  ganze  System  gentigen.  Bezeichnen  also  cT^r,  &y,  dz  beliebige  mit 
den  Bedingungen  des  Systems  verträgliche  Variationen  von  rc,  y,  z,  so 
haben  wir 

wo  die  durch  2"  angedeutete  Summation  sich  über  alle  materiellen  Punkte 
des  Systems  zu  erstrecken  hat.  Man  kann  (l)  die  unbestimmte  oder 
die  Yariationsgleichung  der  Bewegung  nennen.  Lagrange  nahm 
dieselbe  zur  Grundlage  seines  ganzen  Systems  der  Kinetik  und  leitete  aus 
ihr  alle  gewöhnlichen  Bewegungsgleichungen,  sowie  auch  seine  eigenen 
bemerkenswerthen  Gleichungen  in  allgemeinen  Coordinaten  her  (die  wir 
alsbald  geben  werden).  Wir  können  die  Gleichung  (1)  noch  in  folgender 
Weise  schreiben: 

(2)  :Stn{xdx  +  ydy  +  zdz)  r=  J{Xdx  +  Ydy  +  Z&z); 

darin  bezeichnet  das  erste  Glied  die  Arbeit  von  Kräften,  welche  den- 
jenigen gleich  sind,  die  erfordert  werden,  um  die  wirklichen  Beschleuni- 
gungen hervorzubringen,  wenn  sie  durch  die  Wege  der  willkürlichen  Ver- 
schiebungen hindurch  wirken ;  das  zweite  Glied  bezeichnet  die  von  den  wirk- 
lich vorhandenen  Kräften  diese  gedachten  Wege  hindurch  geleistete  Arbeit. 
Be'wegungsgleichung  eines  oonservatiTen  Systems.  —  Wenn  die 
in  Bewegung  begriffenen  Körper  ein  conservatives  System  ausmachen,  und 
wenn  die  i)otentieUe  Energie  desselben  in  der  durch  (ar,  y,  ^,  u.  s.  w.)  aus- 
gedruckten Configuration  mit  V  bezeichnet  wird,  so  haben  wir  natürlich 
(§§  241,  273) 

(3)  dV=z  -  S{Xdx  +  Ydy  +  Zdz), 

und  daher  geht  die  unbestimmte  Bewegungsgleichung  über  in 

(4)  Sm{xdx  +  ydy  +  zdz)  z=  —  dV, 

Yfo  dV  den  Ueberschuss  der  potentiellen  Energie  in  der  Configuration 
(x  -}-  dXf  y  -\-  dy,  z  +  dz^  u.  s.  w.)  über  diejenige  der  Configuration 
(^>  y>  ^%  u.  s.  w.)  bezeichnet. 

Ein  sich  hieraus  unmittelbar  ergebendes  besonderes  Besultat  muss 
natürlich  die  gewöhnliche  Gleichung  der  Energie  sein,  und  zwar  muss 
dieselbe  durch  die  Voraussetzung  erhalten  werden,  dass  dx,dy,dz^  u.  s.  w. 
die  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  wirklich  erfolgenden  Aenderungeu 

der  Coordinaten  seien.  Nehmen  wir  daher  dx  =  xdt,  u.  s.  w.  imd  divi- 
diren  beide  Glieder  durch  dt^  so  erhalten  wir 

(5)  S(Xx  -\-  Yij  -\-  Zi)=  Sm(xx  +  yy  +  z  z). 

Hier  besteht  das  erste  Glied  aus  Newton's  Actiones  Agentium,  ver- 
mindert um  die  Beactiones  Besistentium,  soweit  diese  die  Reibung, 
4ie  Schwere  und  die  Molekularkräfle  betreffen ;  das  zweite  Glied  besteht 
aus  dem  Theile  der  Beactiones,  welcher  aus  der  Beschleunigung  her- 
rührt.  Wie  wir  oben  (§214)  gesehen  haben,  ist  das  zweite  Glied  die  für  die 

•  •  • 

Zeiteinheit  genommene  Grösse  der  Zunahme  von  sy2m(x'^  4"  y*  4"  ^^)- 
Bezeichnet  also  V  die  Geschwindigkeit  eines  der  materiellen  Punkte  und 
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TF  das  Integral  des  mit  dt  multiplicirten  ersten  Gliedes,  d.  h.  die  von 
den  arbeitenden  und  den  widerstehenden  Kräften  in  irgend  einer  Zeit  ge> 
leistete  Gesammtarbeit,  so  haben  wir 

(6)  :s^/^mv^=  W+Eo. 

woEq  die  anfangliche  kinetische  Energie  ist.  Dies  ist  die  Gleichung  der 
Energie  in  integrirter  Form.  In  dem  besonderen  Falle  eines  conservatiTen 
Systems  ist  W  eine  Function  der  Coordinaten,  und  von  der  Zeit,  wie  von 
den  eingeschlagenen  Wegen  unabhängig.  Wenden  wir  die  frühere  Be- 
zeichnung an  und  benutzen  noch  Vq  ,  um  die  potentielle  Energie  des 
Systems  in  seiner  anfänglichen  Conftguration  zu  bezeichnen,  so  haben  wir 
W  =  Vq  —  F,  und  die  Integralgleichung  der  Energie  verwandelt  sich  in 

J^/^mv^=  Vo  -  F  + J&o, 

oder,  wenn  die  constante  Summe  der  potentiellen  und  der  kinetischen 
Energie  mit  E  bezeichnet  wird,  in 

(7)  J^/^mv^  =  JE?  —  F. 

Die  allgemeine  unbestimmte  Gleichung  liefert  für  die  Bewegung  eines 
Systems  freier  materieller  Punkte  unmittelbar 

mii'i  =  Xi,  m^y\  =  Yj,  Wi-grj  =  Z^,  m^x'i  =  Xg,  u.  s.  w. 

Wenn  zwischen  den  Punkten  keine  Wechselwirkung  stattfindet,  so 
können  die  für  jeden  Punkt  geltenden  drei  dieser  Gleichungen  natürlich 
einzeln  behandelt  werden;  wenn  die  Punkte  aber  Kräfte  aufeinander  aus- 
üben,  so  ist  jede  der  Grössen  Xj,  Yi^  u.  s.  w.  im  Allgemeinen  eine  Funo-i 
tion  aller  Coordinaten. 

Einführung  der  Gebundenheit  in  die  unbestimmte  G-lelohung.'- 
Aus  der  unbestimmten  Gleichung  (l)  leitet  Lagrange  mittels  seiner 
Methode  der  Multiplicatoren  auf  folgende  Weise  die  Gleichungen  her ,  di^ 
erforderlich  sind  zur  Bestimmung  der  Bewegung  eines  starren  Körpers 
oder  eines  beliebigen  Systems  mit  einander  verbundener  materieller  Punkte 
oder  starrer  Körper:  — 

Das  System  bestehe  aus  t  materiellen  Punkten,  deren  Verbindungen 
durch  n  Gleichungen 

(Fs  (■«i.2/i,'2'i,  arg,  •••)  =  0 

(8)  l^iA^vyv^i^^i^  •••)  =  0 

lu.  s.  w., 

die  kinematischen  Gleichungen  des  Systems,  ausgedrückt  sind. 
Wenn  wir  die  Variationen  derselben  nehmen,  so  finden  wir,  dass  jede 
mögliche  unendlich  kleine  Verschiebung  ^ x^y  iff/i^  ff  Zi^  & x^^  -  •  •  den  n  linea- 
ren Gleichungen 

ax^  rt  t/i 

-T— ^  OX^  +  -3—^  (fVi    +   U.  S.  W.  =  0,  U.  8.  W. 

dxi       ^  '    dy^     ^'    ' 

genügen  muss.  Wir  multipliciren  die  erste  dieser  Gleichungen  (9)  mit  1^, 
die  zweite  mit  X^f,  u.  s.  w. ,  addiren  die  Besultate  sämmtlich  zur  un- 
bestimmten Gleichung  und  setzen  den  Coefficienten  jeder  der  Grossen 
^s^v  ^Vv  ^'  B.  w.  gleich  Null.    Es  ergiebt  sich 


(10) 
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U.    8.   W. 


Dies  sind  im  Ganzen  3  i  Gleichungen,  aus  denen  die  n  unbekannten 
6rÖ8sen  i^,  Ä^^,  o.  s.  w.  und  die  3  »  —  n  unabhängig  Veränderlichen  be- 
stimmt werden  müssen,  auf  welche  ^1,  ^i,  u.  s.  w.  durch  die  kinematischen 
Gleichungen  (8)  reducirt  werden. 

Die  Aufgabe,  die  Bewegung  eines  unter  dem  Einflüsse  von  beliebig 
gegebenen  Kräften  stehenden  und  irgendwelchen  unveränderlichen 
kinematischen  Bedingungen  unterworfenen  Systems  zu  bestimmen,  ist  auf 
diese  Weise  auf  eine  Frage  der  reinen  Analysis  zurückgeführt.  In  dem 
noch  allgemeineren  Problem,  die  Bewegung  zu  bestimmen,  wenn  gewisse 
Theile  des  Systems  gezwungen  sind,  sich  in  einer  vorgeschriebenen  Weise 
zn  bewegen,  enthalten  die  BedingungsgleichuBgen  (8)  nicht  nur  die  Coor- 
dinaten,  sondern  auch  die  Zeit  t.  Man  erkennt  aber  leicht,  dass  die 
Gleichungen  (10)  auch  dann  noch  gültig  sind. 

G-auBs'  Frincip  des  kleinsten  Zwanges.  —  Wenn  irgend- 
welche Theile  des  Systems  mit  einander  verbunden  sind,  so  ist  die  Be- 
wegung im  Allgemeinen  nicht  dieselbe,  als  wenn  alle  Theile  frei  wären. 
Wir  betrachten  einen  materiellen  Punkt  während  einer  unendlich  klei- 
nen Zeit  der  Bewegung.  Das  Product  aus  seiner  Masse  in  das  Qua- 
drat des  Abstandes  der  Lage,  die  er  am  Ende  der  in  Bede  stehenden  Zeit 
wirklich  einnimmt,  von  der  Lage,  die  er  bei  gänzlicher  Freiheit  der  Be- 
wegung in  demselben  Augenblicke  einnehmen  würde,  nennt  man  den 
Zwang,  den  der  Punkt  erfahrt.  Aus  (l)  folgt  dann  leicht,  dass,  wenn 
num  den  Zwang  ausdrückt,  dem  jeder  Punkt  des  Systems  ausgesetzt  ist, 
and  alle  diese  Ausdrücke  addirt,  die  erhaltene  Summe  ein  Minimum  sein 
wird.  Dieser  von  Gauss  gefundene  Satz  heisst  das  Princip  des  klein- 
sten Zwanges. 

294.  Sto8fl.  —  Wenn  zwei  relativ  zu  einander  in  Bewegung  be- 
griffene Körper  zur  Berührung  kommen,  so  beginnt  ein  Druck  zwischen 
ihnen  zu  wirken,  um  zu  verhindern,  dass  Theile  beider  Körper  ver- 
eint denselben  Raum  einnehmen.  Diese  Kraft  ist  anfanglich,  im 
ersten  Punkte  des  Zusammenstosses ,  Null,  und  nimmt  allmälig  für 
die  Einheit  der  Fläche  zu,  während  zugleich  die  Berührungsfläche 
allmälig  grösser  wird.  Wenn  jeder  der  beiden  Körper,  wie  es  in 
der  Natur  immer  der  Fall  ist,  einen  gewissen  Grad  von  Elasticität 
besitzt,  und  wenn  dieselben  nach  dem  ZusammentrefiPen  nicht  durch 
Cohäsion  oder  durch  irgend  ein  künstliches  Mittel  zusammengehalten 
werden,  so  wird  der  gegenseitige  Druck  zwischen  ihnen  zu  einem 
Maximum  anwachsen  und  darauf  wieder  bis  zu  Null  abnehmen,  und 
zwar  nimmt  seine  Grösse  für  die  Einheit  der  Fläche  allmälig  ab, 
wahrend  zugleich  die  Berührungsfläche,  auf  die  er  wirkt,   allmälig 
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kleiner  wird.  Der  ganze  Process  würde  nicht  viel  mehr  oder  weni- 
ger als  eine  Stunde  dauern,  wenn  die  Körper  die  Dimensionen  der 
Ei*de  hätten  und  hinsichtlich  der  Härte  mit  Kupfer,  Stahl  oder  Glas 
ühereinstimmten.  Bei  Kugeln,  die  aus  einer  dieser  Substanzen  be- 
stehen, und  deren  Durchmesser  nicht  mehr  als  eine  Elle  betragen, 
wird  er  wahrscheinlich  innerhalb  eines  Tausendstels  einer  Secnnde 
beendigt  sein. 

395.  Die  Gesammtgrösse  und  die  Bichtun g  des  „Stosses*',  wel- 
chen jeder  der  beiden  Körper  in  jedem  solchen  Falle  erfahrt,  wer- 
den nach  der  erfolgenden  „Aenderung  der  Bewegungsgrösse"  ge- 
schätzt. Die  Grösse  des  Stosses  wird  durch  die  Grösse  der  hervor- 
gebrachten Aenderung  der  BewegungsgrÖsse ,  und  seine  Richtung 
durch  die  Richtung  dieser  Aenderung  gemessen.  Die  Componente 
eines  Stosses  in  einer  einer  beliebigen  festen  Geraden  parallelen 
Richtung  wird  in  ähnlicher  Weise  nach  der  für  diese  Richtung 
genommenen  Componente  der  Aenderung  der  BewegungsgrÖsse 
geschätzt. 

296.  Denken  wir  uns  die  ganze  Zeitdauer  eines  Stosses  in 
eine  sehr  grosse  Anzahl  gleicher  Zeiträume  getheilt,  von  denen  jeder 
so  kurz  ist,  dass  sich  die  Kraft  während  desselben  nicht  merklich 
ändert,  so  ist  die  für  irgend  eine  Richtung  genommene  Componente 
der  Aenderung  der  BewegungsgrÖsse  während  jedes  Zeitraumes  nach 
§  220  gleich  dem  Producte  aus  der  Kraft  in  die  Länge  dieses  Zeit- 
raumes. Die  Componente  des  Stosses  ist  daher  -gleich  der  Summe 
der  in  allen  Zeiträumen  wii'kenden  Kräfte,  multiplicirt  mit  der 
Länge  jedes  Zeitraumes. 

Wenn  P  die  in  ii'gend  einem  Augenblick  t  des  Zeitraums  nach  irgend 
einer  Bichtimg  genommene  Componente  der  Kraft  ist,  und  1  die  ent- 
sprechende Componente  des  ganzen  Stosses  bezeichnet,  so  ist 

I=fPdr. 

297.  Zeitintegral.  —  Eine  unter  irgendwelchen  Umständen 
eine  beliebige  grosse  oder  kleine  Zeit  hindurch  in  constanter  Rich- 

'tung  wirkende  Kraft  kann  nach  demselben  Princip  geschätzt  wer- 
den. Was  wir  ihren  ganzen  Betrag  während  irgend  einer  Zeit 
nennen  können,  oder  ihr  „Zeitintegral^S  wird  daher  die  ganxe 
von  ihr  in  der  in  Rede  stehenden  Zeit  erzeugte  BewegungsgrÖsse 
messen,  oder  von  derselben  gemessen  werden.  Diese  Schätzongsart 
ist  jedoch  nur  selten  passend  oder  von  Nutzen,  nämlich  nur  dann, 
wenn  die  ganze  betrachtete  Operation  beendet  ist,  bevor  die  Lage 
des  Körpers  oder  die  Configuration  des  Körpersystems  sich  bis  zu 
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einem  solchen  Grade  geändert  hat,  dass  irgendwelche  neue  Kräfte 
in«  Spiel  gebracht  werden,  oder  dass  schon  vorher  wirkende  ELräfte 
80  sehr  geändert  werden ,  dass  dadurch  ein  merklicher  Einfluss  auf 
die  gemessene  Bewegungsgrösse  ausgeübt  wird.  Wenn  z.  B.  Jemand 
mit  der  Hand  einige  Secunden  hindurch  leicht  auf  eine  an  einer 
Schnur  oder  Kette  aufgehängte  Masse  drückt,  so  bringt  er  eine 
Wirkung  hervor,  welche,  weiin  man  den  Grad  der  Kraft  in  jedem 
Augenblick  kennt,  nach  elementaren  Principien  vollständig  berechnet 
werden  kann.  Eine  vollständige  Bestimmung  der  Bewegung  und 
die  Beantwortung  einer  partiellen  Frage,  wie:  „Von  welcher  Grösse 
wird  die  hervorgebrachte  Ablenkung  sein  ?"  kann  aber  auf  die 
KenntnisB  des  „ Zeitintegrals ^  dllein  nicht  einmal  näherungsweise 
basirt  werden.  Wenn  z.  B.  die  Kraft  anfangs  sehr  gross  ist  und 
aUmälig  abnimmt,  so  ist  die  Wirkung  eine  ganz  andere,  als  sie  sein 
wüi-de,  wenn  die  Kraft  allmälig  grösser  würde  und  plötzlich  zu  wir- 
ken aufhörte,  obgleich  das  Zeitintegral  in  beiden  Fällen  dasselbe  ist. 
Wenn  man  dagegen  demselben  Körper  mit  der  Hand,  oder  mit 
einem  Hammer,  oder  mit  sonst  einer  harten  Masse  in  horizontaler 
Richtung  einen  Schlag  versetzt,  so  ist  die  Wirkung  der  Kraft  be- 
endet, bevor  die  den  Körper  tragende  Schnur  eine  merkliche  Ab- 
lenkung aus  der  vei'ticalen  Richtung  erfahren  hat.  Die  Wirkung 
des  Schlages  wird  dann  weder  durch  die  Schwere,  noch  durch  sonst 
eine  Kraft  merklich  geändert;  daher  ist  die  ganze  Bewegungsgi'össe, 
nachdem  der  Schlag  beendet  ist,  nicht  merklich  von  der  „Grösse 
des  Stosses^  verschieden,  und  das  ist  in  diesem  Falle  einfach  das 
Zeitintegral. 

296.  BallistiBohes  Pendel.  —  So  verhält  es  sich  mit  Ro- 
bin^s  ballistischem  Pendel,  einem  massiven  Holzblock,  der  um 
eine  in  beträchtlicher  Höhe  über  ihm  befindliche  horizontale  Axe 
beweglich  ist  und  zur  Messung  der  Geschwindigkeit  einer  Kanonen- 
oder Fljntenkugel  benutzt  wird.  Die  Kugel  wird  in  horizontaler, 
mr  Axe  senkrechter  Richtung  in  den  Block  geschossen.  Ihr  Eindrin- 
gen in  denselben  ist  in  so  unmessbar  kurzer  Zeit  beendet,  und  die 
Trägheit  des  Blockes  ist  so  gross  im  Vergleich  zui*  Bewegungsgrösse 
der  Kugel ,  dass  sich  Kugel  und  Pendel  wie  eine  Masse  weiter  be- 
wegen, bevor  das  Pendel  aus  der  verticalen  Lage  merklich 
abgelenkt  worden  ist.  Dies  ist  die  wesentliche  Eigenthümlich- 
keit  des  Apparats.  Eine  hinlänglich  grosse  Kraft  könnte  ihn  wäh- 
rend eines  kleinen  Theils  seiner  Vibrationszeit  weit  aus  der  Verticalen 
entfernen.  Damit  aber  eine  einfache  Anwendung  des  Zeitintegrals 
auf  einen  solchen  Fall  genüge ,  müsste  sich  die  Richtung  der  Kraft 
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conünuirlich  änden),  um  beständig  mit  deijenigen  der  Bewegung 
des  Blocks  znsammenzufalleu. 

299.  Es  Hessen  sich  noch  unzählige  andere  Fälle  zur  Erläute- 
rung anfuhren,  in  denen  das  Zeitintegral  uns  die  vollständige  Lö- 
sung der  Aufgabe  liefert.  Sie  umfassen  zunächst  alle  diejenigen 
Fälle,  in  denen  die  Richtung  der  Kraft  beständig  mit  der  Bewe- 
gungsnchtung  des  beweglichen  Körpers  zusammenfallt,  und  femer 
jene  besonderen  Fälle,  in  denen  die  Wirkungsdauer  der  Kraft  so 
kurz  ist,  dass  die  Bewegung  des  Körpers  während  dieser  Zeit  ihre 
Beziehung  zur  Richtung  der  Kraft  oder  der  Wirkung  irgendwelcher 
ihn  vielleicht  sonst  noch  beeinflussenden  Kräfte  nicht  merklich 
ändert.  So  liefert  uns  das  Zeitintegral  beim  verticalen  Fall  eine« 
Körpers  unmittelbar  die  Aenderung  der  Bewegungsgrösse ,  und  die- 
selbe Regel  gilt  in  den  meisten  Fällen  von  Kräften  kurzer  Dauer, 
wie  bei  einem  Schlage  von  einem  Cricket-  oder  Grolfkolben. 

300.  Direoter  StOBS  zweier  Kugeln.  —  Der  einfachste  Fall, 
den  wir  betrachten  können ,  und  der  gewöhnlich  als  Einleitung  in 
den  Gegenstand  behandelt  wird,  ist  derjenige  des  Zusammenstosses 
zweier  glatten  kugelförmigen  Körper,  deren  Mittelpunkte  sich  vor 
dem  Zusammentreffen  in  der  nämlichen  Geraden  bewegten.  Die  zwi- 
schen beiden  Körpern  wirkende  Kraft  muss  in  jedem  Augenblick  die 
Richtung  dieser  Geraden  haben,  da  in  Beziehung  auf  dieselbe  voU- 
ständige  Symmetrie  stattfindet;  die  Kraft  muss  ferner  nach  dem  drit- 
ten Gesetze  für  beide  Körper  von  derselben  Grösse  sein.  Die  Körper 
müssen  also  in  jedem  Zeittheilchen  (Gesetz  ü)  Bewegungsänderungeo 
von  gleichem  Betrage  und  entgegengesetzten  Richtungen  erfahren, 
und  in  jedem  Augenblick  des  Stosses  müssen  die  gesammten  Beti-äge 
der  bis  dahin  erfolgten  Bewegungsänderungen  gleich  sein.  Um 
einen  speciellen  Fall  zu  betrachten,  wollen  wir  voraussetzen,  die 
beiden  Körper  bewegten  sich  vor  und  nach  dem  Stosse  in  einer 
Geraden  nach  derselben  Richtung  hin,  so  dass,  je  nach  der  Be- 
schaffenheit des  Falles,  der  Körper,  welcher  den  anderen  überholt, 
ihm  nach  Beendigung  des  Stosses  entweder  mit  geringerer  Ge- 
schwindigkeit folgt,  oder  sich  mit  ihm  vereint  weiter  bewegt.  Fälle, 
in  denen  der  erstere  Körper  durch  die  Kraft  des  Zusammenstosses 
rückwärts  getrieben  wird,  oder  in  welchem  zwei  sich  nach  entgegeo- 
gesetzten  Richtungen  hin  in  derselben  Geraden  bewegende  Korper 
zusammenstossen,  lassen  sich  leicht  durch  die  gewöhnliche  algebrai- 
sche Uebereinkunft  hinsichtlich  der  positiven  und  negativen  Zeichen 
von  der  unter  der  ersten  Voraussetzung  erhaltenen  Formel  abhän- 
gig machen. 
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In  dem  FaUe,  den  wir  behandeln  wollen,  ist  die  Bewegnnga- 
grosse,  welche  einer  der  beiden  Körper  bis  zu  irgend  einem  Augen- 
blick des  Stosses  verloren  hat,  gleich  der  vom  anderen  Körper  wäh- 
rend derselben  Zeit  gewonnenen  Bewegungsgrösse.  In  dem  Augen- 
blick also,  wo  ihre  Greschwindigkeiten  sich  ausgeglichen  haben, 
bewegen  sich  beide  wie  eine  Masse  mit  einer  Bewegungsgrösse, 
welche  gleich  der  Summe  der  Beweg^nngsgrössen  ist,  die  sie  vor 
dem  Stosse  hatten.  Das  heisst,  wenn  v  die  gemeinschaftliche  Ge- 
schwindigkeit in  diesem  Augenblicke,  üf,  71/'  die  Massen  der  Körper 
und  F,  V*  ihre  Geschwindigkeiten  vor  dem  Stosse  bezeichnen,  so  ist 

(M  +  M)v  —  MV  +  JT  F', 
oder 

_  MV  +  JitV 

^~      M  +  M' 

Während  dieser  ersten  Periode  des  Stosses  sind  die  beiden  Körper  im 
Ganzen  in  immer  nähere  Berührung  mit  einander  gekommen,  dadurch 
dass  jeder  eine  Zusammendrückung  oder  eine  Formänderung  erfuhr, 
und  sie  sind  zuletzt,  wie  oben  bemerkt  wurde,  mit  einem  Theil  ihrer 
Oberflächen  aufeinander  gepasst,  der  eine  endliche  Grösse  hat.  Nun 
giebt  es  in  der  Natur  keinen  völlig  unelastischen  Körper,  und  daher 
wird  die  zwischen  den  beiden  Körpern  ins  Leben  gerufene  Wechsel- 
wirkung im  Augenblick  der  engsten  Annäherung  beider  fortfahren 
ihätig  zu  sein  und  die  Körper  zu  trennen  suchen.  Wenn  sie  nicht  durch 
die  natürliche  Oberfiächencoh^ion  oder  durch  Zusammenschweissung 
(und  wir  werden  später  in  dem  Capitel  über  die  Eigenschaften  der 
Materie  sehen,  dass  eine  solche  immer  existirt,  wie  hart  und  gut  polirt 
die  Oberflächen  auch  sein  mögen)  oder  durch  künstliche  Mittel  (wie  ein 
Wachsüberzug,  den  man  in  einem  der  zur  Erläuterung  gewöhnlich  an- 
gestellten Experimente  anwendet;  oder  die  zwischen  zwei  Eisenbahn- 
wagen angebrachte  Kuppelung,  durch  die  man  nach  der  auf  den  Eisen- 
bahnstationen gewöhnlichen  Praxis  die  Wagen  verbindet,  indem  man 
sie  zusammenlaufen  lässt,  bis  die  Federn  eingesprungen  sind)  über- 
wunden wird,  so  werden  die  Körper  durch  diese  Kraft  wirklich  getrennt 
and  bewegen  sich  von  einander  weg.  Unter  der  Voraussetzung, 
dasB  der  Stoss  nicht  so  heftig  ist,  um  einen  merklichen 
bleibenden  Eindruck  in  einem  der  beiden  Körper  hervor- 
zubringen, fand  Newton,  dass  die  relative  Geschwindigkeit,  mit 
der  sich  die  Körper  nach  dem  Stosse  trennen,  zur  relativen  Ge- 
schwindigkeit, mit  der  sie  sich  vorher  einander  näherten,  in  einem 
far  die  nämlichen  beiden  Körper  constanten  Verhältnisse  steht.    Dies 
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Yerhältniss  ist  immer  kleiner  als  Eins,  nähert  sich  aber  der  Einheit 
immer  mehr,  je  harter  die  Körper  sind.  Für  Kugeln  von  zu- 
sammengepresster  Wolle  erhielt  Newton  für  dasselbe  den  Werth 
V9,  für  eiserne  Kugeln  ungeföhr  denselben  Werth,  für  gläserne 
Kugeln  ^*/i6-  I^ö  Ergebnisse  neuerer  experimentellen  Unter- 
suchungen über  denselben  Gegenstand,  die  wir  später  beschreiben 
werden,  haben  Newton *s  Gesetz  bestätigt.  Wir  wollen  jenes  Yer- 
hältniss den  Restitutionscoefficienten  *)  nennen.  Wird  der- 
selbe mit  e  bezeichnet  und  sind,  unter  Beibehaltung  der  früheren 
Bezeichnung,  U,  ü*  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  Körper  nach 
Beendigung  des  Stosses  (in  dem  der  Betrachtung  zu  Grunde  liegen- 
den Falle  ist  jede  dieser  Grössen  positiv, »aber  U'  >  ü),  so  hat  man 
in  jedem  Falle  des  Zusammenstosses  zweier  Kugeln 

und  es  ist  wieder,  da  der  eine  Körper  so  viel  an  Bewegungsgrösse 
verloren,  wie  der  andere  gewonnen  hat, 

Mü  ^  W  ü'  =  MV  ■\-  M'  V\ 

Aus  diesen  Gleichungenjergiebt  sich 

(3f  -\-  M*)U  =  MV  +  Jlf'  F'  —  eM\V  —  V) 
und  ein  ähnlicher  Ausdruck  für  ü'.     Auch  ist,  wie  oben, 

{M  -^^  M')v  =^  MV  '\-  M'  F', 

und  durch  Subtraction  beider  Formeln  erhält  man 

{M  +  M'){v  —  17)  =  eM'{V  —  V')  =  e  [M'  V 

—  (Jtf  +  M')v  +  MV], 

folglich 

V—  ü  =  e{V—  v). 

Natürlich  ist  auch 

ü"'—  v  =  eiv  —  FO. 

Diese  Resultate  lassen  sich  folgondermaassen  in  Woi'te  fassen:  — 
Nach  Beendigung  des  Stosses  hat  die  relative  Geschwindigkeit 
jedes  der  beiden  Körper  in  Beziehung  auf  den  Trägheitsmittel punkt 
beider  die  umgekehrte  Richtung  und  ist  im  Verhältniss  e  :  1  ver- 
ringert. 


•)  In  Lehrbüchern  aus  der  neuesten  Zeit  wird  dasselbe  ein  „Blasticititscocflftäent** 
genannt,  was  offenbar  ein  Missgriff  ist,  der  awar  durch  Newtou's  Wort«  veranlasst  »«ia 
kann,  sich  aber  mit  den  von  Newton  angegebenen  Thatsachcn  nicht  vertrttgt  und  suden 
mit  der  neueren  Ausdrucksweise  und  Keuutniss  in  Betreff  der  Elasticit&t  im  schroflsten 
Widerspruch  steht. 
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301.  Nach  §§  267,  280  rührt  der  Verlust  an  kinetischer 
Energie  nur  von  der  Aenderung  der  kinetischen  Energie  in  Bezie- 
hung auf  den  Trägheitsmittelpunkt  her.  Dieser  Verlust  verhält 
sich  daher  zu  diesem  Theil  der  ganzen  Energie  wie  1  —  e^  :  1. 

Es  ist  also  die  anfängliche  kinetische  Energie 

=  V^{M  +M)v^  +  %3f(F  -  v)^  +  y^M(v  -  FO«, 
die  kinetische  Energie  nach  Beendigung  des  Stosses 

=  y^(M+M')v^  +  y^M(v  -  üf  +  y^M'(ip  -  v)^ 

der  Verlust  an  kinetischer  Energie 

=  %(!  —  «3)  {M(V  -  t;)«  +  iJf  (»  —  F')2}. 

302.  Vertheilung  der  Energie  nach  dem  Stosse.  —  Wenn 
zwei  elastische  Körper,  z.  B.  die  oben  vorausgesetzten  Kugeln,  gegen 
einander  stossen,  so  wird  ein  Theil  ihrer  früheren  kinetischen  Ener- 
gie stets  in  der  Form  von  Vibrationen  in  ihnen  zurückbleiben.  Ein 
Theil  des  Verlustes  an  Energie  (den  man  unpassend  die  Wirkung 
der  unvollkommenen  Elasticität  nennt)  wird  in  jedem  wirklichen 
Falle  nothwendig  aus  dieser  Ursache  herrühren. 

Spater,  in  dem  Capitel  über  die  Eigenschaften  der  Materie,  wird 
es  sich  als  Resultat  experimenteller  Forschung  ergeben,  dass  in  festen 
elastischen  Körpern,  welche,  wie  Metalle,  Glas,  u.  s.  w.  nur  geringe 
Formänderungen  ohne  bleibende  Aenderung  ei'tragen,  die  Elastici- 
tätskräfte  innerhalb  der  Grrenzen  der  Elasticität  bis  zu  einem  gros- 
sen Grade  der  Genauigkeit  einfach  den  Deformationen  (§  154)  pro- 
portional sind.  Wenn  also  zwei  solche  Körper  manchmal  mit  grös- 
serer und  manchmal  mit  geringerer  wechselseitiger  Geschwindigkeit 
ZQsammenstössen,  während  alle  übrigen  Umstände  unverändert  ge- 
lassen sind,  so  werden  die  Geschwindigkeiten  aller  materiellen  Punkte 
jedes  Körpers  zu  entsprechenden  Zeiten  der  Stosse  immer  in  dem- 
selben Verhältniss  stehen.  Folglich  steht  die  Geschwindigkeit,  mit 
der  sich  die  Trägheitsmittelpunkte  nach  dem  Stosse  trennen,  zu  der 
Geschwindigkeit,  mit  der  sie  sich  vorher  einander  näherten,  in  einem 
Constanten  Verhältniss,  was  mit  Newton' s  Gesetz  übereinstimmt. 
£s  ist  daher  wahrscheinlich,  dass,  wenn  nicht  die  ganze,  so  doch  ein 
sehr  beträchtlicher  Theil  der  von  Newton  experimentell  bestimmten 
Energie,  welche  in  den  sichtbaren  Bewegungen  zweier  elastischen 
Körper  nach  dem  Stosse  verloren  ist,  den  Vibrationen  zugeschrieben 
werden  muss.  Aber  wenn  nicht  noch  eine  andere  Ursache  in  hohem 
Grade  thätig  war,  so  ist  es  schwer  einzusehen,  warum  der  Verlust 
bei  eisernen  Kugeln  so  bedeutend  grösser  als  bei  gläsernen  ist. 
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303.  In  gewissen  ganz  bestimmten  äossersten  Fällen,  die  man 
sich  zwar  vorstellen,  aber  nicht  realisiren  kann,  wird  keine  Energie 
in  Vibrationen  verausgabt,  sondern,  nachdem  sich  die  beiden  Körper 
getrennt  haben,  wird  sich  ein  jeder  einfach  als  ein  starrer  Körper 
bewegen  und  in  dieser  einfachen  Bewegung  die  ganze  Energie  der 
Arbeit  besitzen,  welche  die  Elasticitätskräfbe  während  des  Zusammen- 
stosses  auf  ihn  ausgeübt  haben.  So  z.  B.  seien  die  Körper  cylin- 
drische  oder  prismatische  Stäbe  mit  ebenen  Endflächen  und  von  con- 
gruenten  Querschnitten;  auch  mögen  sie  aus  derselben  Substanz  be- 
stehen, und  diese  Substanz  habe  in  der  Richtung  der  Länge  des 
Stabes  die  Eigenschaft  der  Zusammendrückbarkeit  bei  vollkommener 
Elasticität,  während  sie  eine  Aenderuug  in  jeder  anderen  Richtung 
durch  ihren  Widerstand  absolut  unmöglich  macht.  Yor  dem  Stosse 
seien  die  Körper  mit  ihren  Längen  in  eine  Gerade  und  ihre  Quer- 
schnitte (wenn  sie  nicht  gerade  kreisförmig  sind)  ähnlich  gelegt.  In 
dieser  Linie  werden  dann  beide  Körper,  oder  auch  nur  einer  der- 
selben, in  Bewegung  gesetzt.  Wenn  die  Längen  beider  Stäbe  ein- 
ander gleich  sind,  so  werden  sie  sich  nach  dem  Stosse  mit  derselben 
relativen  Geschwindigkeit  trennen,  mit  der  sie  zusammenkamen, 
und  keiner  von  beiden  wird  nach  ihrer  Trennung  noch  eine  vibri- 
rende  Bewegung  behalten.  Das  Resultat,  soweit  es  die  Bewegungen 
der  beiden  Körper  nach  dem  Zusammenstoss  betrifft,  wird  nicht 
merklich  verschieden  sein,  aus  welcher  der  gewöhnlich  gebrauchten 
elastisch -festen  Substanzen  der  Körper  auch  bestehen  möge,  wenn 
nur  der  gi*össte  Querdurchmesser  eines  jeden  im  Vergleich  zur 
Länge  sehr  klein  ist. 

304.  Wenn  die  beiden  Stäbe  ungleiche  Längen  haben,  so 
wird  sich  der  kürzere  nach  dem  Stosse  in  genau  demselben  Zu- 
stande befinden,  als  wäre  er  auf  einen  anderen  Körper  von  seiner 
eigenen  Länge  gestossen;  er  wird  sich  daher  nach  dem  Stosse  als 
ein  starrer  Körper  bewegen.  Der  andere  dagegen  wird  ausser  einer 
Bewegung  seines  Trägheitsmittelpunktes,  die  sich  aus  dem  Princip 
berechnen  lässt,  dass  seine  ganze  Bewegungsgrösse  sich  um  einen 
Betrag  ändern  muss  (§  267),  der  genau  gleich  der  vom  ersteren 
Körper  gewonnenen  oder  verlorenen  Beweg^ungsgrösse  ist,  auch  noch 
eine  vibrirende  Bewegung  haben,  deren  ganze  kinetische  und  poten- 
zielle Energie  dem  alsbald  zu  berechnenden  Ausfall  an  Energie  in 
den  Bewegungen  der  Trägheitsmittelpunkte  gleichkommt.  Der  Ein- 
fachheit wegen  wollen  wir  voraussetzen,  der  längere  Körper  befinde 
sich  vor  dem  Zusammenstoss  in  Ruhe.  Dann  wird  der  kürzere  Kör- 
per, nachdem   er  mit   ihm    zusammengestossen ,    in  Ruhe  zurück- 
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bleiben;  dies  ist  offenbar  das  Resultat,  das  man  im  Falle  e  =  1  aus 
den  Yorber gehenden  Formeln  (§  300)  erhalt,  wenn  man  sie  auf  den 
Zusammen stoss  eines  Körpers  mit  einem  vorher  in  Ruhe  befindlichen 
Körper  Ton  gleicher  Masse  anwendet.  Der  längere  Körper  wird 
sich  mit  derselben  Bewegungsgrösse  fortbewegen,  die  der  andere 
Tor  dem  Stosse  hatte;  die  Geschwindigkeit  seines  Tragheitsmittel- 
ponktes  und  die  kinetische  Energie  dieser  Bewegung  werden  daher 
im  Yerhältniss  der  kleineren  Masse  zur  grösseren  Masse  kleiner  sein, 
als  die  Geschwindigkeit  des  Trägheitsmittelpunktes  und  die  kineti- 
sche Energie  des  anderen  Körpers  waren.  Er  wird  auch  eine  sehr 
ansehnliche  yibrirende  Bewegung  haben,  welche,  wenn  seine  Länge 
mehr  als  das  Doppelte  der  Länge  des  anderen  Körpers  ist,  aus  einer 
Welle  besteht,  die  durch  seine  Länge  hin  und  her  läuft  und  zur 
Folge  hat,  dass  die  Bewegung  seiner  Endpunkte  und  thatsächlich 
auch  aller  übrigen  Punkte  ruckweise,  nicht  continuirlich  erfolgt. 
Die  vollständige  Untersuchung  dieser  Umstände  ist  zwar  sehr  ein- 
fach; wir  müssen  sie  aber  verschieben,  bis  wir  uns  mit  den  Wel- 
len und  der  Kinetik  fester  elastischer  Köi-per  speciell  beschäftigen 
werden.  Für  jetzt  genügt  es  zu  bemerken,  dass  die  Bewegungen 
der  Trägheitsmittelpunkte  beider  Körper  nach  dem  Stosse,  von  wel- 
cher Beschaffenheit  sie  auch  vorher  gewesen  sein  mögen,  durch  die 
vorhergehenden  Formeln  gegeben  werden,  wenn   man   darin  für  e 

den  Werth  —  setzt,  wo  M'  und  M  beziehungsweise   die  kleinere 

ond  die  grössere  Masse  bezeichnen. 

1  305.  Die  mathematische  Theorie  der  Vibrationen  fester  eli^ti- 
seher  Kugeln  ist  noch  nicht  ausgearbeitet  worden,  und  ihre  Anwen- 
dung auf  den  Fall  der  durch  einen  Stoss  erzeugten  Vibrationen  bie- 
tet beträchtliche  Schwierigkeiten  dar.  Die  angestellten  Experimente 
machen  es  aber  gewiss,  dass  nach  dem  Zusammenstoss  zweier  glei- 
chen Kugeln  von  Glas  oder  Elfenbein  nur  ein  kleiner  Theil  der 
ganzen  kinetischen  Energie  der  früheren  Bewegungen  in  Form  von 
Vibrationen  zurückbleiben  kann.  Dies  beweist  z.  B.  die  tägliche 
Erfahrung,  dass  eine  derselben  nahezu  bewegungslos  liegen  bleibt, 
nachdem  sie  auf  die  vorher  ruhende  andere  Kugel  gestossen  ist; 
denn  da  die  Geschwindigkeit  ihres  gemeinschaftlichen  Trägheits- 
uittelpnnktes  durch  den  Stoss  nothwendig  keine  Aenderung  erleidet, 
flo  mnss  die  zweite  Kugel  eine  Geschwindigkeit  annehmen,  welche 
annähernd  gleich  derjenigen  ist,  die  die  erstere  Kugel  vor  ihrem  Zu- 
sammentreffen mit  der  zweiten  besass.  Wir  müssen  aber  erwarten, 
dass,  wenn  aus  derselben  Substanz  bestehende  ungleiche  Kugeln  zu- 
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sammenstoBsen ,  ein  verhältnissmässig  sehr  beträchtlicher  Theil  der 
kinetischen  Energie  ihrer  vorherigen  Bewegungen  sich  in  Folge  des 
Stosses  in  Vibrationen  umsetzen  wird.  Dasselbe  wird  der  Regel  nach 
der  Fall  sein,  wenn  gleiche  oder  ungleiche  Massen,  die  aus  ver- 
schiedenen Substanzen  bestehen,  auf  einander  stossen,  obschon  diese 
Wirkung  für  ein  besonderes  Yerhältniss  ihrer  Durchmesser,  das  von 
ihren  Dichtigkeiten  und  elastischen  Eigenschaften  abhäugt,  ein  Mi- 
nimum und  möglicherweise  nicht  viel  grösser  sein  wird,  als  sie  ist, 
wenn  die  Substanzen  beider  Kugeln  die  nämlichen  und  die  Darck- 
messer  gleich  sind. 

306.  Wir  brauchen  wohl  kaum  zu  bemerken,  dass  in  vielen 
Fällen  ein  sehr  grosser  Theü  der  kinetischen  Energie  des  Stosses 
zur  Erzeugung  von  Vibrationen  verwandt  wird.  Das  ist  z.  B.  der  ' 
Fall,  wenn  die  Zunge  einer  Glocke  auf  die  Glocke,  oder  wenn  der 
Hammer  einer  Wanduhr  auf  die  Glocke  (in  den  amenkanischen 
Uhren  auf  eine  Spiralfeder)  schlägt,  wenn  Pianofortehämmer  gegen  ' 
die  Saiten  stossen,  wenn  eine  Trommel  mit  einem  passenden  Werk- 
zeug geschlagen  wird,  u.  s.  w. 

307.  Moment  eines  Stosses  in  Beziehung  auf  eine  Aze.  —  J 

Das  Moment  eines  Stosses  in  Beziehung  auf  eine  beliebige  Axc  1 
wird  aus  der  Richtungslinie  und  der  Grösse  des  Stosses  in  dei-selben 
Weise  hergeleitet,  wie  man  das  Moment  einer  Geschwindigkeit  oder 
einer  Kraft  aus  der  Richtungslinie  und  Grösse  der  Geschwindigkeit  j 
oder  der  Kraft  bestimmt,  §§  235,  236.     Wenn  ein  Körper  gesiossen 
wird,  so  ist  die  Aenderung  des  Moments  seiner  Bewegungsgrösse  in  ^ 
Beziehung  auf  irgend  eine  Axe  gleich  dem  Moment  des  Stosses  in 
Beziehung  auf  diese  Axe.     Aber ,  ohne  das  Maass  des  Stosses  zu  be*    - 
trachten,  sehen  wir  (§  267),  dass,  wie  in  jedem  Falle  einer  Wechsel- 
wirkung,  so  auch  hier  das  Moment  in  Beziehung  auf  irgend  eine 
Axe  von  derjenigen  Bewegungsgrösse,  welche  ein  Körper  beim  Zn- 
sammentreffen mit  einem  zweiten  verloren  hat,  gleich  dem  Moment    | 
der  von  diesem  zweiten  Körper  gewonnenen  Bewegungsgrösse  ist.        j 

"Wir  wollen  diese  Betrachtung  auf  das  ballistische  Pendel  (§  298)    ^ 
anwenden :   —  Die  Bewegungslinie  der  Kugel  heim   Anprall    kann    eine     ' 
ganz  beliebige  sein;  wirksam  ist  aber  nur  die  in  einer  zur  Axe  senkrech- 
ten  Ebene  genommene   Componente,    Wir   setzen  daher  der  Einfachheit 
wegen  voraus,  die  Bewegung  finde  in  einer  zur  Axe  senkrechten  Rieh-     ' 
tung  statt,    die  jedoch   nicht  horizontal  zu   sein  braucht.     Es  sei  m  die     ' 
Masse  der   Kugel,  v  ihre  Geschwindigkeit  und  p  der  AbstAnd  ihrer   Be- 
weg:ung8linie   von   der   Axe.     Femer   sei  M  die   Masse  des   Pendels    nnd 
der  eingedrungenen  Kugel   und  k  der  Gyrationsradius  dieser  Masse.     Ist 
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dann  v  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Pendels  zur  Zeit,  ^o   der   Stoss 
l)eeQdet  ist,  so  hat  man 

woraus  sich  die  Lösnng  der  Frage  leicht  entnehmen  lässt. 

Denn  die  kinetische  Energie  hat  sich  (§  241)  nach  dem  Stosse  in  ihr 
Aeqaivalent,  potentielle  Energie,  verwandelt,  wenn  das  Pendel  die  Lage 
leiner  grössten  Abweichung  erreicht.  Biese  sei  durch  den  Winkel  S-  ge- 
geben; dann  ist  der  Ti-ägheitsmittelpunkt  zur  Höhe  Ä  (1  — cos  S)  erhoben, 
wenn  h  sein  Abstand  von  der  Axe  ist.     Es  ist  also 

Mgh{l  -  cos»)  =  %Mkia,»  =  V»^f, 
)der  .      t    , 

2  8tn  --  = 


2  —  MkVgh' 

in  Aasdruck  für  die  Sehne  des  Ausschlagswinkels.  In  der  Praxis  wird 
Be  Sehne  des  Winkels  d-  vermittels  eines  leichten  Bandes  oder  einer  Schnur 
gemessen,  die  man  an  einen  Punkt  des  Pendels  befestigt  und  mit  geringer 
Reibung  durch  eine  Klemme  gleiten  lässt,  welche  der  Buhelage  dieses 
^inktes  möglichst  nahe  angebracht  ist. 

308.  Die  Ton  einem  Stosse  geleistete  Arbeit.  —  Die  von 
linem  Stosse  geleistete  Arbeit  ist  im  Allgemeinen  das  Prodact 
ies  StoBses  in  die  halbe  Summe  der  nach  der  Richtung  des  Stosses 
^ommenen  Componenten  der  anfanglichen  und  der  Endgeschwin- 
igkeit  des  Angriffspunktes.  In  dem  Falle  eines  directen  Stosses, 
ne  wir  ihn  in  §  300  behandelten,  ist  die  anfängliche  kinetische 
bergie  des  Körpers  ^/q  MV^,  die  kinetische  Energie  nach  Beendi- 
img  des  Stosses  '^j^Mü^^  folglich  der  durch  den  Stoss  erzielte 
bwion 

Ser,  was  dasselbe  ist, 

M{U-  F).  V,(£r+  F). 

i  ist  aber  (§  295)  MiJJ  —  F)  gleich  der  Grösse  des  Stosöes,  der 
itz  für  diesen  speciellen  Fall  also  bewiesen.  Man  ersieht  leicht, 
188  dieser  Satz  auf  die  allgemeinsten  Fälle  ausgedehnt  wer- 
bh  kann. 

Ss  beseiebne  *  die  Grösse  des  bis  zur  Zeit  t  ,  und  I  die  Grösse  des 
ii  zur  Beendigung  des  Stosses,  die  zur  Zeit  T  erfolgt ,  gegebenen  Impul- 
1^  d.  h.  es  sei 

X  T  , 

*  ==  fPdx,  I  =  fPdt,  und  i'  =  ^• 

0  0 

Thomson  a.  Tait,   theoretische  Physik.  20 
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Welches  nun  auch  die  Bedingangen  sind,  denen  der  gestossene  Körper 
unterworfen  ist,  die  Aenderung  der  Geschwindigkeit  in  dem  gestoaseneD 
Punkte  ist  in  jedem  Augenblick  der  Grösse  des  bis  dahin  gegebenen  Im- 
pulses proportional,  so  dass  wir,  wenn  ^l  eine  von  den  Massen  und  den 
die  Freiheit  der  Bewegung  beschränkenden  Bedingungen  abhängige  Con- 
s taute  ist ,  und  wenn  T/, »,  V  beziehungsweise  die  in  der  Richtung  d« 
Stosses  genommenen  Componenten  der  anfänglichen,  der  zur  Zeit  t  statt- 
findenden und  der  Endgeschwindigkeit  des  gestossenen  Punktes  bezeichnen, 

haben.  Man  erhält  also  für  die  Grösse  der  Arbeit,  welche  die  Kraft  P 
während  der  Zeiteinheit  in  dem  Augenblick  v  leisten  würde, 

und  für  die  von  P  verrichtete  Gosammtarbeit ,  die  wir  mit  W  bezeich- 
nen wollen. 


W=f{PU+'^)d 


0 

0 

=  ui+  %nr  -  u)  =  i.^/^{u+  v). 

309.  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass,  wenn  man  einefll 
Körper  mehreren  Stössen  unterwirft,  die  Gesammtwirkung  nicht  ds^ 
von  abhängt,  ob  man  die  Stösse  nach  einander  oder  gleichseitig  eH 
folgen  lässt  (vorausgesetzt  dass  die  ganze  Zeit,  welche  die  Stöm 
ausfüllen,  unendlich  kurz  ist),  wenngleich  die  von  jedem  einzelne^ 
Stosse  geleistete  Arbeit  im  Allgemeinen  von  der  Reihenfolge  abhiH 
gig  ist,  in  der  man  die  Stösse  aasführt.  Die  Gosammtarbeit  ist  dii| 
Summe  der  Producte,  die  man  erhält,  wenn  man  jeden  Stoss  miH 
der  halben  Summe  der  nach  der  Richtung  desselben  genommeneal 
Componenten  der  anfanglichen  und  der  Endgeschwindigkeit  des  g^ 
stossenen  Punktes  multiplicirt.  i 

310.  Gleichungen  der  impulsiven  Bewegung.  —  Die  WiH 
kung  irgendwelcher  gegebenen  Impulse,  die  ein  starrer  Körper  odel 
ein  System  irgendwie  mit  einander  verbundener  materieller  Punktl 
oder  starrer  Körper  erhält,  lässt  sich  sehr  leicht  mit  Hülfe  de| 
D '  AI  emb  er  tischen  Princips  ermitteln,  nach  welchem  die  gegeba^ 
nen  Impulse  und  die  gegen  die  Erzeugung  einer  Bewegung  im 
Leben  gerufenen  Gegenwirkungen,  deren  Deträge  dorch  die  erzeuge 
ten  Bewegungsgrössen  gemessen  werden,  im  Gleichgewicht  steheii 
so  dass  man  mit  ihnen  mathematisch  operiren  und  die  Gleichunget 
des  Gleichgewichts  eines  Systems  auf  sie  anwenden  kann. 
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Es  seien  P],  Qi^  Bi  die  Componeuten  des  dem  ersten  materiellen 
Punkte  Wj  gegebenen  Impulses  und  iCi,  yj,  ii  die  Componeuten  der  von 
diesem  Punkte  augenblicklich  angenommenen  Öeschwindigkeit.  Dann 
rnösseu  Kräftecomponenten ,  die  gleich  (Pj  —  ^  ^i),  {Qi  —  wt^y^),  ... 
sind,  das  System  ins  Gleichgewicht  bringen,  und  wir  erhalten  da- 
her (§  290) 

(a)  jr{{P  —  mx)dx  +  (g  —  my)dy  +  (B  —  mi)&z)  =  0, 

wo  &Xi,  if  y^,  . . .  die  Componenten  irgend  einer  unter  den  Bedingungen 
des  Systems  möglichen  unendlich  kleinen  Verschiebung  der  materiellen 
Ponkte  bezeichnen.  Da  aber  unendlich  kleine  mögliche  Verschiebungen 
ein&ch  den  in  denselben  Bichtungen  möglichen  Geschwindigkeiten  pro- 
portional sind,  80  können  wir  statt  (a)  auch  die  folgende,  auf  dasselbe 
hinauslaufende  Gleichung  nehmen:  — 

(b)  £{(P  —  mx)u  +  {Q  —  my)v  -f  (B  —  mi)w]  =  0, 

in  welcher  u^^v^^Wi  irgendwelche  mögliche  Geschwindigkeitscomponenten 
des  ersten  materiellen  Punktes  bezeichnen,  u.  s.  w. 

Einen  besonderen  Fall  dieser  Gleichung  erhält  man  natürlich,  wenn 
man  t<i,t7i, ...  gleich  den  wirklich  erlangten  Geschwindigkeiten  i'i,^],... 
voraussetzt.    Wird  dann  jedes  Glied  der  Gleichung  halbirt,  u.  s.  w.,  so  folgt 

(c)  2r(p.  v,i+ Q.  V^y  +  Ä.  Vi,i)  =  r, 

WO  T  die  Energie  der  erzeugten  Bewegung  bezeichnet.  Dies  stimmt  mit 
g  308  überein. 

311.  £uler  entdeckte,  dass,  wenn  ein  ruhender  stairer  Kör- 
per einen  Impals  erhält,  die  demselben  ertheilte  kinetische  Ener- 
gie eine  Maximnm- oder Minimnm-ßedingung  erfüllt.  Lagrange*) 
dehnte  diesen  Satz  auf  ein  System  von  Körpern  ans,  die  durch  belie- 
bige oBTeränderliche  kinematische  Beziehungen  verbunden  sind  and 
irgendwelche  Impulse  erhalten.  Delaunay  fand,  dass  sie  wirklich 
immer  ein  Maximum  ist,  wenn  die  Impulse  gegeben  sind,  und 
Wenn  verschiedene  unter  den  Bedingungen  des  Systems 
mögliche  und  das  Gesetz  der  Energie  [§  308,  oder  §  310  (c.)] 
erfüllende  Bewegungen  betrachtet  werden.  Weiter  zeigte 
Bertrand,  dass  die  wirklich  erhaltene  Energie  nicht  bloss  ein 
Maximom  ist,  sondern  die  Energie  jeder  anderen  diesen  Bedingun- 
gen genügenden  Bewegung  übertrifft,  und  dass  die  Grösse  des 
Ueberschnsses  gleich  der  Energie  der  Bewegung  ist,  welche  mit 
einer  von  beiden  Bewegungen  verbanden  werden  muss,  um  die  an- 
dere ssn  erzeugen. 

Es    seien   x^,  y^^ . . .   die   Geschwindigkeitscomponenten    irgend    einer 
der   Gleichung   (c)    genügenden   Bewegung;    diese   Gleichung   geht    dann 
6ber  in 
(d)        y^S(Pd^  +02^+  Bi')  =  T'  =  %  Jfm(i^2  +  y'a  +  k»% 

•)  M^aniquc  Analytiqoe,  2*«  partie,  3"*  »ection,  §  37. 

16* 
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Wird  nun   x^  —  Xi   =  Ui,   yi  —  y^'  =  Vi^  u.   s.  w.   angenommen,  »o 
haben  wir 

(e)  r—  T'  =  ya-rm{(2:r  —  u)u  ^  .••} 

=  Sm  (xu  +  y©  +  zw)  —  Vi  -^^  (w^  +  «^  +  »*)• 
Nach  (b)  ist  aber 

Jm{xu  +  yv  +  zw)  =  Jf(Pi«  +  Qv  +  Rw), 
und  nach  (c)  und  (d) 

£(Pu  +   Qv  +  Rw)  =r  2  r  —  2  T; 
folgUch  Uefert  (e) 

(f)  T—  r  =  y^£m{u^  +  t?»  +  w% 
und  das  ist  Bertrand' s  Resultat. 

312.  Wenn  ein  Geföss  von  irgend  einer  Gestalt,  das  mit  einer 
in  Ruhe  befindlichen  unzusammendrückbaren  Flüssigkeit  ganz  ge- 
füllt ist,  plötzlich  in  Bewegung  gesetzt  wird  oder  plötzlich  in  irgend 
einer  Weise  eine  Formändeining  erfährt,  wobei  nur  die  Bedingung 
erfüllt  sein  muss,  dass  sein  Volumen  unverändert  bleibe,  so  ist  die 
Energie  der  dadurch  in  der  Flüssigkeitsmasse  erzeugten  Bewegung 
kleiner,  als  die  Energie  jeder  anderen  Bewegung,  die  sie 
bei  derselben  Bewegung  ihrer  Umgrenzungsflächen  haben 
kann.  Die  Betrachtung  dieses  Satzes,  der,  so  viel  uns  bekannt  ist, 
zum  ersten  Maie  im  Cambridge  and  Dublin  Mathematical 
Journal  [Febr.  1849]  veröffentlicht  wurde,  hat  uns  zu  der  unten 
bewiesenen  allgemeinen  Min  im  um -Eigenschaft  der  Bewegung  ge- 
führt, die  in  irgend  einem  Systeme  dadurch  erzeugt  wird,  das» 
irgendwelchen  seiner  Theile  plötzlich  beliebig  gegebene  Ge- 
schwindigkeiten ertheilt  werden. 

313.  Impulsive  Bewegung,  bezogen  auf  allgemeine  Coor- 
dinaten.  —  Die  oben  (§  204)  erläuterte  Methode  der  allgemeineB 
Goordinaten  ist  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Dynamik  eines  Systems 
vom  grössten  Nutzen,  sowohl  wenn  es  sich  darum  handelt,  irgend 
einen  besonderen  Fall,  in  welchem  es  eine  beliebige  endliche  Anzalil 
von  Freiheitsgraden  giebt,  auszudrücken  und  mit  allen  seinen  De- 
tails auszuarbeiten,  als  auch  um  allgemeine  Principien  zu  beweisen, 
die  sogar  auf  Fälle  anwendbar  sind,  in  denen  unendlich  viel« 
Grade  von  Freiheit  vorhanden  sein  können,  wie  in  der  im  vorigen 
Paragraphen  besprochenen  Flüssigkeitsmasse.  Diese  Methode  fuhr! 
uns  dazu,  die  Sätze  über  das  Maass  der  Trägheit  und  die  Zerlegung 
und  Zusammensetzung  von  Kräften,  Impulsen  und  Bewegnngsgrössen 
zu  verallgemeinem  nach  dynamischen  Principien,  welche  den  b 
§  204  dargelegten  kinematischen  Principien  entsprechen,  die  um 
die  allgemeinen  Geschwindigkeitscomponenten  lieferten.     Ansserdefl 
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werden  wir  später  sehen,  dass  die  allgemeinen  Gleichungen  der  con- 
tifinirlichen  Bewegung  nicht  nur  für  die  Lösung  von  Aufgaben  sehr 
zweckmässig,  sondern  auch  äusserst  lehrreich  sind  in  Rücksicht 
auf  die  Natur  der  Beziehungen  zwischen  den  Bewegungen  der  ver- 
Bchiedenen  Theile  eines  Systems,  seien  diese  Beziehungen  auch  noch 
80  verwickelt.  Vorläufig  werden  wir  nor  die  allgemeinen  Aus- 
drficke  für  die  durch  einen  Impuls  erzeugte  Bewegung  betrachten. 
Wir  haben  oben  (§  308)  gesehen,  dass  bei  Anwendung  eines  gewöhn- 
lichen rechtwinkligen  Goordinatensystems  die  kinetische  Energie, 
welche  ein  in  Ruhe  befindliches  gegebenes  System  in  Folge  beliebiger 
ihm  ertheilter  Impulse  erhält,  gleich  der  halben  Summe  aller  Pro- 
dacte  ist,  die  entstehen,  wenn  man  die  Componente  jeder  Kraft  mit 
der  entsprechenden  Componente  der  Geschwindigkeit  ihres  Angriffs- 
punktes multipHcirt.  Genau  derselbe  Ausspruch  bleibt  für  das  all- 
gemeine Coordinatensystem  gültig  und  genügt,  wenn  er  nach  der  ge- 
troffenen Uebereinkunft  gefasst  wird,  zur  Definition  der  allgemeinen 
Componenten  des  Impulses,  während  diejenigen  der  Geschwindigkeit 
Dach  kinematischen  Principien  (§  204)  festgestellt  sind.  Die  all- 
gemeinen Componenten  der  ßewegungsgrösse  irgend  einer  bestimmt 
angegebenen  Bewegung  sind  natürlich  gleich  den  allgemeinen  Com- 
ponenten des  Impulses,  durch  welchen  diese  Bewegung  vom  Zu- 
ifcande  der  Ruhe  aus  hätte  erzeugt  werden  können. 

(a.)    Zu  irgend  einer  Zeit  seien  i/;,  g?,  ^, . . .  die  allgemeinen  Coordinaten 
eine^  materiellen  Systems ,  und  t/»,  9),  ^, . . .  die  entsprechenden  allgemeinen 

•  •  • 

Geschwindigkeitscomponenten  desselben,  d.  h.  \p dt^  (p dt,  d- dt  u.  s.  w. 
Wien  die  Grössen,  um  welche  ip,  ^,  &  u.  s.  w.  während  des  unendlich  klei- 
■en  Zeittheilcbens  dt  bei  ihrer  wirklichen  Bewegung  zunehmen.  Bezeich- 
•^^ityi»^!  die  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  materiellen 
Punkte«  des  Systems  und  Xj.yj.ij  die  Geschwindigkeitscomponenten  dieses 
Panktes,  so  haben  wir  • 


0) 


dxi   ■    .    dxi  '    . 
^         dtp         ^     dg}  ^    * 

dyt   :    .    dy^  •    , 
yi  =  Tt^  V'  +  -T^  9P  +  u.  8.  w. 


dij/  dg> 

u.  8.  w.     u.  s.  w. 

IKe  kinetische  Energie,  ausgedrückt  durch  die  rechtwinkligen  Coordi- 
»ten,  ist  :s\^2^(x^  +  y^  +  ^%  Si«  ^'ird  daher,  wenn  wir  sie  durch 
<lie  allgemeinen  Coordinaten  ausdrücken,  eine  homogene  Function  zweiten 
Grades  von     t/»,  9?,  u.  s.  w.,  so  dass,  wenn  wir  sie  mit  T  bezeichnen, 

(2)        r=  Va  {(V'.V')«/'^  +  (V,5P)9P"^  ^ f-  2(V,9P)V^«P  H } 

ht,  wo  (i/',V)»  (^.  9p)t  {^^9>\  u,  8.  w.  verschiedene  Functionen  der  Coordi- 
naten bezeichnen,  die  nach  den  Bedingungen  des   Systems  zu  bestimmen 
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sind.  Die  einzige  Bedingung,  welche  diese  Coefficienten  im  Wesent- 
lichen erfüllen,  ist  die,  dass  sie  für  alle  Werthe  der  Veränderlichen  ein 
endliches  positives  T  liefern  müssen. 

(b.)    Weiter  mögen  (Xj,  Y^,  Zj),  (X2,  y2»'^2)i    ^-   ^'   w-   Kräftecompo- 
nenten  bezeichnen,    welche  beziehungsweise  auf  die    materiellen    Punkte 

(^i>yv^i)y  (^2»y2»'^2)»  ^-  ^"  ^-  wirken,  und  es  seien  («^a?!,  <^yi,  <^^i),  u.  8.w. 
die  Componenten  einer  beliebigen  unendlich  kleinen  Bewegung,  die  statt- 
finden kann,  ohne  dass  die  Bedingungen  des  Systems  verletzt  werden. 
Die  Arbeit,  welche  jene  Kräfte  auf  das  in  dieser  Weise  verschobene  System 
aufgewendet  haben,  ist 

(3)  £(X&x  +  Ydy  +  Zdz). 

Diese  Grösse  drücken  wir  mittels  der  Formeln 


(4) 


Vu.  s.  w.     u.  s.  w. 

durch  die  allgemeinen  Coordinaten  aus  und  erhalten 

(5)  ^'d\p  +  4*dq)  -^  u.  s.  w., 

wo 

dx    .    ^  dy    .    „  dz 


(6) 


\     dxff    ^        d\fß    ^        d\p/ 
\     d  (p  d  (p  d  (pj 


\u.  8.  w,     u.  s.  w. 

ist.  Die  Grössen  V,  4»,  u.  s.  w.  sind  offenbar  die  allgemeinen  Compo- 
nenten der  auf  das  System  wirkenden  Kraft. 

Es  seien  ^f'»  ^»  u.  s.  w.  die  nach  demselben  Princip  verallgemeinerteo 
Impulscomponenten,  d.  h.  es  sei 

T  X 

f  =  f'i'dt,  f  =  f^dt,  u.  s.  w., 
0  0 

wo  V^,  *i*j . . .  die  allgemeinen  Componenten  der  continuirlichen  Kraft  be- 
zeichnen, die  in  irgend  einem  Augenblick  des  unendlich  kleinen  Zeit- 
raumes T  wirkt,  innerhalb  welches  der  Stoss  beendet  wird. 

Wenn  dieser  Impuls  einem  Systeme  ertheilt  wird,    das  sich  schon  zu- 
vor  in   der   oben    angegebenen   Weise   in    Bewegung   befand,    und    wenn 

d  \pj  <f  9),  . . .  die  sich  ergebenden  Zunahmen  der  Geschwindigkeitscompo- 
nenten  bezeichnen,  so  sind  die  Mittel  der  Werthe,  welche  die  Geschwindig- 
keitscomponenten  vor  und  nach  dem  Stosse  haben, 

und  nach  dem  oben  dargelegten  allgemeinen  Princip  zur  Berechnung  der 
durch  einen  Impuls  geleisteten  Arbeit  ist  die  in  diesem  Falle  verrichtete 
Gesammtarbeit 
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Um  onnöthige  Verwicklangen  zu  vermeiden,   wollen  wir  jede  der  Grössen 

S 1/',  (f  9?,  u.  8.  w.  als  unendlich  klein  voraussetzen.  Der  vorstehende  Aus- 
druck für  die  geleistete  Arbeit  wird  dann 

y^/i   4-    *^    +  u.  s.  w., 

und  da  die  Wirkung  dieser  Arbeit  darin  besteht,  die  kinetische  Energie 
von  2*  bis  2*  -f-  ^  T  zunehmen  zu  lassen,  so  muss 

<fT=   f,/;   +    f^    +  u.  s.  w. 

sein.    Es  seien    nun  die  Impulse   von   der  Beschaffenheit,   dass  sie  t^  auf 

V  +  <f  i/»  anwachsen  und  die  übrigen  Geschwindigkeitscomponenten  un- 
Terändert  lassen.     Wir  haben  dann 

YV   +    *9   +u.  8.  w.  =1^*^. 

j  rp 

Dividiren    wir   beide   Glieder   durch   (T  xjß  und  berücksichtigen ,   dass   — r 

eine   lineare   Function    von    t/',  (p,    u.    s.    w.    ist,   so   erkennen   wir,    dass 

-~ ,   — ^ ,  u.  8.  w.  beziehungsweise  gleich  den  Coefficienten  von  i//,  9?, . . . 

.     dT     .    . 
in  — r   sind. 

d^ 
(c.)     Hieraus  ist  weiter   ersichtlich,   dass  die   Componenten   des   Im- 

pulses,  welcher  erforderlich  ist,  um  die  Geschwindigkeitscomponente  tjf 
von  der  Ruhe  aus  zu  erzeugen,  oder  um  sie  in  dem  sich  mit  einer  belie- 
bigen möglichen  Geschwindigkeit  bewegenden  System  hervorzubringen, 
folgende  sind:  — 

Wir  schliessen  daraus,   dass,   um   die  ganze  resultirende  Geschwindigkeit 

(0,  ^, . . .)  von  der  Buhelage  aus  zu  erzeugen,  ein  Impuls  erfordert  wird, 
dessen  Componenten  ^, >?, C, . .  •  aich  folgendermaassen  ausdrücken  lassen:  — 

ß  =  (V/,1//)  vi  +  (y',  V)  ^  +  (^,  V')  ^  H 

n  =  (V^  fp)^  +  {9, 9^)  «p  +  (^.  ^)  ^  +  •  •  • 

C  =  (1/;,  ^)  ij;  +  (9>.  ^)  ^  +  (^,  ^)  ^  +  .  • . 
^u.  s.  w.; 

dabei  ist  zu  beachten,  dass  {g>i^)  dasselbe  wie  {^,  gi)  bedeutet,  u.  s.  w., 
wie  aus  dem  anfänglichen  Ausdruck  für  T  hervorgeht,  aus  welchem  diene 
GrOflsen  abgeleitet  sind.  Die  vorstehenden  Ausdrücke  sind  die  nach  den 
Geschwindigkeiten  genommenen  Differentialquotienten  von  T,  d.  h.  es  ist 

^        dT  dT     ^       dT 

dyl>  d  (p  dS^ 

(d.)  Da  die  zweiten  Glieder  dieser  Gleichungen  lineare  Functionen 
von  ^,  ^, . . .  sind,  so  können  wir  mittels  des  gewöhnlichen  Bliminations- 
verfiihrens  ip,^,..,  durch  f ,  1?, . . .  ausdrücken,  und  die  so  erhaltenen  Aus- 


(7) 
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drücke  sind    natürlich    lineare   Functionen   der   letztgenannten  Elemente. 

Da   ausserdem  T  eine   quadratische   Function   von  i//,  9?,  u.  s.  w.   ist,  so 

haben  wir 

(9)  2  rrTrli//  +  »?^  +  C^  H 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  T,  i/»,  ^, . . .  durch  |,jy, . . .  ausgedrückt  seien, 
folgt  hieraus  durch  Differentiation 

Nun  zeigt  das  algebraische  Verfahren,  durch  welches  i//,  q>^  u.  s.  w.  durch 

I,  >7,  u.  s.  w.  ausgedrückt  werden ,  dass ,  wie  der  Coefficient  von  9)  in  dem 

Ausdruck  (7)  für  |  gleich  dem  Coefficienten   von  rp  in  dem  Ausdruck  für 

I?,  u.  s.  w.  ist,  so  auch  der  Coefficient  von  rj  in  dem  Ausdruck  für  1/*  gleich 

dem  Coefficienten  von  I  in  dem  Ausdruck  für  g)  sein  muss,  u.  s.  w., 
d.  h.  es  ist 

d^  d  (p     dxfj  d  d- 

Der  vorhergehende  Ausdruck  geht  danach  über  in 
^dT         :    t    r-dif^    ,       dil'    ,,  ^diff    , 

und  daher  ist 

r  •         dT 

'^  =  ■51 

dT 

^=  37 
\u.  s.  w. 

Diese  Ausdrücke  lösen  die  Aufgabe:  —  Die  G^eschwindigkeit  zu  emütteln, 
welche  ein  gegebener  Impuls  (|, »?,...)  erzeugt ,  wenn  die  kinetische  Ener- 
gie T  als  eine  quadratische  Function  der  Componenten  des  Impulses  ge> 
geben  ist. 

(e.)  Wenn  wir  die  Bewegung  einfach,  ohne  Bücksicht  auf  den  Impuls 
betrachten,  der  erfordert  wird,  sie  entweder  aus  der  Buhe  zu  erzeugeot 
oder  sie  aufzuheben ,  so  sind  die  Grössen  f ,  1^, . .  .  offenbar  als  die  nach 
dem  System  der  allgemeinen  Coordinaten  genommenen  Component«n  der 
Bewegungsgrösse  anzusehen. 

(f.)    Wir  geben  noch  die  folgende  nützliche  algebraische  Belation:  — 

(11)    f,  V'  +  »?/  i'  +  Ci  ^  +  u.  s.  w.  =  I  V'<  +  »?  ^/  +  C^,  +  u.  8.  w.; 

darin  haben  I,  i?,  Vs  T'»  u.  s.  w.  dieselbe  Bedeutung  wie  vorher,  wahrend 
^pifnCti  u.  s.  w.  die  Impulscomponenten   bezeichnen,   welche  irgend  weJ- 

•  •  • 

chen  anderen  Werthen  V'/i  9^/»  ^/>  ^-  s-  w.  der  Geschwindigkeitscomponenten 
entsprechen.     Um  diese  Belation  zu  beweisen,  hat  man  zu  beachten,  dass 

•        •  •       • 

jedes  Gliad  eine  synmietrische  Function  von  V.  V'/J  9^^^/]  ^-  s.  w.  wird, 
wenn  man  darin  |^,  7/^,  u.  s.  w.  durch  ihre  Werthe  in  Vv»  5"/»  '^^  *•  ^'-  ^^ 
Iv'J»  ^.  8-  w.  durch  ihre  Werthe  in  i/S^p»  u.  b.  w.  ersetzt. 


(>o) 
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314.  Ein  in  Rohe  gegebenes  materielleB  System  irgendwelcher 
Art,  welches  einem  Impulse  von  einer  beliebig  gegebenen  Richtung 
and  einer  beliebig  gegebenen  Grösse  unterworfen  wird,  bewegt  sich 
80,  dass  es  den  grössten  Betrag  kinetischer  Energie  annimmt,  wel- 
chen dieser  bestimmte  Impuls  liefern  kann. 

•      • 

Es  seien  I,  i}, . . .  die  Componenten  des  gegebenen  Impulses  und  t/S  ^>  •  •  • 
die  dnrcli  die  obigen  Gleichungen  (10)  bestimmten  Componenten  der  durch 
den  Impuls  wirklich  erzeugen  Bewegung.  Wir  wollen  nun  voraussetzen, 
das  System  werde  vermittels  einer  bloss  die  Bichtnng  beeinflussenden  Ein- 
schränkung dazu  gebracht,  unter  der  Einwirkung  des  gegebenen  Impulses 
Ton  der  Buhelage  aus   eine   von   der    wirklichen    verschiedene  Bewegung 

(Vit  ^/t  •  •  -)   anzunehmen,  und   es   sei  1^,  i?^, . . .  der  Impuls,  welcher  allein, 

nach  Beseitigung  der  Einschränkung ,   die  Bewegung  (t/^^,  ^^, . . .)  erzeugen 
würde.     Wir  werden  für  diesen  Fall,  wie  oben, 

T.  =  V,(l^<  +  v,  %  +  •■•) 

haben.  I,  —  5,  i?^  —  V*  •  •  -  «li^d  aber  die  Componenten  des  Impulses,  wel- 
chen das  System  in  Folge  der  Einschränkung  erfahrt,  die  unserer  Voraus- 
setzung nach  eingeführt  ist.  Wenn  sich  das  System  so  bewegt,  wie  es 
,  darch  diese  Einschränkung  gerichtet  wird ,  so  können  jene  Componenten 
in  Beziehung  auf  dasselbe  weder  Arbeit  leisten ,  noch  verbrauchen ,  d.  h. 
es  ist 

(12)  (5,  —  I)  t^,  +  [fJs  -  fl)9>^  +  (C,  ~  C)  ^,  4-  u.  8.  w.  =  0, 

!  folglich 

2  r^  =  I  V',  -f  ij  ^,  -f  C  ^^  +  n.  8.  w. 

il^arana  ergiebt  sich 

2  (r  —   r,)  =  KV;  —  1/',)  +  tiiip—  9^,)  +  u.  s.  w. 

=  (I  —  I,)  (»^  —  V'/)  +  in  —  n!)  (v  —  fPi)  +  ^-  8.  w. 
+  ^/  (V'  ~  V'#)  +  ni(fp  —  (Pi)  +•  a.  8.  w. 

Nach  (11)  ist  aber 

h(i  —  V',)  +  Vt(^  —  9>i)  4-  «•  8-  w.  =  (5  —  ?,)  ^f,  +  (n  —  ih)  V,  +  u.  »•  w., 
und  jedes  Glied  dieser  Gleichung  verschwindet,  wie  ans  (12)  ersichtlich 
ist,  so  dass  wir 

(13)  2  (T  —  T,)  =  (I  -  I,)  («i'  -  V'i)  +  (*?  -  nt)  (i  -  <P/)  +  u.  s.  w. 

erhalten,  d.  b.  T  übertrifft  T,  um  den  Betrag  der  kinetischen  Energie, 
Welche  durch  einen  dem  Systeme  einfach  ertlieilten  Impuls  (I  —  1^, 
^  —  rif,  ^  —  C/,  •  •  •)  erzeugt  werden  würde.  Dieser  Ueberschuas  ist  natür- 
lich positiv.  Das  erhaltene  Resultat  kann  auch  folgendermaassen  aus- 
gesprochen werden:  — 

315.     Wenn  das  System  genöthigt  wird,   unter  dem   Einfluss 
fernes  gegebenen  Impolses  irgend  eine  von  der  natürlichen  Bewegung 

(♦,  9, . . .)  verschiedene  Bewegung  (i^„  9^, . . .)  anzunehmen ,  so  wird 
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08  weniger  kinetische  Energie  erhalten,  als  wenn  es  die  natürliche 

Bewegung  vollführte,  und  zwar  ist   die  Differenz  gleich  der  kiueti- 

•  •      •  ■ 

sehen  Energie  der  Bewegung  (^  —  ^/»  9  —  9/»  •  •  •)• 

Zusatz:  —  Wenn  eine  Reihe  materieller  Punkte  unabhängig 
von  einander  Impulse  erhalten,  deren  jeder  der  Grösse  nach  gegeben 
ist,  «o  wird  mehr  kinetische  Energie  erzeugt,  wenn  jeder  Punkt  sich 
völlig  unabhängig  von  den  übrigen  frei  bewegen  kann,  als  wenn 
die  Punkte  in  irgend  einer  Weise  mit  einander  verbunden  sind. 
Der  Ueberschuss  der  kinetischen  Energie  im  ersteren  Falle  über  die 
des  zweiten  Falles  ist  gleich  der  Grösse  der  kinetischen  Energie  der 
Bewegung,  welche,  mit  der  Bewegung  eines  der  beiden  Fälle  geo- 
metrisch zusammengesetzt,  die  Bewegung  des  anderen  Falles  lie- 
fern wüi'de. 

Probleme^  deren  Data  ImpulBe  und  G-esohwindigkeiten  ent- 
halten.—  (a.)  Bisher  haben  wir  voraasgesetzt,  es  sei  entweder  die  Bewe- 
gung vollständig  gegeben,  und  man  solle  die  Impulse  bestimmen,  die  zu  ihrei 
Erzeugung  erfordert  werden;  oder  es  seien  die  Impulse  gegeben,  und  man 
solle  die  durch  dieselben  hervorgebrachten  Beweg^ungen  bestimmen.  Zu 
einer  nicht  minder  wichtigen  Klasse  von  Problemen  gelangt  man  durch 
die  Voraussetzung,  es  seien  so  viele  lineare  Bedingimgsgleichungen  zwi- 
schen den  Impulsen  und  den  Bewegungscomponenten  gegeben,  als  das 
System  Orade  von  Freiheit  (oder  unabhängige  Coordinaten)  in  seiner  Be- 
wegung besitzt.  Diese  Gleichungen  und  ebenso  viele  weitere,  die  uns  die 
Formeln  (8)  oder  die  äquivalenten  Formeln  (10)  liefern,  genügen  für  di« 
vollständige  Lösung  der  Aufgabe,  die  Impulse  und  die  Bewegung  zu  be- 
stimmen. 

(b.)  Ein  sehr  wichtiger  Fall  dieser  Klasse  bietet  sich  dar,  wenn  zwi- 
schen den  Geschwindigkeiten  allein  eine  Anzahl  linearer  Gleichungen  mit 
coustanten  Gliedern  bestehen  und  man  voraussetzt,  die  Impulse  seien  so 
gerichtet  und  von  solcher  verhältnissmässigen  Grösse,  dass  sie  auf  alle 
Geschwindigkeiten,  die  einer  anderen  vorgeschriebenen  Reihe  von  linearen 
Gleichungen  ohne  constante  Glieder  genügen,  keine  Wirkimg  ausüben. 
Die  Gesammtzahl  der  Gleichungen  ist  natürlich  gleich  der  Anzahl  der  un- 
abhängigen Coordinaten  des  Systems.  Wir  haben  nicht  nöthig,  die  Glei- 
chungen für  die^  Lösung  dieses  Problems  niederzuschreiben,  da  sie  auf  der 
Hand  liegen;  doch  ist  die  folgende  Beduction  von  Nutzen,  indem  sie  den 
einfachsten  Beweis  der  unten  angegebenen  Min  im  um- Eigenschaft  liefert. 

(c.)  Die  zwischen  den  Geschwindigkeiten  bestehenden  gegebenen 
Gleichungen  können  auf  eine  Reihe  von  Gleichungen  reducirt  werden, 
die  mit  Ausnahme  einer  einzigen  ein  constantes  Glied  enthaltenden  ho- 
mogen sind.  Jene  homogenen  Gleichungen  verringern  die  Anzahl  der 
Freiheitsgrade,  und  wir  können  die  Coordinaten  so  transformiren ,  dasa 
die  Anzahl  der  unabhängigen  Coordinaten  demgemäss  vermindert  werde. 
Weiter  können  wir  die  neuen  Coordinaten  so  wählen,  dass  die  lineare 
Function  der  Geschwindigkeiten  in  der  einen  Gleichung  mit  dem  con- 
stanten  Gliede  eine  der  neuen  Geschwindigkeitscomponenten  sei,  und  dass 


Gesetze  und  Principien  der  Dynamik.  251 

die  linearen  Functionen  der  Geschwindigkeiten,  welche  mit  den  hinsicht- 
lich der  Impulse  vorgeschriebenen  Bedingungen  in  Gleichungen  verbunden 
erscheinen  f   die   übrigen   Geschwindigkeitscomponenten   seien.    Auf  diese  I 

Weise  wird  der  Impuls  die  Bedingung  erfüllen,   dass  er  keine  Arbeit  für  i 

irgend  eine  Geschwindigkeitscomponente  leistet,  die  von  der  einen  gegebe- 
nen verschieden  ist,  und  das  allgemeine  Problem:  —  ! 


316.  Es  ist  ein  beliebiges  in  Rahe  befindliches  materielles 
System  gegeben.  Irgendwelche  Theile  desselben  werden  plötzlich 
mit  beliebig  gegebenen  Geschwindigkeiten,  die  nach  den  Bedin- 
gungen des  Systems  möglich  sind,  in  Bewegung  gesetzt,  und  die 
dbrigen  Theile  nur  durch  ihren  Znsammenhang  mit  den  bewegten 
beeinflnsst.     Man  soll  die  Bewegung  bestimmen 

nimmt  die  folgende  sehr  einfache  Form  an:  —  Auf  ein  materielles 
System  wirkt  ein  Impuls,  der  für  die  angewandten  allgemeinen  Coordi- 
naten  als  eine  einzelne  Componente  erscheint  und  von  solcher  Grösse  ist, 
dass  er  eine  gegebene  Geschwindigkeitscomponente  von  der  entsprechen- 
den Bewegungsform  erzeugt.    Man  soll  die  Bewegung  bestimmen. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  folgt  natürlich  aus  den  Gleichungen 

(15)  1/1=:^,     jj  z=  0,    C  =  0,  u.  s.  w., 

welche  die  speciellen  Bedingungsgleichungen  des  Systems  sind,  und  aus 
den  allgemeinen  kinetischen  Gleichungen  (7)  oder  (10).  Wir  wählen  die 
letzteren  und  bezeichnen  mit  [|^  {],  [(,  77],  u.  s.  w.  die  Coefßcienten  von 
Vs^^»^'7ii  u-  8*  ^'  ii^  T\  dann  ist  das  Resultat 


(16)  {=f^,   ^  =  I|i2l^,  ^  = 


[m 


hl 


A,  XL.  s.  w. 


Dieses  Resultat  besitzt  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  die  kine- 
tische Energie  der  dadurch  ausgedrückten  Bewegung  kleiner  als  diejenige 
jeder  anderen  Bewegung  ist,  welche  die  in  Betreff  der  Geschwindigkeit 
vorgeschriebene  Bedingung  erfüllt.     Denn   wenn  1^,  i^^,  f^,  u.  s.  w.  die  zur 

•  •  ■ 

Hervorbringung  irgend  einer  anderen  Bewegung  V'*»  ^ti  ^tj  u-  b-  w.  erfor- 
derlichen Impulse  und  T^  die  entsprechende  kinetische  Energie  bezeichnen, 
80  haben  wir  nach  (9) 

2  r,  =  I^V^,  +-  Tjf  gpt  4-  C/^,  +  n.  s.  w. 
Nach  (11)  ist  aber 

h^  -^  V,<P  -h  (t^  -\-  ^-  8.  w.  =  5  VV 
da  nach  (15)  ij  =  0,  C  =  0,  u.  s.  w.  ist.     Wir  erhalten  somit 

2T,-  {./',  +  {,(i/\  -  v^)  +  vAi>i  -  ^)  +  C,  (*/  -  ^)  H 

Nun  möge  auch  dieser  zweite  Bewegungsfall  (V'/f  9^/1  •  •  •)  die  vorgeschrie- 
iMoe  Geschwindigkeitübedingnng  *(•,  =  Ä  erfüllen.    Dann  wird 

iA^,  —  ^)  +  v,(v>.  -  y)  +  f,(*/  -  *)  4-  •••  =  (5/  -  i){^i  -  V') 
+  {1,  -  v){v.  -  v)  +  {(.  -  C)(*,  -*)  +  ••  • 


I 

I 

I 
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sein,  äsL  tf'f  —  i/;  =  0 ,  i^  =  0 ,  C  =  0, .  . .  ist.  Bezeichnet  also  %  die 
kinetische  Energie  der  durch  den  Impuls  (f^  —  ^,  rj^  —  i^ . . .)  von  de: 
Buhe  aus  erzeugten  Bewegung,  so  haben  wir 

(17)  2T,  =  2T  +  2%. 

%  ist  aber  seiner  Natur  nach  positiv,  und  daher  ist  T^,  die  kinetiwhe 
Energie  irgend  einer  Bewegung,  welche  zwar  der  vorgeschriebenen  Ge- 
schwindigkeitsbedingung genügt,  aber  von  der  wirklichen  Bewegung  ab- 
weicht, grösser  als  die  kinetische  Energie  T  der  wirklichen  Bewegung. 
Die  Grösse  der  Differenz,  S,  wird  durch  die  Gleichung 

(18)  2%  =  fiAiPs  -  9>)  +  ^A^i-^)  +  ••• 
gegeben.    Mit  anderen  Worten: 

317.  Die  Lösung  des  Problems  ist  folgende:  —  Die  von  dem 
System  wirklich  eingeschlagene  Bewegung  ist  diejenige ,  welche 
weniger  kinetische  Energie  als  irgend  eine  andere  den  vorgeschrie- 
benen Geschwindigkeitsbedingungen  genügende  Bewegung  besitzt 
Der  üeberschuss  der  kinetischen  Energie  jeder  anderen  solchen  Be- 
wegung über  die  Energie  der  wirklichen  Bewegung  ist  gleich  der: 
Energie  der  Bewegung,  welche  durch  die  alleinige  Wirkung  de^ 
jenigen  Impulses  entstehen  würde,  der  im  Verein  mit  dem  die  wirk- 
liche Bewegung  erzeugenden  Impulse  diese  andere  voraufigesetzte 
Bewegung  hervorbringen  würde. 

In  der  Behandlung  von  Aufgaben  wird  der  Gebrauch  des  besonderen 
Coordinaten Systems,  welches  die  Anwendung  der  Lösung  (16)  erforderlich 
macht,  sich  nur  sehr  selten  als  zweckmässig  erweisen.  Die  jetzt  bewie- 
sene Minimum-Eigenschaft  liefert  aber  in  allen  Fällen  eine  leichte  Lösung, 
selbst  in  solchen  Fällen,  welche,  wie  die  nachstehenden  Beispiele  (2)  und 
(3),  eine  unendliche  Anzahl  von  Freiheitsgraden  enthalten. 

Beispiel  (1).  —  Eine  glatte  Ebene,  welche  gezwungen  ist,  sieh  mit 
einer  gegebenen  Normalgeschwindigkeit  q  zu  bewegen,  komme  mit  einem 
in  Ruhe  befindlichen  freien  stan-en  Körper  in  Berührung.  Man  soll  die 
Bewegung  bestimmen,  die  sie  hervorbringt.  Die  Geschwindigkeitsbedin- 
gung  ist  hier  die,  dass  die  Bewegung  aus  zwei  ganz  beliebigen  Bewe- 
gungen zusammengesetzt  sein  soll,  von  deuen  die  eine  dem  gestosseneo 
Punkte  des  Körpers  eine  zur  stossenden  Ebene  senkrechte  ganz  bestimmta 
Geschwindigkeit  q  ertheilt,  während  die  andere  demselben  Punkt«  ein« 
ganz  beliebige  dieser  Ebene  parallele  Geschwindigkeit  liefert.  Um  diese 
Bedingung  auszudrücken ,  seien  m,  t?,  w  die  rechtwinkligen  linearen  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  des  Schwerpunktes  und  w,  ^,  c  die  VTinkel- 
geschwindigkeitscomponenten  um  Axen,  welche  durch  den  Schwerpimkt 
gehen  und  den  Coordiuatenaxen  parallel  sind.  Bezeichnen  dann  x,  y.  i" 
die  (Koordinaten  des  gestosseuen  Punktes  in  Bezieliung  auf  diese  durch 
den  Schwerpunkt  gehenden  Axen  und  2,  m,  n  die  Bichtungscosinus  der  an 
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die  stosseude  Ebene  gelegten  Normalen,  so  lässt  sich  die  vorgeschriebene 
Geschwindigkeitsbedingung  in  folgender  Form  schreiben:  — 

(a)    {u  -\-  Q2  —  ay) l  -\'  {v  -\-  <rx  —  taz) m  -}-  {w  -]-  (oy  —  qx) n  =  —  q\ 

▼ir  haben  vor  q  das  negative  Zeichen  gesetzt,  da  die  Bewegung  der 
stossenden  Ebene,  wenn  jede  der  Grössen  ?,  w»,  n  positiv  ist,  schräg  (wenn 
nicht  direct)  gegen  den  Schwerpunkt  hin  erfolgen  soll.  Setzen  wir  jetzt 
voraus,  die  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  rechtwinkligen  Axen  seien 
die  Hauptaxen  des  Körpers  und  bezeichnen  die  Trägheitsmomente  in  Be- 
ziehung auf  dieselben  mit  üf/^,  Mg^,  Mh^,  so  ist 

(b)  T  =r  Va  M{u^  +  v^  -\-  w^  +Ptü^  +  9^  q^  +  Ä»  er«), 

und  dieser  Ausdruck  mnss  unter  Bezugnahme  auf  die  Bedingungs- 
gldchung  (a)  zu  einem  Minimum  gemacht  werden.  Nach  der  gewöhn- 
lichen Methode  der  unbestimmten  Multiplicatoren  folgt 

Jtfu  +  ;i?  =  0,  Jf  1^  +  Am  =  0,  Mw  -f-  An  =  0 

(c)  Mp fo  -\-  X(ny  —  mz)  =  0,    Mg^ q  +  X(l2  ^  nx)  =  o, 
Mh^a  +  A(i»a;  —  ?y)  =  0. 

Jede  dieser  sechs  Gleichungen  liefert  den  Werth  einer  der  sechs  un- 
bekannten Grössen  u,  v,  ir,  co,  q,  «r,  ausgedrückt  durch  A  und  die  gegebenen 
OrÖMen.  Werden  die  so  erhaltenen  Werthe  in  (a)  eingesetzt,  so  erhalten 
wir  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  X ,  und  die  Lösung  der  Aufgabe 
ist  beendet.  Die  drei  ersten  Gleichungen  (c)  zeigen ,  dass  die  als  ein  un- 
bestimmter Multiplicator  eingetretene  Grösse  X  als  das  Maass  der  Grösse 
des  Impulses  interpretirt  werden  muss. 

Beispiel  (2).  —  Jedem  Ende  einer  biegsamen  unausdehnbaren 
Schnur,  die  einen  beliebigen  krummlinigen  Bogen  bildet,  wird  durch 
einen  Stoss  eine  gegebene  Geschwindigkeit  in  einer  gegebenen  Bichtung 
trtheDt.  Man  soll  die  an  föngliche  Bewegung  der  ganzen  Schnur  be- 
stimmen. 

Es  seien  0?,  y,  z  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P  der 
Behnur  und  x,  y,  z  die  Componenten  der  gesuchten  anfönglichen  Ge- 
Ichwindigkeit  desselben.  Ferner  sei  8  die  Länge  vom  einen  Ende  der 
Schnur  bis  zum  Punkte  P. 

Wenn  die  Schnur  ausdehnbar  wäre,  so  würde 

dx  dx    I    dy  dy    .    dz  dz 
ds  ds    '    rf«  rf«    '    da  da 

die  für   die    Längeneinheit   genommene   Grösse  der  Ausdehnung  sein,   die 
lie  in   Folge    der  Bewegung  i>,  y,  i  im   Punkte  P  in   der   Zeiteinheit   er- 
fahren würde.     Nun   ist  aber  die   Schnur  der  Voraussetzung  nach  unaus- 
dehnbar, folglich 
,  ,  dx  dx    ,    dy  dy    .    dz  dz 

^ '  da  da    ^    da  da    *    da  da 

Mit  Rucksicht  auf  diese  Gleichung,  welche  die  kinematische  Bedingung 
des  Systems  ist,  und  auf  die  Bedingungen 


X  ^=:  U\  iT  =  u'^ 


z  =  w) 


y  =    v\  wenn  k  =  0  ist,     y  =  «' 
z  =  w)  g  z=  w' 


wenn  8=1  ist, 
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wo  l  die  Länge  der  Schnur  und  (u,  t*,  ic),  (u\v\w*)  die  Componenten  der 
den  beiden  Enden  ertheilten  gegebeneu  Geschwindigkeiten  bezeichnen,  aoU 
man  sc,  y^  i  in  jedem  Punkte  so  bestimmen,  dass 

i 

(b)  J\fi(x^  +  y»  +  i<^)ds 

0 

ein  Minimum  wird;  darin  bezeichnet  /4  die  für  die  Längeneinheit  genom- 
mene Masse  der  Schnur  im  Punkte  P  (die  Schnur  braucht  nicht  gleich- 
förmig zu  sein),  und  es  ist  natürlich 

(c)  ds  =  (dx^  -f  dy2  _|_  dz^)\ 

Multiplicirt  man  (a)  mit  einem  unbestimmten  Factor  X  und  verfahrt 
weiter  nach  der  bekannten  Begel  der  Variationsrechnung,  so   erhält  man 


0 


worin  a;,  y,  z  als  bekannte  Functionen  von  8  angesehen  werden  können, 
welche  letztere  Grösse  zweckmässig  zur  unabhängig  Veränderlichen  ge- 
nonunen  wird.  Wenn  man  den  Theil  des  ersten  Gliedes,  welcher  X  ent- 
hält, partiell  integi'irt  und  die  Grenzbedingungen  beachtet,  so  erhält  man 
nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren  die  Gleichungen 

,,,  .         d  r.dx\         .         d  f.dy\  d  /.dz\ 

welche  die  Lösung  darstellen.  Diese  drei  Gleichungen  genügen  zur  Be- 
stimmung der  vier  unbekannten  Grössen  i",  y,  i  und  X.  Wird  mittels  der- 
selben rr,  y,  i  aus  (a)  eliminirt,  so  folgt 

d-i- 
u  \dx  d  /  dx\  ,         1    I     1   \dx  d^  f^dx\  ,         1 

^=  d7 157  I^V^d7;+-1  +  7ldF  572(^57;+ •••)• 

Setzen  wir  jetzt  der  Einfachheit  wegen  voraus,  8  sei  die  unabhängig 
Veränderliche,  und  führen  die  hier  angedeutete  Differentiation  mit  Rück- 
sicht auf  die  Relationen 

dx^    ,  ^     dxd^x    . 

ds^  ^  *   ds  d«a  1"         —  "» 

dx  d^x    .  .    /d^x\^  .  __ 

57  dp"  "•  ^  [ds^J  "^  "" 

und  auf  den  in  §  9  gegebenen  Ausdruck  für  den  Krümmnnggradins  ^ 
aus,  so  erhalten  wir 


W  u   d«2  + 


1    dn   .       \uJdX 


© 


ds      ds         fJiqt^ 


=  0. 


Die  Bedeutung  der  Formel  (e)  liegt  auf  der  Hand.  Sie  zeigt,  dass  X  die 
impulsive  Spannung  der  Schnur  im  Punkte  P  ist,  und  dass  die  Qeschwin- 
digkeit,  welche  dieser  Punkt  augenblicklich  annimmt,    die  Resultante  von 
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—  -r-  und   —   ist,  von  denen  der  erstere  Ausdruck  die  tanirentiale,    der 

zweite  die  nach  dem  Krümmungsmittelpunkt  zu  gerichtete  Componente 
ist.  Die  Differentialgleichung  (e)  zeigt  daher  das  Gesetz  der  Fortleitung 
der  augenblicklichen  Spannung  durch  die  Schnur  hindurch  und  beweist, 
dass  dieselbe  lediglich  von  der  Dichtigkeit  der  Schnur  in  jedem  Theile 
lind  von  ihrer  Krümmung  von  Punkt  zu  Punkt,  aber  durchaus  nicht  von 
der  Krümmnngsebene  ihrer  anfanglichen  Form  abhängt.  So  z.  B.  wird 
ne  längs  einer  Schraubenlinie  dieselbe  sein ,  wie  längs  eines  Kreises  von 
derselben  Krümmung. 

Bäcksichtlich  der  Erfüllung  der  sechs  Grenzgleichungen  tritt  eine 
Schwierigkeit  ein,  insofern  x^y^i  durch  (d),  ohne  dass  neue  wiUkürliche 
Constanten  eingeführt  würden,  unmittelbar  als  Functionen  von  X  aus- 
gedrückt werden,  welche  Grösse,  als  die  Lösung  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  nur  zwei  willkürliche  Constanten  enthält.  Es  erklärt 
sich  dies  dadurch,  dass  in  jedem  Punkte  der  Schniir  in  jedem  Augenblicke 
eine  beliebige  Geschwindigkeit  in  irgend  einer  zur  Tangente  senkrecht-en 
Richtung  erzeugt  werden  kann,  ohne  dass  der  Zustand  der  Schnur,  selbst 
in  unendlich  nahe  gelegenen  Punkten,  auch  nur  die  geringste  Aenderung 
erlitte.  Dies  leuchtet  ohne  Beweis  ein;  man  kann  es  aber  analytisch  da- 
durch beweisen,  dass  man  die  kinematische  Gleichung  (a)  in  folgender 
Weise  transformirt.  Es  sei  /  die  tangentiale,  g  die  nach  dem  Krümmungs- 
mittelpunkt zu  gerichtete  und  p  die  zur  osculatorischen  Ebene  senkrechte 
Oeschwindigkeitscomponente.  Bei  Benutzung  der  elementaren  Formeln 
für  die  Richtungscosinus  dieser  Linien  (§  9)  und  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  jetzt  s  die  unabhängig  Veränderliche  ist,  erhalten  wir 

^  =/  j — h  g    ,  ..    +P^-^ ^j-ö — »  y  =  u.  B.  w. 

Werden  diese  Werthe  in  (a)  eingesetzt,  so  folgt  nach  einigen  Reductionen 

eine  Form   der   kinematischen  Gleichung  einer  biegsamen  Linie,  die  uns 
später  von  grossem  Nutzen  sein  wird. 

Wir  sehen  somit,  dass,  wenn  die  tangentialen  Componenten  der  den 
Endpunkten  ertheUten  Geschwindigkeiten  irgendwelche  vorgeschriebenen 
W^erthe  haben,  wir  den  Enden  ausserdem  beliebige  zu  den  Tangenten 
senkrechte  Geschwindigkeiten  geben  können,  ohne  die  von  irgend  einem 
Theil  der  Sclinur  angenommene  Bewegung  zu  ändern.  Hieraus  leuchtet 
auch  ein,  dass  die  Richtungen  der  Impulse  an  den  Endpunkten  nothwen- 
dig  tangential  sind,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  ein  gegen  die  Tan- 
gente an  einem  Endpunkte  geneigter  Impuls  eine  unendliche  Quer- 
geschwindigkeit erzeugen  würde. 

Um  jetzt  die  Bedingungen  für  die  Enden  auszudrücken ,  seien  1''  und 
F'  die  als   bekannt   vorausgesetzten    tangentialen   Geschwindigkeiten ,  die 
in  denselben  erzeugt  werden.     Für  jeden  Punkt  P  ist ,   wie  wir  oben   ge- 
sehen haben, 
i  \  ^        i   dX 


i 
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folgüch 

II    dX        ^  ^  .  ^ 
—  -=-  =  j^,  wenn  s  =  0  ist, 
fji  ds           * 
1      dX             r>t  1    .   . 
7-  =  -Pf  wenn  s  =  *  ist, 
fi  ds 

und  diese  Gleichungen  genügen  zur  Bestimmung  der  IntegrationBconsUs- 
ten  von  (d). 

Wenn  statt  der  Geschwindigkeiten  die  tangentialen  Impulse  /,  i'  ge- 
geben sind,  die  den  Endpunkten  ertheilt  werden  müssen,  um  die  Bewe- 
gung zu  erzeugen,  so  haben  wir 

{A  ==  J,  wenn  s  =  0  ist, 
X  z=  Ff  wenn  8  =  Z  ist. 

Es  kann  auch  einer  der  beiden  Endpunkte  frei  sein;  fiir  diesen  haben 
wir  dann  X  :=  0  und  für  den  zweiten  Endpunkt  irgend  eine  in  Betreff 
des  ertheilten  Impulses  oder  der  erzeugten  Geschwindigkeit  vorgeschrie- 
bene Bedingung. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  insofern  sehr  interessant,  als  sie  zeigu 
wie  schnell  die  Fortleitung  des  Impulses  mit .  der  „Bichtungsänderung' 
längs  der  Schnur  nachlässt.  Der  Leser  wird  sich  dies  ohne  gros^ 
Schwierigkeit  erläutern,  dadurch  dass  er  es  für  den  Fall  einer  Schnur, 
die    entweder    gleichförmig   oder    von    solcher    Beschaffenheit    ist,     dass 

^ ----   einen  constanten  Werth    hat,   und   die  in   der  Form  eines  Kreise« 

oder  einer  Schraubenlinie  gegeben  ist,  detaillirt  ausarbeitet.  Die  Beanltat« 
haben  merkwürdige  und  dynamisch  höchst  interessante  Beziehungen  zu 
den  Bewegungen  einer  Peitschenschmitze  und  des  beim  Harpuniren  eines 
Walliisches  benutzten  Taues. 

Beispiel  (3).  —  Es  sei  eine  in  Buhe  befindliche  Masse  einer  nicht 
zusammendrückbaren  Flüssigkeit  gegeben,  welche  ein  geschlossenes  G«faf» 
von  irgend  einer  Gestalt  ganz  ausfüllt.  Ferner  sollen  dadurch,  dass  man 
plötzlich  die  Gestalt  des  Gefasses  zu  ändern  beginnt,  in  der  Flüssigkeit 
an  allen  Punkten  ihrer  Umgrenzungsfläche  plötzlich  beliebig  vorgeschrie- 
bene Normalgeschwindigkeiten  erzeugt  werden,  wobei  jedoch  das  Yolomen 
unverändert  bleiben  muss.  Man  soll  die  augenblickliche  Geschwindigkeit 
irgend  eines  inneren  Punktes  der  Flüssigkeit  bestimngen. 

Es  seien  a?,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  des  von  der  Flüssig- 
keit eingenommenen  Baumes  und  w,  v,  w  die  Componenten  der  Geschwin- 
digkeit, welche  das  in  P  liegende  Flüssigkeitstheilchen  erhalten    hat.    Ist 

dann  ^  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  und  bezeichnet   f  f  f  ©i*^«  ^^^ 

durch  den  ganzen  von  der  Flüssigkeit  eingenommenen  Baum  erstreckende 
Integration,  so  haben  wir 

(a)  T  =  fffVi  Q  {^^  +  v^  +  ^3)  dx  dy  dz, 

welches  Integral,  unter  Berücksichtigung  der  kinematischen  Bedingung  (§  193) 

/i\  du    .    dv    .    dw 


1 
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nnd  der  gegebenen  Oberflächenwerthe  der  normalen  Geichwindigkeits- 
componente  zu  einem  Minimum  gemacht  werden  muss.  Das  Verfahren 
der  Variationarechnung  liefert 

(c)  fffyi^^^^  +  ^^^  +  w^to) 

Durch  partieUe  Integration  erhalten  wir  aber 

=  y  A  (*^«  <iy  <^^  +  <^v  ef ^  da?  -|-  if  w  da?  dy) 

-  ///('"  5i  +  '"  s|  +  *'"  §i)  ''*  '*ä"''> 

and  wenn  2,  m,  n  die  Bichtungscosinns  der  Normalen  in  irgend  einem 
Punkte  der  Oberfläche,  d8  ein  Element  der  Oberfläche  und  ff  eine 
tich  aber  die  ganae  Oberfläche  entreckende  Integration  bezeichnen,  so  ist 

f  fX{&udydg  +  ^vdzdx  +  dwdxdy) 

=   ff^(l^^  +  w(ft?  +  n&w)dS  =  0, 

da  die  normale Geiichwindigkeitscomponente  gegeben  ist,  was  l&u  -^  mdv 
■j-  n  &10  =  0  erfordert.  Mit  Bücksicht  auf  dies  Besultat  ergiebt  sich  aus 
(c)  und  (d)  durch  Oleichsetzung  der  Coefficienten  von  &u,&Vtdw 

,,  dX  dX  dX 

Mittels  dieser  Formeln  kann  man  u,v,U)  aus  (b)  eliminiren  und  erhält 
eine  Oleichnng 

^^  dx\QdxJ  "^  dyV^  dyj  "^  d-rV^  d-f/  ""  " 

BOT  Bestimmung  von  X.  Ist  A  bestimmt,  so  ist  die  Lösung  der  Aufgabe 
der  Oleichnngen  (e)  wegen  beendet. 

Die  ausser  der  kinematischen  Gleichung  (b)  zu  erfüllende  Bedingung 
läuft  ein&oh  darauf  hinaus,  dass  ^{udx  -\-  vdy  -\-  wdz)  ein  vollstän- 
diges Differential  sei.  Wenn  die  Flüssigkeit  homogen,  also  q  constant  ist, 
so  muss  U dx  -|-  V dy  •\'  wdz  ein  vollständiges  Differential  sein ;  mit 
anderen  Worten,  die  plötzlich  erzeugte  Bewegung  muss  durch  die  ganze 
Flüssigkeit  hindurch  eine  .rotationslose"  [§  190,  (i)]  sein.  Die  Gleichung 
zur  Bestimmung  von  X  wird  in  diesem  Falle 

fe)  -3—5  +  -r-i  +  jT«  =  <>• 

^*'  d«*    '    dy*   '    dz^ 

Aus  den  später  .zu  behandelnden  Principien  der  Hydrodynamik  wird 
hervorgehen,  dass  die  Function X,  deren  Differential  ^(uda;-)-9dy-|-iod^) 
ist,  der  impulsive  Druck  im  Punkte  (x,y,  jp)  der  Flüssigkeit  ist.  Daraus 
können  wir  schliessen,  dass  die  Lösung  der  Gleichung  (f),  der  noch  die 
Bedingung  hinzugefügt  wird,  dass  X  für  jeden  Punkt  einer  gewissen  ge- 
Thomson  u.  Tait,  thoprctische  Physik.  X7 
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schloflsenen  Oberfläche  einen  gegebenen  Werth  habe,  für  jeden  Pnnkt 
innerhalb  dielfer  Oberfläche  möglich  ist  und  ein  bestinmites  Bescdtat  lie- 
fert. Dies  ist  genau  dasselbe  Problem,  wie  die  Beetinunnng  der  perma- 
nenten Temperatur  in  einem  beliebigen  Punkte  innerhalb  eines  heterogenen 
festen  Körpers,  dessen  Oberfläche  beständig  in  einer  nicht  gleichfonnigeo 
Temperatur  erhalten  wird;  es  ist  dann  (f)  die  Fourier'sche  Qleichimg  ' 
für  die   gleichförmige  Wärmeleitung  durch   einen   festen   Körper,  dessen 

Leitungsvermögen  im  Punkte  (x,y,z)  gleich  —  ist.    Die  Möglichkeit  uad 

die  Bestimmtheit  dieser  Aufgabe  sind  schon  oben  [Cap.  I,  Anhang,  A,  (e)] 
bewiesen,  und  es  ist  lehrreich,  den  früheren  Beweis  mit  dem  gegenwärti- 
gen zu  vergleichen.  Der  andere  Fall  der  Oberflächenbedingung  —  der, 
mit  welchem  wir  hier   begonnen  haben  —  zeigt ,  dass  die  Gleichung  (f\, 

wenn   l  ^ I-Wt |-«j-    fiir  jeden  Punkt  der  Oberfläche   nach  Be- 

dx    ^       dy    *       de 

lieben  gegeben  ist,  gleichfalls  für  den  ganzen  inneren  Baum  eine  und  nur 

eine   Lösung   besitzt.    Dies   kann   auch,   wie  wir  in  der  mathematischen 

Theorie  der  magnetischen  Induction  sehen  werden,   aus   dem  allgemeinen 

Theorem  (e)  des  obigen  Anhanges  A  gefolgert  werden,  wenn  man  voraus- j 

setzt,  a  sei  für  jeden  Punkt   ausserhalb   der   gegebenen  Oberfläche  Nai! 

und  habe  für  jeden  inneren  Punkt  (x,  y,  z)  den  Werth  — 

318.  Prinpip  der  kleinsten  Wirkung.  —  Manpertnis^ 
berühmtes  Princip  der  kleinsten  Wirkung  ist  bis  jetzt  mehr  ab 
eine  sonderbare  und  etwas  verwirrende  Eigenschaft  der  Bewegnngi 
denn  als  ein  nützlicher  Führer  in  kinetischen  Forschiuigen  aar 
gesehen  worden.  Wir  haben  aber  die  feste  Ueberzengung,  dnM 
man  demselben  eine  viel  tiefere  Bedeatong  beilegen  wird ,  nicht  niff| 
in  der  abstracten  Dynamik,  sondern  auch  in  der  Theorie  mehrerer 
Zweige  der  Physik,  die  jetzt  anfangen,  dynamische  Erklärungen  ti 
erhalten.  Als  eine  Erweiterung  dieses  Princips .  hat  W.  R.  HamiK 
ton*)  seine  Methode  der  variirenden  Wirkung  entwickelt,  dii 
unzweifelhaft  ein  sehr  schätzbares  Hülfsmittel  in  späteren  Ter- 
allgemeinerungen  werden  muss. 

Die  Bedeutung,  welche  das  Wort  „Wirkung"  in  diesen  Aof 
drücken  hat,  ist  unglücklicherweise  ganz  von  dem  Terachieden,  vm 
Newton  ab  die  Actio  Agentis  definirt,  und  unzweifelhaft  ist  jeM^ 
Wort  durchaus  nicht  so  gut  gewählt,  wie  Newton 's  Ausdruck.  Is^ 
dem  wir  es  indessen  in  dem  Sinne,  wie  wir  es  jetzt  allgemein  in  do^ 
Schriften  über  Dynamik  gebraucht  finden,  beibehalten,  so  definiren  vir 
die  Wirkung  eines  in  Bewegung  befindlichen  Systems  i^ 
proportional  dem  Producte  der  mittleren  kinetischen  Energie,  welcU 


•)  Phil.  Trang.     1834  —  1836. 
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du  System  von  irgend  einem  passend  gewählten  Augenblicke  an 
besessen  .hat,  in  die  betrachtete  Zeit.  Nach  der  allgemein' angenom- 
menen £inheit  ist  die  Wirkung  eines  Systems,  dessen  kinetische 
Energie  keine  Aenderung  erlitten  hat,  das  doppelte  Product  aus  der 
Energie  in  die  in  Rede  stehende  Zeit.  Wenn  die  Energie  manch- 
mal grösser,  manchmal  kleiner  war,  so  ist  die  Wirkung  zur  Zeit  t 
gleichfalls  das  Doppelte  von  dem,  was  wir  das  Zeitintegral  der 
Energie  nennen  können,  d.  h.  sie  wird  in  der  Integralrechnung  durch 

t 
2  fTdz 

0 

bezeichnet,  wo  T  die  kinetische  Energie  ist,  die  das  System 
in  irgend  einem  Augenblick  r  des  betrachteten  Zeitraums  yon  0 
bis  t  besitzt. 

Irgend  einer  der  materieUen  Punkte,  aus  denen  das  System  besteht, 
halM  die  Masse  m  und  zur  Zeit  x  die  Geschwindigkeit  v.    Dann  ist 

(1)  T=2"Vamt>3, 

folglich,  wenn  A  die  Wirkung  zur  Zeit  t  bezeichnet, 

t 

(2)  A^   flfnv^dz. 

0 

Man  kann  hierför  einen  anderen  Ausdruck  bilden,  indem  man  mit  ds  den 
Weg  bezeichnet,  den  ein  materieller  Punkt  in  der  Zeit  dx  beschreibt.  Es 
ist  dann  vdx  z=i  ds,  folglich 

(3)  A  =  fimvda, 

oder,  wenn  die  Masse  m  zu  irgend  einer  Zeit  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  x^y^e  hat, 

W  A  SS  fjem{xdx  +  ydy  +  ide). 

Danach  könnt«  man,  und  viele  Schriftsteller  haben  dies  wirklich  gethan, 
die  Wirkung  folgendermaassen  definiren:  — 

Die  Wirkung  eines  Systems  wird  erhalten,  wenn  man  die  mitt- 
lere Bewegungs grosse,  die  jeder  Punkt  des  Systems  auf  seinem 
Wege  während  der  in  Rede  stehenden  Zeit  hat,  mit  der  Länge  sei- 
nes Weges  multiplicirt  und  alle  diese  Producte  addirt. 

319.  Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  ist  folgendes:  — 
Unter  allen  den  yerschiedenen  Bewegongsweisen,  mittels  deren  die 
Punkte  eines  conserratiyen  Systems  aus  einer  Configuration  in  eine 
andere  gelangen  können,  während  die  Summe  der  potentieUen  und 
der  Idnetisohen  Energie  gleich  einer  gegebenen  Constanten  ist,  giebt 

17* 


n 
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es  eine  Bewegungsweise,  für  weiche  die  Wirkung  ein  Minimum  ut 
Es  ist  dies  diejenige,  auf  welcher  sich  das  System  von  selbst 
ohne  jede  Leitung  bewegt,  wenn  es  nur  durch  einen  Anstoss  die  ge- 
eigneten (Geschwindigkeiten  erhalten  hat. 

Es  seien  x,  y,  z  zur  Zeit  t  die  Coordinaten  eines  die  Masse  m  ent- 
haltenden Punktes  und  V  die  potentieUe  Energie  des  Systems  in  der  za 
dieser  Zeit  vorhandenen  besonderen  Conflguration.  Das  System  soll  au 
einer  gegebenen  Gonilguration  in  eine  andere  übergehen,  und  dabei  sollen 
seine  Geschwindigkeiten  in  jedem  Augenblick  der  Bedingung 

(5)  -rVimCxa  +  y*  +  i^)  +■  F  =  -E  =  einer  Constanten 
geniigen.   Auf  welchem  Wege  muss  dieser  üebergang  erfolgen,  damit  A  oder 

fsm(xdx  -f-  ydy  -f-  idz)  i 

einen  möglichst  kleinen  Werth  annehme? 

Nach  dem  Verfahren  der  Variationsrechnung  findet  man,  dass  (f  A  =  0 
sein  muss,  wo  | 

(6)  SA  =  JjSm(xdSx-\'ydSy'\-zdSZ'\-ixdX'\-dydy-{-Sidz) 

ist.  Wird  hierin  dx  =  xdt,  dy  ^  ydx^  dz  =  zdt  genommen  ood 
beachtet,  dass 

(7)  JrwCrrcTflc  +  y(fy  +  icfi)  =  cfr 

ist,  so  haben  wir 

t 

(8)  fjm(&xdx  +  Sydy  -^  dz  dz)  =  fdTdt, 

Femer  ergiebt  sich  durch  partielle  Integration  ' 

f^m (xd dx  -{-"')  =  {^m {xdx  -|-  •  •  ■))  —  [^^ (xdx  +  •  • .)] 

—   f'^m  {xdx  +  •  •  •)  dt, 

wo  [•  •  •]  und  {•  •  •}  die  Werthe  der  eingeschlossenen  Grossen  zu  Anflug 
und  zu  Ende  der  betrachteten  Bewegung  bezeichnen  und  dx=zxdT,u.t.^. 
ist.    Der  obige  Ausdruck  (6)  geht  somit  über  in 

(9)  dA  ==  {Sm(xdx  +  ydy  +  zdz))  —  [^m(xdx  +■  ydy  -f  idi]] 

t 
+  fdx[dT  —  Sm(xdx  +  ydy  +  zdz)]. 

0 

Wir  machen  darauf  auftnerksam,  dass  dies  ein  völlig  allgemeiner,  dmch 
keine  Grenz-  oder  kinetischen  Bedingungen  beschränkter  kinematischer 
Ausdruck  ist.  Im  gegenwärtigen  Problem  setzen  wir  nun  die  anfilnglicb« 
und  die  Endlage  als  unveränderlich  voraus.  Folglich  miissen  die  Varis* 
tionen  dx,  u.  s.  w.  für  die  Grenzwerthe  sämmtlich  verschwinden,  dk 
Ausdrücke  {•••},  [•  •  •]  somit  wegfallen.  Auch  ist  im  vorliegenden  Problem 
nach  der  Gleichung  der  Energie  (5)  <f  T  =  —  cf  F.  Um  also  d-A  ^^ 
zu  machen,  müssen  wir,  da  die  Zwischenwerthe  der  Variationen  dx^  n.  9,  ▼. 
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nur  den  Bedingmigen  des  Systenu  unterworfen,  im  Uebrigen  aber  ganz 
willkärlich  sind, 

(10)  £m{x^x  4-  ycfy  +  sde)    +  <f  F  =  o 

haben,  was  [§  293,  (4)]  die  allgemeine  Yariationsgleiohong  der  Bewegung 
eines  consenrativen  Systems  ist.  Damit  ist  der  Satz  bewiesen.  Es  folgt 
daraus  auch:  — 

320.  Stationftre  Wirkung.  —  Bei  jeder  ungezwungenen  Be- 
wegung eines  conservativen  Systems  aus  irgend  einer  bestimmten  An- 
fangslage in  eine  beliebige  andere  Lage  ist  die  Wirkung  zwar  nicht 
notbwendig  ein  Minimum,  hat  aber  die  Eigenschaft,  stationär  zu 
sein,  d.  h.  ihre  Variation  verschwindet,  was  die  Bedingung  für  das 
Vorhandensein  eines  Minimums,  Maximums,  oder  eines  Maximum- 
minimums  ist. 

Dies  lässt  sich  ohne  Benutzung  der  mathematischen  Ausdrucksweise 
wohl  kaum  klar  machen.  Es  seien  (^1,^1,^1),  (^^ip^t^iit  u.  s.  w.  zu 
irgend  einer  Zeit  t  der  wirklichen  Bewegung  die  Coordinaten  von  Massen- 
theilchen  if»i,m2,  u.  s.  w.  des  Systems.  Femer  seien  F*  die  potentielle 
Bnergie  des  Systems  in  der  zu  dieser  Zeit  t  vorhandenen  Configuration 
und  E  der  gegebene  Werth  der  Summe  der  potentiellen  und  der  kineti- 
achen  Energie.    Die  Gleichung  der  Energie  ist  dann: 

(')  Vi  {«1 W  +  y?  +  «.')  +  ^(if+yi+ii)  +  «•  8-  w.}  +  F  =  E. 

Fassen  wir  irgend  einen  Theil  der  Bewegung,  z.  B.  diejenige  von  der 
Zeit  0  bis  zur  Zeit  t  ins  Auge,  so  erhalten  wir  für  die  Wirkung  während 
dieses  Intervalles 

t  t 

(11)  A  =  f(E  —V)dzz=Et  —fVdz. 

0  0 

Jetzt  wollen  wir  voraussetzen,  das  System  werde  auf  irgend  einem  anderen 
bei  den  vorhandenen  Bedingungen  möglichen  Wege  mit  irgendwelchen 
anderen  Geschwindigkeiten  aus  derselben  anfanglichen  in  dieselbe  End- 
oonfiguration  wie  in  der  gegebenen  Bewegung  geleitet,  und  auch  bei  die- 
»er  zweiten  (gezwungenen)  Bewegung  sei  die  Bedingung  erfüllt,  dass  die 
kinetische  und  die  potentielle  Energie  die  Summe  E  haben.  Zur  Zeit  z 
vährend  dieser  willkürlichen  Bewegung  seien  (a:/,  y/,  -a?,') ,  u.  s.  w.  die 
Coordinaten,  V  die  entsprechende  potentielle  Energie  und  (jr^',  1/1',  i|')>  u.  s.  w. 
die  Geschwindigkeitscomponenten.  Dann  bleibt  die  Gleichung  (l)  noch 
bestehen,  wenn  allen  darin  enthaltenen  Buchstaben,  mit  alleiniger  Aus- 
nahme von  E,  Accente  gegeben  werden,  und  wir  erhalten  für  die  Wirkung 

f 

(12)  Ä'  =  Et'  —  fVdz, 

0 
vo  f  die  Zeit  bezeichnet,  während  welcher  diese  zweite  gezwungene  Be- 
wegung vor  sich  geht.   Es  bezeichne  nun  ^  eine  kleine  numerische  Grösse, 
und  es  seien  Ij,  »?|,  u.  s.  w.   endliche  Linien  von  der  Beschaffenheit,  dass 
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a?/-^i  ^y/-yi  ^'^-^\  ^g2'-a?2  ^^  g  w  =* 
5i  n\  Ci  Ig 

ist.  Das  „Princip  der  stationären  Wirkung"  besteht  dann  darin,  dass  Ar 
jede  mögliche  Abweichung  (li^*  iJi^,  u.  s.  w.)  von  dem  natorlichen 
Wege  und  den  zugehörigen  Qeschwindigkeiten,  wenn  diese  neue  Beweg^img 
nur  die  Gleichung  der  Energie  erfüllt  und  das  System  durch  die  fest- 
gesetzte anfängliche  und  die  gleichfalls  festgesetzte  Endconflgiuution  his- 

durchführt ,  der  Ausdruck  -r für  ein  unendlich  kleines  9-  verschirin- 

F'  —  F 
det,  und  umgekehrt,  dass,  wenn zugleich  mit  *   für  jede  mög- 

liehe  Abweichung  dieser  Art  von  einem  gewissen  durch  die  Coordinaten 
(^],^i,^]),  u.  B.  w.  angegebenen  Wege  und  gewissen  Geschwindigkeites 
verschwindet,  dieser  Weg  und  diese  Gteschwindigkeiten  es  sind,  welche 
das  System  ohne  weitere  Leitung  annimmt,  wenn  es  nur  mit  passen- 
den Geschwindigkeiten  von  der  anfänglichen  Configuration  aus  in  Bewe- 
gung gesetzt  wird. 

321.  Variirende  Wirkung.  —  Von  diesem  Princip  der 
stationären  Wirkung,  das  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  auf  einen 
Vergleich  zwischen  einer  natürlichen  Bewegung  und  einer  beliebigen 
anderen  Bewegung  stützt,  die  willkürlich  geleitet  wird  nnd  nur  dem 
Gesetz  der  Energie,  sowie  der  Bedingung  unterworfen  ist,  das 
System  ans  derselben  anfanglichen  in  dieselbe  Endconfiguration  wie 
die  natürliche  Bewegung  zu  führen,  geht  Hamilton  zu  der  Be- 
trachtung der  Variation  der  Wirkung  in  einer  natürlichen  oder  un- 
geleiteten  Bewegung  des  Systems  über,  die  entsteht,  wenn  man  die 
anfangliche  und  die  Endconfiguration,  sowie  die  Summe  der  poten- 
tiellen und  der  kinetischen  Energie  variiren  lässt.  Das  Resultat  ist 
folgendes:  — 

3*22.  Die  Abnahme  der  Wirkung,  genommen  für  die  Einheit 
der  Zunahme  irgend  einer  der  beliebig  gewählten  (allgemeinen)  Coor- 
dinaten (§  204),  welche  die  anfängliche  Configuration  ausdrücken,  ist 
gleich  der  entsprechenden  (allgemeinen)  Componente  der  Bewegungs- 
grösse  [§313,  (c)]  der  wirklichen  Bewegung  aus  dieser  Configuration; 
die  Zunahme  der  Wirkung,  genommen  für  die  Einheit  der  Zunahme 
ii'gend  einer  der  die  Endconfiguration  bestimmenden  beliebigen  Coor- 
dinaten  ist  gleich  der  entsprechenden  Componente  der  Bewegungs- 
grösse  der  wirklichen  Bewegung  gegen  diese  zweite  Configuration 
hin;  endlich  ist  die  Zunahme  der  Wirkung,  genommen  für  die  Ein- 
heit der  Zunahme  der  constanten  Summe  der  potentiellen  und  der 
kinetischen  Energie,  gleich  der  Zeit,  welche  die  Bewegung  dauert, 
deren  Wirkung  berechnet  wird.    , 
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Dies  zu  beweisen,  müsflen  wir  in  unserem  früheren  Ausdmck  (9)  für 
<f  A  die  auf  die  beiden  äossersten  Lagen  bezüglichen  Ooordinaten  variiren 
lassen;  femer  haben  wir  anzanehmen,  aus  &T  werde  dE —  dV,  wo  tfE 
während  der  Bewegung  eine  Constante  ist,  und  jede  Beihe  von  Wegen 
und  Geschwindigkeiten  gehöre  zu  einer  ungezwungenen  Bewegung  des 
Systems,  unter  welcher  Voraussetzung  die  Gleichung  (10)  gültig  bleibt. 
Es  ist  daher 

(13)  &A  =  {Jm{xifx  +  ycfy  +  i&z)) 

—  [£m{xdx  +  ydy  +  irf^)]  +  tdE. 

Wir  setzen  jetzt  erstens  voraus,  die  das  System  ausmachenden  materiellen 
Punkte  seien  sämmtlich  frei  von  Zwang,  so  dass  (rc,  y,  £)  für  jeden  dieser 
Punkte  drei  unabhängig  Veränderliche  sind.  Ausserdem  bezeichnen  wir 
der  Deutlichkeit  wegen  mit  (ip/,  yi'i -3fj0  und  (Xi^yj^Si)  die  Ooordinaten 
des  Massentheilchens  tfi]  in  seiner  anfanglichen  und  seiner  Endlage  und 
"^*  (^i'»  Ä'»  ^lO»  (^uyn-^i)  <^iö  Geschwindigkeitscomponenten  dieses  Theil- 
chens  in  diesen  Punkten.  Dann  erhalten  wir  aus  dem  Vorhergehenden 
nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  der   partiellen  Differentialquotienten 

'dA  .  ,     dÄ  .,    dA  ., 


(U) 


dx^'-       "'^•*i'  dy^'  "       "^^^-'  dV 
dA  dA  dA  . 

d^  =  *"^^^'  J^  =  '^^'^  d7,  =  '"^'^'  ^-  '■  ^• 

dA 


In  diesen  Gleichungen  haben  wir  vorauszusetzen,  A  sei  als  Function  der 
anfanglichen  und  der  Endcoordinaten  ausgedrückt,  was  im  Ganzen  sechs 
Hai  so  viele  unabhängig  Veränderliche  sind,  als  das  System  materielle 
Punkte  enthält;  dazu  kommt  noch  eine  weitere  Veränderliche  E,  die 
Summe  der  potentiellen  und  der  kinetischen  Energie. 

Wenn  die  materiellen  Punkte,  aus  denen  das  System  besteht,  nicht 
frei,  sondern  in  irgend  einer  Weise  mit  einander  verbunden  sind,  so  dass 
sie  entweder  einen  starren  Körper  oder  eine  beliebige  Anzahl  starrer  Kör- 
per bilden,  die  frei  oder  verbunden  sind,  so  könnten  wir  das  System  zwar 
immer  noch  als  ein  System  freier  Punkte  ansehen,  wenn  wir  ausser  den 
einwirkenden  Kräften  auch  noch  diejenigen  Kräfte  in  Rechnung  zögen, 
die  nothwendig  sind,  um  die  Erfüllung  der  Bedingungen  des  vorhandenen 
Zusammenhanges  zu  erzwingen.  Aber,  obschon  diese  Art,  mit  einem 
System  in  Verbindung  stehender  materieller  Punkte  zu  verfahren,  sehr 
einfach  ist,  soweit  es  sich  bloss  um  das  Gesetz  der  Energie  handelt,  so 
sind  doch  Lagrange^s  Methoden  vorzuziehen,  sowohl  diejenige  „der 
Bedingungsgleichungen*',  als  auch  die  für  unsere  jetzigen  Zwecke  weit 
passendere  Methode  „der  allgemeinen  Coordinaten" ;  sie  ersparen  uns  näm- 
lich sehr  mühselige  Interpretationen,  wenn  die  Verschiebungen  materieller 
Punkte  betrachtet  werden  sollen,  die  aus  willkürlichen  Variationen  in  der 
Configuration  eines  Systems  herrühren. 

Wir   wollen    demgemäss  voraussetzen,  für  irgend  eine  besondere  Con- 
figuration  {x^,  yj,  ^,),  (rcj,  y^,  ^a).  •  •  •  g«^«  ^^^  Ausdruck 
(,5%  (wiCiicfxi  -f  y^dy^  +  z^Sz^)  +  u.  s.  w. 

lüber  in  |cf«/'  +  'i^g)  -|-  C<^^  +  ^-  »•  w., 
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wenn  er  durch  die  allgemeinen  Goordinaten  V»  T'»  ^i  •  • «  ausgedrückt  wird, 
deren  Anzahl  gleich  der  Anzahl  der  Freiheitsgrade  in  der  Bewegung  des] 
Systems  ist  [§  313,  (c)]. 

Wenn  man  ebenso  den  Ausdruck  fOr  die  kinetische  Energie  des  Sy- 
stems transfonmrt,  so  erhält  man  offenbar 

(16)    Vaiih  (i«  +  yf  4-  if)  +  ^-  8.  w.  =  %  (IV'  +  1?^  +  C*  +  u.  s.  w.).| 

und  daher  sind  1, 17,  C»  u.  s.  w.   diejenigen  linearen  Functionen  der  all- 
gemeinen Geschwindigkeiten,   welche  wir  die  „allgemeinen  Componentenl 
der  Bewegungsgrösse"  genannt  haben,   und  welche,  wenn  die  kinetuchtl 
Energie  T  als  eine  homogene  Function  zweiten  Qrades  der  Geschwindi^l 
keiten  ausgedrückt  ist  (die  Ck>efficienten  dieser  Function  sind  natürlich  ii 
Allgemeinen  Functionen  der  Goordinaten  <//,  ^,  «^,  u.  s.  w.),  ans  T  durch 
folgenden  Formeln  hergeleitet  werden  können: 


(17) 


difi  d  g> 


r      dr 

f  =  — r  ,   U.  8.  W. 

d9^ 


Werden  also  wieder  accentuirte  Buchstaben  für  die  anfangliche  und  nii 
accentuirte  Buchstaben  für  die  Endconfiguration  des  Systems  genonunt 
so  ist 


(18) 


i^~  ^'d<ff~       ^'d9'~       4."»-^- 

dA       ^  dÄ  dA       , 

und,  wie  früher,  -r^,  =  t. 
'  d  E 


Diese  Gleichungen  (18),  welche  die  Gleichungen  (14)  natürlich  als  einen; 
besonderen  Fall  in  sich  scbliessen,  drücken  in  einer  mathematischen  Form 
das  Princip  der  variirenden  Wirkung  aus,  das  wir  oben  in  Worten 
angegeben  haben. 

Die  Werthe  der  Bewegungsgrössen ,  welche  in  dieser  Weise  [(14)  und 
(18)]  durch  die  Differentialquotienten  von  A  ausgedrückt  werden,  müsm 
natürlich  der  Gleichung  der  Energie  genügen.  Für  den  Fall  freier  mate- 
rieller Punkte  ist  daher 


(19) 
(20) 


l  /dA»   ,    dA»    ,    dA*\ 


m 


to+d^  +  d^;  =  2(^-F). 


1  /d^a       dA^ 


dy^    '     dz^ 


Für  ein  System  von  materiellen  Punkten  oder  starren  Körpern,  die  irgend- 
wie mit  einander  verbunden  sind,  ist  im  Allgemeinen  nach  (16)  and  (18) 


(21) 
(22) 


;  dA    .     •  dA    ,     •  dA    ,  ^  /»n        »r^ 

'^dVJ+^J^+   ^_  +  U.  8.  w.  =  2(^-   F), 


d& 

3^ 


:j  dA    .     ',  dA    ,     •.  dA    ,  .__      -__, 

1^1^+  f^d^+  *':y^+u.s.w.  =  2(B-F'). 
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•     ■ 

*o  ^i9>i  n.  8.  w.  durch  Auflösung  der  Gleichungen 


(23) 


|1  j\ 

{9>,^)  ^  +  i9>.9>)9>  +  ((P,  *)^  +  u.  8.  w.  =  1?  =  j-^ 

U.   8.  W.      U.   8.    W. 


»Is  lineare  Functionen  von  3—- ,  -7— ,  u.  s.  w. ,  und  ebenso  1^,  9/,  u.  s.  w. 
durch  Auflösung  der  Gleichungen 

W,^W  +  (V^.y')*'  +  («/.*0*'  +  «•  »•  w.  =  {*  =  -  j^ 

<")\/,V/)V/  +  (^,5pO^  +  (^.dO**  +  u.  s.  w.  =  ./  =  -  1^ 

lU.  8.  W.      U.   8.   W. 

als  lineart  Functionen   von  —  T17»  —  T^'   ^'  *'  ^'  *^"g®d^<^^*'  '''^®''" 

den  können.  Wir  erinnern  daran,  dass  (i/',  V»),  («/',  gj),  u.  s.  w.  Functionen 
der  bestunmenden  Elemente  1/',  9p,  ^^  u.  s.  w.  sind ,  die  nur  von  der  kine- 
matischen Katur  des  Coordinatensystems  und  keineswegs  von  dem  dyna- 
nÜBchen  Problem  abhängen,  das  uns  jetzt  beschäftigt;  es  sind  nämlich 
die  CoefBcienten  der  halben  Quadrate  und  der  Froducte  der  verallgemeiner- 
ten Geschwindigkeiten  in  dem  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie  irgend 
einer  Bewegung  des  Systems;  die  Functionen  (i/, «/),  (»//,  qf\  u.  s.  w.  sind 
ans  ^,  9/,  u.  8.  w.  auf  genau  dieselbe  Weise ,  wie  (i/^,  \^\  («/^  ^),  u.  s.  w. 
aoB  Vi  9>,  u.  8.  w.  gebildet ,  und  A  ist  eine  Function  aller  Elemente 
V>  y,  u.  s.  w.,  1^,  ^',  u.  8.  w.    Danach  ist  das   erste  Glied  von  (21)  eine 

d  A     dA 

quadratische  Function  von  -5 — ,   -5 — ,   u.   s.   w. ,   deren   Coefflcienten   be- 

a\\>     d  q> 

kannte  Functionen  von  »/'» 9>i  u.  s.  w.  sind,  die  nur  von  den  kinematischen 
Besiehnngen  des  Systems  und  von  den  Massen  seiner  Theile,  aber  durch- 
ans  nicht  von  den  wirklichen  Kräften  oder  Bewegungen  abhängen;  das 
zweite  Olied  ist  eine  Function  der  Coordinaten  Vi  9P.  i*-  «.  w. ,  die  von 
den  Kräften  in  dem  dynamischen  Problem  und  von  einer  Constanten  ab- 
liangt,  welche  den  gegebenen  besonderen  Werth  der  Summe  der  poten- 
tiellen und  der  kinetischen  Energie  in  der  wirklichen  Bewegung  aus- 
druckt   Aehnliches  gilt  von  (22)  in  Beziehung  auf  t/^,  ^',  u.  s.  w. 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  die  eine  für  die  Bewegung  freier  materieUer 
Punkte  gefundene  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  zwei- 
ten Grades  (19)  oder  die  ihr  äquivalente  Gleichung  (21)  zur  Bestimmung 
einer  Function  A  ^nügt^  die  so  beschaffen  ist,  dass  die  Gleichungen  (14) 
oder  (18)  die  Bewegungsgrossen  in  einer  wirklichen  Bewegung  des  den  ge- 
gebenen Kräften  unterworfenen  Systems  ausdrücken.  Denn  wenn  wir  zuerst 
die  Annahme  vollkommener  Freiheit  der  Massenpunkte  machen  und  die  Glei- 
ekong  (19)  noch  unter  Hamilton's  Voraussetzung  differentiiren ,  dass  A 
bkMs  durch  die  anfänglichen  und  die  Endcoordinaten  und  die  Summe  E  der 
potentieUen  und  der  kinetischen  Energie  ausgedrückt  ist,   so  erhalten  wir 

2jL{^     <^^^      i    dA     d^A      ,    dA     d^A  \  _  _  g  — • 
m  \d X  dxxdx  "*    dy  dx^dy    '    de  dx^dz)  d(c^ 
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Nach  (14)  ist  aber 

1     dÄ         .       1     dÄ 

j =   Xi,    j =    f/|,   U.   8.   W., 

Ml  dxi         *    Wi  dyi        ^'*  * 

folglich 

d^Ä_      dx^       d^A    _       dy^_      dx^       d^A    _       dz^  _     di, 
dxf        ^dxi*  dx^dy^i      ^rfxi~~    ^dy^'  dx^dz^^      ^^dx^      ^d^j  ' 

d^A  dx^  dxt 

"3 — j —  =  mn  T —  =  I»,  «5 — i  ,  u.  8.  w. 
aXi  ax^  aX'i  ax^ 

Diese  Formeln  benutzen  wir  in  der  letzten  Gleichung^  zugleich  laaaen  wir 
beiderseits  den  Factor  2  weg  und  schreiben  die  Glieder  für  zwei  mate- 
rielle Punkte  vollständig  hin ,  damit  der  Gebrauch  des  Zeichens  S  keine 
Verwirrung  veranlasse;  es  ergiebt  sich 

/«..\  f  •  d^\    I     .  dxx    I     '  dxt    .     ,  dx-t    ,     .  dx-i 

,    .  di,    ,  \  dV 

+  '«5^+"-  '■-"■)  =  - 1^- 

Wird  jetzt  das  erste  Glied  mit  dt  multlplicii-t ,  so  erhalten  wir  offenbtf 
die  Aenderung'  des  Werthes  von  m^  ^r^ ,  welche  dadurch  entsteht ,  dui 
man,  immer  noch  unter  Hamilton's  Voraussetzung,  die Coordinaten  aller 
Punkte  (d.  h.  die  Coniiguration  des  Systems)  von  den  Wertheu ,  die  sie  ia 
irgend  einem  Augenblick  haben ,  zu  den  Werthen  varüren  lässt ,  die  b0 
zu  einer  dt  späteren  Zeit  haben.  Das  mit  dt  multiplicirte  erste  Glied 
von  (25)  ist  daher  die  Aenderung  in  dem  Werthe  von  «ij  Xj ,  die  in  Jtf 
natürlichen  Bewegung  von  der  Zeit  t,  wo  die  Conflguration  (Xityi,Zi,x^y...i^ 
ist,  bis  zur  Zeit  t-^-dt  wirklich  erfolgt.    Dasselbe  ist  daher  gleich  rnjiriiti 

j  -rr 

und  folglich  geht  (25)  einfach  in  mj  Jp^  =  —  t —  über.  Auf  ähnliche 
Weise  finden  wir  i 

dV         ..  dV         .  dV 

Dies  sind  aber  [§  293,  (4)]  die  elementaren  Differentialgleichungen  der 
Bewegungen  eines  conservativen  Systems,  das  aus  freien  materieUen  Puak- 
ten  besteht,  die  wechselseitig  auf  einander  einwirken. 

Wenn  wir  weiter  a?i,yi,^i,  Xj,  u.  s.  w.  als  constant  ansehen  and 
genau  dasselbe  Verfahren  in  Beziehung  auf  Xi\  y^',  Zi,  x^\  u.  s.  w.  an- 
stellen,  so  erhalten  wir  genau  dieselben  Gleichungen  zwischen  den  accen* 
tuirten   Buchstaben ;    der    einzige  Unterschied   besteht   darin ,    dass  —  ^ 

dV 

statt  A  erscheint.     Wir   finden   schliesslich    m^  iCj'  =  ^ — j    und    folget» 

daraus,    dass,  wenn    die  Gleichung  (20)  erfüllt  wird,    die  durch  (14)  <Ja^ 

gestellte   Bewegung    eine   natürliche    Bewegung   durch   die    Configur8ti<m 

(x^\  yi',r,',  Xg', . . .)  hindurch  ist. 

Wenn  dnher  die  Gleichungen  (19)  und  (20)  beide  erfüllt   werden,  und 

wenn  wir  im  Falle  x^  =  Xi,  y^  ■=  y/,  Zi  =  z^,  x^  ==  x^'^  u.  s.  w.  »nfh 

d  A  dA 

noch  -j —  = = — ;,  u.  8.  w.  haben,    so    ist   die  durch  (14)    dargesteliU 

aXi  UXi 
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Bewegung  eine  natürliche  Bewegung  durch  die  beiden  Configurationen 
{Xi\yi,Si,  xj, . . .)  und  (Xi,  yij^it  x^^ . . .)  hindurch.  Obgleich  die  Zeichen 
in  den  vorhergehenden  Ausdrücken  auf  Grund  der  Voraussetzung  fest- 
gesetzt sind,  dass  die  Bewegung  aus  der  ersteren  in  die  zweite  Configu- 
retion  erfolgen  solle,  so  kann  sie  oifenbar  auch  von  der  zweiten  zur 
ersteren  vor  sich  gehen;  denn  welcher  Weg  auch  eingeschlagen  wird,  die 
Bewegung  im  entgegengesetzten  Sinne  ist  nach  der  allgemeinen  Eigen- 
schaft eines  conservativen  Systems  gleichfolls  eine  natürliche  Bewe- 
rmg  (§  271). 

Um  dasselbe  für  ein  conservatives  System  zu  beweisen,  das  durch 
iilgendwie  mit  einander  verbundene  materielle  Punkte  oder  starre  Körper 
gebüdet  wird,  so  erhalten  wir  erstens  aus  (18) 

/n,v  dn         dl      dl;         dl 

(2Ö  T-=-  =  -i—  ,    -3-7  =  -T-r  ,  U.  S.  W., 

dtp       dg>     d\p       dd^ 

wo  nach  Hamilton's  Princip  vorausgesetzt  wird,  t/^, gp,  u.  s.  w.  und 
{,  *},  u.  8.  w.  seien  durch  \p,  9p,  u.  s.  w. ,  V^,  9/,  u.  s.  w.  und  die  Summe 
der  potentiellen  und  der  kinetischen  Energie  ausgedrückt.  Wird  unter 
derselben  Voraussetzung  die  Gleichung  (21)  differentiirt,  so  folgt 

dip    '     ^d\ff    '        dip    ' 

,    td^    ,       dgf    ,    ^dd^    .  ^dV 

'      diff    '      d\p    '      dtp  dtp 

Nach  (26)  und  nach  den  obigen^etrachtungen  ist  aber 

(28)  ^|i-|.   ^^+*|£^.„.  s.  w. 

d\p  d\p  d\p    ' 

:  dl    .     '  dl    .     ■  dl    .  t* 

wo  l  die  für  die  Einheit  der  Zeit  genommene  Aenderung  von  l  bezeichnet, 
'^e  in  der  wirklichen  Bewegung  erfolgt. 
Weiter  haben  wir 


(29) 


f  *  •  m  m 

dnp  ^  dl  dlp  ^  'dij  dTp  "^  ^-  ""'  '^'  ^  d^' 
_  •  •  •  • 

dg> ^  dl_    .    ^jp  df}^    ,  t    ^(p 

Tip"  dl  dtp'^  d^  dxp^  "•  ^'  '^'  "^  Tip' 


U.    8.    W.      U.    S.    W,, 

wenn,  wie  in  Hamilton's  System  der  kanonischen  Bewegungsgleichungen, 
vomnsgesetzt  wird,  i/i^,  9»,  u.  s.  w.  seien  als  lineare  Functionen  von 
tij,  u.  8.  w.  ausgedrückt,  deren  Coefßcienten  die  Veränderlichen  1//, 
f,*,  u.  8.  w.  enthalten,  und  wenn  wir  uns  des  Buchstabens  ö  bedienen, 
Ba  die  partielle  Differentiation  dieser  Functionen  in  Beziehung  auf  das 
By«tem  der  als  unabhängig  angesehenen  Veränderlichen  $,  r/, . . .,  i//,  9», . .  . 
•Ä  bezeichnen.  Wir  wollen  die  Coefficienten  nach  dem  oben  befolgten 
Verfahren  mit  f V»  V']»  ^'  ^-  w.  bezeichnen,  so  dass  wir,  wenn 

m       T  =  Va  l[V',  V]  I«  +  [«r,  (r]  '?'  +  •••  +  2  [«/',  9)]  1/;  H 1 

^  Formel  für  die  kinetische  Energie  ist, 
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(31) 


In.  8.  W.     U.  8.  w. 

erhalten,  wo  [^,g>]  und  [%it^]  natürlich  denselben  Werth  haben.  Es  er 
giebt  8ich  dann 

-y—  =  — -=-— i  I  -^ ^-_-ZJ  ^  4-  u.  8.  w. ; 

-y-7   =   — ^ -i   +    U.   8.   W.,      U.    8.    W., 

folglich  au8  (29) 

m 

+    ([«/».(P]«   +   [(P-?']  <»  +  «.   8.   W.)  ^  4-   u.   8.   W.   +  -^^P 

und  hieraus  ersehen  wir  mit  Rücksicht  auf  (28) 

(32)  lj-7  +  '?:rT+  Cj-T  +  ii-  8-  w.  =  {  +  2-|--. 

Die  Gleichungen  (32)  und  (28)  reduciren  das  erste  Glied  von  (27)  aä 
2^  -{-  2  -^ — ;  wir  erhalten  daher  durch  Division  mit  2 

(33)  I  +  -T—  =  —  j-Ti  und  ebenso  ij  +  -=—  =  —  -j— ,  u.  s.  w. 

Die  Anzahl  dieser  Diffei*entialgleichungen  ist  so  gross  wie  diejenige  di 
Veränderlichen  i/',  ^,  u.  s.  w.  Sie  genügen ,  letztere  durch  t  und  eis 
zweimal  so  gronse  Anzahl  willkürlicher  Oonstanten  auszudrücken.  Jti 
Lösung  des  dynamischen  Problems  genügt  aber,  wie  wir  oben  gezeig 
haben,  den  Gleichungen  (21)  und  (23);  sie  muss  daher  auch  diesen  dai«l 
hergeleiteten  Gleichungen  (33)  genügen.  Die  Gleichungen  (33)  sind  soo^ 
die  Bewegungsgleichungen  des  aiif  allgemeine  Coordinaten  besogeni 
Systems,  deren  Anzahl  gleich  derjenigen  der  Freiheitsg^rade  ist.  Sie  an 
die  Hamilton'schen  expliciten  Bewegungsgleichungen,  für  welche  «J 
unten  einen  directen  Beweis  geben  werden.  Ganz  wie  oben  erhellt  foi| 
lieh,  dass,  wenn  (21)  und  (22)  erfüllt  sind,  (18)  eine  natürliche  Beweg« 
des  Systems  aus  einer  der  beiden  Conügurationen  (<//,  ^r,  ^,  .  .  • 
(i/'',  9/',  ^» . . .)  in  die  andere  ausdrückt.  Wir  erhalten  also  das  folgend 
Resultat:  — 
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323.  Charakteristisohe  Function.  —  Die  Bestimmung  der 
Bewegung  eines  beliebigen  conservativen  Systems  aus  einer  Con- 
fignration  in  eine  andere  hängt,  wenn  die  Summe  der  potentiellen 
und  der  kinetischen  Energie  gegeben  ist,  von  der  Ermittelung  einer 
emzigen  Function  der  jene  Configurationen  bestimmenden  Ooordi- 
Daten  ab.  Diese  Function  wird  durch  zwei  partielle  Differential- 
gleichungen bestimmt,  welche  beziehungsweise  für  jede  der  beiden 
Coordinatenreihen  quadratisch  und  von  der  ersten  Ordnung  sind, 
und  deren  entsprechende  Glieder  einzeln  einander  gleich  werden, 
wenn  die  Werthe  der  beiden  Coordinatenreihen  übereinstimmen. 
Die  auf  diese  Weise  bestimmte  und  zur  Ausdrückung  der'  Lösung 
des  kinetischen  Problems  angewandte  Function  ist  von  W.  R.  Ha- 
milton, dem  wir  die  Methode  verdanken,  die  charakteristische 
Function  genannt  worden.  Sie  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  der 
Ansdmck  für  die  „Wirkung"  von  einer  der  Configurationen  zur 
inderen.  Dire  Eigenthümlichkeit  in  Hamilton 's  System  besteht 
darin,  dass  sie,  wie  oben  dargelegt  wurde,  als  eine  Function  der 
Coordinaten  und  einer  Constanten,  nämlich  der  ganzen  Energie,  aus- 
gedrückt werden  kann.  Sie  ist  offenbar  in  Beziehung  auf  beide 
Configurationen  symmetrisch,  indem  sie  nur  ihr  Zeichen  ftndert, 
wenn  deren  Coordinaten  vertauscht  werden. 

CharakteriBtiBohe  Gleichung  der  Bewegung.  —  Da  nicht  nur 
die  vollständige  LtSsung  des  Bewegungsproblems  eine  Lösung  A  der 
(wtieQeii  Differentialgleichung  (19)  oder  (21)  liefert,  sondern,  wie  wir 
eben  [§  322,  (33),  u.  s.  w.]  gesehen  haben,  auch  jede  Lösung  dieser  Glei- 
idnmg  einem  wirklichen  Problem  in  Betreff  der  Bewegung  entspricht,  so 
vird  es  ein  nicht  gut  zu  übergehender  Gegenstand  der  mathematischen 
Aiudyiis,  zu  untersuchen,  welchen  Charakter  von  Vollständigkeit  eine 
ItÖtong  oder  ein  Integral  der  Differentialgleichung  haben  muss,  damit  sich 
«u  ihm  ein  vollständiges  Integral  der  dynamischen  Gleichungen  her- 
.kiten  lasse.  Diese  Frage  scheint  zuerst  Jacobi  aufgestossen  zu  sein. 
|£in  .vollständiges  Integral"  der  Differentialgleichung  nennt  man 
[«bisn  Ausdruck 

i|34)  il  =  ^  +  F(ip,9,^,.,.,a,ß,,..) 

ffir  Af  welcher  der  Differentialgleichung  genügt  und  ebenso  viele,  sagen 
iwir  i,  unabhängige  willkürliche  Constanten  .^, tt^ß^, . .  enthält,  als  un- 
.aUiftngige  Veränderliche  %lf,  q>^  u.  s.  w.  vorhanden  sind.  Ein  solcher  Aus- 
f^nick  führt,  wie  Jacobi  fand,  zu  einem  vollständigen  Endintegral  der 
i  Scvegnngsgleichungen,  das  folgendermaassen  ausgedrückt  ist :  — 


• 

äF       ^   dF       .„ 

■ad,  wie  oben, 

(36) 

dF       ,   . 

^ 
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darin  ist  b  eine  Constante,  die  von  der  Wahl  des  Augenblicks  abhängt, 
in  welchem  man  die  Zeit  zu  zählen  beginnt;  91,  9, . . .  sind  t  —  1  andere 
willkürliche  Const-anten,  so  dass  im  Ganzen,  bei  Hinzurechnung  yod 
E,  a,  ßj . .  .f  sich  die  richtige  Anzahl  2  t  willkürlicher  Constanten  ergiebt. 
Man  erkennt  dies,  wenn  man  beachtet,  dass  (35)  die  Gleichungen  des 
Laufs  (oder,  im  Falle  eines  Systems  freier  materieller  Punkte,  der  ^Yege) 
sind,  was  auf  der  Hand  liegt.    Denn  diese  Gleichungen  liefern 


(37) 


d   dF.,    .      d    dF  ,  ,  d    dF  ..  , 

d    dF  ,      ,      d    dF  .  ,  d    dF  .^  . 

d\p  dß     ^^d(fdß     ^  '  d»dß  ' 
yx.  8.  w.     u.  8.  w.. 


was  im  Ganzen  t  —  1  Gleichungen  sind,  aus  denen  sich  die  Verhältnisse 
d\lß  :  d (p  i  d9  :  '  "  bestimmen  lassen.    Hieraus  und  aus  (21)  folgt 

(38)  l2t  =  l^=^  =  ... 

%if  g>  9- 

[denn  (37)  sind  dieselben  Gleichungen,  wie  diejenigen,  welche  wir  ei^balten, 
wenn  wir  (21)  und  (23)  der   Beihe   nach  in  Beziehung  auf  a,  /}, . . .  dille- 

•        •       ■ 

rentiiren ;  nur  enthalten  sie  d  t/»,  d  ^^  dS-, . . .  statt  i//,  9),  «^, . . .]. 

Eine  völlig  allgemeine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichang» 
d.  h.  ein  Ausdruck  für  A ,  welcher  jede  Function  von  Vs  9)»  «^t  •  •  •  enthält, 
die*der  Gleichung  (21)  genügen  kann,  lässt  sich  natürlich  nach  dem  ge- 
wöhnlichen Verfahren  aus  dem  vollständigen  Integral  (34)  herleiten.  Man 
hat  aus  demselben  mittels  einer  willkürlichen  Gleichung 

und  der  i  —  1  Gleichungen 

dF         dF 
1      _  da  _  dß    _ 
df    ~"    df  "    df   ~  ' "' 


d  Äq         da  dß 

wo  /  eine  willkürliche  Function  der  jetzt  von  1/^,  97, . . .  abhängig  gemach- 
ten ,  also  veränderlichen  t  Elemente  Aq^  a,  ^, . . .  bezeichnet ,  Aq,  «,/!,... 
zu  eliminiren.  Die  volle  Bedeutung  der  allgemeinen  Lösimg  von  (21) 
wird  aber  in  Verbindung  mit  dem  physikalischen  Problem  besser  ver- 
standen werden,  wenn  wir  erst  zur  Hamilton 'sehen  Lösung  zurück. 
gehen,  und  uns  von  dieser  zur  allgemeinen  wenden.  Wir  wollen  daher 
erstens  annehmen,  die  Gleichungen  (35)  des  Weges  werden  für  jede  von 
srwei  Coordinatenreihen  t/',  gp,  ^, . . .  und  V^,  y/,  ^', . . .  befriedigt,  ßie  wer^ 
den  2  (t  —  l)  Gleichungen  liefern,  durch  welche,  damit  die  angegeben«ii 
Bedingungen  erfüllt  seien ,  die  2  (•  —  1)  Constanten  et,  ^, . . .,  Ä,  SB, . . .  als 
Functionen  von  V'>  9i  -  •  -t  ^y  9'i  •  ••  ausgedrückt  werden.  Benutzt  man 
die  auf  diese  Weise  gefundenen  Werthe  von  a,  /S, . . .  und  bestimmt  A^  90, 
dass  A  iiir  ip  •=  V'i  9>  =  <p\  u.  s.  w.  verschwindet,  so  erhält  man  den 
Hamilton' sehen  Ausdruck  für  A^  nämlich  A  als  Function  von  V,  9>, — , 
V^,  9>', . . .  und  E]   dieser  Ausdruck  ist   somit  einem   „vollständigen   Inte> 
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gnl'  der  partienen  Differentialgleichung  (21)  äquivalent.  £&  seien  jetzt 
^^,  9/, . . .  durch  eine  einzelne  willkürliche  Gleichung; 

(39)  f  (t//,  9P', . . .)  =  0 

verbunden,  und  es  mögen  mittels  dieser  Gleichung  and  der  nachstehen- 
den Gleichungen  (40)  die  Werthe  von  V'i  9>'j  •  •  •  durch  i/',  9», . . .  und  E 
ausgedrückt  werden;  — 

dA  dÄ  dA 

dl//  d9^  d^ 

Wenn  man  die  auf  diese  Weise  für  1//,  g/,  %K,  u.  s.  w.  gefundenen 
Werthe  in  den  Hamilton 'sehen  Ausdruck  für  A  substituirt,  so  erhält 
man  einen  Ausdruck  für  A^  welcher  die  allgemeine  Losung  von  (21)  ist. 
Denn  die  Gleichungen  (40)  drücken,  wie  unmittelbar  ersichtlich  ist,  aus, 
dass  die  Werthe  von  A  für  alle  der  Gleichung  (39)  genügenden  Configu- 
tationen  gleich  sind,  d.  h.  wir  haben 

j$^^  +  f$^^  +   •  - '>' 

wenn  tf/,  g/,  u.  s.  w.  den  Gleichungen  (39)  und  (40)  genügen.  Wenn  also 
^,9^,...  vermittels  dieser  Gleichungen  aus  dem  Hamilton *schen  Aus- 
drucke fQr  A  eliminirt  werden,  so  wird  das  vollständige  Hamilton* sehe 
Differential 

<")  ''^  =  Ö|)''V'  +  0«*(.  +  -  +  j|rf^+J^«^!P'  +  -- 
einlach 

wo  (7-7)1  ti.  8.  w.  die  Differentialqnotienten  in   dem  Hamilton 'scheu 

Ausdruck  bezeichnen,  zum  Unterschiede  von  denjenigen,  die  durch 
Ihfferentiation  von  (34)  erhalten  werden,  imd  die  wir  jetzt  einfach  mit 

^ — ,  -3 — ,  u.  8.  w.  bezeichnen.  Da  jetzt  A  eine  Function  von  rp,  w,'  " 
anff     d  g>  ^  ^ 

ist,    sowohl   insofern   diese    Grössen   in  dem  Hamilton' sehen  Ausdruck 

schon  vorhanden  waren,  als  auch  durch  die  Elimination  von  y/',  9/,  u.  s.  w. 

noch  weiter  eingeführt  sind,  so  haben  wir 

.    .  dA        /dA\     dA        /dA\ 

und  daher  genügt  der  neue  Ausdruck  der  partiellen  Differentialgleichung 
(21).  £r  ist  auch  eine  völlig  allgemeine  Lösung;  das  ersehen  wir  daraus, 
dass  er  die  Bedingung  erfüllt,  dass  die  „Wirkung"  für  alle  einer  völlig 
willkfirlichen  Gleichung  (39)  genügenden  Gonfigurationen  dieselbe  ist. 

Für  den  Fall  eines  einzelnen  freien  materiellen  Punktes  hat  (39)  die 
Bedentong ,  dass  der  Punkt  (a;',  y',  z')  auf  einer  willkürlichen  Oberfläche 
liegt,  and  (40)  sagt  ans,  dass  jede  Bewegungslinie  diese  Oberfläche  unter 
rächten  Winkeln  schneidet.    Hieraus  folgt:  — 
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324.  Die  allgemeinste  mögliche  Lösung  der  qnadratiscbsn 
partiellen  Differentialgleichnng  erster  Ordnung,  von  welcher  Ha- 
milton zeigte,  dass  sie  dnrch  seine  charakteristische  FnnctioD  be- 
friedigt wird  (wenn  eine  der  beiden  Endconfignrationen  aUein 
variirt),  drückt,  wenn  man  sie  für  den  Fall  eines  einzigen  freien 
materiellen  Punktes  interpretirt ,  die  Wirkung  bis  zu  irgend  einem 
Punkte  (Xyy,g)  von  einem  Punkte  einer  gewissen  willkürlich  ge- 
gebenen Oberfläche  aus,  von  welcher  der  materielle  Punkt  in  der 
Richtung  der  Normalen  und  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit  fort- 
geschleudert worden  ist,  dass  die  Summe  seiner  potentiellen  und 
seiner  kinetischen  Energie  einen  gegebenen  Werth  hat.  Mit 
anderen  Worten,  das  dnrch  die  allgemeinste  Lösung  jener  par- 
tiellen Dififerentialgleichung  gelöste  physikalische  Problem  ist  fol* 
gendes:  — 

Eigenschaften  der  Oberflächen  gleicher  Wirkimg.  —  Es 
mögen  freie  materielle  Punkte,  die  keinen  Einfluss  auf  einander 
ausüben,  aus  allen  Punkten  einer  gewissen  willkürlich  gegebenen 
Oberfläche  in  den  Richtungen  der  Normalen  fortgeschleudert  wer- 
den, jeder  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit,  dass  die  Summe  sei* 
ner  potentiellen  und  seiner  kinetischen  Energie  einen  gegebenen 
Werth  hat.  Man  soll  für  den  durch  (x^y^e)  gehenden  materiellen 
Punkt  die  „Wirkung^  in  seinem  Lauf  von  jener  Oberfläche  bis  n 
diesem  Punkte  (x,  y,  e)  bestimmen.  Die  oben  ausgesprochenen 
Hamilton 'sehen  Principien  zeigen,  dass  die  Oberflächen  gleicher 
Wirkung  die  Wege  der  materiellen  Punkte  unter  rechten  Winkeln 
schneiden;  sie  liefern  auch  die  folgenden  bemerkenswerthen  Eigen* 
Schäften  der  Bewegung:  — 

Wenn  man  von  allen  Punkten  einer  willkürlichen  Oberfläche 
aus  materielle  Punkte,  die  keinen  Einfluss  auf  einander  aoBüben, 
mit  geeigneten  Geschwindigkeiten  in  den  Richtungen  der  Normalen 
fortschleudert,  so  liegen  die  Punkte,  die  sie  mit  gleichen  Wir- 
kungen erreichen,  auf  einer  Oberfläche,  welche  die  Wege  unter 
rechten  Winkeln  schneidet.  Die  unendlich  kleine  Dicke  des  Raa* 
mes  zwischen  irgend  zweien  solchen  Oberflächen,  welche  Wirkungen 
entsprechen,  deren  Grössen  sich  unendlich  wenig  unterscheiden,  ist 
der  Greschwindigkeit  des  hindurchgehenden  materiellen  Punktes  am* 
gekehrt  proportional,  insofern  sie  gleich  der  unendlich  kleinen  Wir- 
kungsdiflerenz,  dividirt  durch  die  ganze  Bewegungsgrösse  des  mate- 
riellen Punktes  ist. 
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£s  seien  X,fi,y  die   Bichtongsoosinas  der  Normalen  an  die  durch 
(Jf»yi^)  gehende  Oberfläche  gleicher  Wirkung.    Dann  haben  wir 

dA. 

h)  X ^_5 

&  ist  aber  jj-  =  mi,  n.  s.  w.,  und  wenn  q  die  Geschwindigkeits- 
wsultante  bezeichnet, 

Daraas  folgt 

q'  f*         q'   "  '^   q' 

uid  diese  Ausdrücke  beweisen  den  ersteren  Satz.  Bezeichnet  weiter  &A 
Be  unendlich  kleine  Zunahme  der  Wirkung  vom  Punkte  (x,  y,  e)  bis  zum 
fonkte  {x  -j-  if  jr,  y  -|-  cf  y,  ir  -|-  (f  ^),  go  ist 

^  .        dA  ^      ,    rfil  -      ,    dA  . 

Mgt  nun  der  zweite  Punkt  in  einer  unendlich  kleinen  Entfernung  e  von 
ism  enteren  in  der  Bichtung  der  Normalen  an  die  Oberfläche  gleicher 
Wirkung,  d.  h.  ist 

ix  =  eA,  Sy  =  c/i,  Sz  =  e»', 
^  g«ht  der  vorhergehende;  Ausdruck  mit  Bücksicht  auf  (1)  über  in 

id  hieraus  folgt  wegen  (2) 

mgr 
^he  Formel  den  zweiten  Satz  ausdrückt. 

325.  Bdispiele  yariirender  Wirkung.  — '  Wir  wollen  hier 
dit  auf  die  Methoden  eingehen,  nach  denen  die  „charakteristische 
■Bction^  in  kinetischen  Problemen  bestimmt  wird.  Aber  die  That- 
^  dai»  jeder  beliebige  Bewegnngsfall  vermittels  einer  einzigen 
mctioD  auf  die  in  §  323  dargelegte  Weise  dargestellt  werden 
im,  iit  an  sich  schon  sehr  bemerkenswerth  und  führt,  geometrisch 
fcerpretirt,  za  äusserst  wichtigen  und  interessanten  Eigenschaften 
t  Bewegung,  die  in  verschiedenen  Zweigen  der  Physik  schätzbare 
nrendongen  finden.  Eine  Ton  den  vielen  Anwendungen  des  all- 
tt«inen  Princips,  welche  Hamilton  machte,  führte  ihn  zu  einer 

ThoBton  n.  Tmit,   theoretische  Physik.  JQ 
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allgemeinen  Theorie  der  optischen  Instrumente,  welche  deren  6e- 
sammtheit  in  einen  Ansdrack  zusammenfasst  "*"). 

Einige  der  directesten  Anwendungen  auf  die  Bewegungen  der 
als  freie  Punkte  angesehenen  Planeten,  Gometen,  u.  s.  w.  und  auf 
das  berühmte,  unter  dem  Namen  ^Problem  der  drei  Körper"  be- 
kannte Perturbationsproblem  sind  von  Hamilton  (Phil.  TranB^ 
1834  bis  1835)  und  von  Jacobi,  Liouville,  Bour,  Donkio, 
Gayley,  Boole,  u.  s.  w.  in  verschiedenen  Abhandlungen  eingehend 
ausgearbeitet  worden.  Auch  die  jetzt  aufgegebene,  aber  immer 
noch  interessante  Emanationstheorie  des  Lichts  liefert  eine  Menge 
guter  Anwendungen.  Diese  Theorie  setzt  voraus,  das  Licht  bestehe 
aus  materiellen  Punkten ,  die  keine  Wirkung  auf  einander  ausQben, 
aber  seitens  der  Theile  der  ponderabeln  Körper  Molekularkräften 
unterworfen  sind,  welche  in  wahrnehmbaren  Abstanden  nnwahr- 
nehmbar  sind  und  daher  keine  Abweichung  von  der  gleichförmigen 
geradlinigen  Bewegung  in  einem  homogenen  Medium  verursachen, 
ausser  wenn  der  Abstand  von  der  Grenzfläche  desselben  nnendlidi 
klein  ist.  Die  Gesetze  der  Reflexion  und  der  •  einfachen  Brechung 
ergeben  sich  in  aller  Strenge  aus  dieser  Hypothese,  die  somit  fnr 
die  sogenannte  geometrische  Optik  völlig  ausreichend  ist. 

Wir  hoffen,  bei  der  Behandlung  der  Optik  zu  diesem  Gegen- 
stände zurückzukehren  und  ihn  mit  hinreichender  Ausführlichkeit 
zu  erörtern.  Für  jetzt  begnügen  wir  uns  damit,  einen  Satz  an- 
zugeben, welcher  die  bekannte  Regel  zur  Messung  der  vergröesenh 
den  Wirkung  eines  Mikroskops  oder  eines  Teleskops  (Yergleichnng 
des  Durchmessers  des  Objectivglases  mit  dem  Durchmeser  dei 
Büschels  paralleler  Strahlen,  welche  aus  dem  Ocular  austreten, 
wenn  ein  leuchtender  Punkt  in  grosser  Entfernung  vor  das  Ob* 
jectivglas  gesetzt  ist)  als  einen  besonderen  Fall  in  sich  schliesst. 

326.  Anwendung  auf  die  Kinetik  eines  einzelnen  mate- 
riellen Punktes.  —  Es  werde  eine  beliebige  Anzahl  anziehende! 
oder  abstossender  Massen,  oder  vollkommen  glatter  elastischer  Ckgen- 
stände  im  Räume  festgelegt.  Ferner  werden  zwei  Stationen  0  und  0 
gewählt,  und  mit  einer  festgesetzten  Geschwindigkeit  Fein  Schnfl 
von  0  in  einer  solchen  Richtung  abgeschossen,  dass  er  durch  ff  geht 
Offenbar  kann  es  mehr  als  einen  natürlichen  Weg  geben,  auf  welchen 
dies  geschehen  kann;  wenn  aber  ein  solcher  Pfad  einmal  gewählt  üii 
so  lässt  sich  im  Allgemeinen  kein  anderer  finden,  der  nicht  merklidi 
von  dem  gewählten  abwiche,  und  jede  unendlich  kleine  Abweichung  in 


♦)  On  the  Thoory  of  Systems  of  Rays.  Trans.  R.  I.  A.  1824,  1830,  1832. 
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der  Linie,  in  der  man  von  0  ans  schiesst,  wird  bewirken,  dass  die 
Engel  nicht  mehr  0'  trifft,  sondern  unendlich  nahe  an  ff  vorbei- 
geht. Es  werde  nun  um  0  als  Mittelpunkt  mit  unendlich  kleinem  Ra- 
dius r  ein  Kreis  beschrieben,  in  einer  zu  der  Richtung,  in  der  von  0 
ans  geschossen  wird ,  senkrechten  Ebene.  Von  allen  Punkten  dieses 
Kreises  mögen  Kugeln  abgeschossen  werden  mit  unendlich  wenig  ver- 
schiedener Geschwindigkeit,  aber  so,  dass  die  Summe  der  potentiellen 
and  der  kinetischen  Energie  bei  jedem  Schusse  gleich  derjenigen  des 
von  0  ausgehenden  Schusses  ist;  alle  Kugeln  sollen  femer  der  Rich- 
tung des  letzteren  Schusses  nahezu  parallel,  aber  gerade  so  gerichtet 
Bein,  dass  eine  jede  genau  durch  ff  geht.  Jenseit  0',  in  einer  unend- 
lich kleinen  Entfernung  a'  von  0',  wird  eine  Scheibe  gehalten,  so  dass 
ihre  Ebene  senkrecht  zu  der  Richtung  des  Schusses  ist,  welcher  sie 
von  0  aus  erreicht.  Die  von  dem  Umfange  des  um  0  beschriebenen 
Kreises  abgeschossenen  Kugeln  werden,  nachdem  sie  durch  ff  hin- 
durchgegangen sind,  die  Scheibe  in  dem  Umfange  einer  äusserst 
kleinen  Ellipse  treffen,  eine  jede  mit  einer  (natürlich  ihrer  Lage 
nach  dem  Gesetz  der  Energie  entsprechenden)  Geschwindigkeit, 
welche  von  der  Geschwindigkeit  F',  mit  der  sie  sämmtlich  durch  0' 
gehen,  unendlich  wenig  verschieden  ist.  Wird  nun  um  ff  in  einer 
Ebene,  welche  senkrecht  auf  dem  durch  0'  gehenden  Centralweg 
steht,  ein  dem  früheren  gleicher  Kreis  beschrieben,  und  werden 
Ton  den  Punkten  des  Umfanges  dieses  Kreises  Kugeln  abgeschossen, 
jede  mit  der  erforderlichen  Geschwindigkeit  und  in  einer  sol- 
chen, dem  Centralweg  nahezu  parallelen  Richtung,  dass  sie  genau 
durch  0  geht,  so  werden  diese  Kugeln  eine  jenseit  0  in  der  Ent- 

y 

femung  a  •=^  a'  —f  gehaltene  Scheibe ,  auf  die  sie  senkrecht  stossen, 

längs  des  Umfangs  einer  Ellipse  treffen,  welche  der  früheren  gleich 
irt  und  eine  entsprechende  Lage  hat,  und  die  von  den  einzelnen 
Kageln  getroffenen  Punkte  werden  in  der  folgenden  Weise  einander 
entsprechen :  Es  seien  P  und  P  Punkte  des  ersten  und  des  zwei- 
ten Kreises,  Q  und  (^  die  Punkte  der  ersten  und  der  zweiten 
Scheibe,  welche  die  von  P  und  P'  ausgehenden  Kugeln  treffen. 
Liegt  dann  P  in  einer  Ebene,  welche  den  durch  0'  gehenden  Cen- 
tralweg und  die  Lage  enthält,  die  Q  annehmen  würde,  wenn  man 
die  EUipse,  der  dieser  Punkt  angehört,  durch  eine  reine  Deforma- 
tion (§  183)  in  einen  Kreis  verwandelte,  so  sind  Q  und  Qf  auf  bei- 
den lUlipsen  ähnlich  gelegen. 

Es  sei  nämlich  X  0  Y  die  auf  dem   Centralweg   senkrechte    Ehene 
durch  O  und  X'  ff  Y   die  entsprechende  Ebene  durch    (y.     Femer   sei 

18* 
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A  die  ,, Wirkung '^  von  0  nach  0',  und  ^  die  Wirkung  von  einem  in  de 
Kähe  von  0  gelegeneu  Punkte  P,  der  in  Beziehung  auf  die  erster« 
Coordinatenaxen  die  Coordinaten  x^y^z  hat,  bis  zu  einem  in  der  Nähe  voi 
O'  liegenden  Punkte  P'f  dessen  Coordinaten  in  Beziehung  auf  das  zweit 
Axensystem  x',y*yZ'  sind. 

Die  Function  ip  —  A  verschwindet  natürlich ,   wenn  OJ  =  0,   y  =  C 
£  =z  0,   oj'  =  0,   y  =  0,   z'  =■  0   ist.    Für  dieselben   Coordinatenwertb 

müssen   auch   ihre  lOI&erentialquotienten   -j — ,    -r^  und   3-3 1   ;r~?    ver 

schwinden  und  ^-^,  —  ^p  beziehungsweise  gleich  V  und  V*  sein.    Dem 

für  alle  Werthe  der  Coordinaten  sind  —•  und  3-^  die  den  beiden  Bichtunirei 

dx         dy  ^ 

OX  und  07  parallelen  Geschwindigkeitscomponenten  des  durch  P'  gehende] 

materiellen  Punktes ,  zur  Zeit,  wo  derselbe  aus  P  anstritt,   und  —  -3-3 

a  ar 

—  -j^  sind  die  OX',  0  Y'  parallelen  Componenten  der  Geschwindigkeit 

welche  durch  P  in  einer  solchen  Richtung  erfolgt,  dass  P  erreicht  wird.  Wii 
erhalten  daher  mittels  des  Taylor*  sehen  (oder  Maclaur  in 'sehen)  Satzei 

>  —  ^  =  —  V'z*  +  Vz 

+  Va  {{X,X)x^  +  (r,r)ya  +  ...  -f.  (X'.XOaj'S  +  ... 
(l)        1+  2(r,Z)y-^  +  ...  +  2{T,Z'}y'z'  +  ... 

+  2{X,X')xx'  +  2{Y,T)yy'  +  2(Z.Z0^-p' 
1+  2(X,r')a:y'  +  2(X,^')^*'+  •••  +  2{Z,ir)zy^]  +  R. 

worin  (X,  2[),  (X,  Y),  u.  s.  w.  Constanten  bezeichnen,  nämlich  die  Werthi 

der  Differentialquotienten  -^-^ ,   -z — ^ ,   u.   s.  w. ,  wenn  jede  der   sechi 

ax*     ax  ay 

Coordinaten  x^y^z^x'^y'^z*  verschwindet;  JS  bezeichnet  den  Best  der  Reihe, 
von  den  Gliedern  zweiten  Grades  an.  Nach  Cauchy's  Principien  über 
die  Convergenz  der  Taylor' sehen  Reihe  erhalten  wir  einen  streng  rich- 
tigen Ausdruck  von  derselben  Form  für  g)  —  A^  welcher  keinen  Best  R 
enthält,  wenn  wir  die  Coefücienten  (X.X),  u.  s.  w.  die  Werthe  bezeich- 
nen lassen,  welche  die  Differentialquotienten  annehmen,  wenn  für  di« 
Elemente  o?,  y,  u.  s.  w.  gewisse  veränderliche  Werthe  substituirt  werden, 
die  zwischen  0  und  den  wirklichen  Werthen  von  x^y^  u.  s.  w.  liegeo. 
Yorausgesetzt  also,  dass  die  Differentialquotienten  für  unendlich  kleine 
Werthe  der  Coordinaten  nahezu  dieselben  sind,  wie  für  verschwindend« 
Werthe  der  Coordinaten,  so  wird  Ä  unendlich  kleiner  als  die  vorher- 
gehenden  Glieder,  wenn  jede  der  Grössen  a:,  y,  u.  s.  w.  unendlich  klein 
ist.  Wir  können  folglich,  wenn  jede  der  Veränderlichen  x,y,z^af,rf,£* 
unendlich  klein  ist,  in  dem  Ausdruck  (l)  von  q>  —  A  den  Rest  R  unter- 
drücken. Nun  wollen  M-ir,  wie  in  dem  zu  erweisenden  Satze,  voraussetzen, 
z  sowohl  wie  z*  seien  in  aller  Strenge  gleich  Null.    Dann  erhalten  wir 

Jl  =  (X,X)x  +  (X,Y)y  +  (X,X')x>  +  (X,r)rf, 
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Weim  wir  in  diesen  Ausdrücken  x  •==  0  und  y  =z  0  machen,  so  werden 
ne  die  0  X  and  0  Y  parallelen  Geschwindigkeitscomponenten  eines  durch 

0  gehenden,   aus  P*  geworfenen   materiellen   Punktes.    Bezeichnen   also 

t?,C  die  Coordinaten  dieses  Punktes,  eine  unendlich  kleine  Zeit,  -^,  nach- 
bm  er  durch  0  gegangen,  so  haben  wir  C  =  a  und 

I)    {=  {(Z.ZO*'  +  (X.T)y')y,  n  =  {{Y,X')x'  +  (T,T)y')f- 

Eer  sind  |  und  17  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  Q',  in 
^hem  die  Scheibe  im  zweiten  Falle  getroffen  wird,  und  nach  der 
Toraossetzung  ist 

b  a/a  +  ya  =  r^. 

(Himmrt  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  ^,  ^ ,  so  erhält  man  offenbar 
ie  Gleichung  einer  Ellipse,  und  die  beiden  ersteren  Gleichungen  drücken 
fe  Beziehung  der  „entsprechenden"  Punkte  aus.  Entsprechende  Glei- 
^angen  mit  x  und  y  statt  x*  und  y* ,  mit  {',  rj'  statt  |,  rj,  und  mit 
r  (X,X%  ~  {Y,X%  ~  (Z,  r),  -  (r,  T)  statt  (X,X'),  (X,  F),  (y,X'). 
r.r')  drücken  den  ersteren  Fall  aus.  Daraus  ergiebt  sich  unser  Satz, 
ie  man  am  leichtesten  sieht ,  wenn  man  0  X  und  CK  X'  so  wählt,  dass 
ide  der  Grössen  (X,  T)  und  ( F,  X')  Null  ist. 

327.  Anwendung  auf  die  elementare  Optik.  —  Die  einleuch- 
tndsie  optische  Anwendung  dieses  bemerkenswerthen  Resultates  ist 
igende:  Wenn  beim  Gebrauch  irgend  eines  optischen  Apparats  das 
Uge  and  das  Object  ihre  Plätze  vertauschen,  während  die  Lage  des 
Liniments  dieselbe  bleibt,  so  bleibt  auch  die  vergrössernde  Wirkung 
^Terändert.  Man  versteht  dies  leicht  in  den  Fällen,  in  welchen  das 
Mmment  in  Beziehung  auf  eine  Axe  symmetrisch  ist,  wie  beim  ge- 
khnlichen  Teleskop,  beim  Mikroskop,  beim  Opernglas  (Oalilä^schen 
kieskop).  In  auffallendem  Gegensatz  dazu  scheint  die  allbekannte 
■atsache  zu  stehen,  dass  ein  Teleskop  „  verkleinert '^,  wenn  man  das 
jrkehrte  Ende  vor  das  Auge  hält.  Diese  Thatsache  ist  allerdings 
Atig,  wenn  das  Teleskop  einfach  um  die  Mitte  seiner  Länge  herum- 
iÄreht  wird,  während  Auge  und  Object  ihre  Plätze  beibehalten. 
M  ftber  das  Teleskop  vom  Auge  fortgerückt,  bis  das  Ocularglas 
Im  Objecto  nahe  gekommen  ist,  so  wird  man  den  sichtbaren  Theil 
liObjects  ebenso  stark  vergrössert  erblicken,  wie  wenn  das  Teleskop 

1  der  gewöhnlichen  Weise  gehalten  würde.  Man  kann  dies  leicht 
idnrch  bewahrheiten,  dass  man  aas  einer  Entfernung  von  einigen 
m  durch  das  Objectiv  eines  Opernglases  auf  das  Auge  einer  zwei- 
il  Person  blickt,  welche  das  Instrument  in  der  gewöhnlichen  Weise 
i  ibr  Ange  hält. 

Die  allgemeinere  Anwendung  kann  in  folgender  Weise  erläuteiii 
•rden:  —  Es  seien  die  Punkte  0,0'  (die  Mittelpunkte  der  in  §326 
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beBckriebenen  beiden  Kreise)  die  optischen  Mittelpunkte  der  AugeB 
zweier  Personen,  welche  durch  irgend  eine  zwischen  ihnen  ange- 
brachte Reihe  von  Linsen,  Prismen  oder  durchsichtigen  Mitteln 
einander  ansehen.  Wenn  ihre  Pupillen  in  Wirklichkeit  gleiche 
Grössen  haben,  so  werden  sie  von  den  beiden  Beobachtern  ab 
ähnliche  Ellipsen  von  gleichen  scheinbaren  Dimensionen  gesehen 
werden.  Hier  nehmen  die  nach  der  Emanationstheorie  voraos- 
gesetzten  Lichttheilchen,  die  von  dem  Umfange  der  Pupille  eines 
Auges  fortgeschleudert  werden,  die  Stelle  der  von  dem  Umfimge 
eines  Kreises  fortgeschleuderten  materiellen  Punkte  ein,  und  die 
Retina  des  zweiten  Auges  ist  für  die  diese  Punkte  aufiiehmende 
Scheibe  gesetzt,  die  wir  in  dem  allgemeinen  kinetischen  Aussprudi 
des  Satzes  benutzt  haben. 

328.  Anwendung  auf  ein  System  fireier,  in  Wechselwir- 
kung stehender  materieller  Punkte.  -;-  Wenn  wir  statt  eines  freiei 
materiellen  Punktes  ein  conservatives  System  einer  beliebigen  AnzaU 
freier,  in  Wechselwirkung  stehender  materieller  Punkte  haben,  so  lässt 
sich  derselbe  Ausspruch  in  Beziehung  auf  die  anfangliche  Lage  einei 
der  Punkte  und  auf  die  Endlage  eines  anderen  Punktes,  oder  in  Be- 
ziehung auf  die  anfanglichen  oder  auf  die  Endlagen  zweier  Punkte 
anwenden.^  Er  dient  dazu,  zu  zeigen,  wie  der  Einfluss,  den  ein 
unendlich  kleine  Aenderung  in  einer  dieser  Lagen  auf  die  Richtung 
des  durch  die  andere  Lage  hindurchgehenden  materiellen  Punktai 
ausübt,  sich  verhält  zu  dem  durch  eine  unendlich  kleine  Aendemni 
in  der  letzteren  Lage  hervorgebrachten  Einfluss  auf  die  Richtiu» 
des  ersteren  materiellen  Punktes,  wenn  dieser  durch  die  ersteig 
Lage  hindurchgeht.  Es  lässt  sich  naturlich  ein  entsprechender  Satä 
in  Ausdrücken  allgemeiner  Coordinaten  geben,  der  für  ein  System' 
starrer  Körper  oder  materieller  Punkte  passt,  die  auf  irgend  eiM 
Weise  verbunden  sind.  Alle  solche  Aussprüche  sind  in  dem  folgest 
den  ganz  allgemeinen  Satze  enthalten:  — 

Die  Zunahme  irgend  einer  einer  beliebigen  Coordinate  ent* 
sprechenden  Bewegungsgrössencomponente ,  genommen  für  die  Ein- 
heit der  Zunahme  einer  beliebigen  anderen  Coordinate,  ist  gleich 
der  Zunahme  der  Bewegungsgrössencomponente,  welche  der  letzte- 
ren Coordinate  entspricht,  genommen  für  die  Einheit  der  Zunahmi 
der  ersteren  Coordinate,  wenn  die  beiden  gewählten  Coordinatei 
einer  Configuration  des  Systems  angehören,  oder  aber  genomnea 
für  die  Einheit  der  Abnahme  der  ersteren  Coordinate,  wenn  eine  d«K 
gewählten  Coordinaten  der  anfänglichen,  die  andere  der  Elndoonfiga" 
ration  des  Systems  angehört. 
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E»  seien  %ff  und  x  zwei  von  den  Coordinaten,  welche  das  Argfoment 
der  Hamil tonischen  charakteristischen  Function  A  ausmachen,  und  |, i} 
die  entsprechenden  bewegungsgrössen.    Dann  haben  wir  [§  322,  (18)] 

dA I    t   ^-^    -     I 

wo  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  je  nachdem  eine 
anfängliche,  oder  eine  Endcoordinate  in  Bede  steht.    Daraus  folgt 

d^dx       ^  dx       -^  dxff' 
es  ist  also 

d^   _    djl 
dx         dtlj' 

wenn  beide  Coordinaten  einer  Configuration  angehören,  oder 

dl  drj 

d/-        d^' 

wenn  eine  Coordinate  der  anfanglichen,   die  andere   der  Endconfiguration 

angehört,  was  der  zweite  Satz  ist.    Die  geometrische  Interpretation  dieses 

Satzes  für  den  Fall   eines   freien   materiellen  Punktes  und  zweier  Coordi- 

Daten,  welche    beide   einer   Lage,  z.  B.  seiner  Endlage  angehören,  liefert 

bloM  den  oben  (§  324)  mitgetheilten   Satz  für  den   Fall,   dass   materielle 

Pankte  von  einem  Punkte  aus  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  nach  allen 

IBichtungen  hin  fortgeschleudert  werden;  mit  anderen  Worten,  sie  liefert 

i jenen  Satz   far   den   Fall,   dass   die   in   demselben  benutzte   willkürliche 

<  Oberfläche  sich   auf  einen  Punkt   reducirt.     Zur   Vervollständigung   der 

|Beihe  der  aus  §  322  hergeleiteten  Variationsgleichungen  haben  wir  noch 

^  dx'^^dE' 

I 
was  eine  andere  bemerkenswerthe   Eigenschaft  der  conservativen   Bewe- 

gang  ausdrückt. 

329.    Iiagrange's   allgemeine  Form   der  Bewegungs- 

i  SleiohnngexL  — Wir  haben  schon  (§  293)  Lagrange's  allgemeine 

Form  der  Bewegnngsgleichongen  erwähnt  und  dieselben  in  der  von 

Hamilton  gegebenen  f'orm  [§322  (33)]  bewiesen.    Wir  wollen  die 

I  allgemeine  Form  jetzt  direct  mittheilen  und  auf  einige  Beispiele 

Anwenden. 

Wie  oben  (§  293)  haben  wir  allgemein  als  die  unbestimmte  Be- 
wegongsgleichung 

I  (1)  X[(X  —  mx)  <f a?  4-  . . .]  =  0. 

jßehen  wir  jetzt  ^1)^1,^1....   als  explicit  durch  die  allgemeinen  Coordi- 
L  Uten  V'»  y»  ^1 .  •  •  ausgedrückt  an,  so  folgt 

(2)  craj  =  ^(ft//  +  ^*^^  +  -" 

d^  ^    dg) 
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Die  Gleichung  (l)  geht  mit  Bücksicht  hierauf  über  in 

(3)  Z[(X  -  «i)(ff  *V  +  i^^9  +  •••)]  =  0. 

und  da  (f  Vi  <^  T'»  •  •  •  völlig  unabhängig  von  einander  sind ,   so  ergiebt  ncli 


w 


a  g> 


Dies  sind  die  bestimmten  Bewegungsgleiohungen.  Ihre  Anzahl  ist  gleich 
der  Anzahl  der  unabhängigen  Coordinaten  i/',  (jP,  ^, . . . ,  und  wir  können 
aus  ihnen  rc,  ^, . . .  durch  ihre  expliciten  Ausdrücke  in  i/'»  9^j  •*^,  •  •  •  eÜ- 
miniren. 

Um  die  schöne  Formel  zu  beweisen ,  welche  Lagrange  al« 
das  Besultat  dieser  Elimination  gegeben  hat,  bemerken  wir  erstens, 
dass  [§  313  (b)  (6)] 


(5) 


dx 


dy 


d  g) 


d  (p 


ist,  wo  V',  ^, . . .  die  allgemeinen  Component«n  des  Systems  der  äusseren 
Kräfte  X,  Y, . . .  bezeichnen,  und  dass  folglich,  wenn  I,  i;, . . .  die  aUgemei- 
nen  Componenten  der  Bewegungsgrösse  bezeichnen  (da  die  Transfbrmaiioii 
der  Componenten  der  Bewegungsgrössen  mittels  derselben  Fonneln  wie 
die  Transformation  der  Kräftecomponent^en  ausgefährt  wird) 


(6) 


sein  muss,  welche  Formeln  unmittelbar  durch  §  313,  (a)  (l)  u.  (c)  (7)  be- 
wahrheitet werden. 

Werden  die  Formeln  (5)  in  (4)  substituirt,  so  erhält  man 


H^ll +i^jf+ •••)=- 


(7) 


-^"•(^j^  +  yil +  •••)  = 


eine  wichtige  und  bedeutungsvolle  Form  der  bestimmten  BewOgangs- 
gleichungen,  die  sich  auf  folgende  Weise  auf  eine  Form  bringen  läivt, 
welche  Lagrange 's  Form  enthält:  — 
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Durch  DUTereiitiation  von  (6)  ergiebt  sich 

^^       «.    /^dx    .    "dy   .  ,     .  d  dx   ,     .  d  dy    . 
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(«) 


■) 


an 

-y-   =   U.    8.    W. 

a  t 


Kon  ist  [vergleiche  (2)] 


(») 


dx  •    .    d X  '    . 


and  aaf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich 
'  d  /dx\  d  /d  X 


(10) 


IHe  zweiten  Glieder  dieser  Gleichungen  sind  aber,  da 

ist,  nach  (9)  gleich 

d  X      dy 


flf  l//  '      rf  !/> 


,  n.  s.  w., 


wenn  -3 —   eine    unter   der   Voraussetzung    vollzogene    Öiiferentiation    be- 

lachnet,  dass  ^y%, ..  Gonstanten  und  %p^%,,,  die  unabhängig  Yeränder- 
Sehen  sind. 

Die  Formeln  (8)  gehen  somit  über  in 

dp       ^     f^dx   .    ^  dy    ,        \    I    ^     /.dx   ,     .dy    ,        \ 
dt  ~ 


HD 


U.    8.    W. 


Verden  diese  Werthe  in  (7)  substituirt  und  wie  gewöhnlich 


{Metzt,  so  folgt 
13) 


yj^m(xa  +  y2^ia)  =  T 


idj 
dt 

drj 
dt 


dT 

d\\f 
dT 
d  g> 


H* 
* 
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Wenn   man  endlich   in   (12)  jr,  j^,  i,...   durch   die    in  (9)   gegebeneo 
Werthe  ersetzt,  so  erhält  man'  T  in  Form  einer  homogenen  quadratischen 

Function  von  i/',  9>, . . . ,  deren  Coefficienten  Functionen  von  «^,  gp, . . .  sind. 
Wird  diese  Function  unter  der  Voraussetzung  differentürt ,  dass  V*  9^i  *  •  • 
constant  und  V',  9>, . . .  veränderlich  sind,   so  liefert  der  Vergleich  mit  (6) 

(14)  TT  =  ^»   --7  =  1?,... 

Diese  Werthe  setzen  wir  in  (13)  ein  und  erhalten 

±(dT\_dT_ 


(15) 


Dies  sind  Lagrange' s  bestimmte  Bewegungsgleichungen  in  der  Form, 
in  welcher  er  selbst  sie  gegeben  hat. 

Die  Form  (13)  mit  (6),  welche  jetzt  zum  ersten  Male  bewiesen  wird, 
ist  in  den  Fällen  von  Nutzen,  in  denen  es  sich  empfiehlt,  einige  der  Goor- 
dinaten  des  Systems  zu  ignoriren,  und  in  denen  T  die  Geschwindigkeitt- 
componenten  enthält,  welche  den  ignorirten  Coordinaten  entsprechen.  6o 
würde*)  bei  einem  sich  durch  eine  Flüssigkeit  bewegenden,  mehrfach  zu- 
sammenhängenden festen  Körper,  wenn  ohne  eigene  Botation  der  Flüssig- 
keitstheilchen  doch  solche  „cyklische**  **)  Bewegimgen  in  ihr  bestehen,« 
wie  der  feste  Körper  sie  zulässt,  die  kinetische  Energie,  ausgedrückt  b 
der  von  Lagrange  vorgeschriebenen  quadratischen  Form,  ihrer  Natur 
nach  die  Geschwindigkeitscomponenten  enthalten,  welche  den  Coordinateo 
der  Flüssigkeit  selbst  entsprechen.  Nun  ist  es  zweckmässig,  die  Coordi- 
naten der  Flüssigkeit  in  diesem  Falle  zu  ignoriren  und  das  Problem  gsni 
in  Ausdrücken  der  Coordinaten  des  festen  Körpers  zu  lösen.  Dies  kann 
nicht  unmittelbar  durch  Lagrange's  Form  (15)  geschehen;  es  hat  aber 
keine  Schwierigkeit,  wenn  man  sich  an  (13)  in  Verbindung  mit  (6)  hält 
Wenn  andererseits  (§  331  unten)  keine  cyklische  Bewegung  der  Flüssigkeit 
stattfindet,  so  ist  die  gesammte  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  und  des 
festen  Körpers  eine  Function  der  Coordinaten  und  der  Geschwindigkeits- 
componenten des  festen  Körpers,  und  Lagrange*s  Form  lässt  sich  ohne 
Weiteres  in  Anwendung  bringen. 

Wenn  das  System  conservativ  ist  und  V  seine  potentielle  Energie 
bezeichnet,  so  haben  wir  nach  §  293,  (3) 


♦)  Proc.  R.  S.  E.,  Febr.  1871. 

**)   „Cykliach*^    ist    nach   W.  Thomson's    Definition   die   Bewegung   in   einer 
Flässigkeit,  wenn  in  derselben  geschlossene  Curven  von  solcbdr  Art  bestehen,  das 

das   Integral    fv  dt  ^  0.    Darin  ist  unter  v  die  in  Richtung  von  dt  genommcat 

Componente  der  Geschwindigkeit   der   Fl&ssiglceit  zu   verstehen,  and   das 'Integral 
über  die  ganze  Curve  auszudehnen. 
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und  die  allgemeinen  Gleichungen  gehen  über  in 

—  IT 
(16)  \^^\d^J     ^V  ~        d^ 


Id_  fdT\  _dT 
dt\d^)  J^ 
XL.   8.   W.      U.   8.   W. 


Hamilton*8  Form.  —  Die  Bewegangsgleichungen  lassen  sich 
aof  eine  ein  wenig  abweichende  Form  bringen,  welche  zuerst  Hamil- 
ton   gegeben    hat,    und    die    oft    zweckmässig  ist.     Das  geschieht   auf 

folgende  Weise :  —  Es  seien  T^tp^g),. .,  durch  die  Impulse  I,  ij, . . .  aus- 
gedrückt, welche  erfordert  werden,  um  die  Bewegung  in  irgend 
einem  Augenblick  von  der  Buhe  aus  zu  erzeugen  [§  313,  (d)].  T  ist 
dann   eine    homogene    quadratische  ^  Function ,    und    jede    der    Grossen 

^,  $p, . . .    ist    eine    lineare    Function    dieser    Elemente.      Die  €k)e£ficien- 

ten  von  7*,  V>,  ^,  u.  s.  w.  sind  Functionen  von  90,  t/^ ,  u.  s.  w. ,  die 
Ton  den  kinematischen  Bedingungen  des  Systems,  aber  nicht  von  der 
besonderen  Bewegung  abhängen.  Bezeichnet  also,  wie  in  §  322  (29), 
^  eine  partielle  Differentiation  in  Beziehung  auf  die  als  unabhängig 
Veränderliche  angesehenen  Grössen  I,  17, ... ,  V'i  9>i  .  • .  t  so  haben  wir 
(§  313,  (10)] 

(17)  ^^rv  ^  =  5",--- 

and  wenn  d,  wie  im  Vorhergehenden,   die  partielle  Differentiation  in  Be- 
Ziehung  auf  das  System  Vi  9^»  •  •  •>  V'»  9^»  •  •  •  bezeichnet,  so  ist  [§  313,  (8)] 
/.«\  1.        dT  d  T 

Die  beiden  Ausdrücke  für  T  sind,  wie  oben  (§313) 

(19)  r=  VaKV'.vO'P^H —  +  2(vs(p)^9'  +  •••} 

Der  zweite  mnss  sich  aus  dem  ersteren  dadurch  ergeben,  dass  man  für  die 

Grossen  1^,  ^, . . .  ihre  Werthe ,  in  ^,  17, . . .  ausgedi'ückt ,  substituirt.  Es 
ergiebt  «ich  somit 

d^  "  dtfß  "^  d^  dtp  '^di>  d^  "^  \" 
"'dif^'^^dipd^'^'^d^dri'^ 

Hieraus  schliessen  wir 

,«..  b  r  dT        ^    ^         ^  r  dT 

(20)  --—  =3  —  ——    und  ebenso  -5 —  =  —  3 — ,  u.  s.  w. 

dtff  d\p  d  q>  d  <p 

I<sgrange'8  Gleichungen  verwandeln  sich  also  in 
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Da8  sind  dieselben  Gleichungen ,   wie  diejenigen,   welche  wir  [§  322,  (33)] 
aus  Hamilton*8  partieller  Differentialgleichung   für  seine   charakteristi- 
sche  Function   und    seinen  mittels  derselben   dargestellten   Ausdruck  der 
Bewegung  hergeleitet  haben. 
Wenn  wir 

V  =  ^  -I-  V' 
d\ff    '        ' 

setzen,    so    folgt    -j^  =   *#'^,    und    dies    berechtigt    uns    zu    dem    Aus* 
sprach:  — 

330.  Hamilton's  Form  der  in  allgemeinen  Goordinaten  dar- 
gestellten Lag  ränge 'sehen  Bewegnngsgleichnngen  drückt  Folgen- 
des aus:  —  Um  zn  verhindern,  dass  irgend  eine  der  Bewegongs- 
grössencomponenten  sich  ändere ,  wird  eine  entsprechende  Kraft- 
componente  erfordert,  die  so  gross  ist,  wie  die  Aendernng  der 
kinetischen  Energie,  genommen  für  die  Einheit  der  Zunahme  der  ent- 
sprechenden Coordinate,  bei  cons^ant  bleibenden  Bewegnngsgrössen- 
componenten;  nnd  von  welcher  Grösse  auch  die  Kraftcomponente 
sein  mag,  ihr  Ueberschuss  über  diesen  Werth  misst  die  Grösse  der 
Zunahme  der  Bewegongsgrössencomponente. 

Im  Falle  eines  conservativen  Systems  nimmt  derselbe  Ao»- 
spruch  die  folgende  Form  an:  —  Die  Grösse,  nm  welche  irgend 
eine  Bewegnngsgrössencomponente  in  der  Einheit  der  Zeit  zunimmt, 
ist  gleich  der  für  die  Einheit  der  Zunahme  der  entsprechenden 
Coordinate  genommenen  Abnahme,  welche  die  Summe  der  poten- 
tiellen und  der  kinetischen  Energie  bei  constanten  Bewegnngs- 
grössen  erleidet.  Dies  ist  die  berühmte  „kanonische  Form**  der 
Bewegnngsgleichungen  eines  Systems,  fiir  welche  Benennung  sich 
wohl  kaum  ein  Grnnd  angeben  lässt. 

Kanonische  Form  der  Hamilton'schen  allgemeinen  Bewe- 
gungsgleichungen eines  conservativen  Systems.  —  Es  bezeichne 
U  den  algebraischen  Ausdruck  für  die  Summ^  der  durch  die  Goordinaten 
V',  ^, . . .  ausgedrückten  potentiellen  und  der  durch  diese  Goordinaten  und 
die  Bewegungsgrössencomponenten  £,  ^,  .  .  .  ausgedrückten  ^netischeo 
Energie.    Dann  ist 


(22) 


df^        d^p'^'^'^' 

d\p       ^U 
\dt        <i|  •        •      ' 


die  Gleichungen   der   zweiten   Zeile  sind  den  Gleichungen  (12)  äquivalent, 
da  die  potentielle  Energie  f,  rj^  u.  s.  w.  nicht  enthält. 

In   den  folgenden  Beispielen  weiden  wir  uns  an  Lagrange^s  Form 
(15)  als  die  für  solche  Anwendungen  passendste  halten. 
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Baispiele  über  den  Gkebrauoh  von  Lagrange' 8  allgemeinen 
Bewegnngsgleiohungen.  Beispiel  (A).  —  Bewegung  eines  einzelnen 
Punktes  (m),  der  auf  Polarcoordinaten  (r,  «9,^)  bezogen  ist.  Aus  der 
wohlbekannten  Geometrie  dieses  FaUes  wissen  wir,  dass  (fr,  r(f^  und 
r9in^^g>  die  Orössen  der  linearen  Verschiebung  sind,  welche  den  un- 
endlich kleinen  Zunahmen  (fr,  (f  j!^,  «f  ^  der  Coordinaten  entspricht,  und 
dass  diese  Verschiebungen  beziehungsweise  in  der  Bichtung  von  r,  in  der 
Biehtung  des  Bogens  r  (f  ^  (eines  grössten  Kreises)  in  der  durch  r  und 
die  Polaraxe  gelegten  Ebene  und  in  der  Bichtung  des  Bogens  rsin^dgt 
(eines  kleinen  Kreises,  dessen  Ebene  zur  Axe  senkrecht  ist)  erfolgen,  dass 
sie  also  zu  einander  senkrecht  stehen.  Bezeichnen  daher  F^  Q^  H  die 
Componenten  der  Kraft,  welche  der  Punkt  in  diesen  drei  zu  einander 
senkrechten  Bichtungen  erfahrt,  so  haben  wir 

F  =  Ä.  Gr  =z  9,  Ersinn  =  *, 

wo  £,9,^  die  Grössen  sind,  in  welche  sich  die  allgemeinen  Kraftcompo- 
nenten  (§  313)  für  dieses  besondere  Coordinatensystem  verwandeln.  Wir 
sehen  zugleich,  dass 

f,  r^,  r8in9''(p 

die  drei  längs  dieser  zu  einander  senkrechten  Bichtungen  vorhandenen 
Geschwindigkeitscomponenten  sind.    Es  ist  somit 

r  =  Va  m  (f2  +  r»  ^3  _^  r»  sin^  »  ^% 
Hieraus  folgt 

^r  *  dd^  d(p 

Bie  Bewegungsgleic^ungen  werden  also 

dt 
'oder  nach  der  in  der  BiffereÄtialrechnung  üblichen  Bezeichnungsart 

-ii;f-'(is+«""fe')i  -^• 

"L-.('-'l?)-"""-»w)  =  «'-. 

fl,  ^ (r% sin^ »^\  —  Hr  sin  ^. 

dt\  dt)  ' 
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Wenn  die  Bewegang  auf  eine  Ebene  beschränkt  wird,  etwa  auf  die 
Ebene  von  r,  ^,  so  haben  wir  ^  =  0,  folglich  ^  =  0,  und  die  beiden 
übrig  bleibenden  Bewegungsgleichungen  sind 

Wir  hätten  diese  Gleichungen  ohne  Weiteres  nach  dem  aweiten  Be> 
wegungsgesetz   niederschreiben   können,   mit   Bücksicht  auf  die   kinems- 

tische  Untersuchung  des  §  32,  in  welchem  gezeigt  wurde,  dass  ^^  —  r -r^ 

und  "- "ij  y^  "Tä)  ^^  längs  des  Radiusvector  und  senkrecht  zu  demselben 

genommenen  Beschleunigungscomponenten  sind,  wenn  die  Bewegung  ein« 
Punktes  in  einer  Ebene  mittels  der  Polarcoordinaten  r,  9"  ausgedrückt  wird. 

Dieselben  Gleichungen,  mit  g)  an  der  Stelle  von  9,  erhält  man  am 
den  drei  für  die  Bewegung  im  Baume  geltenden  Polargleichungen,  wenn 
man  darin  t^  =  y^n  setzt,  in  Folge  welcher  Annahme  Cr  =  0  und  die 
Bewegung  auf  die  Ebene  (r,  g>)  beschränkt  wird. 

Beispiel  (B).  —  Zwei  materielle  Punkte  sind  durch  eine  Schniir 
verbunden.  Einer  derselben,  m ,  bewegt  sich  irgendwie  auf  einer  glatten, 
horizontalen  Ebene.  Die  Schnur,  welche  durch  eine  glatte  imendlich 
kleine  Oeffhung  in  dieser  Ebene  hindurchgeht,  trägt  den  zweiten  mate- 
riellen Punkt,  m\  welcher  vertical  herunter  hängt  und  sich  nur  in  dieser 
Yerticallinie  bewegen  kann.  (Die  Schnur  bleibt  in  jedem  praktischen 
Versuch  immer  gestreckt ;  hier  setzen  wir  aber  natürlich  voraus,  dass  oe 
auch  negativer  Spannung  fähig  sei.)  Ist  l  die  Länge  der  ganzen  Schnur, 
r  die  Länge  des  Theils  von  m  bis  zur  Oeffliung  in  der  Ebene  und  ^  der 
Winkel  zwischen  der  Bichtung  von  r  und  einer  festen  Bichtung  in  der 
Ebene,  so  haben  wir 

T  =  Vi  {»•  (»'•*  +  r«^«)  +  m'  f2), 

dr  *  dd'  ^ 

Da  ausser  gtn',  dem  Gewicht  des  zweiten  materiellen  Punktes,  keine 
äussere  Kraft  vorhanden  ist,  so  ist  auch 

U  =  —  ^  m',  e  =  0. 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  daher 

(m  -\-  m') r  —  mr ^^  =^  —  m' ^,     m    ',    '  =  o. 

Die  Bewegung  von  m'  ist  natürlich  diejenige  eines  materiellen  Pnnktes, 
der  nur  von  einer  nach  einem  festen  Mittelpunkte  hin  gerichteten  Kraft 
beeinflusst  wird.  Aber  das  Gesetz  dieser  Kraft,  P  (die  Spannung  der 
Schnur),  ist  bemerkenswerth.    Zu  seiner  Bestinunung  haben  wir  (§  32) 

P  =  to(—  f  +  ri«). 
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Ans  d«ii  Bewegnngsgleichnngen  folgt  aber 

wo  A  eine   willkürliche   Integrationsconstante   ist   und    das   Moment   der 
Bewegungsgrösse  bezeichnet.    Folglich  ist 


Der  besondere  Fall,  in  welchem  tn  durch  einen  Stoss  in  eine  kreisförmige 
Bewegung  gesetzt  und  m*  in  Buhe  gelassen  wird»  ist  insofern  von  In- 
teresse, als  (§  350,  unten)  die  Bewegung  von  m  stabil  ist,  m*  folglich  sich 
in  stabilem  Gleichgewicht  befindet. 

Beispiel  (C).  —  Ein  starrer  Körper  wird  von  einer  festen  Aze  ge- 
tragen; dieser  erste  Körper  trägt  einen  zweiten  vermittels  einer  zweiten 
Axe;  die  Bewegung  um  jede  Axe  ist  völlig  frei. 

Fall  (a).  —  Die  zweite  Axe  ist  der  ersteren  parallel.  Zu 
irgend  einer  Zeit  %  seien  (p  und  ^  beziehungsweise  die  Neigungswinkel 
einer  durch  die  erstere  Axe  gehenden  festen  Ebene  gegen  die  durch  beide 
Axen  gelegte  Ebene  Und  gegen  die  Ebene,  welche  die  zweite  Axe  und 
den  Trftgheitsmittelpunkt  des  zweiten  Körpers  enthält.  Es  leuchtet  ein, 
dass  diese  beiden  Coordinaten  fp  und  ^  die  Lage  des  Körpers  vollständig 
bestimmen.  Nun  sei  a  der  Abstand  der  zweiten  Axe  von  der  ersteren 
und  h  der  Abstand   des   Trägheitsmittelpunktes  des   zweiten  Körpers  von 

der  zweiten  Axe.  Dann  ist  a  9p  die  Geschwindigkeit  der  zweiten  Axe, 
und  die  Geschwindigkeit  des  Trägheitsmittelpunktes  des  zweiten  Körpera 
ist  die  Resultante  der  beiden  Geschwindigkeiten 

•  • 

a  g>  und  h  if/, 

deron  Richtungen  einen  Winkel  von  der  Grösse  y/  —  g>  einschliessen,  so 
dass  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  des  Trägheitsmittelpunktes  des 
zweiten  Körpers  gleich 

a3  ^9  -]-  2  ab  g)tjf  cos {\ff  —  g>)  -|-  h^  V'* 

ist  Bezeichnen  also  m  und  tn'  die  Massen^  j  den  Gyrationsradius  des 
ersteren  Körpers  in  Beziehung  auf  die  feste  Axe  und  k  den  Gyrations- 
radius des  zweiten  Körpers  in  Beziehung  auf  eine  durch  seinen  Trägheits- 
mittelpunkt  gehende  parallele  Axe,  so  haben  wir  nach  §§  280,  281 

T=  y,  {tnßg)^  -f-  f»i'[a«9p2  ^  2ahg)^co8{^  —  9)  +  ^^4^^  +  k^^^l 
Daraus  ergiebt  sich 

— r  =  mj^ g)  -\-  n^' a^g)  -^  m'ah cos (tp  —  g,) \j/, 
d  fp 

— T  ^  m' ahcos(\p  —  g>)q>  +  «i' (6^  -[-  k^) ^, 
dT  dT         #r./.  \  '  : 

dq>  dip  \T         ^/  ^  r 

Die  allgemeinste  Voraussetzung,  die  wir  hinsichtlich  der  äusseren  Kräfte 
machen    können,   ist   mit  der  Annahme   äquivalent,  dass  ein  Kräftepaar 
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4»  auf  den  enteren  und  ein  Kraftepaar  *i'  anf  den  zweiten  Körper  wirke, 
jedes  in  einer  za  den  Axen  senkrechten  •  Ebene.  Diese  Kräilepaare  sind 
offenbar  das,  was  aus  den  allgemeinen  Ejräftecomponenten  bei  diesem 
besonderen  Coordinatensystem  ^,  V^  wird.  Die  Bewegnngsgleichnngen  sind 
daher 

■ 

(mß  +  »i'a«)  !^  +  m'ah  <*[V'co«^(V'— y)]  _ ^» „j „„ (^  —  f)^^  —  ♦. 

Wenn  ausser  der  Schwere  keine  äussere  Kraft  vorhanden  ist,  und  wenn 
wir  beide  Axen  als  horizontal  annehmen,  was  unbeschadet  der  AUgemeiih 
heit  der  Betrachtung  geschehen  kann,  so  ist  die  potentielle  Energie  des 
Systems 

gmh  (1  —  cos  g))  +  gm'  {a  [1  —  cos (<p  +  ,A)]  +  6  [l  —  cos (V  +  A)]]; 

darin  bezeichnet  h  den  Abstand  des  Trägheitsmittelpunktes  des  ersteren 
Körpers  von  der  festen  Axe ,  Ä  den  Neigungswinkel  der  Ebene,  welche 
die  feste  Axe  und  den  Trägheitsmittelpunkt  des  ersteren  Körpers  enthält, 
gegen  die  durch  die  beiden  Axen  gehende  Ebene;  ausserdem  ist  die  fSeste 
Ebene  so  angenommen,  dass  man  ^  =  0  hat,  wenn  die  erstere  Ebene  verti- 
cal  ist.   Wird  der  letzte  Ausdruck  nach  9?  und  nach  V  differentürt,  so  folgt 

—  *  =  gmh  sin  (p  +  gm*asin{q>  +  A)^ 

—  «//  =  gm'hsiniyj  +  A).   . 

Wir  werden  diesen  Fall  später  ziemlich  eingehend  untersuchen,  wenn  wir  4 
die  Interferenz  der  Vibrationen   betrachten   werden,   ein  Gegenstand,    der 
in  der  Physik  von  grosser  Wichtigkeit  ist. 

Wenn  keine  äusseren  oder  innerlich  arbeitenden  Kräfte  vorhanden 
sind,  so  haben  wir  0  =  0  und  V'  =  0,  oder  wenn  die  beiden  Körper 
gegenseitig  Kräfte  auf  einander  ausüben,  aber  keine  Einwirkung  von  < 
aussen  her  erleiden,  so  ist  ^  -f-  */'  =  0.  In  jedem  dieser  beiden  Fälle 
erhalten  wir,  wenn  wir  die  beiden  Bewegungsgleichungen  addiren  und 
das  Besultat  integriren,  als  erstes  Integral 

{mß  +  m'a^)g>  -f  m'ahcosixp—  ^^(Jp^^)  -f  w'(6«  +  ik*)^  =  C. 

Dies  drückt  offenbar  aus,   dass   das  ganze   Moment  der  Bewegongsgrrosse 

constant  ist  und  liefert  g>  und  i//,  ausgedrückt  durch  {^  —  ^)  und  (%ff  —  ^). 

Werden  diese  Werthe  von  9p  und  V  in  die  Integralgleichung  der  Energie 
eingesetzt ,  so  ergieb't  sich ,  vorausgesetzt  dass  die  zwischen  den  Körpern 
wechselseitig   wirkenden   Kräfte   zur   conservativeh  Glasse   gehören ,    eine 

einzige  Gleichung  zwischen        \j .        .  («/'  —  9>)   und  Constanten,  und  die 

vollständige  Lösung  des  Problems  ist  somit  auf  Quadraturen  zurück- 
geführt. 

Fall  (b).  —  Die  zweite  Axe  ist  zur  ersteren  senkrecht  Wir 
empfehlen  dem  Leser,  diesen  Fall  zu  seiner  Uebung  zu  bearbeiten.  Da 
derselbe  für  die  Theorie'  der  centrifugalen  chronometrischen  Begulatoren 
von  grosser  Wichtigkeit  ist,  so  werden  wir  später  auf  ihn  zurückkommen. 
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Beispiel  (D).  —  Das  gyroskopische  Pendel.  Ein  starrer  Kör- 
per P  ist  an  eine  Axe  eines  Universalgelenkes  (§  109)  befestigt,  dessen 
zweite  Axe  festgehalten  wird,  und  ein  zweiter  Körper  Q  wird  von  P  ver- 
mittels einer  festen  Axe  getragen,  deren  Richtung  mit  der  des  ersterwähnten 
Gelenkarmes  zusammenfällt  oder  ihr  parallel  ist.  Der  Einfachheit  wegen 
wollen  wir  voraussetzen,  der  Körper  Q  sei  um  die  Axe,  die  ihn  trägt, 
kinetisch  symmetrisch,  und  OB  sei  eine  Hauptaxe  eines  gedachten  star- 
ren Körpers  PQ,  der  aus  P  und  einer  Q  gleichen  Masse  besteht,  die 
rieh  im  Trägheitsmittelpunkt  von  Q  befindet  und  mit  P  verbunden  ist. 
Bs  sei  ^  0  der  feste  Arm,  0  das  Gelenk,  OB  der  bewegliche  Arm,  wel- 
*er  den  Körper  P  trägt  und  mit  der  Axe  von  Q  zusammenfallt  oder 
-pig  4g  ilir  parallel  ist.    Ferner  sei  BOA*  =  *,  und  fp  der 

Winkel,  welchen  die  Ebene  AOB  mit  einer  durch  ^ 
OA  gehenden  festen  Ebene  bildet,  welche  letztere."^ 
so  gewählt  ist,  dass  sie  die  Hauptaxe  des  Trägheits- 
moments d  des  gedachten  starren  Körpers  PQ  ent- 
hält, wenn  0  B  mit  AO  in  eine  Richtung  gebracht 
wird.  Endlich  sei  iff  der  Winkel  zwischen  der  Ebene 
AOB  und  einer  in  Q  angenommenen  festen  Ebene, 
welche. durch  die  Axe  geht,  um  welche  dieser  Kör- 
per symmetrisch  ist.  Offenbar  wird  durch  diese 
drei  Coordinaten  (^,  ^,  */*)  die  Lage  des  Systems  zu 
jeder  Zeit  t  bestimmt.  Die  Trägheitsmomente  des 
gedachten  starren  Körpers  in  Beziehung  auf  OB 
und  auf  seine  beiden  anderen  Hauptaxen  bezeichnen 
fvr  mit  9,  ®,  €,  und  die  Trägheitsmomente  des  Körper^  Q  in  Beziehung 
wf  die  Axe ,  die  ihn  trägt ,  und  auf  irgend  eine  zweite  durch  seinen 
Frägheitsmittelpunkt  gehende  und  zur  ersten  senkrechte  Axe  mit  %',  SB'. 
Wir  haben  (§  109)  gesehen,  dass  bei  der  Gelenkart,  die  wir  in  O 
roranssetzen ,  jede  mögliche  Bewegung  eines  mit  O  B  starr  verbundenen 
törpem  in  eine  Rotation  um  die  den  Winkel  «iO.fi  halbirende  Linie  Ol 
nd  eine  Rotation  um  die  durch  0  gehende  zur  Ebene  AOB  senkrechte 
lerade    zerlegt   werden   kann.     Die   Winkelgeschwindigkeit   der  letzteren 

hwegang  ish,  nach  unserer  jetzigen  Bezeichnung,  S-.    Die  erstere  Bewe- 

tg  würde  jedem  Punkte  in  OB  dieselbe  absolute  Geschwind!^ eit  durch 
Rotation  um  Ol  ertheilen,  die  er  durch  eine  mit  der  Winkelgeschwin- 

l|keit  q>  um  AA'  erfolgende  Rotation  erhält.    Sie  ist  deshalb .  gleich 

I 

sin  A' OB  .  smi'»     •        ^  •  '.    ,,  « 

8tn  JOB  ^       cosy^d^^  ^        '* 

.  •  • 

H«e  Geschwindigkeit  lässt  sich  in  2  ^  stn*  1/2^=^(1  —  cos  &)  um  OB 

pd  2  ^  jvj'n  y2  ^  <^^^  Vs  ^  =  q>sind'  um  die  in  der  Ebene  AOB  liegende 
u  OB  Senkrechte  zerlegen.  Wegen  der  symmetrischen  Natur  des  Ge- 
toks  in  Beziehung  auf  die  Linie  O I  wird  weiter  der  Winkel  ^ ,  wie  er 
iben  definirt  ist,  gleich  dem  Winkel  sein,  den  die  Ebene  AOB  mit  der- 
IBigen  £bene  des  Körpers  P  bildet,  die  für  g)  z=z  0  mit  der  festen  Ebene 
■Hunmenfiel.      Daher    ist    der    Neigungswinkel    der    Axe    der    Winkel- 

(ttchwindigkeit   g>sind'  gegen   die  Hauptaxe   des   Moments  $   gleich    q>, 

Thomson  u.  Tait,  theoretische  PtijBik.  29 
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Wenn  wir  also  diese  Winkelgeschwindigkeit  und  auch  9^  in  Componenten  um 

die  Axen  von  99  und  €  zerlegen,   so  finden  wir,  das«  die  ganzen  Winkd- 

geschwindigkeitscomponenten  des  gedachten  starren  Körpers  PQ  vaa  die» 

Axen  beziehungsweise 

«  •  *  * 

g^stnd^eosip  +  ^««n^p  und  —  9>stn^«n^  +  9casq> 

sind.  Die  ganze  kinetische  Energie  T  besteht  aus  derjenigen  des  gedach- 
ten starren  Körpers  PQ  und  derjenigen  des  Körpers  Q  um  die  Axen, 
die  durch  seinen  Trägheitsmittelpuukt  gehen.    Es  ist  somit 

23":^  «(1  —  cosS)^9>^  +  ^  d' sin  »  C08  g>  -f  »sinq)^ 

-\-  (^(g)  sin  ^  sin  g)  —  9  cos  g)*-* 
^  ^'  {^  —  ^(1  —  cos»)]^  +  ^'(^^9in^9  +-  ^2). 

Hieraus  ergiebt  sich 

i?=«'{V'-?'(i -CO»*)},    J|=o. 

AT  *  *  * 

—i-  =  ?l  (1  —  COS  *)2  ^  +  ®  (9*  *«w  ^  COÄ  9?  -f-  ^  sin  g)  sin  9  cos  g: 

d  (p 

+  (J'(g5  sin  9  sin  (p  —  9  cos  g>)  sin  ^  sin  g> 

—  %*  (V'  —  9^(1  —  co«^)}  (1  —  cos9t)  -f  95'  ^««2^, 

— -  =  —  5B  (^  sin  9  cos  ^p  -f-  ^  ^***  9^)  (^'  -^'^  **^  ^^^^  ^  —  ^  ^^-^  (T) 

«  •  •  • 

+  S  (^  sin  *  »in  gp  —  (^  cos  tp)  {g)  sin  ^  cos  g>  -{-  ^  sin  g»), 

— T  =^  ^  (g>  sin  9  cos  g:  -\-  ^  sin  g>)  sin  g) 

d»  I 

—  €  ((jp  «n  &8ing>  —  Vo«  «p)  co»  9?.+  JB'  ^,  I 
3^  =  ?l  (1  —  CO«  ^)  sin  * .  9?2  _j.  ^  CO«  9  CO«  9? .  9?  (97  »tn  ^  co«  9)  -(-  9  sin 

d  d" 

-|-  d^,  cos  S-  sin  g^^g>(g^  sin  9  siri  9?  —  ^  cos  9») 

+  Wsin^.g)  {i/*  —  (1  —  cos»)  g)]  -f  ^' sin 9 cos 9 g,^. 

Nun  möge  auf  den  Körper  Q  in  einer  zu  seiner  Axe  senkrechten 
ein  Kräftepaar  G  wirken,   und  auf  den  Körper  P  in  der  zu  O.B 
rechten  Ebene,  in  der  Ebene  A'  OB  und  in  der  durch  0 B  gehenden 
Zeichnung  senkrechten  Ebene   beziehungsweise  die  Kräftepaare  Xr,  Af, 
Wenn  ip  constant  erhalten  wird  und  g>  variirt,  so  wird  das   Paar  G 
demselben  Sinne  wie  X  Arbeit  leisten  oder  yerbrauchen,  so  dass  bei< 
Wirkungen  einfach  addirt  werden  können.    Wenn  man   also  L  -^  G  m 
N  in  Componenten  um  Ol  und  senkrecht  zu  OJ  zerlegt,   die  letztei 

weglässt  und  sich   erinnert,  dass  2Mny3^.9)  die  Winkelgeschwindigk« 
um  Ol  ist,  so  erhält  man  ^ 

*  =  awnVa^l—  (^  +  G)sinY^9  +  Ncos^/^»)  ] 

=  {—  (i  +  ö)(l  —  cos  »)  +  Nsina],  i 
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Aiimeidein  ist  offenbar 

V»  =  6?,    e  =  Jlf. 

Bei  Benntzirag  dieser  verschiedenen  Ansdrücke  in  Lagrange*s  all- 
gemeinen Formeln  erhält  man  die  Bewegnngsgleichnngen  des  Systems. 
Dieselben  werden  nns  später  von  grossem  Nutzen  sein,  wenn  wir  meh- 
rere  besondere  Fälle  von  erheblichem  Interesse  und  sehr  grosser  Wichtig- 
keit betrachten  werden. 

Beispiel  (£).  —  Bewegung  eines  auf  rotirende  Axen  be- 
zogenen materiellen  Punktes.  Es  seien  x,y,z  die  Coordinaten  eines 
in  Bewegung  befindlichen  materiellen  Punktes,  der  auf  Axen  bezogen  ist, 
die  mit  constanter  oder  veränderlicher  Winkelgeschwindigkeit  um  die 
Axe  OZ  rotiren.  Derselbe  Punkt  habe  in  Beziehung  auf  dieselbe  Axe 
OZ  und  auf  zwei  in  der  zn  OZ  senkrechten  Ebene  festliegende  Axen 
*0X,,  O  Yj  die  Coordinaten  ^i^yu^i'    Es  ist  dann 

aj,  z=  XC09  9'  —  y  sin  !>,  y^  zn  x  sin  S-  -{-  y  cos  i>, 

arj  =  xcosS*  —  ysind^  —  (x  sin  &  '\-  ycos  d)  H,  y^  =  u.  s.  w., 

wo  ^,  der  Winkel  Xj  0  X ,  als  eine  gegebene  Function  Von  t  betrachtet 
werden  muss.    Wir  erhalten  folglich 

T  =  V2«  {^«  +  y*  +  i*  +  2 (a?y  -  y^) *  -+  (^^  +  y^)»^\ ; 

dT  ,  •  ,v    d  T  - .    ,       A\   dT 

j^  =  m{x  —  y»),j^  =  m{y  -\-  «*),  -^  =  mz; 

II  =  «(y»  +  »n  i^  =  m{-x»  +  y»%  ^  =  0. 
Ferner  ergiebt  sich 

Und  die  Bewegungsgleichungen  sind  somit 

«(x  — yS  — 2yÄ  — a:Äa)=:Z,  TO(y  +  a;S  +  2iri  — y^)  =  T,  mz  =  Z, 

wo  X,  Y,  Z  einfiich  die  den  beweglichen  Axen  in  jedem  Augenblick 
parallelen  Componenten  der  auf  den  materiellen  Punkt  wirkenden  Kraft 
bezeichnen.  In  diesem  Beispiel  geht  t  in  die  Relation  ein  zwischen  den 
festen  rechtwinkligen  Axen  und  dem  Coor^inatensystem ,  auf  welches  die 
Bewegung  bezogen  wird;  es  findet  aber  keine  Gebundenheit  statt.  Wir 
lassen  noeh  ein  Beispiel  folgen,  in  welchem  eine  variirende  oder  kinetische 
Gebundenheit  vorhanden  ist. 

Beispiel  (F).  —  Ein  unter  der  Einwirkung  irgend  welcher 
Kräfte  stehender  materieller  Punkt  ist  an  das  eine  Ende  einer 
Schnur  befestigt,  deren  anderes  Ende  sich  mit  beliebiger  con- 
stanter oder  veränderlicher  Geschwindigkeit  in  einer  geraden 
Linie  bewegt.  Es  sei^  die  Neigung  der  Schnur  zur  Zeit  t  gegen  die 
gegebene  gerade  Linie  und  q>  der  Winkel  zwischen  zwei  durch  diese  Linie 
gehenden  Ebenen,  von  denen  die  eine  jederzeit  die  Schnur  enthält,  wäh- 
rend die  andere  fest  ist.  Diese  beiden  Coordinaten  (^,  ^)  bestimmen  die 
Lage  P  des  materiellen  Punktes  in  jedem  Augenblick,  da  die  Länge  der 
8ehnur  eine  gegebene  Constante  a  und  die  Entfernung  OB  ihres  zweiten 
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Endpunktes  E  von  einem  festen  Pnnkte  0  der  Geraden,  in  der  er  sich 
bewegt,  eine  gegebene  Function  von  t  ist,  die  wir  mit  u  bezeichnen  wer- 
den. Auf  drei  feste  rechtwinklige  Axen  bezogen  habe  der  materielle 
Punkt  die  Coordinaten  a:,  y,  z.  Wir  wählen  0  X  als  die  gegebene  gerade 
Linie  und  Y OX  als  die  feste  Ebene ,  von  welcher  aus  ^  gemessen  wirf. 
Dann  ist  * 

X  :=s  u  -^  a  cos  (h^  y  z=z  a  sin  »•>  cos  ^,  z  =  a  sin  S^  sin  ^r, 

X  z=^  u  —  a  8tn  iT .  ,^, 

und  fiir  y,  i  erhalten  wir  dieselben  Ausdrucke  wie  im  Beifq>iel  (A).  & 
ist  somit 

T  =  i/awCti«  —  2ü»a8inS)  +  X, 

wo  %  den  Werth  hat ,  welchen  T  im  Beispiel  ( A)  annimmt ,  wenn  darin 
f  =  0,  r  =  a  gesetzt  wird.  Bezeichnen  also  wie  in  jenem  Beispiele  ff, 
und  li  die  beiden  zu  EP  senkrechten  und  bezieh luigs weise  in  der  Ebene 
von  ^  und  senkreclit  zu  dieser  Ebene  genommenen  Componenten  der  auf 
den  materiellen  Punkt  wirkenden  Kraft,  so  erhalten  wir  als  die  beiden 
gesuchten  Bewegungsgleichungen 

m{a(&  —  sin»  cos  »qß)  —  sin^ü)  =  G, 

dt 

« 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Bewegung  dieselbe  ist,  die  sie  fein] 
würde,  wenn  E  fest  wäre  und  eine  —  mü  gleiche  Kraft  in  einer  zu  £X| 
parallelen  Richtung  in  dem  materiellen  Punkte  angebracht  wunle.  Wirj 
hätten  dies  Resultat  ohne  Weiteres  dadurch  erlangen  können,  dass  wirj 
dem  ganzen  System  eine  der  Beschleunigung  \ovlE  gleiche  und  entgeg^ 
gesetzte  Beschleunigung  hinzugefügt  hätten ,  deren  Ertheilung  an  P  dii 
Kraft  —  mü  erfordert.  | 

331.  Kinetik  einer  vollkommenen  Flüssigkeit.  —  Mi 
Hülfe  der  Ldgrang ersehen  allgemeinen  Bewegungsgleichangel 
lassen  sich  äusserst  interessante  nnd  wichtige,  bisher  nicht  in  Aoj 
genommene  Probleme  Über  die  Bewegung  der  flüssigen  Körper 
handeln.  Der  Kürze  wegen  wollen  wir  eine  Masse,  die  absolut 
zusammendrückbar  und  absolut  unfähig  ist,  einer  Formände 
einen  Widerstand  zu  leisten,  einfach  eine  Flüssigkeit  nennen. 
brauchen-  wohl  nicht  erst  zu  sagen,  dass  es  in  der  Katnr  keil 
Materie  giebt,  welche  dieser  Definition  vollständig  genügt, 
werden  aber  später  (in  dem  Kapitel  über  die  Eigenschaften 
Materie)  sehen,  wie  Wasser  und  andere  wirklich  vorhandene  Flüf 
keiten  diesem  Begriffe  wenigstens  annähernd  entsprechen.  Auch 
sich  zeigen,  dass  wir  durch  Anwendung  der  Principien  der  absl 
ten  Dynamik  auf  jene  ideale  vollkommene  Flüssigkeit  unserer 
nition  zu  Resultaten  gelangen,  welche  uns  viele  praktische  nnd 
teressante  Belehrungen  über  die  wirklichen  Bewegungen  der  Fli 
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keiten  gewahren.     In  der  Hydrodynamik  werden  wir  finden,  dass 
die  ßewegnng  einer  homogenen  Flüssigkeit ,  durch  welche  sich  be- 
liebige starre  oder  biegsame  feste  Körper  bewegen,   mag  sie  nun 
Ton  unbegrenzter  Ausdehnung    sein  oder  sich  in  einem  endlichen 
geschlossenen   Geföss    von   irgend   einer  Form  befinden,  in   jedem 
I  Augenblick,   falls  die  Flüssigkeit  überhaupt  jemals  in  Hube   war, 
mit  der  ganz  bestimmten  Bewegung  übereinstimmt,  welche  impulsiv 
Ton  der  Ruhe  aus  dadurch  erzeugt  werden  würde,  dass  man  jedem 
Tiieil  der  Umgrenzungsfläche  und  jedem  Theil  der  Oberfläche  jedes 
in  der  Flüssigkeit  befindlichen  festen  Körpers  momentan  die  Ge- 
schwindigkeit ertheilte,  die  er  in  dem   in  Bede  stehenden  Augen- 
blicke wirklich  besitzt.     (Diese  Bewegung  erfüllt,  §  312,  die  Bedin- 
gung,   dass    ihre   kinetische   Energie   ein  Minimum   ist.)      Danach 
würde  z.  B.,  wenn  alle  diese  Oberflächen  plötzlich  oder  allmälig  zur 
Ruhe  gebracht  würden,  die  ganze  Flüsaigkeitsmasse  gleichzeitig  zur 
Ruhe  kommen,  gleichgiltig  wie  lange  sie  in   Bewegung   begriffen 
war.     Wenn  also  keine  der  Oberflächen  biegsam  ist,  aber  ein  oder 
mehrere  starre  Körper  sich  unter  der  Einwirkung  irgend  welcher 
Kräfte  irgendwie  durch  die  Flüssigkeit  bewegen,  so   wird  die  kine- 
tische Energie  der  ganzen  Bewegung  in  jedem  Augenblick  lediglich 
von  der  endlichen  Anzahl  der  Goordinaten  und  der  Geschwindigkeits- 
componenten  abhängen,  welche  die  Lage  und   die  Bewegung  dieser 
Körper  bestimmen,    welches   auch   die   (nur    doi'ch  eine    unendlich 
grosse  Anzahl  von  Coordinaten  ausdrückbaren)  Lagen  sein  mögen  * 
die  von  den  Flüssigkeitstheilchen  erreicht  sind.      Ein    durch  eine 
endliche  Anzahl  solcher  Elemente  gegebener  Ausdruck  für  die  ganze 
kinetische  Energie  ist  aber,  wie  wir  gesehen  haben,  gerade  das,  was 
wir  zur  Aufstellung  der  Lagrange' sehen  Gleichungen  in  jedem  be. 
sonderen  Falle  bedürfen. 

Hydrodynamische  Beispiele  der  Anwendung  der  La- 
grange'schen  Bewegungsgleichungen.  — 

Wie  in  aUen  anderen  Fällen,  so  wird  auch  in  der  Hydrodynamik  der 
Ausdruck  für  die  ganze  kinetische  Energie  eine  homogene  quadratische 
iHiuction  der  Geschwindigkeitscomponenten  sein,  vorausgesetzt  dass  man 
ein  onveränderliches  Coordinatensystem  zu  Grunde  legt.  Die  Coefficienten 
der  verschiedenen  Glieder  dieser  Function  sind  im  Allgemeinen  Functionen 
der  Coordinaten,  deren  Bestimmung  sich  in  jedem  besonderen  Falle  un- 
mittelbar aus  der  Lösung  des  Minimumproblems  des  Beispiels  (3),  §  317, 
ergiebt. 

[Es  ist  uns  vom  Hon.  J.  W.  Strutt  und  neuerdings  vom  Prof.  Boltz- 
mann  inGratz  bemerkt  worden,  dass  die  voi-stehende  Begründung  unserer 
hydrokinetischen  Anwendung  von   Lagrange's  allgemeinen  Gleichungen 
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nicht  genau  sei.  Wir  geben  das  zn  und  theilen  deshalb  den  folgenden 
(hauptsächlich  auf  eine  Bemerkung  Boltzmann*s  gegründeten)  Beweb 
des  Princips  der  „Wirkung"  (§§319,  320)  für  eine  unzusammendrück- 
bare  Flüssigkeit  mit,  aus  welchem  sich  unsere  Anwendung  dieser  Gleichun- 
gen leicht  herleiten  lässt. 

Das  System,  dessen  Bewegung  betrachtet  wird,  sei  eine  zusammen- 
drückbare  oder  unzusammendrückbare  Flüssigkeitsmasse,  deren  Theile 
sich  reibungslos  gegen  einander  verschieben  lassen.  Zwischen  diesen  Thei- 
len mögen  beliebige  Kräfte  wirken,  und  ebenso  möge  jeder  kleinste  Theil 
eine  gewissen  Bedingungen  unterworfene  Krafbeiuwirkung  erleiden  (die 
wir  uns  als  aus  der  Femwirkung  festgelegter  äusserer  Korper  herrührend 
denken  können). 

Es  bezeichne  S  die  von  einer  unendlich  kleinen  Aenderung  der  an- 
fänglichen Lagen  und  Geschwindigkeiten  der  materiellen  Punkte  hervor- 
gebrachte Variation.  Ferner  bezeichnen  x^  y^  z  die  Coordinaten  eines 
unendlich  kleinen  Massentheiles  m  der  Flüssigkeit,  X^Y^Z  die  Compo- 
nenten  der  auf  m  wirkenden  Kraft  und  S  eine  sich  über  alle  materiel- 
len Punkte  der  Flüssigkeitsmasse  ersti^eckende  Summation.  Dann  iai 
(vergl.  §  319) 


dJ\T+  V)dt 


0 

t 


=  fdtJ{m{x&x  +  y^y+  i^k)  +  X&x  -f  Yiy  +  '£Sz]. 

0 

Nun  liefert  eine  partielle  Integration 

t  t 

J dtx&x  ^=  [x^x]    — jdtxSx, 

und  weil  noch  [§  293  (1)] 

S[(X  -  mx)^x  +  (r—  tny)^y  +  {Z  —  m2)4z]  =  o 
ist,  so  geht  die  vorhei'gehende  Gleichung  über  in 

i  I 

(1)      •       6/{T  +  V)dt  =z  [£m {xSx  +  ydy  +  i dz)]'. 
0  " 

Später,   in   der  Hydrokinetik ,   werden    wir   Lagrauge's    berüluiit49B 
hydrokinetJsches  Theorem  beweisen,  dass 

xdx  -{-  ydy  -\-  z  dz 
ein  vollständiges  Differenti^  einer  Function  von  x,y,z  ist,  wenn  die  Be- 
wegimg von  der  Ruhe  aus  oder  von  irgend  einem  Bewegungszustande  be-  , 
gönnen  hat,  für  welchen  , 

xdx  -\-  ydy  -^  zdz 

ein  voUständiges  Differential  ist.    Wir  nehmen  jetzt  an,  dies  sei  der  Fall,   \ 
d.  h.  die  Bewegung,  mit  der  wir  uns  beschäftigen,  sei  rotationalos  (§  1 90\. 
Die  Function,  deren  Diffarential  j 

xdx  -{-  ydy  -f-  zdz,  i 
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ist,  ntsiineu  wir  uacli  Helmholtz  dn«  GeücbwiudigkeitHpoteutial 
imd  bezeiclinen  es  mit  q>.  Bann  verwaudelt  sich  die  vorher^i^hende  Glei- 
cliang  in 

f 

(2)  cr/(^+   V)dtz=:[Sme^i 

0 

wo  «f  (p  die  Variation  von  x^y^z  zu  x-\-  ^x,  y-\-  ^y,  z-\-Sz  bezeichnet. 
Nehmen  vir  mm  an,   die  Flüssigkeit  sei  unznsammendrückbar ,  nnd 
uenuen  ihre  Dichtigkeit  q,  so  ist 

£mSgi  :=  q&  f  f  fdxdydz  ipt 

wo  jjj^^  dydz  0  eine   Integration    durch   den  von   der  Flüssigkeit 

eingenommenen  Baum  und  (f  die  Variation  bezeichnet,  die  dadurch  ent- 
steht, dass  man  das  Integi'al  der  Function  ^  durch  den  von  der  Flüssig- 
keit eingenommenen  verändei*ten  Baum  nimmt.  Da  nun  ^  wvrtvr  für  jedes 
bewegte  Theilchen  variirt,  aber  für  jede  Stelle  im  Raum  dui'ch  die 
Variation  unverändert  bleibt,  so  ergiebt  die  vorgeschriebene  Integration 
eln£ich  die  Integration 

durch  den  von  der  geänderten  Flüssigkeit  eingenounnenen  neuen  Baum, 
vermindert  um  dieselbe  Integration  dui'ch  den  vor  der  Variation  ein- 
}2;enommenen  Baum.  In  Zeichen  ist  dies  für  den  Fall  unendlich  abneh- 
mender Variation 

(3)  -       ^fff^^  dydz(p  =  ffd<r  dq  9p, 

wenn  dq  das  Zurückweichen  der  Umgrenzungsfläche  in  Bichtaug  ihrer 
nach  aussen  gerichteten  Normale  und  jj^^  0  ^"^^  Integration  über 
die  ganze  Oberfläche  bezeichnet.    Hieraus  folgt  endlich 

(4)  df(T  +  V)  dt  =  Q  [ffdadq  J  . 

0 

and  dies  ist  die  Gleichung  der  variirenden  Wirkung  (§  321)  für  eine 
homogene  unzusammendrückbare  Flüssigkeit,  die  sich  ohne  Botatiou  be- 
wegt. Die  Gleichung  (4)  ist  insofern  wichtig,  als  sie  zeigt,  dass  die  Va- 
riation der  Wirkung  in  einer  incompressiblen  und  rotationslosen  Flüssig- 
keit ohne  C3'kli8che  Bewegung  allein  von  der  Variation  der  anfänglichen 
and  der  Endgestalt  der  die  Flüssigkeit  begrenzenden  Oberfläche  und  nicht 
von  den  anfänglichen  und  den  Endcoordinaten  der  Flüssigkeitstheilchen 
abhängt*).    Wenn  also  die  (nirgend  biegsame)  ümgi*enzung  der  Flüssig- 


*)  Wir  setzen  hier  das  Geschwindigkeit^potehtial  als  einwerthig  voraus.  Im 
zweiten  Bande  dieses  Werkes  beabsichtigen  wir,  die  „cjklische''  Bewegung  der 
l'Huttgkeiten  (welche,  wenn  sie  rotationslos  ist,  ein  vieiwerthiges  Geschwindigkeits- 
potential hefert)  zn  behandeln  und  das  Hamilton 'sehe  Princip  der  variirenden 
Wirkung  in  seiner  Anwendung  auf  diese  Bewegüngsart  eingehend  zu  discutiren. 


^ 
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keit  nur  variirt,  insofern  sich  ein  oder  mehrere  starre  Körper  durch  die- 
selbe hindurch  bewegen,  oder  insofern  das  die  Flüssigkeit  enthaltende 
Gefass  eine  Bewegung  vollführt,  so  können  geeignete  verallgemeineite 
Coordinateu ,  welche  die  Lage  jeder  beweglichen  geschlosiienen  starren 
Oberfläche  ausdrücken ,  die  zur  Umgrenzung  der  Flüssigkeit  gehört,  ui 
Btelle  der  verallgemeinerten  Coordinaten  »/'>  ?p»  ^.  •  •  •  angewendet  werden, 
wie  sie  in  der  auf  die  variii*ende  Wirkung  (§§  322,  323)  bezüglich» 
Theorie  und  Formeln  vorkonmien;  in  letzteren  ist  denn  auch  ein  BeveU 
von  LagrangeU  verallgemeinerten  Gleichungen  der  Beschlemüfpui^ 
[§  322  (33)]  enthalten.  Professot  Boltzmann's  Beweis  der  Formel  (4) 
rechtfertigt  daher  vollkommen  unsere  Anwendung  der  Lagrange'sche^ 
Gleichungen.]  *)  ] 

Beispiel   (1).  —   Eine   Kugel    wird    in    Bewegung    gesetzt  i 
einer  unzusammendrückbaren  Flüssigkeitsmasse,  die  sich  aal 
der    einen    Seite    einer    unendlichen    Ebene    nach    allen   Bick' 
tungen  hin  ins  Unendliche  erstreckt  und  anfänglich  in  Ruh< 
ist.      Als    Anfangspunkt    des    festen    rechtwinkligen    Coordinaten»} 
wählen  wir  einen  Punkt  0  der  Grenzebene  und  lassen  die  Axe  OX 
dieser  Ebene  senkrecht  stehen.    In  Beziehung  auf  dieses  System  habe 
Mittelpunkt  der  Kugel  zur  Zeit  t  die  Coordinaten  x,  ^,  z.    Wenn  eine 
Componenten  y  oder  i  der   Geschwindigkeit  in   irgend  einem    Augenbli 
umgekehrt  wird,   so  bleibt  die   kinetische  i^nergie  offenbar  unverao' 
folglich  können  in  dem  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie  keine  61i< 
mit  yi^zd^xy  vorkommen.     Aus  diesem  Grunde   und   der  S^Tnmetrie 
Umstände  in  Beziehung  auf  y  und  z  wegen  ist  jener  Ausdruck  folgend« 

Femer  sehen  wir,  dass  P  und  Q  einfach  Functionen  von  x  sein  müad 
da  die  Umstände  für  alle  Werthe  von  y  und  z  ähnlich  sind.  Wir  ^ 
haltQii  also  durch  Differentiation 

dT        j,  .    dT        n  .    dr        ^  . 


<dy/ 
dnd  die  Bewegungsgleichungen  sind 

Principien,  die  für  eine  praktische  Lösung  der  Aufgabe,  P  und  Q  zu  I 
stimmen,  ausreichend  sind,  w^erden  später  gegeben  werden.  InzwiKb 
sehen  wir  schon  jetzt,  dass  jede  dieser  Functionen  abnimmt,  wenn 
wächst.    Die  Bewegungsgleichungen  lehren  also  Folgendes:  — 

*)  Zusatz  der  Verfasser  zur  deutschen  Ausübe. 
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332.     Einfluss   einer  starren  Ebene  auf  die   Bewegung 
einer  Engel  durch  eine  Flüssigkeit.   —    Eine   Kugel,   welche 
durch    eine   Flüssigkeitsmasse    von    einer    unendlichen   Grenzebene 
aas  in  einer  zu  dieser  Ebene  senkrechten  Richtung  geworfen  wird, 
imd  auf  welche  keine  anderen  Kräfte  als  die  aus   dem  Druck  der 
Flüssigkeit  herrührenden  wirken,  erleidet  eine  allmälige  Beschleuni- 
gung, und  ihre  Geschwindigkeit  nfthert  sich  schnell  einem  Grenz- 
:  werthe,  der  ganz  nahezu  erreicht  ist,   wenn  ihr  Abstand  von  der 
I  Ebene  mehrmals  so  gi'oss  als  ihr  Durchmesser  ist.     Wird  aber  die 
Kagel  der  Ebene  parallel  geworfen,  so  erleidet  sie  unter  der  Ein- 
I  Wirkung  der  Resultante  des  Flüssigkeitsdrucks  eine  Anziehung  gegen 
'  die  Ebene  hin.     Das  erstere  dieser  Resultate  wird  leicht  dadurch 
I  bewiesen ,  dass  man  zunächst  einen  Wurf  gegen  die  Ebene  hin 
I  betrachtet  (in  welchem  Falle  die  Bewegung  der  Kugel  offenbar  eine 
I  Verzögerung  erleiden   wird)  und   dann  das  allgemeine  Princip  der 
'  Umkehrbarkeit  (§  272)    in   Rechnung   zieht,   welches  sich   in   dem 
1  idealen  Falle  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  in  aller  Strenge  an- 
wenden lässt.     Das  zweite  Resultat  kann  man  ohne  Hülfe  von  La- 
\  grange's  Analysis  nicht  so  leicht  vorhersehen;  es  folgt  aber  ohne 
^  Weiteres  aus  der   Hamilton 'sehen  Form  seiner  Gleichungen,  wie 
!  wir  sie  oben  in  §  330  in  allgemeinen  Ausdrücken  mitgetheilt  haben. 
Völlig  äquivalent  ist  der  Fall  einer  in  Ruhe  gegebenen,  sich  nach 
allen    Richtungen    hin    ins    Unendliche    erstreckenden    Flüssigkeit, 
*  durch   welche   zwei    Kugeln    mit  gleichen  Geschwindigkeiten   senk- 
recht zur  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  geschleudert  werden : 
Die  Kugeln    werden   einander    anzuziehen  scheinen,    ein   sehr  be- 
merkenswerthes  und  anregendes  Resultat. 

Weitere  hydrodynamische  Beispiele.  —  Beispiel  (2).  Ein 
fester  Rotationskörper  bewegt  sich  so  durch  eine  Flüssig- 
keit, dass  seine  Axe  beständig  in  einer  Ebene  bleibt.  Es  sei  oi 
die  Winkelgeschwindigkeit,  welche  der  Körper  in  irgend  einem  Augen- 
blick um  eine  beliebige  zur  festen  Ebene  senkrechte  Axe  hat.  Ferner 
seien  u  und  q  die  längs  und  senkrecht  zur  Synimetrieaxe  des  Körpers 
genommenen  Geschwindigkeitscomponenten  eines  in  dieser  Axe  beliebig 
gewählten  Punktes  C  des  Körpers.  Dann  haben  wir  nach  dem  in  §  331 
aasgesprochenen  allgemeinen  Princip  (da  eine  Aenderung  des  Zeichens 
von  tf  die  kinetische  Energie  nicht  ändern  kann) 

(a)  r  =  VaC^tt»  ^  Bq^  -|-  ^'0,2  +  Eioq), 

wo  A,B,fMf  und  E  Constanten  sind,  welche  von  der  Figur  und  Masse  des 
Körpers  und  Ton  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  abhängen.  Es  bezeichne 
nun  V  die  zur  Axe  senkrechte  Geschwindigkeit  eines  Punktes,   den  wir 


I 
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den   BeactioDBinittelpuukt   nenneu  wollen.    £s  ist  dies  ein  Punkt  in 

E  E 

der  Axe,  welcher  die  Entfernung  r^  von  C  hat,  so  dass  (§  87)  ^  =  »  —  ^  « 

E^ 
ist.    Wird  jetzt  ^'  —  — ^  mit  /u  bezeichnet,  so  geht  (a)  über  in 


(a') 


r=  VaMtt2  _|.  Bv^  +  /iw2). 


In  der  Ebene,  in  welcher  sicli  die  Axe  der  Figur  bewegt,  nehiu^i  vir 
zwei  beliebige  auf  einander  senkrechte  feste  Axen  an,  in  Beziehung  auf 
welche  der  Beiictionsmittelpunkt  die  Coordinaten  x  und  y  liat ;  den  Win- 
kel, welchen  die  Axe  der  Figur  mit  OX  in  irgend  einem  Augenblick  bil- 
det,  bezeichnen  wir  mit  &]  dann  ist 


(b)        (o  =z  (^t  u  =  XC08  ^  -\-  y  sin  i9,  v 


xsin^  -\-  ycos^. 


Wird  der  Ausdruck  von  T,  naclidem  darin  diese  Werthe  eingesetzt  wor- 
den sind ,  differentiirt ,  so  ergiebt  sich ,  wenn  mau  da,  wo  es  passend  ist, 
die  Buchstaben  u,  t;  der  Kürze  wegen  beibehält. 


(c) 


\dT  '      dT  .  a  -n  '      a     ^^  J  •      o       l        Ti  « 

d»  dx  '  dy  ^ 


[d^ 


Die  Bewegungsgleichungen  sind  daher 

fjLJi  —  (A  —  B)uv  =  i, 

d  (Au  cos  9-  —  BvsJn^)        ^ 


(d) 


I  d  (^  M  si] 


dt 


Tt  ~"  ^' 


wo  X,  Y  die  Kraftcomponenten  sind ,  deren  Richtungen  durch  C  geheai 
und  0 X,  0  y  parallel  sind,  während  X  das  auf  den  Körper  wirkende 
Kräftepaar  ist. 

Bezeichnen  X,  |,  rj  beziehungsweise   das  impulsive   Kräftepaar  und  die 


durch  C  gehenden  impulsiven  Kraftcomponenten,  welche  erforderlich  sind, 
um  die  Bewegung  in  irgend  einem  Augenblick  zu  erzeugen,  so  ist  natör> 
lieh  [§  313,  (c)] 

(e)  Ä  =  -T 


dd^ 


'    ^       dT  dT 


dx' 


folglich  nach  (b)  und  (c) 


(0 


1  1  ,  •  A 

u  =!  -3-  (1  COS  <h  -f  ti  sin  d)y  »  =  ^  (—  I  Äin  ^  +  1/  cös  9),  9  z=z  —  ^ 


(g) 


/C08^9    ,    stn^9\^    ,    /l  1\    .    a 
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Dod  die  BewegnngBgleichungen  gehen  über  in 


(h) 


51  -  ^'  51  -  •^* 


Der  einfache  Fall  X  =  0,  Y  =:  0,  L  •=  0  wt  von  besonderem  Iutere8«e. 
Es  ist  dann  jede  der  Grössen  (,  17  constant ;  wir  können  daher  die  Axen 
OXf  OY  so  wählen,  dass  rj  verschwindet.  Dann  liefert  uns  (g)  zwei 
erste  Integrale  der  Bewegungsgleichungen 

(t)  ,.=  {(__   +_^j,y=___|««2». 

und  die  erste  der  Gleichungen  (h)  verwandelt  sich  in 

Wird  in  dieser  Gleichung  für  einen  Augenblick 

geschrieben,  so  geht  sie  über  in 

und  dies  ist  die  Bewegungsgleichung  eines  gemeinen  Pendels,  welches  die 
[Hasse  W  und  in  Beziehung  auf  seine  feste  Axe  das  Trägheitsmoment  fi 
^hai,  wenn  ip  der  Winkel  ist,  um  welchen  es  zur  Zeit  t  von  dec  Gleich- 
|gewichtslage  abgelenkt  ist.  Das  Endintegral  dieser  Gleichung  drückt, 
wie  wir  in  der  Kinetik  sehen  werden,  ^  vermittels  einer  elliptischen 
Function  dnroh  t  ans.  Wird  der  auf  diese  Weise  für  «^  oder  V^  g>  gefun- 
dene Werth  in  (k)  eingesetzt,  so  erhalten  wir  Gleichungen,  welche,  auf 
die  gewöhnliche  Weise  integrirt,  x  und  y  durch  t  ausgedrückt  liefern; 
die  vollständige  Lösung  des  vorliegenden  Problems  ist  somit  auf  Quadra- 
taren zurückgeführt.  Es  ist  höchst  interessant,  die  vom  Reactiousmittel- 
punkt  wirklich  beschriebene  Curve  und  die  Lage ,  welche  die  Axe  des 
Körpers  in  einem  beliebigen  Augenblick  hat,  zu  bestimmen.  Diese  Be- 
stimmung kann  nähemngsweise  sehr  leicht  für  den  Fall  sehr  kleiner  an- 
golarer  Vibrationen  geschehen,  d.  h.  wenn  entweder  Ä  —  B  positiv  und 
f  beständig  sehr  klein,  oder  A  —  B  negativ  und  g>  sehr  wenig  von  VsTT 
verschieden  ist.  Aber  auch  ohne  für  jetzt  auf  die  exacten  oder  approxi- 
mativen Endintegrale  Rücksicht  zu  nehmen,  ersehen  wir  aus  (k)  imd  (1) 
Fcdgendes:  — 

333.  Wenn  ein  RotationBkörper  in  einer  unendlichen  Flüssig- 
keit um  eine  zur  Axe  seiner  Figur  senkrechte  Axe  in  Biegung 
gesetzt,  oder  wenn  er  einfach  ohne  Rotation  nach  irgend  einer  Rieh- 


'~\ 
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tung  hin  geworfen  wird,  so  wird  seine  Axe  beständig  in  einer  Ebene 
bleiben  nnd  jeder  seiner  Punkte  sich  nui*  parallel  dieser  Ebene  be- 
wegen. Die  seltsamen  Schwankungen,  die  er  im  Allgemeinen  ver- 
richten wird,  lassen  sich  völlig  durch  den  Vergleich  mit  einem 
gemeinen  Pendel  definiren.  Dies  zu  zeigen,  wollen  wir  zunächst 
der  Kürze  wegen  einen  Körper,  welcher  sich  nach  demselben  Ge- 
setze in  Beziehung  auf  einen  Quadranten  zu  jeder  Seite  seiner 
Gleichgewichtslage  um  eine  Axe  bewegt,  wie  sich  das  gemeine  Pen- 
del in  Beziehung  auf  einen  Halbkreis  zu  jeder  Seite  bewegt,  ein 
Quadrantpendel  nennen.  (Wir  werden  diesen  Begriff  später  in 
der  Lehre  von  der  Elektricität  und  vom  Magnetismus  durch  ver- 
schiedene Beispiele  näher  erläutern;  ein  solches  Quadrantpendel  ist 
z.  B.  eine  langgestreckte  Masse  weichen  Eisens,  welchp  sich  um  eine 
verticale  Axe  in  einem  „gleichförmigen  Felde  magnetischer  Krafl"^ 
drehen  kann.) 

Der  in  Rede  stehende  Körper  werde  nun  durch  einen  Impuls  £, 
der  eine  beliebige  durch  den  Reactionsmittelpunkt  gehende  Richtung 
hat,  und  durch  ein  impulsives  Kräfbepaar  A  in  Bewegung  gesetzt, 
das  sich  in  der  Ebene  dieser  Richtung  und  der  Axe  befindet.  £i 
wird  dies  (wie  wii*  später  in  der  Theorie  der  statischen  Kräftepaan 
zeigen  werden)  dieselbe  Wirkung  haben ,  wie  ein  einfacher  Impuls  | 
(der  einem  wirklichen  Punkte  des  Körpers  oder  auch  einem  mit  dem 
Körper  durch  eine  unendlich  leichte  Verbindung  verknüpften  Punkte 
ertheilt  wird)  in  einer  gewissen  Richtung ,  welche  wir  die  Linie  dei 
resultirenden  Impulses  oder  der  resultirenden  Bewegungsgrössei 
nennen   wollen ;  diese  Linie  ist  der  ersteren  parallel  nnd  hat  toi 

derselben  den  Abstand  -r--  Die  Gesammtgrösse  der  erzeugten  Be- 
wegung ist  natürlich  (§  295)  gleich  |.  Der  Körper  wird  sich  nach- 
her beständig  den  folgenden  Bedingungen  gemäss  bewegen:  — 
1.  Die  Winkelgeschwindigkeit  in  Beziehung  auf  den  Reactions- 
mittelpunkt folgt  dem  Gesetze  des  Quadrantpendels.  2.  Der  Ab- 
stand des  Reactionsmittelpunktes  von  der  Linie  des  resultirenden 
Impulses  variirt  einfach  wie  die  Winkelgeschwindigkeit.  3.  Die 
der  Richtung  des  Impulses  parallele  Geschwindigkeit  des  Reactions* 
mittelpunktes  wird  erhalten,  wenn  man  den  Ueberschuss  der  ganzei 
Constanten  Energie  der  Bewegung  über  den  Theil  der  Energie,  wel- 
cher aus  der  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Reactionsmittelpunkt 
herrührt,  durch  die  halbe  Bewegungsgrösse  dividirt.  4.  Wenn  A,B 
und  fi  Constanten  bezeichnen,  welche  von  der  Masse  des  festen  Kor 
pers,  von  deren  Yertheilung,  von   der  Dichtigkeit  der  ^üssigkeit 
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und  von  der  Form  and   den  Dimensionen   des  festen  Körpers  ab- 

|2     |2     ;L? 

hangen,  so  dass  -r»  "^r»  —  die  linearen  Geschwindigkeiten  und  die 

A      H      fl 

Winkelgeschwindigkeit  sind,  welche  beziehungsweise  ein  längs  der 

Aie  ertheilter  Impuls  |,  ein  in  einer  durch  den  Reactionsmittelpunkt 

gehenden  zur  Axe  senkrechten  Richtung  ertheilter  Impuls  |  und  ein 

in  einer  durch  die  Axe  gehenden  Ebene  wirkendes  impulsives  Kräfte- 

paar  A  erzeugen,  so  ist  die  Länge  des  einfachen  Gravitationspendels, 

^easeu  Bewegung  mit  der  in  Rede  stehenden  periodischen  Bewegung 

Schritt  halten  würde,  -zr-rz :^ »  und  wenn  die  angulare  Bewe- 

g^A—  B) 

fang  vibratorisch  ist,  so  werden  die  Vibrationen,  je  nachdem  Ä^B, 

nder  Ä<^B  ist,  darin  bestehen,  dass  entweder  die  Axe  oder  eine  zur 

Axe  senkrechte  Linie  zu  jeder  Seite  der  Linie  des  Impulses  yibrirt. 

pie  angnlare  Bewegung  wird  in  der  That  vibratorisch  sein,  wenn  der 

pAhstand  der  Linie  des  resultireuden  Impulses  von  dem  Reactions- 

pittelpunkt  etwas  kleiner  als  V j-^ cosa  ist,  wo  ff,  je  nachdem 

1  A  B 

A^B  oder  Ä  <Z  B  ist,  entweder  die  Neigung  des  Impulses  gegen 
f£e  anfangliche  Lage  der  Axe,  oder  das  Complement  dieses  Winkels 
eichnet.  In  diesem  FaUe  wird  die  Bahn  des  Reactionsmittelpunktes 
ine  zu  beiden  Seiten  der  Linie  des  Impulses  symmetrische  Sinus- 
e  sein;  so  oft  sie  diese  Linie  schneidet,  kehrt  die  angulare  Be- 
^Wegnng  um,  und  ist  die  grösste  Neigung  erreicht,  und  so  oft  der 
ctionsmittelpunkt  sich  nach  einer  Seite  hin  in  seinem  grössten 
Abstände  befindet,  hat  die  Winkelgeschwindigkeit  ihren  grössten, 
litiven  oder  negativen,  Werth  und  die  lineare  Geschwindigkeit  des 
Keactionsmittelpunktes  ihren  kleinsten  Werth.  Wenn  andererseits 
der  Abstand  der  Linie  des  resultireuden  Impulses  von  dem  Reactions- 
mittelpunkt grösser  als  V j-=; —  cosa  ist,  so  wird  die  angulare 

AB 

Bewegung  beständig  in  einer  Richtung  erfolgen,  aber  periodisch  zu- 
feehmen  und  abnehmen,  und  der  Reactionsmittelpunkt  wird  auf  einer 
Soite  jener  Linie  eine  Sinuscui-ve  beschreiben;  seine  Abweichung 
vird  am  gp*ös8ten  und  kleinsten  sein ,  wenn  die  Winkelgeschwindig- 
kit  am  grössten  und  kleinsten  ist.  In  denselben  Punkten  ist  die 
Krümmung  der  Bahn  beziehungsweise  am  grössten  und  kleinsten 
*nd  die  lineare  Geschwindigkeit  des  beschreibenden  Punktes  am 
lUeinsten  und  grössten. 

3iU.     Die  längs  der  Axe  des  festen  Körpers  und  senkrecht  zu 
^^i^lben  genommenen  linearen  Geschwindigkeitscomponenten  sind 
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in    irgend  einem   Augenblick   beziehungsweise  — -z —  und  — = 

wenn  #  die  Neigung  dieser  Axe  gegen  die  Linie  des  resultirenc 

Impulses  ist,  und  die  Winkelgeschwindigkeit  ist  — ^,  wenn  y  der 

stand  des  Reactionsmittelpunktes  von  der  letztgenannten  Linie 
Die  gesammte  kinetische  Energie  der  Bewegung  ist  daher 

V  cos'- »        ft^»»a-        |V 
2A       "*"       2^  .  2^1  ' 

und  das  letzte  Glied  dieses  Ausdrucks  ist  der  schon  erwähnte  Tl 
der  Energie,  welcher  aus  der  Rotation  um  den  Reactionsmittelpi 
herrührt.     Um  die  ganze   Bewegung  in  irgend  einem  Augenl 
zum  Stillstand  zu  bringen,  bedarf  es  nur  eines  $  gleichen  und 
gegengesetzten  einfachen  Impulses  in  der  festen  Linie  des  resuHii 
den  Impulses  (oder  natürlich,  nach  dem  schon  angegebenen  Prin( 
eines  gleichen  und  parallelen  Impulses  ib  irgend  einer  durch 
Körper    gehenden    Innie    und    zugleich    des    passenden    impulsii 
Kräftepaares.) 

335.  Wenn  man  Lagrange 's  Gleichungen,  wie  oben^  auf  da 
Fall  eines  sich  durch  eine  Flüssigkeit  bewegenden  festen  Rotation^ 
köi*per8  anwendet,  so  ergiebt  sich  für  das  Krafkepaar,  welcM 
beständig  auf  ihn  einwirken  muss,  damit  er  sich  nicht  drehe,  vi 
mittelbar  i 

HV(Ä  —  Bl  ' 

wenn  u  und  v  die  längs  der  Axe  und  senkrecht  zu  derselben  gl 
nommcnen  Geschwindigkeitscomponenten  sind,  oder  [§  332  (f)] 

y^jA  —  B)sm2d' 
^  2AB 

• 

wenn  wieder  £  den  erzengenden  Impuls  und  %  den  zwischen  de 
Richtung  desselben  und  der  Axe  enthaltenen  Winkel  bezeichnei 
Die  Richtung  dieses  Kräftepaares  muss  eine  solche  sein,  dasa  ^  vei 
hindert,  wird,  abzunehmen  oder  zuzunehmen,  je  nachdem  A  I>  i 
oder  A<^B  ist.  Das  erstere  wird  offenbar  bei  einer  platten  Scheili 
oder  einem  abgeplatteten  Sphäroid,  das  letztere  bei  einem  geatred 
ten  oder  eiförmigen  Körper  der  Fall  sein.  In  dep  'Hydrodynami 
werden  wir  die  wirklichen  Werthe  von  A  und  B  für  mehrere  Fäll 
berechnen  lernen;  darunter  befinden  sich  der  Fall  eines  von  zv< 
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Kogeloberflächen  begrenzten  Körpers,  die  einander  nnter  einem 
Winkel  schneiden,  der  ein  beliebiges  Snbmnltiplum  yon  zwei  rech- 
ten Winkeln  ist,  der  Fall  zweier  starr  verbundenen  vollständigen 
Kngeln  nnd  der  Fall  eines  abgeplatteten  oder  eines  gestreckten 
Sphäroids. 

336.  Das  Bestreben  eines  Körpers,  seine  flache  Seite  oder  seine 
Länge  (wie  dei*  Fall  sein  mag)  quer  gegen  die  Richtung  seiner  Be- 
wegung dni'ch  eine  Flüssigkeit  zu  drehen,  aus  welchem  Bestreben 
die  Beschleunigungen  und  Verzögerungen  der  in  §  333  beschriebe- 
nen rotirenden  Bewegung  herrühren ,  und  für  welches  wir  jetzt  das 
itatische  Maass  erhalten  haben,  ist  eine  bemerkenswerthe  Erläute- 
rnng  des  Ausspruchs  des  §  330  und  steht  in  engem  Zusammen- 
liange  mit  der  dynamischen  Erklärung  vieler  in  der  praktischen 
Mechanik  wohlbekannten  Erscheinungen,  von  denen  wir  die  folgen- 

Een  anführen:  Das  Schleppseil  eines  Oanalbootes  nimmt,  wenn  es 
u  der  Seite  des  Bootes  befestigt  ist,  und  wenn  das  Steuerruder 
erade  gelassen  wird,  eine  X^ge  in  einer  vei*ticalen  Ebene  an, 
welche  die  Axe  vor  ihrem  Mittelpunkte  schneidet.  Wenn  ein  Boot 
ron  einem  Manne  mit  zwei  Rudern  schnell  quer  gegen  den  Wind 
Ibrtgerudert  wird,  so  muss  immer  (ausser  wenn  es  hinsichtlich  der 
^iefe,  die  seine  verschiedenen  Theile  im  Wasser  haben,  und  hin- 
^cbtlich  der  Grrösse  der  nach  seinen  beiden  Enden  zu  dem  W*^inde 
gesetzten  Oberflachen  ausserordentlich  unsymmetrisch  ist)  am 
der  auf  der  Windseite  stärker  gearbeitet  werden,  damit  es  sich 
icht  gegen  den  Wind  hin  wende;  aus  demselben  Grunde  trägt 
in  segelndes  Schiff  gewöhnlich  „ein  Wettersteuer ^  *).  Bei  schwe- 
m  Winde  ist  es  ausserordentlich  schwer  und  oft  unmöglich,  ein 
iBchiff  ans  dem  hohlen  Räume  zwischen  zwei  Wellen  zu  bringen, 
und  es  kann  dies  überhaupt  nur  durch  schnelle  Vorwärtsbewe- 
gung, sei  es  vermittels  des  Dampfes  oder  vermittels  der  Segel, 
geschehen.  Ein  längliches  Geschoss  muss  schnell  um  seine  Axe 
rotiren,  damit  seine  Spitze  vom  bleibe.  Unzweifelhaft  gleichen 
die  merkwüi'digen  Bewegungen  einer  schräg  ins  Wasser  fallen  ge- 
lassenen flachen  Scheibe,  Austerschale,  oder  dergl.  in  gewissem 
Grade  den  Bewegungen,  die  wir  in  §  333  beschrieben  haben.  Man 
darf  aber  nicht  vergessen,  dass  die  realen  Umstände,  der  Reibung 
der  Flüssigkeit  wegen,  von  denjenigen  des  abstracten  Problems  be- 
deutend abweichen.     Wir  wollen  dies  Problem  für  jetzt  verlassen. 

*)  d.  h.  der  Griff*  dw  SteuernitlerM  mum  d^m  Winde  xagelrehrt  wenlen. 
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337.    Kleine  Abwelohungen  vom  Gleiohgewicht.  —  Mit 

Hülfe  der  Lagrang  ersehen  Form  der  Bewegungsgleichongen,  §  329, 
können  wir  jetzt,  als  Einleitang  zur  Betrachtung  der  Stabilität  der  Be- 
wegung, die  Bewegung  eines  Systems  untersuchen,  welches  unendlich 
wenig  aus  einer  Gleichgewichtslage  herausgebracht  ist  und  sich  frei 
bewegen  kann,  während  die  Geschwindigkeiten  seiner  Theile  an- 
fanglich uuendlich  klein  sind.  Die  Gleichungen,  die  sich  ergeben, 
liefern  die  Werthe  der  unabhängigen  Coordinaten  für  jede  spätere 
Zeit,  vorausgesetzt  dass  die  Verschiebungen  unendlich  klein  blei- 
ben. Die  mathematischen  Ausdrücke  für  ihre  Werthe  müssen  natür- 
lich die  Natur  des  Gleichgewichts  zeigen  und  geben  zu  gleicher  Zeit 
ein  interessantes  Beispiel  der  Coexistenz  kleiner  Bewegungen, 
§  89.  Die  Methode  besteht  einfach  darin,  zu -binden,  was  aus  den 
Bewegungsgleichungen  und  den  Integralen  derselben  für  Coordi- 
naten, die  unendlich  wenig  von  den  einer  Gleichgewichtsconfigura- 
tion  entsprechenden  Werthen  verschieden  sind,  und  für  eine  anfang- 
liche unendlich  kleine  kinetische  Energie  wird.  Die  Lösung  dieser 
Differentialgleichungen  ist  immer  leicht,  da  sie  linear  sind  und  con- 
stante  Coefficienten  haben.  Wenn  die  Lösung  zeigt,  dass  die  Aende- 
rungen  in  den  Werthen  der  Coordinaten  unendlich  klein  blei- 
ben, so  ist  die  Lage  die  eines  stabilen  Gleichgewichts;  zeigt  sie 
dagegen,  dass  eine  oder  mehrere  jener  Aenderungen  unbegrenzt 
wachsen  können,  so  kann  eine  unendlich  kleine  Verschiebung  aus 
der  Gleichgewichtslage  eine  Entfernung  von  derselben  zur  Folge 
haben,  die  von  endlicher  Grösse  ist,  und  das  Gleichgewicht  ißt  so- 
mit instabil. 

Da  das  System  eine  Gleichgewichtslage  inne  hat,  so  mässen  die  kine 
niatischen  Relationen  unveränderlich  sein.     Wie  früher  ist 

(1)  T  =  Va  {(!/;,  V)  ^«  +  (y.,  if)  q.^  +  2  (V.  q)  tf'  q  +  n.  s.  w.}. 

und  diesei*  Ausdruck  kann  für  keine  W'erthe  der  Coordinaten  negativ  sein. 
Nun  sind  zwar  die  Werthe  der  Coefficienten  in  diesem  Ausdrnck  im  All- 
gemeinen nicht  constant;  wir  haben  sie  aber  in  unserer  approximativeD 
Untersuchung  als  constant  anzusehen ,  da  ihre  Variationen ,  die  von  den 
unendlich  kleinen  Variationen  von  i/*,  q>j  u.  s.  w.  abhängen ,  nur  Glieder 
mit  unendlich  kleinen  OroKsen  der  dritten  Ordnung  oder  höherer  Ordnun- 
gen enthalten  können.  Lagrange's  Bewegimgsgleicliungen  werden  al^w 
einfach 


(2) 


und  das  erste  Glied  jeder  dieser  Gleichungen  ist  eine  lineare  Function  von 

•  •     •  • 

(/',  g>t  u.  8.  w.  mit  constanten  Coefßcienten. 
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*  • 

Da  wir  nun  flir  die  allgemeinen  Ck)ordinaten  einen  ganz  beliebigen 
Anfangspunkt  wfthlen  können ,  so  empfiehlt  es  sich ,  i/>,  tp,  ^,  n.  s.  w.  von 
der  betrachteten  Gleichgewichtslage  ans  zu  messen ,  so  dass  di«  Werthe 
dieser  Coordinaten  beständig  unendlich  klein  sind. 

Wir  erhalten  also,  wenn  wir  die  unendlich  kleinen  Grössen  höherer 
Ordnungen  vernachlässigen  und  voraussetzen,  dass  die  Kräfte  von  den 
Gfeschwindigkeiten  unabhängig  sind,  V^,  ^>,  n.  s.  w.  als  lineare  Functionen 
Ton  V',  97,  u.  B.  w.  ausgedrückt,  die  wir  in  folgender  Weise  schreiben 
können:  — 


(3) 


lu.  s.  w.,  u.  s.  w. 


Die  Gleichlingen  (2)  werden  folglich  lineare  Differentialgleichungen  zwei- 
ter Ordnung  mit  constanten  Coefftcienten ,  und  ihre  Anzahl  ist  gleich  der 
Anzahl  der  zu  bestinmienden  Yeränderlichen  ^,  ^,  u.  s.  w. 

Die  in  den  elementaren  Lehrbüchern  der  Differentialgleichungen  dar- 
gelegten gewöhnliehen  Methoden  führen  natürlich,  unabhängig  von  jeder 
besonderen  Belation  zwischen  den  Coefficienteh,  zu  einer  allgemeinen  Form 
der  Lösung  (§  343).  Diese  Form  hat  aber  im  Falle  eines  conservativen 
jflystems  sehr  bemerkenswerthe  charakteristische  Eigenschaften,  und  da- 
'ber  wollen  wir  diesen  Fall  zuerst  besonders  untersuchen.  In  dem- 
selben ist 

wo  V  in  uilserer  approximativen  XJntersuchuiig  eine  homogene  quadra- 
tische Function  von  ^,  9), . . .  ist ,  wenn  wir  den  Anfang  oder  die  Gleich- 
gewicbtsconfiguration  als  die  Configuration  annehmen,  von  welcher  aus 
IS  273)  die  potentielle  Energie  gerechnet  wird.  Nun  gebt  aus  der  Theorie 
Äsir   Transformation   der    quadratischen    Functionen    hervor*),    dass   wir 


*)  Denn  erstens  liefert  jede  Annahme,  wie 

V/  =  ^V/    4-  Btpt   -\ , 

u.  s.  w.,     u.  s.  w., 

•       •  •  • 

GleichiiDgen ,  welche  V»  ^t  u.  s.  w.  durch  i/'^,  ^;,  u.  s.  w.  ausdrficken ,    und  zwar 

haben  die  Glieder  in  V^^i9>y,  u.  s.  w.  gleichfalls  die  Coefficienten  A^B^  u.  s.  w., 
wenn  diese  letsteren  von  i  unabhängig  sind.     Danach  möge  (die  Anzahl  der  Coor- 

•  •  •      • 

dinaten  wird  gleich  t  vorausgesetzt)  der  aus  Gliedern  in  V'^,  ^^,  V'  9>,  u.  s.  w.  be- 
itefaende    quadratische   Ausdruck   für   2  7*,   dadurch    dass   man   den    Coefficienten 

A^  B,  u.  8.  w.  geeignete  Werthe  beilegt ,  auf  die  Form  y^^/  +  9^^  +  •  •  •  re«^"* 
cirt  werden.  Dies  kann  auf  unendlich  viele  Arten  geschehen,  ohne  dass  man  eine 
Gleichnng  von  einem  höheren  als  dem  eraten  Grade  zu  lösen  hätte,  wie  man 
leicht  erkennt,  wenn  man  einen  synthetischen  Process  nach  Analogie  der  Auf- 
gabe: —  Die  einem  beliebig  gewählten  Dui-chmesser  eines  Ellipsoides  conjugirte 
Diameiralebene  und  darauf  in  dem  elliptischen  Schnitt  dieser  Ebene  den  Durch- 
messer sa  finden,  welcher  einem  beliebig  gewählten  Durchmesser  dieser  Ellipse 
eonjugirt  ist  —  algebraisch  ausarbeitet.     Es  sei  nun 
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durch  eine  ganz  bestimmte  lineare  Coordinatentranaformation  den  seimf 
Natur  nach  positiven  Ausdruck  für  2  T  auf  eine  Summe  von  Quadraten 
der  allgemeinen  Geschwindigkeitscomponenten  und  zu  gleicher  Zeit  V  aof 
eine  Summe  von  Quadraten  der  entsprechenden  Ooordinaten  redudren 
können,  wobei  jedes  Quadrat  des  letzteren  Ausdrucks  mit  einer  positiveB 
oder  negativen,  aber  reellen  Constanten  multipUcirt  sein  wird.  Es  kOnno 
folglich  ipf  q)f  u.  s,  w.  so  gewählt  werden,  dass 


w 


T  =  Va  (ip^  +  ^  u,  8.  w.) 
i7=%(«V'»  +  /?^2  4.u.  8.  w.) 


ist,  wo  <«, /9,  u.  8.  w.   positive   oder  negative  reelle  Constanten  sind.    Ls^ 

grange's  Bewegungsgleichungen  werden  somit 

I 

•  •  •  • 

(5)  V   =  —  «  Vi    «>=—/*  9>>   «•■•   W.  I 

( 

Die  Lösungen  dieser  Gleichungen  sind  i 

(6)  V  =  A8in(tya  -|-  £),  9?  =  A' sinitVß  +  ^)»  ^-  ^-  ^-t 

wo  Äy  e,  A'j  6^,  . . .  die  willkürlichen  Integrationsconstanten  sind.  Wi 
schliessen  daraus,  dass  die  Bewegung  aus  einer  einfachen  harmonisch^ 
Variation  jeder  Coordinate  besteht,  vorausgesetzt  dass  jede  der  Gröi 
a,  ßy  u.  8.  w.  positiv  ist.  Diese  Bedingung  ist  erfüllt ,  wenn  V  in 
Gleichgewicht8configui*ation  ein  wirkliches  Minimum  ist ,  was ,  wie 
gesehen  haben  (§  292),  nothwendig  bei  einem  stabilen  Gleichgewicht 
Fall  ist.  Wenn  eine  oder  mehrere  der  Grössen  «,  /9,  u.  s.  w.  versch 
den,  so  kann  das  Gleichgewicht  stabil,  unstabil  oder  neutral  sein  und,  d 


9>i  =  l'  V//  +  »'*'  9>u  +  "  •> 

11.    8.    W.,       U.   8.    W.| 

WO  /,  m, . . .,  r,  m', . . .  den  Gleichungen 

IV  +  mm'  +  ..•  =  0,  rV*  +  «'m"  +  •-  =  0,  u.  s.  w.,           | 

und  ^ 

/2  +  «2  _| =  1,  /'2  _[_  ^'2  _[.  . ..  —  1^  u.  5.  w.                   \ 

genügen.     Wir  werden  dnnn  ofTenbar  noch  dieselbe  Form  für  2  7*  haben ,    oinili| 

und  es  lassen  sich,  wie  wir  aus  der  Theoiie  der  Transformation  der  quadratisekl 
Functionen  wissen ,  ^,  m, .  . .,  V^  m', ...  so  annehmen ,  dass  die  Produote  der  Gof 
dinaten  aus  dem  Ausdruck  für  V  verschwinden  und  man 

2F=«V;,,2+  ßq>,,^-\ 

erhält ,  wo  a,  /S,  y, . . .  die  nothwendig  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  b^"  Gl 
des  sind,  deren  Coefficienten  von  den  Coefficienten  abhängen,  we]<;he  die  GröM 
V'<^  9i\  ^t  (Pn-"  »n  dem  Ausdruck  für  V  haben.  Später  [§  343,  (7)  und  Q 
werden  wir  angeben,  wie  diese  Untersuchung,  wenn  T  und  \'  als  zwei  beScM 
homogene  quadratische  Functionen  gegeben  sind,  durch  einen  einsigen  Froc« 
ausgeführt  werden  kann. 
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feine  Katar  sn  bestiminen ,  müseen  Glieder  höherer  Ordnung  in  der  Ent^ 
idckloog  von  V  nach  aufsteigenden  Potenzen  und  Producten  der  Ooordi- 
naten  untersucht  werden;  wenn  das  Gleichgewicht  stabil  wäre,  so  würde 
die  Periode  einer  unendlich  kleinen  Oscillation  in  dem  Werthe  der  ent- 
sprechenden Coordinate  oder  der  entsprechenden  Coordinaten  unendlich 
gross  sein.  Wenn  die  Grössen  a,  /},  u.  s.  w.  zum  Theil  oder  sämmtlich 
negativ  sind,  so  ist  V  kein  Minimum  und  das  Gleichgewicht  (§  292)  un- 
stabil. Die  Form  (6)  der  Lösung  wird  für  jede  Coordinate,  fär  welche 
dies  der  Fall  ist,  imaginär  und  muss  auf  die  Expouentialform  reducirt 
werden.    Ist  z.  B.  «  --  —  er',  wo  «'  positiv  ist,  so  folgt 

(7)  yi>  =  Ae+''^'  +  Be-''^, 

welcher  Ausdruck  (ausser  wenn  die  Störung  des  Gleichgewichts  so  gerich- 
tet wird,  dass  die  willkürliche  Constante  .^  verschwindet)  eine  unbegrenzte 
Zunahme  der  Abweichung  von  der  Gleichgewichtslage  anzeigt.  Diese 
Form  der  Löaung  drückt  das  Gesetz  aus,  nach  welchem  das  System  eine 
Configuration  unstabilen  Gleichgewichts  näherungsweise  verlässt.  Im  All- 
gemeinen wird  die  Annäherung  natürlich  immer  ungenauer,  je  grösser  die 
Abweichung  wird. 

Für  jetzt  wird  ein  Beispiel  genügen.  Ein  in  eine  unendliche  FIüs- 
^kfiit  (§  331)  eingetauchter  fester  Körper  werde  vel-hindert,  irgend  eine 
totirende  Bewegung  anzunehmen,  und  möge  nur  im  Stande  sein,  sich 
parallel  einer  gewissen  festen  Ebene  zu  bewegen;  er  stehe  unter  dem  Ein- 
fluss  von  Kräften ,  welche  dem  conservativen  Gesetze  unterworfen  sind, 
und  welche  in  einer  besonderen  Gleichgewichtslage  verschwinden.  "Wir 
nehmen  in  dem  Körper  einen  beliebigen  Punkt  an ,  wählen  die  Lage,  die 
er  inne  hat,  wenn  der  Körper  im  Gleichgewicht  ist,  als  Anfangspunkt  der 
rechtwinkligen  Coordinaten  0  X^  0  Y  und  rechnen  von  ihm  aus  die 
potentielle  Energie.    Dann  ist,  wie  im  AUgemeinen, 

2F=aa?3  +  fty*-|-  2cxy, 

da  die  oben  in  §  331  angegebenen  Principien  uns  gestatten,  das  System 
ab  durch  die  Coordin^n  x  und  y  vollständig  bestimmt  anzusehen,  unter 
der  Yoraussetzang ,  die  wir  immer  machen,  dass,  wenn  der  Körper  in 
Buhe  gegeben  oder  zur  Buhe  gebracht  wird,  die  ganze  Flüssigkeitsmasse 
sa  gleicher  Zeit  sich  in  Buhe  befindet.  Lösen  wir  das  offenbar  ganz  be- 
stimmte Problem :  —  das  Paar  conjugirter  Durchmesser  zu  finden ,  wel- 
ches für  die  Ellipse 

Ax^  '^-  By^  -t-  2  Cxy  z=z  eonst. 

und  für  die  EUipse  oder  Hyperbel 

ax^  -f-  6y2  «j.  2 cxy  =  const. 

dieselben  Bichtungen  hat  —  und  wählen  diese  Bichtungen  als  Axen  schief- 
winkliger Coordinaten  (^1,^1)1  so  werden  wir 

2T  =  A^x^*  +  Bi  y  •  und  2-  T  =  a,  ar«  +  b^  y « 

20* 
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erhalten.    Da  nun  Ai  und  Bi  ihrer  Natur  nach  positiv  sindi  to  kooneD 
wir»  zur  Yereinfttchung  unserer  Ausdrücke, 

«1  Yä^  =  V,  Vi  Vb^  =  9> 

!  setzen  und  erbalten 


' 


2  T  =  vi»  +  ^,  2  F  =  a  V'^  +  /J  ^«. 

also  Allsdrücke  von  der  oben  (4)  angegebenen  Form. 

Die  Interpretation  der  allgemeinen  Losung  ist  folgende:  — 

338.     Wenn   ein    conseryatives    System    unendlich   wenig  aiiB 
einer  Configuration  stabilen  Gleichgewichts  herausgebracht  wird,  so 
wird  es  hinterher  beständig  um   diese  Confignration  yibriren  und 
derselben  unendlich  nahe  bleiben,  indem  jeder  Punkt  des  Systemi 
eine  Bewegung  vollführt,  die  aus  einfachen  harmonischen  Vibratio* 
nen  besteht.     Wenn  t  Grade  von  Bewegungsireiheit  vorhanden  sind, 
und  wir  ein  beliebiges  System  allgemeiner  Coordinaten  (§  202)  be- 
trachten, welche  die  Lage  des  Systems  für  jede  Zeit  ausdrücken,  so 
wird  die  Abweichung  einer  jeden  dieser  Coordinaten  von  dem  WertiM^ 
den   sie   in  der  Gleichgewichtsconfiguration   hat,  einer  zusammen- 
gesetzten harmonischen  Function  (§  68)  gemäss  variiren,  die  im  All- 
gemeinen aus  i  einfachen  harmonischen  Functionen  von  incommen- 
surabelen  Perioden  besteht,  und  daher  (§  67)  wird  die  ganze  Be- 
wegung  des   Systems    nicht   periodisch   durch   dieselbe   Reihe  voi 
Configurationen  hindurchgehen.     Es  giebt  jedoch  im   Allgemeines 
i  verschiedene   bestimmte  Verschiebungen,   die   wir   Normal  Ver- 
schiebungen nennen  werden,  und  die  der  Bedingung  genügen, 
dass,  wenn  irgend  eine  von  ihnen  allein  erzeugt  und  das-  System 
darauf  für  einen   Augenblick  sich  selbst  in  Ruhe  überlassen  wird, 
diese  Verschiebung  einer  einfachen  harmonischen  Function  der  Zeil 
gemäss  periodisch  ab-  und  zunimmt,  nnd  dass  folglich  jeder  Punkte 
des  Systems  eine  einfache  harmonische  Bewegung  in  derselben  Pe- 
riode vollftüirt.     Dieses  Resultat  umfasst,  wie  wir  später  sehen  wei> 
den,  Fälle,  in  denen  unendlich  viele  Grade  von  Bewegungsfreiheit 
vorhanden  sind,  z.  B.  die  Bewegungen  einer  gespannten   Schnur, 
einer  in  einem  geschlossenen  Gefluse  befindlichen  Luftmasse;  Wellen 
im  Wasser  oder  Oscillationen  in  einem  Gefass  mit  Wasser,  das  von 
begrenzter  Ausdehnung  ist;  Wellen  in  einem  elastischen  festen  Kör- 
per.    Auf   diese  Fälle   angewandt  liefert   es    die   Theorie    der  so- 
genannten „Fundamentalvibration*'  und  der  succeasiven  „harmoni- 
schen Bewegungen*'  der  Saite,   sowie  der  verschiedenen  einfachen 
Vibrationsarten,  die  in  den  anderen  Fällen  möglich  sind. 
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339.     Wenn  die  Perioden  der  Vibrationen  für  zwei  oder  meh- 
rere Normalverschiebongen  gleich  sind ,  wie  es  in  besonderen  Fällen 
▼orkomni^n  kann,  so  genügt  jede  aas  denselben  zasammengesetzte 
VeTBchiebung  gleichfalls  der  Bedingung  einer  Normalverschiebung. 
Und  wenn  das  System  irgend  einer  solchen  Normalverschiebung  ge- 
mäss verschoben   und  seinen  Punkten  zugleich  Geschwindigkeiten 
mitgetheilt  werden,  welche  einer  zweiten  Normalverschiebung  ent- 
sprechen, so  wird  es  eine  Bewegung  vollführen,  welche  die  Resultante 
zweier  einfachen  harmonischen  Bewegungen  von  gleichen  Perioden  ist. 
Die  graphische  Darstellung  der  Variation  der  entsprechenden  Coordi- 
i  oaten  des  Systems  wird  folglich  (§  65),  wenn  man  dieselben  als  zwei 
rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  Ebene  verzeichnet,  ein  Kreis  oder 
eine  Ellipse  sein;  dies  wird  natürlich  auch  die  Gestalt  der  Bahn  jedes 
Punktes  des  Systems  sein,  welcher  für  zwei  der  in  Rede  stehenden  Ver- 
schiebungen eine  verschiedene  Bewegungsrichtung  hat.  Man  vergesse 
aber  nicht,  dass  einige  der  Haupttheile  (wie  z.  B.  der  im  Beispiel  G 
i  des  §  330  von  der  festen  Axe  getragene  Körper)  vielleicht  nur  einen 
iGrad  von  Freiheit  haben,  ja  dass  vielleicht  sogar  jeder  Theil  des 
Systems  nur  einen  Grad  von  Freiheit  hat,  wie  z.  B.'wenn  das  System 
aus  einer  Reihe  von  materiellen  Punkten  besteht,  deren  jeder  ge- 
zwungen ist,  Auf  einer  gegebenen  Linie  zu  bleiben,  oder  wenn  es 
ans  starren  Körpern  auf  festen  Axen  besteht,  die  vermittels  elasti- 
scher Schnüre  oder  auf  sonst  eine  Weise  auf  einander  einwirken. 
In  einem  Falle,  wie  der  letztere  ist,  kann  sich  kein  Punkt  des  Sy- 
«terns  anders  als  in  einer  Linie  bewegen,  und  die  Ellipse,  der  Kreis, 
odw  die  sonstige  graphische  Darstellung  der  Zusammensetzung  der 
harmoniflchen  Bewegungen  des  Systems  ist  dann  nur  ein  Mittel  zur 
Erleichterang  des  Verständjüsses  und  nicht  eine  Darstellung  einer 
Bewegung,  die  in  irgend  einem  Theile  des  Systems  wirklich  statt- 
jfaidet. 

340.  BissipatiTe  Systeme.  —  In  der  Natur  ist,  wie  schon 
oben  (§  278)  gesagt  wurde,  jedes  System,  auf  welches  keine  ausser- 
halb desselben  befindliche  Materie  einwirkt,  conservativ,  wenn  ausser 
den  sichtbaren  Bewegungen  und  den  messbaren  Kräften  auch  noch  die 
Molecularbewegungen,  welche  als  Wärme,  Licht  und  Magnetismus  er- 
scheinen, sowie  die  potentielle  Energie  der  chemischen  Affinitäten  in 
Rechnung  gezogen  werden.  Praktisch  sind  wir  aber  in  der  abstracten 
Dynamik  (§  275)  genöthigt,  die  Kräfte  der  Reibung  und  die  Wider- 
stände der  anderen  oben  genannten  Glassen  als  die  Ursache  eines  Ver- 
histes  von  Energie  in  Rechnung  zu  ziehen ,  ohne  dass  wir  dabei  auf 
die  Aequivalente  in  Form  von  Wärme  odei*  anderer  Molecularwirkun- 
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gen,  die  sie  hervorbringen,  Rücksicht  nehmen.  Wenn  demnach  solche 
Widerstände  in  Rechnung  gezogen  werden  sollen,  so  müssen  Kräfte, 
die  den  Bewegungen  der  verschiedenen  Theile  eines  Systems  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind,  in  die  Gleichungen  eingeführt  werden.  Nach 
unserer  auf  experimentejlem  Wege  erlangten  approximativen  Kennte 
niss  sind  diese  Kräfte,  wenn  sie  aus  der  Reibung  fester  Körper  ent- 
springen, von  den  Geschwindigkeiten  unabhängig;  sie  sind  einfach 
den  Geschwindigkeiten  proportional,  wenn  sie  direct  in  der  Zähig- 
keit der  Flüssigkeiten,  oder  in  elektrischen  oder  magnetischen  Ein- 
wirkungen ihren  Grund  haben,  wobei  aber  noch  Correctionen  anzu- 
bringen sind,  die  von  den  Aenderungen  der  Temperatur  und  von  den 
Formänderungen  des  Systems  abhängen.  In  Folge  der  letasterwähntea 
Ursache  scheint  der  Widerstand  einer  realen  Flüssigkeit  (die  immeor 
mehr  oder  weniger  zähe  ist)  gegen  einen  Körper,  der  sich  sehr 
schnell  durch  sie  hin  bewegt  und  eine  beträchtliche  unregelmässig« 
Bewegung,  wie  die  „ Wirbel '^  in  seinem  Kielwasser  zurücklässti 
nahezu  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  zu  sein, 
obgleich,  wie  Stokes  gezeigt  hat,  der  Widerstand  bei  sehr  kleinen 
Geschwindigkeiten  wahrscheinlich  einfach  der  Geschwindigkeit  pro- 
portional ist  und  für  jede  Geschwindigkeit  wenigstens  näherungs weise 
als  die  Summe  zweier  Glieder  ausgedrückt ^ werden  kann,  von  denea 
das  eine  der  Geschwindigkeit,  das  andere  dem  Quadrate  derselben 
proportional  ist. 

341,  Die  Wirkung  der  Reibung  zwischen  zwei  einander  be- 
rührenden festen  Körpern  besteht  ein£Ekch  darin,  dass  sie  die  un« 
endlich  kleinen  Vibrationen,  mit  denen  wir  es  jetzt  besonder« 
zu  thun  haben,  unmöglich  macht,  und  jedem  System,  in  welchen 
sie  vorhanden  ist,  gestattet,  in  Ruhe  zu  bleiben,  wenn  es  innerhalb 
gewisser  endlicher  Grenzen  aus  einer  Gonfiguration  reibungslosen 
Gleichgewichts  herausgebracht  worden  ist.  In  der  Mechanik  ist  es 
leicht,  ihre  Wirkungen  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  zu  schätzen, 
wenn  irgend  ein  praktischer  F«all  endlicher  Vibrationen  in  Frage 
steht.  Die  anderen  Classen  dissipativer  Ursachen  dagegen  rufen 
Widerstände  hervor,  welche,  abgesehen  von  den  erwähnten  Correc- 
tionen, einfach  den  Geschwindigkeiten  proportional  sind,  wenn  die 
Bewegungen  unendlich  klein  sind,  und  können  nie  das  System  in 
einer  Gonfiguration  in  Ruhe  erhalten,  die,  wenn  auch  noch  so  wenig, 
von  einer  Gonfiguration  reibungslosen  Gleichgewichts  abweicht.  In  der 
Theorie  der  unendlich  kleinen  Vibrationen  sind  sie  dadurch  in  Rech- 
nung zu  bringen,  dass  man  zu  den  Ausdrücken  far  die  verallgemei- 
nerten Kräftecomponentcn  Glieder  addirt,  deren  jedes  das  Prodoct 
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SDB  einer  Constanten  in  eine  der  verallgemeinerten  Geschwindigkeits- 
eomponent-en  ist,  wodurch  wir  Gleichungen  erhalten,  die  immer  noch 
in  bemerkenswerther  Weise  einer  streng  mathematischen  Behand- 
lang  fähig  sind.  Das  Resultat  der  Integration  für  den  Fall  eines 
einzigen  Grades  von  Freiheit  ist  sehr  einfach  und  sowohl  für  die 
Erklärung  vieler  Naturerscheinungen,  als  auch  zum  Gebrauch  bei 
einer  Menge  experimenteller  Untersuchungen  von  der  grössten  Be- 
deatung.  Wir  lassen  einige  partielle  Folgerungen,  die  man  aus  ihm 
«ieht,  zunächst  in  Woi-ten  folgen :  — 

34"?.  Wenn  der  Widerstand  in  irgend  einem  besonderen  Falle 
eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreitet,  so  ist  die  Bewegung  eine 
einfache  harmonische  Oscillation,  deren  Amplitude  in  aufeinander 
folgenden  gleichen  Zeitintervallen  um  gleiche  Bruchtheile  abnimmt. 
Wenn  aber  der  Widerstand  über  diese  Grenze  hinausgeht,  so  kehrt 
das  System,  wenn  man  es  aus  seiner  Gleichgewichtslage  heraus- 
,  bringt  und  darauf  sich  selbst  überlässt,  allmälig  zu  seiner  Gleich- 
igewichtslage  zurück,  ohne  je  durch  sie  hindurch  nach  der  anderen 
Seite  hin  zu  oscilliren,  und  erreicht  dieselbe  erst  nach  Ablauf  einer 
unendlich  grossen  I^eit. 

£s  sei  für  die , Einheit  der  Verschiebung  n-  die  Grösse,  welche 
fdie  Beschleunigung  haben  würde,  wenn  kein  Widerstand  vorhanden 

wäre,  so  dass  wir  (§57)  T=  —  haben;  ferner  sei  k  die  Grösse 

4er  Verzögerung,  welche  der  der  Einheit  der  Geschwindigkeit  ent- 
^n-echende  Widerstand  herbeiführt.  Dann  ist  die  Bewegung  oscil- 
ffirend  oder  nicht,  je  nachdem  Jc<,2n  oder  A;  >  2  n  ist.  Im  ersteren 
[Falle  wächst  die  Periode  der  Oscillation  in  Folge  des  Widerstandes 

von  T  auf  Tt-j TTTiv/"'  ^^^  ^^^  natürliche  Logarithmus  der 

^Amplitude  nimmt  in  der  Zeiteinheit  um  V's  ^  a^* 

I  34^}.  Unendlich  kleine  Bewegung  eines  dissipativen 
iSyBtems.  —  Die  allgemeine  Lösung  des  Problems,  die  Bewegung 
[eines  Systems  zu  finden,  welches  eine  beliebige  Anzahl,  f,  Grade  von 
[Freiheit  hat  und,  nachdem   es  unendlich  wenig  aus  einer  Gleich- 

Eswichtslage  herausgebracht  worden,  freigelassen  wird,  so  dass  es 
ch  nnn  unter  dem  Einfluss  von  Widerständen  bewegt,  welche  den 
[Geschwindigkeiten  proportional  sind,  zeigt,  dass  die  Gesammtbewe- 
flpnig  im  Allgemeinen  auf  bestimmte  Weise  in  2  i  verschiedene  Be- 
ivegongen  zerlegt  werden  kann,  deren  jede  entweder  einfach  harmo- 
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nisch  ist  und  dann  eine  nach  dem  oben  angegebenen  Gewisse  (§  342) 
abnehmende  Amplitude  hat,  oder  nicht  oscillirend  ist  und  dann 
darin  besteht,  dass  die  Verschiebungscomponenten  in  snccesaiven 
gleichen  Zeitintervallen  Verminderungen  um  gleiche  Bruchtheile  er- 
fahren. 

Für  den  Fall  eines  Grades  von   Freiheit  ist  die  Differentialgleichung 
der  Bewegung 

Das  yollständige  Integral  dieser  Gleichung  ist 

1//  =  {Äsinn't  -f  jBco«n'e}«""*^*', 


wo  n'  =  V(n2  —  Vi  k^  ist,  oder,  was  dasselbe  ist, 


wo  n,  =  V(y4  Ä*  —  n^)  ist ;  im  ersteren  Falle  sind  A  und  B,  im  zweiton 
C  und  C  die  willkürlichen  Integrationsconstanten.  Es  ergeben  sich  dar- 
aus die  für  diesen  Fall  in  §  342  ausgesprochenen  Sätze. 

Die  allgemeinsten  Voraussetzungen,  die  'wir  hinsichtlich  der  unend-  j 
lieh  kleinen  Bewegungen  eines  Systems  machen  können,  liefern  als  Diffe-  ' 
rentialgleichungen 


^t(^)  + Jl{^4-  +  9i9 +  ■■■)  + a^  +  b<F+-- =  0  ' 


(»){ 


I 

U.    8.    W.      U.    S.    W.  »  , 


Tt(^)  +  Ä^*''''  +  *'"  +  •  ■>  +  *'"''  +  '''«^  +  •••  =  * 


(Kräfte  nicht  conservativer  Art,  die  von  der  Lage,  nicht  von  der  Bewe- 
gung abhängen,  sind  nicht  ausgeschlossen,  ausser  wenn  die  Beladonen 
6  =  a',  c  =  a",  u.  s.  w.  gelten.) 

Die  Theorie  der  simultanen  linearen  Differentialgleichungen  mit   ccm- 
stanten   Coefficienten  lehrt,  dass  die  allgemeine  LMUng  für  jede  Coordi-   * 
nate  die   Summe  besonderer  Lösungen   ist,  und  dass  eine  besondere  Lö- 
sung die  Form  ' 

(2)  ip  =  l  c  ,  gi  =  m  er,  u.  s.  w.  ' 

i 
hat.     Nehmen  wir  an,   die  Ausdrücke  (2)  seien  eine  Lösung,   und   setaui 
.sie  in  die  Differentialgleichungen  ein,  so  folgt 


{^) 


A2^  +  X{%1  +  ^m  -\ )  +  aJ  +  6»iH =  0 

X^^  +  ^(^'^  +  53' w  -\ )  +  a'/  +  l»'m  +  ..     =  0 

O  frl 

U.    8.   W.      U.  S.    W. 
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wo  2*  dieselbe  homogne  quadratische  Function  von  I,  m, . . .  bezeichnet, 

vdche  T  von  i/r,  ^, . . .  ist.   Diese  %  Gleichungen  bestimmen  A  durch  die  De- 
tenninaiitengleichung 


'^) 


(X^A  +  A«   +  o),     (X^B  +  Ä»   +  6),  ... 


=  0, 


wnn  ii,  B,  C,  -4',  B\  C,  u.  s.  w.  die  Coefllcienten  von  Z,  m,  n,  u.  s.  w.  in 

\%    d% 

iT  I  7~ »  u.  8.  w.  bezeichnen,  welche  natürlich  den  Relationen 
it     am  ' 

\)  B  =z  A\  C  =  A'\  a  =  B",  u.  s.  w. 

nterworfen  sind.  Die  Gleichung  (4)  ist  vom  Grade  2 «'  in  A.  Wird  eine 
krer  Wurzeln  für  A  in  die  f  linearen  Gleichungen  (3)  eingesetzt,  so  wer- 
n  dieselben  in  Einklang  gebracht  und  liefern  die  i  —  1  Verhältnisse 
'  »,  l  :  n,  u.  s.  w. ;  wir  haben  dann  in  (2)  eine  besondere  Lösung  mit 
iier  willkürlichen  Constanten  l.  Wenn  demnach  die  2  i  Wurzeln  von  (4) 
igloich  sind ,  so  ergeben  sich  2  i  verschiedene  besondere  Lösungen,  jede 
vt  einer  willkürlichen  Constanten,  und  die  Addition  dieser  Lösungen  lie- 
rt,  wie  schon  gesagt,  die  allgemeine  Lösung.  Fälle,  in  welchen  gleiche 
Wurzeln  vorhanden  sind,  lassen  eine  entsprechende  Anzahl  Grade  von 
Bbestimmtheit  in  den  Verhältnissen  I  :  m,  Z  :  n, . . .  zurück  und  gestat- 
B  K»,  die  erforderliche  Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  zu  er- 
nzen. 

Wenn  die  nicht  aus  der  Bewegung  herrührenden  Kräfte  zur  conser- 
^^en  Classe  gehören,  so  haben  wir 

I  b=z  a',  c  =:  a",  c'  =  6",  ' 

'  Oi  6,  u.  8.  w.  so  beschaffen  sind,  dass 

F=  ^/^{a%ff^  +  2btpg)  +  2c^9  +  •  • .  -f  6>a  -f  2c'9>^  +  ■  •  •) 

l 

Wenn  die  Grossen  %  35,  W,  83',  u.  s.  w.  entweder  sämmtlich  positiv 
i>  oder  wenn  diejenigen  derselben,  die  negative  Werthe  haben,  auf 
Ute  Grössen  beschränkt  sind,  die  sie  in  der  Natur  haben  könnten,  so 
knen  die  Wurzeln  der  Gleichung  für  A,  falls  sie  reell  sind,  negativ  sein; 
P  sie  aber  imaginär  sind,  so  müssen  ihre  reellen  Theile  negativ  sein. 
Moiach  kann  Jede  betondere  Lösung  aus  Gliedern  von  einer  der  beiden 
nnen 

■mmengesetzt  werden,  wo  p  positiv  ist.    Wir  ersehen  dies  daraus,  dass 

■drücke  wie  Ce^^sinqt  eine  Bewegung  darstellen  würden,  welche  mit 
ttndig  zunehmender  Energie  durch  die  Gleichgewichtsconfiguration  hin 
1  her  gehen  würde.  Eine  mathematische  Untersuchung  dieser  Bedin- 
Ig  ist  unseres  Wissens  noch  nicht  angestellt  worden  und  verdient  die 
fitterksamkeit  der  Mathematiker. 
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Wir  kommen   wieder  zum  Falle,  in  welchem  kein  Widerstand 
vorhanden  ist,  wenn  wir 

H  =  0,  SB  =  0, . . .,  «'  =  0, . . . 

nehmen.    Die  Determinantengleichung  wird  daim 


(7) 


{X^A  +  a),     {X^B  +&),..• 
(A2 A'  +  a'l    (X^ B'  +  b%... 


=  0, 


Diese  Gleichung  ist  vom  Grade  %  in  X^.  Ihre  i  Wurzeln  sind  für  den  Fall 
eines  conservativen  Systems  natürlich  die  Werthe  von  «,  /J,  u.  s.  w.  in 
unserer  ersten  Untersuchung  (§  337),  und  wir  schliessen  aus  dem,  wm 
wir  dort  bewiesen  haben ,  dass  sie  in  diesem  Falle  sämmtlich  reell  sind. 
Die  Gleichungen  (3)  zur  Bestimmung  von  Z,  m, . . .  werden  dann 

{X^A   +  a)l  +  {X^B  +  b)m  +  ...  =  0 

(8)  >ß^^'  +  a')l  +  {X^B'  +  l/)m-] =  0 

und  somit  haben  wir  in  (7)  und  (8)  die  oben  versprochene  Losung  ifl 
einem  vollständig  ausgedrückten  Process.  Die  Eigenschaft  der  Det«nDi' 
nantengleichung  (7),  dass  ihre  Wurzeln  sämmtlich  i*eell  sind,  wenn  die 
Relationen  (5)  und  (6)  erfüllt  werden,  ist  sehr  bemerkenswerth.  8ie  scheint 
dei'  Aufmerksamkeit  der  neueren Algebraisten  entgangen  zu  sein*).  Wenn 
diese  Relationen  nicht  erfüllt  sind  [wie  in  der  bekannten  diagonalen  kubi- 
schen Function  §  181,  (3)],  so  können  alj»  Werthe  von  l^  reell  sein;  sie  kön- 
nen aber  auch  sänmatlieh  oder  zum  Theil  imaginär  sein.    Wenn  sie  nicht 

sämmtlich  reell  sind,  so  sei  QjZff  V —  1  ein  Paar  imaginärer  Wurzeln.  Die 

entsprechenden  Werthe  von  X^  oder  die  Quadratwurzeln  von  ^  i  «y  V— -1 

können  mit  i  (p  i  ^f  V—  1)  bezeichnet  werden.  Folglich  werden  in  der 
allgemeinen  Lösung  Glieder  von  der  Form 

vorkommen,  d.  h.  es  giebt  unendlich  kleine  Verschiebungen  aus  ein« 
Gleichgewichtslage,  die  harmonische  ÖsciUationen  nach  sich  ziehen  wü^ 
den,  deren  Amplituden  nach  dem  logarithmischen  Gesetz  zunehmen,  so 
lange  die  Verschiebung  klein  genug  bleibt,  dass  wir  unsere  approximativ« 
Annahme  festhalten  können.  Diese  Art,  eine  Lage  instabilen >  Gleich- 
gewichts zu  verlassen ,  ist  natürlich  unmöglich ,  ausser  wenn  man  künst- 
liche Anordnungen  trifft,  die  nicht  ein  conservatives,  sondern  ein  accn- 
mulatives  Kraftsystem  geben. 

344.  KünstUohes  oder  imaginäreiEi  aeoumulatives  Sy- 
stem. —  Wenn  die  Kräfte  eines  Systems,  welche  von  der  Confign- 
ration  und  nicht  von  der  Bewegung  abhängen,  und  welche  wir  der 
Kürze  wegen  die  Positionskräfte  nennen  wollen,  das  Piincip  der 


*)  Ein  etwas  einfacherer  Kall  ist  von  Cauchy  behandelt  (Exercicea  de  Matfar 
matique,  T.  IV,  p.  140.  Sur  l'equation  i  l'aide  de  laquelle  on  determine  M 
in^galit^s  s^colaires  des  planetes);  doch  lässt  sich  der  dort  (i^efährte  Beweis,  dm 
alle  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  reell  seien,  auch  auf  den  hier  vorlipt^enden  fw 
übertragen.  (Anmerk.  d.  Heraosg.) 
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ErlialtuDg  der  Energie  verletzen,  so  kann  auB  demselben,  wie  wir  in 
§  272  gesehen  haben,  unanfhörlich  Energie  gezogen  werden,  da- 
durch dass  man  es  unaufhörlich  durch  eine  geschlossene  Reihe  von 
Gonfignrationen  hindurchleitet.  Wir  haben  daraus  geschlossen,  dass 
in  jedem  reellen  System,  welches  nicht  mit  Energie  von  aussen  ver- 
sehen wird,  die  Positionskräfte  dem  Princip  der  Erhaltung  der 
Energie  genügen.  Es  ist  aber  leicht,  ein  System  künstlich  mit 
einer  Quelle  von  Energie  in  Verbindung  zu  setzen,  so  dass  seine 
Positionskräfte  nicht  conservativ  sind,  und  die  Betrachtung  der  kine- 
tischen Wirkungen  einer  solchen  Anordnung,  besonders  der  Oscilla- 
tionen  oder  der  Bewegungen,  die  das  System  voUftlhrt,  wenn  es 
unendlich  wenig  aus  einer  Gleichgewichtsconfiguration  heraus  ge- 
bracht wird,  ist  äusserst  lehrreich  wegen  der  Gegensätze  zu  den 
Erscheinungen  eines  natürlichen  Systems.  Die  vorstehende  Unter- 
suchung liefert  die  allgemeine  Lösung  des  Problems:  —  Die  unend- 
lich kleine  Bewegung  eines  einer  Gleichgevrichtslage  unendlich  nahen 
Systems  zu  finden,  wenn  sowohl  durch  die  Widerstände,  als  auch 
I  durch  die  Natur  der  Positionskräfte  eine  Abweichung  vom  Princip 
'der  Erhaltung  der  Energie  stattfindet.  Wenn  kein  Widerstand  vor- 
handen ist,  mit  welchem  Faße  wir  uns  jetzt  allein  zu  beschäftigen 
brauchen,  wird  die  Frage,  ob  das  Gleichgewicht  stabil  oder  instabil 
sei,  nach  der  Natur  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  ent- 
schieden ,  deren  Grad  gleich  der  Anzahl  der  Grade  von  Freiheit  ist, 
die  das  System  besitzt. 

Wenn  die  Wurzeln  (A^)  der  Beterminantengleichnng  §  343,  (7)  sämmt- 
lieh  reell  und  negativ  sind,  so  ist  das  Gleichgewicht  stabil;   in  jedem  an- 

ideren  Falle  ist  es  instabil.  '^ 

I 

I  ^]J5.  Obgleich  es  aber,  nicht  möglich  ist,  einem  solchen  System, 
wenn  sein  Gleichgewicht  stabil  ist,  unendlich  kleine  Verschiebungen 
and  Geschwindigkeiten  solcher  Art  zu  ertheilen,  dass  das  System, 
sich  selbst  überlassen,  sich  weiter  und  weiter  bewegt,  bis  eine  Ver- 
schiebung oder  eine  Geschwindigkeit  von  endlicher  Grösse  erreicht 
.ist:  so  scheint  es  doch  sehr  merkwürdig,  dass  Stabilität  hierbei 
möglich  sein  sollte,  wenn  man  bedenkt,  dass  selbst  im  Falle  der 
Stabilität,  wie  man  leicht  aus  §  272  erkennt,  eine  endlose  Zunahme 
der  Geschwindigkeit  dadurcb  allein  erlangt  werden  kann,  dass  man 
das  System  zwingt,  eine  besondere  geschlossene  Bahn,  oder  eine  be- 
sondere Reihe  von  Configui'ationen  zu  durchlaufen,  die  nirgends  mehr 
ab  unendlich  wenig  von  der  Gleichgewichtsconfiguration  abweichen, 
I  wobei  man  es  anfangs  ohne  Geschwindigkeit  irgendwo  in  gewissen 
Theüen  dieses  Umlaufs  beginnen  lasst.    Dieses  Resultat  und  die  ver* 


n 
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schiedenen  Eigenthümlichkeiten,  welche  die  F&lle  yon  Stabilität  und 
Instabilität  darbieten ,  werden  durch  das  einfachste  mögliche  Beispiel 
—  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  in  einer  Ebene  —  rar 
Genüge  erläutert. 

Der  Punkt  habe  die  Einheit  der  Masse,  und  die  den  rechtwinkligea 
Coordinatenaxen  parallelen  Kräftecomponenten  seien ,  wenn  der  Punkt  die 
Lage  {x,y)  hat,  ax  -^  hy  nnd  a' x  -]-  b'y.  Die  Bewegungagleichnngen 
sind  dann 

(1)  X  =  ax  -\-  byj    y  =:  a'x  -{-  b'y. 
Wird                      %(«'  4-  2»)  =  c  und  %(«'  —  b)  =  e 
angenommen,  so  werden  die  Kräftecomponenten 

ax  -^  cy  —  ey  und  cx  +  b'y-^-sx, 

oder  —  -3 ey  und  —  -5 r-  bx, 

dx  ^  dy    '         ' 

wo  F  =  —  Vi(a^*  +  ft'y*  +  2ca;y) 

ist.     Die   Glieder   —  ey  und  -{-ex  sind  offenbar  die  Componenten  einer 

zum  BadiuBvector  des  materiellen  Punktes  senkrechten  Kraft  e  (x^  -(-  y^\ 
Drehen  wir  also  die  Coordinatenaxen  durch  irgend  einen  Winkel,  so  sind 
die  entsprechenden  Glieder  in  den  transfonnirten  Ausdrücken  der  Compo- 
nenten immer  noch  —  ey  und  •^-  ex.  Wenn  wir  daher  die  Axen  ao 
wählen,  dass 

(2)  V=  ya(«a:«  +  />y^ 

ist,  so  gehen  die  Bewegungsgleichungen,  ohne  dass  ihre  Allgemeinheit  be- 
einträchtigt ¥rärde,  über  in 

X  =z  —  ax  —  ey,  y  =z  —  ßy  -\-  ex. 

Um  diese  Gleichungen  zu  integriren,  nehmen  wir,  wie  im  AUgemräiea. 
[§  343,  (2)], 

x  =  l^,  y  =  m^ 
an.    Dann  erhalten  wir,  wie  früher  [§  343,  (8)],  | 

(Aa  -^  a)l  -\^  em  x=  0  und  -  e«  +  (Ä«  +  fi)m  =  0. 
Daraus  folgt 

(3)  (*»  +  «)(*»  +  «  =  -««, 
und  diese  Gleichung  liefert 

A«  =  -  y,  {«  +  fi)±  {%  (a^-  rt«  -  »*)\  ; 

Diese  beiden  Wurzeln  A^  sind  reell  und  negativ ,  d.  h.  das  Gleichgewicht 
ist  stabil,  wenn  jede  der  Grössen  €tß  -^  e^  und  rc  -f-  /l  positiv,  und  wenn 
c*  <  V#  («  —  ß)^  ist  [d.  h.  wenn  e  zwischen  den  Werthen  Vg  (ß  —  «)  und 
—  Va  (ß  —  ^)  ^^]  i  li^  jedem  anderen  f^lle  ist  das  Gleichgewicht  instabil 
Es  werde  jetzt  aber  der  Punkt  gezwtmgen ,  auf  einem  Kreise  vom 
Badius  r  zu  bleiben.  Bezeichnen  wir  den  Winkel  zwischen  dem  BadiuB- 
vector des  Punktes  und  der  Axe  OX  mit  &  und  transformiren  (§  27)  die 
Bewegungsgleichungen,  so  erhalten  wir 

(4)  if  =  —  (/f  —  a)8in»co89  +  c  =  —  Vaf^  — «)»n25  +  «. 
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Hätten  wir  6  =  0  (Fall  eines  conservativen  KraftsyRtema),  so  würdeit  die 
Gleichgewichtslagen  in  *  —  0,  *  =  yj;r,  9  z=:  n  und  ^  =  %n  sein, 
und  die  Bewegung  wftre  die  des  Quadrantpendels.  Wenn  aber  e  irgend 
einen  endlichen Werth  hat,  der  kleiner  als  %(ß  —  et)  ist,  tmd  den. wir  der 
Kane  wegen  als  positiv  voraussetzen,  so  giebt  es  Gleichgewichtslagen  in 

*  =  Ö,  ^=^~  —  Ö.  ^  =  n  +  dund^  =  ^  —  Ö, 

O     A 

WO  6  die  H&lfte  des  Spitzen  Winkels  ist,  dessen  Sinus  den  Werth 


ß  ^a 

bat.  In  der  ersten  und  dritten  Lage  findet  stabiles,  in  der  zweiten  und 
vierten  instabiles  Gleichgewicht  statt.  Wir  sehen  somit,  dass  die  Wirkung 
der  Constanten  Tangentialkraft  darin  besteht,  die  Lagen  des  stabilen  und 
des  instabOen  Gleichgewichts  auf  dem  Kreise  vor  und  zurück  zu  schieben, 
,  jede  durch  einen  Winkel  von  der  Grösse  6.    Wird  die  Gleichung  (4)  mit 

2  9d<  multiplieirt  und  sodann  integrirt,  so  erhalten  wir  als  Integral- 
gleichong  der  Energie 

(5)  ^a  =  C  -I-  Vi  (ß  —  a)co$29  +  2e^. 

Hieraus  sehen  wir,  dass  der  Werth  von  C,  fQr  welchen  der  materielle 
Punkt  gerade  die  Lage  des  instabilen  Gleichgewichts  erreicht, 

C  s=  —  Vi(/J  —  a)c08{n  —  26)  —  e{n  —  26) 

ist.  Setzen  wir  den  Ausdruck  (6)  fQr  J^^,  nach  Substitution  dieses  Wertlies 
von  (7,  gleich  Null,  so  erhalten  wir  eine  transcendente  Gleichung  in  ^, 
deren  kleinste  negative  Wurzel  ^^  die  Grenze  liefert,  von  einer  Lage  stabilen 
Gleichgewichts  aus  rückwärts  gerechnet,  bis  zu  welcher  die  Bewegung  oscil- 
lirend  bleibt.  Wenn  der  jnaterielle  Punkt  m  Buhe  an  irgend  eine  Stelle  des 
Kreises  gesetzt  wird,  die  sich  vor  einer  Lage  stabilen  Gleichgewichts  be- 
findet und  weniger  als  ~  —  2  6  von  derselben  entfernt   ist ,  oder  die  sich 

hinter  einer  solchen  Lage  in  einem  Abstände  von  derselben  befindet,  der 
kleiner  als  0  —  ^^  ist,  so  wird  er  vibriren.  Wird  er  aber  an  irgend  eine 
Stelle  gesetzt,  die  sich  ausserhalb  dieser  Grenzen  befindet,  und  daselbst 
entweder  in  Buhe  gelassen  oder  mit.  einer  beliebigen  Geschwindigkeit 
nach  einer  der  beiden  Seiten  hin  gestossen ,  so  wird  er  den  Xreis  rings 
benrni  nach  vorwärts  zu  unaufhörlich  durchlaufen;  dabei  nimmt  seine 
Geschwindigkeit  periodisch  zu  und  ab;  ihr  Quadrat  wird  aber  jede  halbe 
Umdrehung  um  den  nämlichen  Betrag  grösser. 

Ist  andererseits  e  >  Vi  iß  —  ^)>  "O  sind  die  Lagen  sowohl  des  stabi- 
len ,  wie  des  instabilen*  Gleichgewichts  imaginär ,  indem  der  Einfluss  der 
'TuigentialkTaft  in  jeder  Lage  überwiegt.  Wird  der  Punkt  an  irgend  eine 
Stelle  des  Kreises  in  Buhe  hingesetzt,  so  wird  er  sich  mit  stetig  wachsen- 
der Geschwindigkeit,  aber  periodisch  zu-  und  abnehmender  Beschleuni- 
gung herumbewegen.  x 

346.    Kineüsclie  Stabilität  und  eoneervative  Störung.  — 
£s  giebt  kanm  eine  Frage  in  der  Dynamik,  die  für  die  theoretische 
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Phyfiik  von  grösserer  Wichtigkeit  ist,  als  die  Stabilität  oder  In- 
stabilität der  Bewegung.  Daher  woUeu  wir,  ehe  wir  dieses  Capitei 
schliessen,  eiuige  allgemeiue  Erläutemugen  und  leitende  Principien 
über  diesen  Gegenstand  mittheilen. 

Eine  „conservative  Bewegungsstörung"  ist  eine  Störung  in  der 
Bewegung  oder  der  Configuration  eines  conservativen  Systems, 
welche  die  Summe  der  potentiellen  und  der  Jcinetischen  Energie 
nicht  ändert.  Eine  „conservative  Störung  der  Bewegung  durch  eine 
besondere  Configuration  hindurch"  ist  eine  Aenderung  in  den  Ge- 
schwindigkeiten oder  Geschwindigkeitscomponenten ,  welche  die  ge- 
sammte  kinetische  Energie  ungeändert  lässt.  So  z.  B.  ist  eine  con- 
servative  Störung  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  durch 
irgend  einen  Punkt  hindurch  eine  Aenderung  in  der  Bewegungs- 
nchtung,  die  von  keiner  Aenderung  der  Geschwindigkeit  be- 
gleitet ist. 

347.  Die  wirkliche  Bewegung  eines  Systems  aus  irgend  einer 
besonderen  Configuration  heisst  stabil,  wenn  jede  mögliche  unend* 
lieh  kleine  conservative  Störung  der  Bewegung  durch  diese  Confi- 
guration aus  conservativen  Störungen  zusammengesetzt  werden 
kann,  deren  jede  eine  Aenderung  der  Bewegung  herbeifahren 
würde,  welche  das  System  in  endlicher  Zeit  und  mit  einer  nur  un- 
endlich kleinen  Abweichung  wieder  zu  einer  der  ungestörten  Bahn 
angehörenden  Configuration  brächte.  Wenn  diese  Bedingung  nichi 
erfüllt  ist,  so  heisst  die  Bewegung  instabil. 

31?.  Beispiele.  —  Es  werde  z.  B.  ein  Körper  Ä  von  einer 
festen  verticalen  Axe  getragen,  ein  zweiter  Körper  B  von  einer  dem 
ersten  Körper  angehörenden  parallelen  Axe;  in  derselben  Weise 
werde  ein  dritter  Körper  C  von  B  getragen,  u.  s.  w.  Wenn  dann  die- 
Körper  5,  C,  u.  s.  w.  so  gestellt  werden ,  dass  der  Trägheitsmittel- 
punkt  eines  jeden  so  weit  als  möglich  von  der  festen  Axe  entfernt 
ist,  und  das  ganze  System  mit  einer  gemeinschaftlichen  Winkel- 
geschwindigkeit um  diese  Axe  in  Bewegung  gesetzt  wird,  so  wird- 
die  Bewegung  von  jeder  Configuration  ans  stabil  sein,  wie  ans  den 
später  zu  beweisenden  Principien  über  die  resultirende  Centrifiigal* 
kraft  bei  einem  starren  Körper  hervorgeht.  Wenn  z.  B.  jeder  der  Kör- 
per  ein  flaches,  rechtwinkliges,  am  einen  Ilaiide  eingelenktes  Brett 
ist,  so  wird  das  ganze  System  offenbar  durch  die  Centrifugalknft 
stabil  erhalten,  wenn  alle  diese  Bretter  in  einer  Ebene  und  von  der 
festen  Axe  soweit  als  möglich  entfernt  sind.  Wenn  aber  A  zau 
Theil  aus  einer  Welle  und  einer  Kurbel  besteht,  wie  ein  gewöhn- 
liches Spinnrad   oder  das  Schwungrad  und  die  Kurbel  einer  Dampf" 
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maschine,  und  wenn  B  vom  Rnrbelstift  als  Axe  getragen  nnd  ein- 
wärts gedreht  wird  (nach  der  festen  Axe  zu  oder  deren  Verlängerung 
achneidend),  so  wird  die  Bewegung  des  Systems  instabil  sein,  wenn- 
gleich die  Körper  0,D,'  u.  s.  w.  so  gestellt  sind,  dass  ihre  Trägheits- 
mittelpunkte so  weit  von  der  festen  Axe  abstehen,  als  es  bei  dieser 
Lage  Yon  B  möglich  ist. 

349.  Wenn  sich  ein  länglicher  Körper  in  der  Richtung  seiner 
Länge,  oder  eine  flache  Scheibe  seitwärts  durch  eine  Flüssigkeit  be- 
wegt, Bö  ist  die  Bewegung  instabil.  Bewegt  sich  dagegen  einer 
dieser  beiden  Körper  so,  dass  seine  Länge  oder  seine  Flachseite  &ur 
Bewegungsrichtung  senkrecht  ist,  so  ist  die  Bewegung  stabil.  Für 
den  idealen  Fall  einer  yallkommenen  Flüssigkeit  (§  331)  ist  dies  in 
§  332,  Beispiel  (2)  bewiesen,  und  die  in  §  333  erläuterten  Resultate 
zeigen  für  einen  festen  Rotationskörper  ganz  bestimmt  den  Charakter 
der  Bewegung,  welche  eintritt,  wenn  der  Körper  unendlich  wenig  in 
seiner  Bewegungsrichtung  gestört  wird,  so  dass  er  sich  nicht  mehr 
genau  längs  oder  genau  senkrecht  zur  Axe  seiner  Figur  bewegt; 
wann  die  geradlinige  Bewegung  stabil  ist,  so  ist  diese  durch  die 
Störung  yerursachte  Bewegung  eine  unendlich  kleine  Oscillation  in 
einer  bestimmten  Zeitperiode ;  wenn  die  geradlinige  Bewegung  aber 
instabil  ist,  so  schwingt  er  herum  bis  in  eine  nahezu  umgekehrte 
Lage.  Die  Beobachtung  bestätigt  diese  Behauptung  für  die  realen 
Flüssigkeiten  Luft  und  Wasser  und  für  die  mannigfachsten,  die  Be- 
wegung beeinflussenden  Umstände.  Einige  erläuternde  Beispiele 
haben  wir  schon  in  §  336  angeführt,  und  werden  wir  später  auf 
den  Gegenstand  zurückkommen,  da  er  nicht  nur  von  grosser  prak- 
tischer Wichtigkeit  ist,  sondern  auch  in  theoretischer  Beziehung 
bohes  Interesse  hat  und  durchaus  keine  Schwierigkeiten  darbietet. 

351 K  Die  Bewegung  eines  einzelnen  materiellen  Punktes  liefert 
ans  einfachere  und  nicht  weniger  lehrreiche  Frläuterungen  der  Sta- 
bilität und  Instabilität.  Wenn  ein  Gewicht,  das  mit  einem  gewicht- 
losen unausdehnbaren  Faden  an  einem  festen  Punkte  befestigt  ist, 
so  in  Bewegung  gesetzt  wird,  dass  es  um  eine  durch  seine  Gleich- 
gewichtslage gebende  Verticallinie  einen  Kreis  beschi'eibt,  so  ist  seine 
Bewegung  stabil.  Denn  wenn  ihm  eine  iinendlich  wenig  abweichende 
Richtung  gegeben  wilxl,  ohne  dass  ein  Gewinn  oder  ein  Verlust  an 
Energie  eintritt,  so  wird  es,  wie  wir  später  sehen  werden,  eine  Sinus- 
Unie  beschreiben,  welche  die  Bahn  der  ungestörten  Bewegung,  den 
Kreis,  successive  in  Punkten  schneidet,  deren  Abstände  auf  dem  Kreise 
in  ganz  bestimmter  Weise  von  dem  Neigungswinkel  der  Schnur  gegen 
die  Terticale  Richtung  abhängen.     Wenn  dieser  Winkel  sehr  klein 


' 
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ist,  80  ist  die  Bewegung  nicht  merklich  von  deijenigen  eines  mate- 
riellen Punktes  verschieden,  der  anf  eine  Ebene  beschränkt  ist  and 
sich  unter  dem  Einfluss  einer  nach  einem  festen  Punkte  zu  anxieheo- 
den,  dem  Abstände  einfach  proportionalen  Kraft  bewegt,  und  die  Bahn 
der  gestörten  Bewegung  schneidet  diejenige  der  ungestörten  (den 
Kreis)  viermal  während  einer  Umdrehung.  Oder  wenn  ein  auf  eine 
Ebene  beschränkter  materieller  Punkt  sich  unter  dem  Einfluss  einer 
ihn  nach  einem  Punkte  dieser  Ebene  hinziehenden  Kraft  bewegt, 
welche  dem  Quadrate  seines  Abstandes  von  diesem  Punkte  um  gekehrt 
proportional  ist,  so  wird  die  Bahn  einer  unendlich  wenig  von  den 
Kreise  abgelenkten  Bewegung  den  Kreis  während  einer  Umdrehung 
zweimal  schneiden.  Wenn  die  Centralkraft  allgemein  der  nten  Pot«rt 
des  Abstandes  proportional  und  n  4*  3  positiv  ist,  so  schneidet  dk 
Bahn  der  gestörten  Bewegung  den  Kreis  in  einer  Reihe  von  Pauk- 
ten ,  deren  jeder  von  dem  nächstfolgenden  auf  dem  Kreise  den  Ab* 

stand  ,  . hat.    Die  Bewegung  wird  aber  instabil  sein,  wenn  t 

Vw+3 

negativ  und  —  n  ^  3  ist. 

Kinetische  Stabilität  in  einer  kreiaförmigen  Baiin.   —  Bid 

Kriterium  fiir  die  Stabilität  lässt  sich  für  den  Fall  ^ner  Bewegung  U 
Kreise  um  einen  Punkt  herum,  von  dem  aus  eine  Kraft  wirkte  leicht  he? 
leiten»  wenn  wir  die  Diiferentialgleichung  der  allgemeinen  Bahn  (§  36) 

d^u   ,        ___     P  •         I 

d^a  -r  **  —  X5^  •  J 

zu  Ornnde  legen,  h  habe  einen  solchen  Werth,  dass  eine  Bewegung  m 
einem    Kreise   vom   Radius    a~^  dieser   Gleichung   genügt,   d.    b.    es  «■ 

=  u,  wenn  u  =z  a  ist.    Ist  nun  t«  =  a  -|-  ^,  wo  ^  unendlich  k]a)| 


ist,  so  werden  wir 


i 


"  -  iriTs  =  «  ? 


Äa„2  —  -  ^ 

« 

haben,   wenn  te  den  Werth   von  -j— { «  —  rö-^)   ^^   u  =  a   bezeichaiB 
'  du\  h^uV  vi 

und   folglich    ist  die   Differentialgleichung   der  von  der  kreisfönuigen  Bn 

endlich  wenig  abweichenden  Bewegung 

Das    Integral   dieser   Gleichung    lässt   sich    am   passendsten    in    folgei)d«r 
Weise  schreiben :  — 


und 


Q  =  A  sin  (iV  V«  -\-  /J),  wenn  a  positiv 
^  =  C'tf'*^^""  +  C*e^^^^\  wenn  «  negativ  ist. 
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Wv  Mhen   daraus,   dass  die   kreifllOtiiiige  Bewegimg  im   enteren   Falle 
stabil,  im  zweiten  instabil  ist. 

Ist  s.  B.  P  =  /4  r"  =  /i  t»~*,  so  folgt 

Ä(^- Ä&)=^ +  <"  +  ')  ä£-». 

imd  wenn  wir  hierin  Tj-3  =z  u=:  a  setzen,  so  erbalten  wir  «r  =  n  4~  3» 

worans  das  oben  ansgesprochene  Resultat  hervorgeht. 

Oder  nehmen  wir  da«  Beispiel  <B)  des  §  930  und  setzen  mP  fnr  P 
ond  mh  0aar  ik,  so  ist 


duV       hh?)  ^     m  -f  m'    * 


Setzen  wir  hierin  tf  =  a  uu4   machen  h!^  =  ^-;;^ ,  damit  eine  Bewegung 


ma 
in  einem  Kreise  vom  Badius  a—^  möglich  sei,  so  finden  wir 

3m 
,      *      m  -\-  m' 

Die  kreisförmige  Bewegung  ist  daher  immer  stabil,  und  die  Periode  der 
darch  eine  unendlich  kleine  Abweichung  von  derselben  erzeugten  Yariation 

r      31» 

^1»    Kinetiflohe  Stabilität  eines  sich  auf  einer  glatten 
Oberflftohe  bewegenden  Punktes«  —    Der  Fall  eines  sich  auf 
«ner  glatlen  festen  Oberfläche  bewegenden  Punktes,  auf  welchen 
keine  andere  Kraft  wirkt  als  diejenige,  die  ihn  zwingt,  auf  der 
Oberfläche  zn  bleiben,  und  der  sich  deshalb  längs  einer  geodätischen 
Linie  der  Oberfläche  bewegt,  bietet  äusserst  einfache  Erläuterungen 
der  Stabilität  und 'Instabilität  dar.  "  So  würde  z.  B.  ein  auf  den 
inncrren  Ereis  der  Oberfläche  eines  Ankerringes  gesetzter  materieller 
Pankt,  wenn  er  in  «ier*  Ebene  des  Ringes  einen  Stoss  erhielte,  sich 
bMändig  in  diesem  l&eise  bewegen;  seine  Bewegung  würde  aber 
instabil   sein,  da   diet  Punkt  ofienbar  bei  der  geringsten  Störung 
diese  Bahn  yerlass^n  tind  erst  nach  einem  Umlauf  um  den  äusseren 
Band  dieselbe  wieder  erreichen  würde.     (Wir  setzen  natürlich  vor- 
aus, dass  der  Punkt  an  dei*  Oberfläche  des  Ringes  bleiben  muss,  wie 
wenn  er  sich  in  dem  unendlich  dünnen  Raum  zwischen  dem  massi- 
ren  Ringe  und  eitern  darumgelegten  hohlen  Ringe  befände.)    Wenn 
der  Punkt  aber  auf  den  äussersten  oder  grössten  Kreis  des  Ringes 
gesetzt  und  in  dessen  Ebene  fortgestossen  wird,  so  wird  eine  un- 

Thomton  n.  Tait,  theotvtiache  Physik.  21 
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endlich  kleine  Stöntng  bewirken  J"  dass  er  eine  Sinndinie  beschreibti 
welche  den  Kreis  in  einer  Reihe  von  Panki;en  schneidet,  deren  jeder 

von  dem   folgenden   ^ine  Entfernung  hat,  die  dem  Winkel  ^  y^- 

oder  dem  Zeitraum  —  l/  ^  entspricht,  wo  a  den  Radius  jenes  Krei- 
ses, CO  die  in  demselben  vorhandene  Winkelgeschwindigkeit  und  \ 
den  Radius  des  kreisförmigen  Querschnittes  des  Ringes  bezeichnet 
Dies  zu  beweisen,  hat  man  nur  zu  beachten,  dass  ein  unendlich 
schmaler  Streifen  des  äussersten  Theils  des  Ringes  in  jedem  Punkte 
a  und  6  zu  Hauptkrümmnngsradien,  folglich  (§  150)  zu  geodätischen 

Linien  die  grössten  Kreise  einer  Kugel  vom  Radius  \ah  hat,  an 
welche  er  (§  152)  durch  Biegung  sich  anschmiegen  kann. 

352.  In  allen  diesen  Fällen  war  die  Bahn  der  ungestörten 
Bewegung  kreisförmig  oder  geradlinig,  und  wenn  die  Bewegung  sta- 
bil war,  so  war  die  Wirkung  einer  Ablenkung  periodisch,  d.  h.  sie 
kehrte  in  successiven  gleichen  Zeitinteryallen  mit  denselben  Phasen 
wieder.  Ein  Beispiel  einer  durchaus  stabilen  Bewegung,  bei  welcher 
die  Wirkung  einer  Ablenkung  nicht  periodisch  ist,  liefert  uns  ein 
materieller  Punkt,  der  unter  der  Wirkung  der  Schwere  eine  geneigte 
Rinne  hinunter  gleitet.  Um  den  einfachsten  Fall  zu  nehmen,  wollen; 
wir  einen  Punkt  betrachten,  der  längs  der'  tieüsten  Geraden  eines, 
geneigten  hohlen  Cylinders  hinunter  gleitet.  Lenken  wir  den  Punkt 
ein  wenig  von  dieser  Geraden  ab,  so  wird  er  bei  seinem  Nieder- 
gange beständig  zu  beiden  Seiten  derselben  oscilliren;  diese  Bew^ 
gung  >nrd  aber  keine  gleichförmig  periodische  sein,  obwohl  die 
Excursionen  zu  jeder  Seite  der  Geraden  sämmtlich  die  nämliche 
Dauer  haben. 

353.  Einen  sehr  merkwürdigen  Fall  stabiler  Bewegung  liefert 
ein  materieller  Punkt,  welcher  gezwungen  ist,  auf  der  Oberfläche 
eines  in  einer  verticalen  Ebene  feststehenden  Ankerringes  zu  blei- 
ben, und  welcher  von  irgend  einem  Punkte  des  grössten  Kreises  aus 
längs  dieses  Kreises  mit  einer  beliebigen  Geschwindigkeit  foii* 
gestossen  wird.  Eine  unendlich  kleine  Ablenkung  wird  eine  Bewe* 
gung  hervorrufen,  deren  Bahn  den  verticalen  Kreis  nnaufhörlidi 
immer  wieder  in  ungleichen  Zeiträumen  schneidet;  auch  die  des 
Schnittpunkten  entsprechenden  Centriwinkel  sind  ungleich,  und  offen- 
bar ist  die  Bewegung  keine  periodisch  wiederkehrende,  ausser  bei 
bestimmten  besouderen  Werthen  für  die  ganze  Energie,  von  deneii 
einige  kleiner  und   eine  unendlich  grosse  Anzahl  grösBer  als  die>] 
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jflftige  Energie  sind,  welche  gerade  genügt,  den  Punkt  in  die  höchste 
Stelle  des  Ringes  zu  bringen.  Eine  eingehende  mathematische  Unter, 
sochung  dieser  Umstände  würde  eine  gute  Uebung  in  der  Theorie 
der  D^erentialgleichungen  sein,  ist  aber  zur  Erläuterung  des  vor- 
fixenden  Gegenstandes  nicht  erforderlich. 

354.  Oaolllirende  und  beaohränkte  kinetische  Stabilität.  •- 
Im  Yorhergehenden  Falle,  wie  in  allen  bisher  betrachteten  Fällen 
aUbiler  Bewegung  mit  nur  zwei  Graden  von  Freiheit  fand  während 
der  g&Bzen  Bewegung  Stabilität  statt*,  und  eine  unendlich  kleine 
Ablenkung  von  irg^id  einem  Punkte  der  Bewegung  lieferte  eine 
gestörte  Bewegung,  deren  Bahn  die  Bahn  der  ungestörten  Bewegung 
in  bestimmten  Zeitintervallen  wiederholt  schnitt.  Ber  Einfac^eit 
wegen  wollen  wir  uns  auch  jetzt  noch  auf  zwei  Grade  von  Freiheit 
l^eschr&nken.  Wir  haben  dann  einen  Fall  beschränkter  Stabilität 
in  der  Bewegung  eines  Projectils,  das  keinen  Widerstand  erfahrt, 
snd  welches  der  Bedingung  der  Stabilität  nur  in  den  Punkten  des 
•ofwärts  gehenden  Theils,  nicht  im  abwärts  gehenden  Theile  seiner 
fiahn  genügt  Wenn  MOPQ  die  Bahn  eines  Projectils  ist,  und 
wenn  dasselbe  in  0  durch  eine  unendlich  kleine  Kraft  gestört  wird, 
die  nach  irgend  einer  Seite  hin  senkrecht  zur  augenblicklichen  Be- 
wegongsrichtung  ist,  so  wird  die  Bahn  der  gestörten  Bewegung  die- 
lenige der  ungestörten  unendlich  nahe  dem  Punkte  P  schneiden,  wo 

Fig  49. 


die  Bewegnngsrichtung  senkrecht  zu  deijenigen  in  0  ist.     Man  er- 
l^ennt   dies  leicht,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Verbindungslinie    , 

21* 
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ssweier  in  dem  nämlichen  Augenblick  von  demselben  Punkte  aus  mit 
gleichen  Geschwindigkeiten  in  zwei  beliebigen  Richtungen  geschleu- 
derten materiellen  Punkte  beständig  zu  der  Linie  senkrecht  bleibt, 
welche  den  Winkel  zwischen  diesen  beiden  Richtungen  halbirt. 

355.  Allgemeines  Elriterium.  Beispiele.  —  Das  Princip'der 
yarürenden  Wirkung  Hefert  in  jedem  Bewegungs&Ue  ein  mathemati- 
sches Kriterium  für  die  Stabilität  oder  Instabilität.  Zunächst  ist 
klar  und  wird  unten  bewiesen  werden  (§§  358,  361),  dass  die  Be- 
wegung eines  Systems  durchaus  instabil  i9t,  wenn  die  Wirkung  in 
der  Bewegung  von  einer  beliebigen  Configuration  zu  der  in  irgend 
einem  anderen,  beliebig  viel  späteren  Augenblick  erreichten  Confi- 
guration ein  wirkliches  Minimum  ist.  In  der  Bewegung  eines  mate- 
riellen Punktes  z.  B.,  der  gezwungen  ist,  auf  einer  glatten  festen 
Oberfläche  zu  bleiben,  und  der  nicht  der  Einwirkung  der  Schwert 
unterworfen  ist,  ist  die  Wirkung  einfach  das  Product  aus  der  Läng« 
des  Weges  in  die  constante  Geschwindigkeit.  Folglich  ist  in  den 
oben  betrachteten  besonderen  Falle  eines  materiellen  Punktes,  da 
sich,  ohne  eine  Einwirkung  von  der  Schwere  zu  erleiden,  auf  den 
inneren  Kreise  in  der  Ebene  eines  Ankerringes  bewegt,  die  Wir 
kung  oder  die  Länge  des  Weges  von  ^inem  beliebigen  Punkte  bi 
zu  .dem  in  irgend  einem  späteren  Augenblick  erreichten  Punkte  eil 
Minimum.  (Die  Wirkung  ist  nicht  bloss  ein  Minimum,  sondern  so 
gar  das  kleinste  Minimum,  welches  zwischen  zwei  beliebigen  Punk 
ten  des  Ejreises  auf  dem  Bogen  möglich  ist,  dessen  Länge  wenig« 
als  die  halbe  Peripherie  beträgt.)  Andererseits  ist  zwar  der  We( 
zwischen  zwei  beliebigen  Punkten  des  grössten  Kreises  des  Ringel 

deren  Abstand  auf  dem  Kreise  kleiner  als  %  Vah  ist,  offenbar  ISngi 
der  Peripherie  am  kleinsten;  bei  zwei  Punkten  aber,  deren  Abstam 

auf  dem  Kreise  mehr  als  nyah  beträgt,  ist  der  absolut  kürsesfc 
Weg  nicht  der  längs  der  Peripherie,  und  ist  in  diesem  Falle  da 
Weg  längs  der  Peripherie  überhaupt  kein  Minimum.  Auf  jede 
überall  anticlastischen  Oberfläche  oder  längs  einer  durch  einei 
anticlastischen  Theil  einer  beliebigen  Oberfläche  hindurchgehen 
den  geodätischen  Linie  ist  die  Bewegung  durchaus  instabil.  Den] 
wäre  sie  von  irgend  einem  Punkt  0  aus  stabil,  so  würden  wir  di 
gegebene  Bahn  der  ungestörten  Bewegung  und  die  Bahn  der  in  ( 
gestörten  Bewegung  haben,  welche  die  erstere  in  iifgend  eines 
Punkte  Q  schnitte;  es  wären  dies  zwei  verschiedene  geodätisch 
Linien  zwischen  zwei  Punkten,  die  es  auf  einer  anticlastischen  Obei 
fläche  nicht  geben  kann,  insofern  die  Summe  der  Aussen winkel  jede 
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durch  geodätische  Linien  gebildeten-  geschlossenen  Figur  grösser  als 
Tier  rechte  Winkel  ist  (§  136),  wenn  die  Gesammtkrümmung  der 
eingeschlossenen  Fläche  negatiy  ist,  und  dies  ist  (§§  138,  128)  für 
jeden  Theil  einer  durcnans  anticlastischen  Oberfläche  der  Fall. 
Andererseits  lässt  sich  leicht  darthun,  dass,  wenn  in  der  Mitte  eines 
gescMossenen  starren  Streifens  einer  überall  synclastischen  krum- 
men Oberfläche  eine  g^eodäiäsohe  •  Xiinie  gezogen  ist«  und  wir;  einen 
materiellen  Punkt  längs  4ieae;i;  Xäs^e  in .  Bewegung  Beitso&a,  ^^ein^.  Be- 
wegung durchaus  stabil  sein  wird^  und  dass  ein^^  unendlich  kleine  Ab- 
leinkang  eine  neue  Bahn  liefern^  wird«  welche  die  gegebene  Bahn  der 
ongeBttdrten  Bewegung  unablässig  in  Punkten  schneidet»  deuen  Ab* 
Stande  yon  einander  je  nach  der  Verschiedenheit  der  epeoifischen 
Kr&nnnunge&  der  «Wisobenliiogenden  Oberfläohentbeile  vetodohieden 

Pig.  50.  •  sind.     Wird  in   irgend 

einem    Punkte    N   der 

V  X^^"     Bahn    der    ungestörten 

V  •         .    y^'         Bewegung    ein«    Senk- 
>^-*»                   •  ^j--<J^"  '    re<jhte  gezogen,  welche 

^jpK,,^""""""^^.^^^*^^'^  .    die .  unendlich  nahe  lie- 

gende Bahn  der  gestör- 
ten    Bewegung     in    E 
schneidet,  so  ist  die  Summe  der  Winkel  OEN  und  NOE  grösser 
(§  138)  als  ein  rechter  Winkel,  und  zwar  um  die  Gesammtkrüm- 
mung der  Fläche  EON,     Mit  Bücksicht  hierauf  können  wir  un- 
'  mittelbar  die  Differentialgleichung  der  Bahn  der  gestörten 

^  Bewegung  erhalten. 

i 

I         Es  sei  ^  EON  =  «,  ON  =  »,   NE  =  t*   und   ö,   eine  bekannte 

I  Fonction  von  «,   die  specifUche  Krümmung  (§  136)  der  Oberfläche  in  der 

Nähe   des  Punktes  N,    Tertier   bezeichne   für   einen  Augenblick  SP  das 

'  Complement  des  Winkels  OEN,    Dann  haben  wir 

I 

a  —  gp  =  J  ßuda, 

0 

folglich 


^  =  -  «u. 
de 

Offenbar  ist  aber 

'          '  1  ■         ■ '     1 1 

• 

du 

abo 

.        d,>  +  Ö«  =  0. 

326  Einleitende  Begriffe. 

Wenn  6  constant   ist   (wie   in   dem    oben,   §  351,   betrachteten  Falle  to 
Aeqoators  einer  Botationsfläche),  so  liefert  diese  Gleichung 

was  mit  dem  in  §  351  durch  Abwicklung  auf  eine  Kugeloberflache  erhaL 
teneo  Resultate  übereinstimmt. 

Der  Fall  zweier  oder  mehrerer  Körper,  die  in  der  oben  an- 
gegebenen  Weise  von  parallelen  Axen  getragen  werden  und  um 
eine  Axe  rotiren,  von  welcher  ihr  gemeinschaftlicher  Trägheit»' 
mittelpunkt  den  kleinsten  möglichen  Abstand  hat,  liefert  auch  ein» 
gute  Erläuterung  dieses  Satzes,  deren  Bearbeitung  wir  wohl  dem 
Leser  als  Uebungsaufgabe  überlassen  können. 

356.  Allgemeine  Untersuchung  der  Bahn  der  geetörtevi 
Bewegting.  —  Die  Erforschung  de^  Wirkung  einer  unendlich  klei-i 
nen  conservativen  Störung,  die  zu  irgend  einem  Augenblick  in  der 
Bewegung  eines  beliebigen  conservativen  Systems  erzeugt  wird,  läset 
sich,  vorausgesetzt  dass  die  ungestörte  Bewegung  vollständig  be- 
kannt ist,  auf  ein  Problem  der  mathematischen  Analysis  zurück'« 
führen ,  das  zwar  viele  und  complicirte  Arbeit  erfordern  kann,  sicl^ 
aber  immer  lösen  lässt. 

Allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  mit  zwei  Graden  Ton 
Freiheit.  —  (a.)  Für  ein  System,  das  nur  zwei  Grade  von  Bewegungs- 
freiheit hat,  sei 

(1)  2T=:Pi/ya4-  ^i)a  + 2ÄV'(^. 

wo  P,  Q,  R  von   der   wirklichen  Bewegung   unabhängige   Functionen 
Coordinaten  sind.    Dann  ist 

^dT  •  '      dT 

(2)  {  "^  ^ 

^  ^    ^  d  dT        p  V  j_  „•■     ,    dP  ;„    ,    /dP  ndR\:-    .dB  -, 
itcl^  ^'        ^    ^    dip         '\d9>'dV/»9P 

und  die  Lag  ränge 'sehen    Bewegungsgleichungen  [§  329,  (10)]  sind 


(3) 


Wir  setzen  voraus,  das  Coordinatensystem   sei   so  gewählt,  dass  keine  der 

dP 

Functionen  P,  Q,  R  und  keiner  ihrer  Düferentialquotienten  ^ —  ,    u.  s.  n 

jemals  unendlich  werden  kann.  J 

(b.)    Um  die  Wirkungen  einer   unendlich  kleinen   Störung  zu  erfor»^^ 
sehen,  können  wir  eine  Bewegung  betrachten,  in  welcher  zu  irgend  einer 
Zeit  t  die  Coordinaten  ^  -\-  p  und  g>  -\'  q  sind ,   wo  p  und  q  uneodlieh 
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kMne  Grössen  beseiclinen.  Nehmen  wir  dann  auf  die  gewöhnliche  Weise 
einfach  die  Variationen  der  Gleichungen  (3),  so  gelangen  wir  zu  zwei 
simultanen  Differentialgleichungen  zweiten  Grades,  die  in  Beziehung  auf 

1>.  S'.  JP,  q,  p,  q 

linear  sind,  al^r  variabele  Coefficienten  haben,  welche  wir,  wenn  die  un- 
l^estörte  Bewegung  Vs  g>  völlig  bekannt  ist,  als  bekannte  Functionen  von  t 
ansehen  dürfen.  In  diesen  Gleichungen  kann  offenbar  keiner  der  Goeffi- 
cienteu  jemals  unendlich  werden,  wenn  die  Data  einem  wirklichen  dyna- 
mischon  Problem  entsprechen^  vorausgesetzt  dass  das  Coordinatensystem 
passend  gewählt  ist  (a).  Die  Coefficienten  von  p  und  q  sind  die  Werthe, 
welche  beziehungsweise  P,  B  und  i2,  Q  zur  Zeit  t  haben ,  in  der  Beihen- 
folge,  in  der  sie  in  (3)  erscheinen,  da<P,  Q,22  die  Coefficienten  einer  homo- 
genen  quadratischen  Function  (1)  sind,  welche  ihi*er  Natur  nach  positiv 
ist.  Mit  Bezugnahme  auf  diese  Eigenschaften  lässt  sich  zeigen,  dass  in 
keinem  Falle  ein  unendlich  kleiner  Zeitraum  die  Lösung  des  folgenden 
Problem^  sein  kann,  auf  welches  uns  die  Frage  nach  der  kinetischen  Sta- 
bilität oder  Instabilität  (§  347)  fdhrt :  — 

•    * 

(c.)    Die   Geschwindigkeitscomponenten    i/^,  ^    sind    in    irgend    einem 

Aogenblick  in  \p  -j-  a^  (p  -^^  ß  übergegangen,  welche  Aenderung  der  Be- 
dingung unterworfen  ist,  dass  sie  den  Werth  von  T  ungeändert  lässt. 
Man  soll,    a  und  fl  als   unendlich  klein  angenommen,  den  Zeitraum  be- 

« 

stimmen,  nach  dessen  Ablauf  -^  zum  ersten  Male  gleich  -^  wird. 

P  V 

(d.)  Die  Dififerentialgleichungen  in  p  und  q  i*educiren  dieses  Problem 
and  thatsächlich  auch  die  vollständige  Erforschung  der  Störung  in  der 
Bew^ung ,  wenn  die  ungestörte  Bewegung  gegeben  ist ,  auf  eine  Form^ 
die  mathematischei*  Behandlung  fähig  ist.  Wenn  es  sich  aber  bloss  um 
den  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Bahn  der  gestörten  Bewegung  die  der 
ungestörten  nicht  vor  Ablauf  einer  endlichen  Zeit  treffen  kann,  und  um 
£rmittlung  eines  Grenzwerthes  handelt,  den  diese  Zeit  in  jedem  besonde- 
ren Falle  überschreiten  muss,  so  ist  es  einfacher,  in  folgender  Weise  zu 
verfahren :  — 

(e.)  um  t  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  (3)  zu  eliminiren,  trans- 
fonniren  '\)rir  dieselben  erst  so,  dass  sie  nicht  t  zur  unabhängig  Veränder- 
lichen haben.    Wir  müssen 

..       dtd^^  --  dtIfdH     ••       dtd^w  —  d^dH 

<*'  ^= d^ »^== 515 

setzen  und  erhalten  aus  der  Gleichung  der  Energie,  das  System  als  con- 
servativ  vorausgesetzt, 

Wird  mittels  dieser  Gleichung  aus  den  beiden  Gleichungen  (3)  dt  und  d^t 
eliminirt,  so  erhalten  wir  eine  Differentialgleichung  zweiten  Grades  zwi- 
schen tp  und  q),  welche  die  Differentialgleichung  der  Balin  ist.  Der  Ein- 
&chheit  wegen  wollen  wir  eine  der  beiden  Coordinaten,  etwa  ^,  zur  un- 
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abhängig  Yaränderlichon  nehmen,  d.  h.  d^^  =  o  voraasaetann.  Bnm 
folgt  ans  (4) 

d2«  =  —  ^'i^,  mithin  ^dt^  =  dV  4-  y^  wdt^, 
dg)  'a^p^ 

und  das  Resultat  der  Elimination  wird 

w  (^v    Ji)^^i-\-i<y^^)- 2(£-  V) 

■ri/d'^\  d'klf 

WO  -T  I  -r— )  eine  Function  dritten  Orades  von  -r^  bezeichnet,  deren  Coef- 
\a  qj/  a  (p 

fioienten  variabel  sind  und'  nicht  unendlich  werden  können,   bo  lange  die 

kinetische  Energie  "E  —  V  endlich  ist. 

(f.)    Nehmen  wir  unter   der  Voraussetzung,   das«  V  ™  V'  "!"  P  'i**®^ 

geht,  wo  p  eine  unendlich  kleine  Grösse  ist,   die  Variation  der  Gleichung 

(6),  so  erhalten  wir 

(7)  (P«_ij.)^4.i|£  +  3fp  =  o: 

darin  bezeichnen  JC  und  Jtf  bekannte  Functionen  von  tp^  von  denen  keine 
einen  unendlich  grossen  Werth  hat.  Hierdurch  ist  die  Abweichung  f 
von  der  Bahn  bestimmt.  Da  die  quadratische  Function  (l)  ihrer  Bedeu- 
tung nach  stets  positiv  ist ,  so  muss  auch  P  Q  —  Jß'  immer  positiv  sein. 
Wenn  demnach  p  für   einen  besonderen  Werth  von  qi  verechwindet  und 

-r^  einen  gegebenen  Werth  hat,  welcher  die  in  irgend  einem  AugenbKci 

vorausgesetzte  Abweichung  deflnirt,  so  muss  (p  um  eine  endliche  Grösse 
wachsen  (es  muss  also  eine  endliche  Zeit  verstreichen),  ehe  der  Werth 
von  |7  wieder  Null  sein,  d.  h.  ehe  die  Bahn  der  gestörten  Bewegung  die 
der  ungestörten  wieder  schneiden  kann. 

(g.)  Dieser  Satz  behält  seine  Gültigkeit  auch  für  ein  System  mit  \^ 
liebig  vielen  Graden  von  Freiheit.  Denn  der  im  Vorhergehenden  gegebene 
Beweis  zeigt,  dass  er  für  das  System  gilt,  wenn  es  einer  beliebigen 
reibungslosen  Beschränkimg  unterworfen  ist,  die  ihm  nur  zwei  Grade 
von  Freiheit  lässt;  es  kann  dies  auch  jene  besondere  reibungslose  Be- 
schränkung sein,  welche  entweder  die  Bahn  der  ungestörten,  oder  die  der 
gestörten  Bewegung  nicht  ändern  würde.  Die  ganz  allgemeine  Uoter 
suchung  der  gestörten  Bewegung  für  Fälle,  in  denen  mehr  als  zwei  (h«de 
von  Freiheit  vorhanden  sind,  führt  zu  einer  nothwendiger  Weise  ve^ 
wickelten  Form;  aber  die  Principien,  nach  denen  sie  auszuführen  ist,  sind 
im  Vorhergehenden  zur  Genüge  angedeutet  worden. 

(h.)    Wenn   wir  für  das  Verhältniss    577 =5  eine   Oonstante  2«, 

welche,  abgesehen  vom  Zeichen,  kleiner  als  dessen  kleinster  Werth  ist,  und 

3f 
für  ^7> p^  eine  Constante  p  substituiren,  welche  algebraisch  grösser  ab 

dessen  grösster  Werth  ist,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung 
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▼enchwindet  der  Weiih  von  p  für  eine  Beihe  von  Werthan  von  ^, 

7t 

deren  jeder  den  folgenden  um  ^^  übertrifft,   nnd  dies  ist  offenbar 

iß  —  ««) 

kleiner  als  die  Zunahme,  welche  ^  in  dem  wirklichen  Problem  erhalten 
muss,  ehe  p  zum  zweiten  Male  verschwindet.  Wir  ersehen  hieraus  auch, 
dass  die  wirkliche  Bewegung  instabil  ist,  wenn  cf^  >>  /9  ist.  Die  Be- 
wegung könnte  natürlich  auch  instabil  sein,  wenn  o'  <C  /?  ist,  und  man 
hüte  mittels  der  geeigneten  analytischen  libethoden  entweder  die  ezacte 
oder  eine  praktisch  ausreichende  annähernde  I^ösung  der  Gleichung  (7) 
SU  ermitteln,  um  das  Kriterium  der  Stabilität  oder  Instabilität  endgültig 
anfnistellen  und  die'fitöning  der  Bahn  vollstähdi^  zu  bestimmen. 

(i.)  Difl^rentialgleiohuiig  der  gestörten  Bahn  eines  anf  eine 
Sbene  besohrftnlcte^  mate^eUeijv,  iPiu^tes.  — .  Wenn  das  System 
nur  ein  einzelner  auf  eine  Ebene  beschränkter  materieller  Punkt  ist, 
io  lässt  sich  die  Differentialgleichung  der  Ablenkung  auf  eine  merk- 
würdig einfache  Form  bringen,  die  für  viele  praktische  Pi'obleme  von 
Kntaen  ist.  In  irgend  einem  Augenblick  sei  für  die  Einheit  der  Masse  N 
die  normale  Kraftcomponente,  v  die  Geschwindigkeit  und  ^  der  Krüm* 
mnngmradius  der  Bahn.    Dann  haben  wir  (§  259) 

9 

JEs  steli«  nun  in  Fig.  51  OiV  die  Bahn  der  ungestörten,  0J&  die  der  ge- 
störten Bewegung  dar,  und  es  werde  die  Linie  EN^  welche  auf  ON  senk- 
recht steht,  mit  u  und  ON  mit  8  bezeichnet.    Bezeichnen  wir  ferner  den 

Fig.  5^1. 


Krümmungsradius  in  der  Bahn  der  gestörten  Bewegu^  mit  ^'  und  be- 
denken, dass  u  unendlich  klein  ist,  so  finden  wir  leicht 

^*^  ?  ""  7  "^  d^'^        9^  ' 

Bedienen  wir  uns  daher  des  Buchstabens  cf ,  um  die  Variationen  von  JV 
nach  E  sn  bezeichnen,  so  ist 

Kach  der  Gleichung  der  Energie  ist  aber 

tj»  ==  2  (.B  —  F), 
folgUch 

fr(t)a)  =  —  2irF=  2Nu  =  — u, 

e 
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und  die  Q-ledcbung  (10)  verwandelt  sich  in 

d^u  .    SU       eN 

oder,  wenn  wir  mit  C  <iie  Grösse  der  Variation  von  N  für  die  Einheit 
des  Abstandes  vom  Punkte  N  in  der  Bichtung  der  Normalen  bezeichnen, 
so  dass  ^N  =  f  u  ist,  in 

Hierin  ist  die  Gleichung  der  oben  (§  350)  untersuchten  Abweichung  von 
einer  kreisförmigen  Bahn  als  besonderer  Fall  enthalten. 

357.  Einetische  Brennpunkte.  —  Wenn  zwei  von  einer 
beliebigen  Coufiguration  ausgehende  einander  unendlich  nahe  lie- 
gende Bahnen  wieder  eine  Configuration  gemeinschaftlich  haben,  so 
wird  diese  letztere  in  Beziehung  auf  die  erstere  ein  kinetischer 
Brennpunkt  genannt,  oder  diese  beiden  Gonfigurationen  heissen  (der 
Umkehrbarkeit  der  Bewegung  wegen)  conjugirte  kinetische  Brenn- 
punkte. Wenn  wir  für  einen  Augenblick  die  Emanationstheorie 
des 'Lichtes  adoptiren,  so  sind  die  optischen  Brennpunkte  als  eiiL 
besonderer  Fall  in  dieser  Definition  der  allgemeinen  kinetischen 
Brennpunkte  enthalten.  Aus  §  356  (g.)  sehen  wir,  dass  in  jeder 
Bewegung  eines  jeden  Systems  zwischen  zwei  conjugirten  Brenn- 
punkten endliche  Raum-  und  Zeitintervalle  liegen  müsfaon,  wenn  nur' 
die  kinetische  Energie  nicht  verschwindet. 

358.  SatB  von  der  kleinsten  Wirkung.  —  Nun  ist  kl»i^; 
dass  die  Wirkung,  falls  nur  ein  hinreichend  kurzer  Lauf  betrachtet« 
wird,  bei  jeder  natürlichen  Bewegung  eines  Systems  kleiner  ist,  als 
wenn  irgend  ein  anderer  Weg  zwischen  denselben  Endconfiguratio- 
nen  durchlaufen  würde.  Wir  werden  alsbald  (§  361)  beweisen,  dass 
die  erste  Coufiguration,  bis  zu  welcher  die  von  einer  beliebigen 
Anfangsconfiguration  aus  gerechnete  Wirkung  aufhört  ein  Minimum 
zu  sein,  der  erste  kinetische  Brennpunkt  ist,  und  umgekehrt,  dass, 
sobald  der  erste  kinetische  Brennpunkt  passirt  ist,  die  von  der 
Anfangsconfiguration  aus  gerechnete  Wirkung  aufhört,  ein  Minimum 
zu  sein,  und  daher  natürlich  nie  wieder  ein  Minimum  sein  kann,  da 
für  einen  Theil  der  natürlichen  Bahn  ein  von  ihr  unendlich  wenig 
abweichender  Weg  gefunden  werden  kann,  für  welchen  die  Wirkung 
kleiner  ist,  ohne  dass  der  übrige  Theil  geändert  würde. 

359.  Beseichnungen  der  Conflgurationen,  der  Bahnen  und 
der  Wirkung.  —  In  Sätzen  dieser  Art  wird  es  oft  zweckmässig  sein. 
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besondere  Confignrationen  des  Systems  dmxsh  einzelne  Bachstaben, 
wie  0,P,QyB,  zu  bezeichnen.  Irgend  einen  besonderen  Lauf,  in 
welchem  sich  das  System  durch  die  so  ausgedrückten  Configurationen 
bewegt,  werden  wir  den  Lauf  0  ...P.,.Q,,,R  nennen.  Die  Wir- 
kung in  jedem  natürlichen  Laufe  soll  einfach  durch  den  ersten  und 
den  letzten  Buchstaben  bezeichnet  werden,  die  wir  in  der  Reihen- 
folge schreiben,  in  welcher  das  System  die  entsprechenden  Gonfigu- 
rationen  erreicht.  So  bezeichnet  OB  die  Wirkung  von  0  bis  R, 
and  es  ist  folglich  Oi2  =  —  ÄO.  Wenn  es  mehr  als  einen  reellen 
natürlichen  Weg  von  0  bis  It  giebt,  so  wird  der  analytische  Aus- 
druck für  OB  mehr  als  einen  reellen  Werth  haben,  und  efs  kann 
DÖthig  sein,  anzugeben,  für  welchen  dieser  Wege  die  Wirl^ung  ge- 
rechnet wird.     So  können  wir 

OÄfür  O...E.,.R, 
OB  im  0,.,E ,,.B, 
OB  im  O...E"...B 

^aben,  drei  verschiedene  Werthe  eines  irrationalen  algebraischen 
Ifasdrucks. 

360.  Mit  Hülfe  dieser  Bezeichnung  kann  der  vorhergehende 
i^tz  (§  358)  in  folgender  Weise  ausgedrückt  werden:  —  Wenn  sich 

in  conservatiye?  System  auf  einem  gewissen  Wege  0,..P..,0\,,P 
t»ewegt  and  0*  der  erste  0  conjugirte  kinetische  Brennpunkt  ist,  so 
jfft  die  Wirkung  OP  in  dieser  Bahn  kleiner,  als  die  Wirkung  längs 
ltder  nnendlich  wenig  von  ihr  abweichenden  Bahn;  andererseits  ist 
iber  OF^  grösser,  als  die  Werthe  der  Wirkung  in  einigen  Bahnen  von 
0  nach  P',  welche  unendlich  wenig  von  der  durch  0 ...  P ...  0' ...  -P' 
»Iisgedrückten  natürlichen  Bahn  abweichen. 

361.  Möglichkeit  sweier  oder  mehrerer  Bahnen  klein* 
iter  Wirkung.  —  Man  darf  nicht  annehmen,  dass  die  Wirkung 
Ifings  OP  nothwendig  die  kleinste  sei,  die  von  0  nach  P  überhaupt 
böglicfa  ist.  Es  giebt  in  der  That  Fälle,  in  denen  die  Wirkung  schon 
^i  einer  Configuration,  bis  zu  welcher  noch  kein  kinetischer  Brenn- 
^nkt  erreicht  ist,  aufhört,  die  kleinste  von  allen  möglichen 
ta  sein.  Ist  OEAP  CfE A*  eine  wellenförmige  geodätische  Linie, 
irelcbe  den  äusseren  Kreis  eines  Ankerringes  oder  den  Aequator 
pines  abgeplatteten  Sphäroids  in  einer  Reihe  von  Punkten  O^A^A* 
pchneidet,  so  sieht  man  leicht,  dass  0\  der  erste  0  conjugirte  kine- 
äache  Brennpunkt,  etwas  über  A  hinaus  liegen  muss.  Die  Länge 
OEAP  ist  nun  zwar  ein  Minimum  (eine  stabile  Lage  f&r  eine 
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gespannte  Schnur) ,  aber  nicht  der  kürzeste  Abstand  yon  0  bis  P 
auf  der  Oberfläche,  da  dieser  offenbar  eine  ganz  zu  einer  Seite  des 

Fig.  52.  ' 


grössten  Kreises  liegende  Linie  sein  muss.  Von  0  zu  einem  belie- 
bigen vor  Ä  liegenden  Punkte  Q  ist  der  Abstand  längs  der  geodä- 
tischen Linie  OMQÄ  offenbar  der  kleinste  mögliche;  wenn  aber 
Q  hinlänglich  nahe  an  A,  d.  h.  zwischen  Ä  und  dem  Punkte  liegt, 
in  welchem  die  einhüllende  Gurre  der  von  0  aus  gezogenen  geodä* 
tischen  Linien  OEA  schneidet,  so  wird  es  noch  zwei  andei^e  geodä- 
tische Linien  von  0  nach  Q  geben.  Die  Länge  einer  derselben  wird 
ein  Minimum  sein,  die  der  anderen  nicht.  Wii^d  Q  vorwärts  naoh 
A  bewegt,  so  wird  die  erstere  Linie  OE^A  und  congruent  OEA] 
beide  liegen  aber  zu  verschiedenen  Seiten  des  grössten  Ereiaes;  die 
letztere  jener  beiden  Linien  wird  der  grösste  'Kreis  von  0  bis  A» 
Wird  Q  weiter  über  A  hinaus  nach  P  bewegt,  so  hört  die  geodä- 
tische Linie  OEAP  auf,  das  kleinere  der  beiden  Minima  zu  sein, 
und  die  ganz  auf  der  anderen  Seite  des  grössten  Kreises  liegende 
geodätische  Linie  OFP  wird  die  kleinste  auf. der  Oberfläche  von  0 
nach  P  mögliche  Linie.  Aber  so  lange  P  nicht  Über  den  Punkt  (f 
hinausgerückt  ist,  in  welchem  die  geodätische  Linie  OEAP  von 
einer  anderen  von  0  ausgehenden  ihr  unendlich  nahe  liegenden 
geodätischen  Linie  geschnitten  wird,  bleibt  die  Länge  OEAP  ein 
Minimum,  nach  dem  allgemeinen  Satze  des  §  358,  zu  dessen  Be- 
weis wir  uns  jetzt  wenden. 

DÜTerenz  zwischen  der  Summe  zweien  Seiten  und  der  drittes 
Seite  eines  kinetisohen  Üreleoks.  —  (a.)  Mit  Bezognalmie  auf  dis 
Bezeichnimg  des  §  360  sei  Pf  eine  beliebige  Gonfi^^uration,  welcke  unend- 
liob  wenig  von  P  abweicht,  aber  nicht  auf  der  Bahn  0*,,P.».  O^ ,.,P 
li^gt.    Ferner  sei  8  eine  Configuration  dieses  Laufes,  welche  eine  gewisM 
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endliche  Zeit,  nachdem  P  passirt  worden  ist,  erreicht  wird;  Sind  dann 
V.  9P, .  ■ .  die  Coordinaten  von  P  und  Vyi  %t » -  •  diejenigen  von  P,,   und  ist 

so  haben  wir  nach  dem  .Taylor* sehen  Satze 

Bezeichnen  aber  1, 17, . . .  die  Componenten  der  BewegungsgrÖsse  in  P  bei 
dem  Laufis  0 . . .  P^  die  mit  den  Componenten  der  BewegungsgrÖsse  in  P 
bei  der  Fortsetzung  dieses  Laufes,  P . . .  8,  übereinstimmen ,  so  haben  wir 
[§  322.  (18)] 

p_dOP_       dPS       _äOP  _       dP8 
*  ^^J^  "■         d^  '  ^  "~"3^  d^"" 

Folglich  fkllen  ans  dem  vorhergehenden  Ausdruck  die  Glieder,  welche  vom 
ersten  Grade  in  (f  V',  if  97, . . .  sind,  weg,  und  wir  erhalten 

l  .    +'     dflv    '«yv"^y  +  -}  +  u...w 

(b.)    Nach  der    bekannten    Methode    der   linearen   Transformationen 
oehiaen  wir  jetzt 

(■Xi  =  «1  <f  V  +  ß\^9  "1"  "  * 
,U.   S.   W.      U.  8.   W. 
• 

an  und  wählen  «i*  Ai  *  •  •»  «^s»  /^a»  •  •  •  so,  dass  die  vorhergehende  quadrati- 
sche Function  auf  die  Form 

* 
reducirt  wird,  wo  •  die  Gesammtzahl  der  Grade  von  Freiheit  ist.* 

Dies  kann  auf  unendlich  viele  Arten  geschehen,  und  um  ^ne  specielle 

Art  ins  Auge  zu  fassen,   können  wir  a^  =:  i/r,  ^^  =  ^,  u.  s.  w.   nehmen 

'   und  die  übrigen  Grössen  «,/},...  den  Bedingungen 

V'«i  +  9P\  +  •••  =0,    vl«2  +  9h  +  •••  =  0,  u.  8.  w. 

nnterwerfen.    Dann   wird   J,.  =  0   werden;    denn    wenn    wir    für   einen 

Augenblick  voraussetzen,  P^  liege  auf  dem  Laufe  0...P...  O',  so  er- 
halten wir 

I  •     — —     .     •—  • "  1 

I  ^  9 

folgUch 

I 
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In  diesem  Falle  ist  aber  OP,  -|-  P^S  =z  OS,  und  mithin  muss  der  Wertli 
des  quadratischen  Ausdrucks  Ntill  sein,  d.  h.  wir  müssen  ^^  =  0  haben. 
Es  ist  also 

(3)    OP,  +  P,S-  0S=  Vg  (A, X*  +  Atxi  +  . . .  4-  ^^, a^,)  -{-  S. 

WO  B  einen  Best  bezeichnet,  dessen  Glieder  vom  dritten  und  von  höheren 
Graden  in  dij'y^q),  u.  s.  w.,  oder  in  x^^x^,  u.  s.  w.  sind. 

(c.)  Wir  können  demselben  Ausdruck  noch  eine  andere  Form  geben, 
die  unten  ihre  Anwendung  finden  wird.  Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir 
an,  (1^,  17,,  C;, . . .)  und  (|/,  ?;/,  C/, . . .)  seien  beziehungsweise  in  den  Bahnen 
OPf  und  PfS  die  Componenten  der  Bewegungsgrösse  in  P^.  Nach  §  332, 
(18)  haben  wir 

folglich  ist  nach  dem  Taylor 'scheu  Satze 

*'  =  ^  +  ^^"^  +  3^*''  +  •••  +  "•  "•  '• 

Ebenso  ergiebt  sich 

—   1/  =  — T H 1 — ö-  '^  ^  4-    j T-  <f  <P  -h  •  •  •   -h    U.   8.    W. 

do'p  dPS.^       ■    ,_^ 

Da  nun  -^ —  = ^ —  ist,  so  folgt 

dl/'  d^  ^ 

/x    ^,       ,:  id^(OP  +  PS)^      ,  d^(OP-^PS}.      ,         1    , 

Entsprechende  Ausdrücke  erhalten  wir  für  rj/  —  1?^,  u.  s.  w.,  folglich  ist 
(1)  dasselbe  wie 

(5)    OP,  +  P,S-08=-  %  {(|/_{,)rfu. +  (,/->?.)'?'  +  •••)+  B., 

WO  R  einen  Best  bezeichnet,  dessen  Glieder  vom  dritten  und  von  höherälij 
Graden  siud.  Auch  liefert  die  Transformation  von  <f  V',  if  9»,  .  . .  auf 
Xit  ^2«  •  •  •  offenbar  j 

|V  —  f ,  =  —  (i^itti-ri   +  .42«2«2  H h  ^,_i«M«rf-l)  ] 

(«)       \v/  —  1?/  =  —  (^ift«i  +  J^afta^a  H +  ^,-1  ftw ^f-i) 

|u.    R.    W.      U.    S.    W. 

(d.)  Nun  bleiben  für  jeden  unendlich  kleinen  Zeitraum  die  Ge> 
schwindigkeiten  nahezu  constant;  dasselbe  ist  mit  den  Coefficienten  («;%<')* 
(V,  9.),  u.  s.  w.  in  dem  Ausdruck  [§  313,  (2)]  für  T  der  Fall.  Folglich  ei^ 
halten  wir  für  die  Wirkung 

/2  Tdt  =  VYrfVTfdt 

=  y2r|(i/sV;)(V;  -  %)^  +  2(V,y)(V  -  %){9>  -  9»o)  +  u.  9.  w.)-', 

'^o  (v''o>  9^o>  •  •  •)  ^^^  Coordinaten  der  Conflguration  ^ind ,  von  welcher  aus 
die  "Wirkung  gerechnet  wird.  Wenn  also  P^P'^P'*  drei  beliebige  einander 
unendlich  nahe  liegende  Oonfigxirationen  sind  und  wir  die  Quadratwurzeln 
aus  quadratischen  Functionen,   wie  sie  der  vorhergehende  Ausdrack  ent- 
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hält,  mit  dem  Bachstaben  Q  bezeichnen,  hinter  welchen  die  entsprechen- 
<l0n  Coordinatendifferenzen  geaehrieben  werden,  so  ist 

pp'  =  yä^  Q  UV  -  V'').  iv  -  vo. .  •  -1 

(7)  IP'P"  =  ViT.  Q  {{,1/  -  ^>),  (g/  -?>").•••} 

p"p  =  yiT.<i  \w'  -  V),  w  -<P).--  ■)■ 

In  dorn  besonderen  Falle  eines  einzelnen  freien  materiellen  Pnnktes  wer- 
den diese  Ausdrücke  einfach  den  Abständen  PJP'.T' F",P"P  proportional, 
und  die  Planimetrie  lehrt,  dass 

P'P+  PP**  >  P*P^ 

ist,  ansser  wenn  P  auf  der  Geraden  P*P*'  liegt. 

Diesen  Satz  mittels  der  vorhergehenden  Ausdrücke  (7)  zu  bewahr- 
heiten, läuft  darauf  hinaus,  ihn  analytisch-geometrisch  mit  Benutzung 
I  eines  schiefwinkligen  geradlinigen  Coordinatensystems  zu  beweisen,  und 
;  ist  nothwendig  etwas  complicirt.  Wenn  (i//,  q)  =  (g),9)  =  (d^^  \p)  =  0  ist, 
[SO  werden  die  Coordinaten  rechtwinklig,  und  der  algebraische  Beweis 
1  bietet  keine  Schwierigkeit.  Auf  ganz  analoge  Weise  lässt  sich  leicht  zei- 
igen,  dass  für  jede  beliebige  Anzahl  von  €k)ordinaten  V»  9*1  ^-  &•  '^' 

P'P  +  PP"  >  P'P" 
Ist,  ausser  wenn 

«/'  —  V^^  _  y  —  9^'  _  ^  —  »^  _ 
,  ,^"  __  ^,f      ^'  —  y  ~^  ^n  —  ^f  "~ 

ist   (d.  h.  wenn  P  auf  der  Bahn   von  P*  nach  P^  liegt),    in   welchem 
I  Falle  man 

P* P  -^  PP*'  ^  P'P" 

hat,  wo  P* Pf  u.  8.  w.  durch  (7)  gegeben  sind.  Femer  ist  es  leicht,  mit 
Hälfe  von  (l)  den  genauen  Ausdruck  von  P* P  -\-  PP"  —  P*  P"  zu  fin- 
den, wenn  P  nicht  auf  der  Bahn  von  P*  nach  P",  aber  derselben  unend- 
lich nahe  liegt.  £s  ist  aber  nicht  nöthig,  hier  auf  solche  rein  algebraische 
Untersuchungen  einzugehen. 

(e.)  Es  leuchtet  ein',  dass,  wie  wir  schon  in  §  358  bemerkten,  die 
Wirkung  längs  irgend  eines  natürlichen  Laufes  die  kleinste  zwischen 
seinen  Endconfigurationen  mögliche  ist,  wenn  nur  ein  hinlänglich 
kurzer  Lauf  betrachtet  wird.  Für  alle  Fälle,  in  denen  die  Zeit  von  0 
bis  8  kleiner  als  eine  gewisse  Grösse  ist,  muss  daher  das  in  dem  Aus- 
druck (3)  von  OPf  ■\'  Pf8  —  OS  enthaltene  quadratische  Glied  für  alle 
Werthe  von  x^,  x^y  u.  s.  w.  positiv  sein ,  und  somit  ist  jede  der  Grössen 
ili,  A^f ' .  •,  Af-^i  positiv. 

(f.)  Es  werde  jetzt  8  immer  weiter  von  0  auf  dem  bestimmten  Laufe 
0,  .,P. . .  (y  fortbewegt,  bis  es  CK  wird.  Ist  das  geschehen,  sa  werde  P, 
auf  einem  durch  O  und  (/  gehenden  natürlichen  Lauf  angenommen ,  der 
unendlich  wenig  von  dem  Laufe  OPO*  abweicht.  Da  nun  OP,(y  ein 
natürlicher  Lauf  ist,  so  ist 

1/  —  5,  =  J?/  —  1?;  =  •  •  •  =  0, 
folglich  geht  (5)  Über  in 

op,^ p,(y  --  oiy  ^M, 
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und  diJBB  I>eiw6i8t,  dass  aiicb  in  dem  Aiudmek  (8)  für  dieselbe  Grösse  das 
quadratische  Glied  verschwinden  mnss.  Es  muss  also  wenigstens  einer 
der  CoefRcienten  A^^  A^t  ..  .  verschwinden,  und  wenn  wir  nur  c.  B. 
Af_i  =  0,  haben,  so  muss 

Xy^  =0,  Tg  5=  0, . . .  aj^j  ==  0 

sein.  Diese  Gleichungen  driM^ken  die  Bedingung  aus,  dass  P^  auf  eineia 
natürlichen  Laufe  von  0  nach  0*  liege. 

(g.)  Wenn  umgekehrt  einer  oder  mehrere  der  Ooefficienten  <^|, 
A^t  u.  s.  w.  verschwinden,  wenn  wir  z.  B.  Af_^i  =  0   haben,   so  muss  8 

ein  kinetischer  Brennpunkt  sein.    Denn  wenn  wir  Pf  so  annehmen ,   dass 

Xi  =  0,  «2  =  0, . . ., «,._,  =  0 

ist,  so  haben  wir  nach  (6) 

5/  —  1/  =  V  —  ^/  =  •  •  •  =  0- 

(h.)  Wir  haben  also  bewiesen,  dass  in  einem  O  ooi^ugirten  kineti- 
schen Brennpunkt  die  Wirkung  von  0  aus  kein  Minimum  erster  Ord* 
nung  *)  ist,  und  dass  die  letsste  Configuration,  bis  zu  welcher  die  Wirkung 
von  0  aus  ein  Minimum  erster  Ordnung  ist,  ein  0  conjugirter  kinetischer 
Brennpunkt  sein  wird. 

(i.)  Es  bleibt  noch  zu  beweisen,  dass  die  Wirkung  von  0  aus  auf- 
bort, ein  Minimum  zu  sein,  wenn  der  erste  0  eoiyugirte  kinetische  Brenn- 
punkt überschritten  wird.  Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  an,  0 . .  .P . .. 
(y ...P  sei,  wie  in  §  360,  ein  über  O',  den  ersten  0  ißonjugirten  kineth 
sehen  Brennpunkt,  hinausgehender  natürlicher  Lauf,  und  P,  P*  liegen  ein- 
ander so  nahe,  dass  weder  P  noch  P*  sswisohen  P  und  P  einen  oonjngir 
tem kinetischen  Brennpunkt  hat.  Ist  dann  O...P^...  0^  ein  natürlicher 
Lauf  von  0  nach  (/ ,  der  von  0 ...P, ..  (/  unendlich  wenig  abweicht, 
so  unterscheidet  sich  nach  dem,  was  wir  in  (e.)  bewiesen  haben,  die  Wir- 
kung 0  (y  längs  der  Bahn  0,,.P,..,(y  von  der  Wirkung  0  O*  lÄngt 
der  Bahn  0 . .  .P . ..  (/  nur  durch  eine  unendlich  kleine  Grösse  dritter 
Ordnung  B.    Es  ist  folglich  « 

Wirkung  (0..  .P. ..  CX. .  .P')  =£  Wirkung  (0. .  .P,. ..  0*) -f  (yP*  -^  M 

=  OP,  +  P,(y+  (yP'  +  B. 

Durch  Anwendung  von  (e.)  ergiebt  sich  aber,  dass 

p,(y  -^  (yp'  =zp,p  -\^  Q 

ist,  wo  Q  eine  ihrer  Natiu*  nach  positive  unendlich  kleine  Grösse  zweiter 
Ordnung  bezeichnet.    Wir  erhalten  somit 

Wirkung  (O...P...O'...P')=  0P,  +  P^P  +  Q  +  B, 

und,  da  B  im  Vergleich  mit  Q  unendlich  klein  ist, 

Wirkung  (0. .  .P. . .  0'.  ..P')  >  OP,  +  P.P", 


*)  Ein    Maximum  oder  ein   Minimom   „erster  Ordnung"  einer   Fuactaso 
oder  mehrerer  Veiünderlichen  ist  ein  solches,   bei   welchem   das  Differential  enten 
Grades,  nicht  aber  dasjenige  zweiten  Grades  yerschwkidet. 
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Danach  entspricht  dem  gebrochenen  Lauf  0 . . .  P„  P, . . ,  P'  eine  kleinere 
Wirkung,  als  dem  natürUchen  Lauf  0  ...  P ...  0' ...  P',  und  da  beide  ein- 
ander  unendüch  nahe  liegen,  so  ist  die  Wirkung  im  letzteren  kein 
Minimum. 

362.    Wir  haben  bewiesen,  dass  die  Wirkung  von  irgend  einer 
Configuration  aus  im  ersten  derselben  conjugirten  kinetischen  Brenn- 
punkt aufhört  ein  Minimum  zu  sein.     Daraus  geht  unmittelbar  her- 
vor, dass,  wenn  0'  der  erste  0  conjugirte  kinetische  Brennpunkt  ist, 
der  nach  dem  Durchgang  durch  0  erreicht  wird,  es  auf  diesem  Lauf 
«wischen  0  und  0'  nicht  zwei  Configurationen  geben  kann,  die  ein- 
ander conjugirte  Brennpunkte  wären.    Denn  da  die  Wirkung  von  0 
«ua  gerade  dann  aufhört  ein  Minimum  zu  sein,  wenn  0'  erreicht 
wird,   so  muss  sie  zwischen  irgend  zwei  Configurationen  desselben 
Laufs,  die  zwischen  0  und  0'  liegen,  nothwendig  ein  Minimum  sein. 
383.     Ansaht    der    kinetischen    Brennpunkte.  —    Wenn 
f  Grade  von  Bewegungsfreiheit  vorhanden  sind,  so  giebt  es  im  All- 
gemeinen auf  jedem  natürlichen  Laufe  von  einer  beliebigen  beson- 
deren   Configuration    0    aus    wenigstens   i  —  1    kinetische    Brenn- 
punkte, die   O  conjugirt   sind.     Wenn   z.   B.  ein  Lichtstrahl  von 
einem  leuchtenden  Punkte  0  aus  durch  den  Mittelpunkt  einer  con- 
vexen  Linse  hindurchgeht,  die  schräg  gegen  seine  Bahn  gehalten 
wird,  so  giebt  es  im   Sinne  unserer  obigen  Definition  zwei  0  con- 
jugirte kinetische  Brennpunkte;  es  sind  dies  die  Punkte,  in  welchen 
!Äe   Richtung .  des   Centralstrahls    durch    die    sogenannten    „Focal- 
jlinien"  ♦)   eines   von   0    ausgehenden    divergirenden    Büschels   von 
Strahlen  geschnitten  wird,  welche  der  Durchgang  durch  die  Linse 
ponvergent    macht.      Diese  kinetischen    Brennpunkte  können   auch 
theilweise    oder    sämmtlich    auf    dem    vor    0    befindlichen    Theile 
1^  Bahn    lieljgen;    das   ist    z.   B.   bei    einem    Projectil    der   Fall, 
jwenn  sein   Lauf  schräg  abwärts  durch  0  geht.     Sie  können   auch 
'fom  Theil  oder  sämmtlich  verloren  gehen,  wie  z.  B.  wenn  in  dem 
l^n  angeführten  Beispiel  aus  der  Optik  die  Linse  nur  stark  genug 
ttt,  in  einer  der  Hauptebenen  Convergenz  zu  erzeugen,  oder  wenn 
ve  zur  Erzeugung  von  Convergenz  überhaupt  zu  schwach  ist.    Auch 
im  Falle   der   ungestörten    geradlinigen  Bewegung   eines   Punktes, 
oder  der  Bewegung  eines  von  keiner  Kraft  beeinflussten  Punktes 
*Qf  einer  anticlastischen  Oberfläche  (§  355)  giebt  es  keine  reellen 
kmetischen   Brennpunkte.     In  der   Bewegung  eines  Projectils  (das 


1       *)  Im  xweiten  Bande  dieses  Werkes  hoffen  wir  alle  erforderlichen  elementaren 
wÜruDgen  über  diesen  Ges^enstand  zu  geben. 

Thomioo  u.  Tait,  theoretische  Physik.  22 
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nicht  auf  eine  Verticalebene  beschränkt  ist)  kann  es  auf  jeder  Pahn 
nur  einen  kinetischen  Brennpunkt  geben,  der  einem  gegebnen 
Punkte  conjugirt  ist,  obschon  drei  Grade  von  Freiheit  Yorhanden 
sind.  Weiter  kann  es  aber  auch  auf  einer  Bahn  mehr  als  i  —  1 
Brennpunkte  geben,  die  sämmtlich  einer  Configuration  conjugirt 
sind.  Das  ist  z.  B.  auf  der  Bahn  eines  durch  keine  Kraft  beeiii- 
flussten  materiellen  Punktes  der  Fall,  welcher  sich  um  die  Obei^ 
fläche  eines  Ankeiringes  herum  längs  des  äusseren  grössten  Kreises 
oder  längs  einer  wellenförmigen  geodätischen  Linie,  wie  wir  sie  in 
§  361  betrachtet  haben,  bewegt:  In  diesem  Falle  giebt  es  für  jeden 
Pu^ikt  der  Bahn  oflPenbar  eine  unendliche  Anzahl  conjugirter  Brenn* 
punkte,  die  in  gleicheü  Abständen  von  einander  liegen. 

Mit  Bezugnahme  auf  die  Bezeichnung  des  §  361  (£)  lassen  wir  S  sich 
allmälig  weiter  bewegen,   bis  zuerst  einer  der  CoefAcienten,   etwa  A^^j, 

darauf  ein  anderer,  etwa  -4^_j,  u.  s.  w.  verschwindet.  Wir  haben  ge- 
sehen, dass  jede  dieser  Lagen  von  8  ein  kinetischer  Brennpunkt  ist,  nnd 
erhalten  auf  diese  Weise  durch  das  successive  Verschwinden  der  i  — Ü 
Goefflcienten  •  —  1  Brennpunkte.  Wenn  keiner  der  CoefHcienten  jeniab' 
Null  werden  kann,  so  ist  kein  kinetischer  Brennpunkt  vorhanden.  Weni 
einer  oder  mehrere  derselben  nach  dem  Verschwinden  zu  einem  Minimnin* 
werth  gelangen  und,  wenn  sich  S  weiter  bewegt,  aufs  Neue  Null  werden, 
so  können  mehr  als  t  —  1  Brennpunkte  vorhanden  8ein>  deren  jeder  der 
selben  Configuration  0  conjugirt  ist. 

364.   Satz  vom  Maximum  der  Wirkung.  —  Wenn  von  einer 
Configuration  0  i  —  1  verschiedene  *)  Bahnen  ausgehen,  von  denen 

jede  von  einer  gewissen  natürlichen  Bahn  0.« J^. .  0) ..  O2 0^^] .. Q 

unendlich  wenig  abweicht  und  letztere  in  den  Configurationen  O],0^ 
Og, ...,  0#— 1  schneidet,  und  wenn  es  auf  derselben  zwischen  0  and 
Q  ausser  Oi,...,  O^i  keine  anderen  0  conjugirten  kinetischen  Brenn- 
punkte und  zwischen  E  und  Q  keinen  einzigen  E  conjugirten  Brenn- 
punkt giebt,  so  ist  die  Wirkung  auf  dieser  natürlichen  Bahn  von  0 
bis  Q  grösser,  als  die  Wirkung  auf  irgend  einer  anderen  Bahn 
0...P,, P^...Q,  wo  jP^  eine  Configuration  ist,  welche  von  einer  be- 
liebigen zwischen  E  und  Oi  auf  der  Hauptbahn  0..iS?..  Oj  ..Oj 

0«--i..Q  liegenden  Configuration  nur  unendlich  wenig  abweicht, 
und  wo  0,.,Pf^P,,..Q  die  von  dieser  Hauptbahn  unendlich  wenig 
Vierschiedenen  natürlichen  Bahnen  von  0  nach  P,  und  von  P  nuh 
Q  bezeichnen. 


•)  Zwei  Bahnen  heissen  nicht  verschieden,  wenn  nie  sich  nur  in  der  aUolutn 
Grosse  ihrer  Abweichungen  von  der  Hauptbahn,  nicht  in  den  Proportionen  4« 
Componenten  dieser  Abweichungen  unterscheiden. 
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In  §  361   (i.)  »ei  (y  irgend  einer  der  Brennpunkte   0^,  Oj, . . .,  0,._j, 

0„  und  P^  werde   in  diesem  Falle  Pj  genannt.    Der  dort  gegebene 
Beweis  zeigt,  dass 

ist.    Folglich  giebt  es  t  —  1  verschiedene  gebrochene  Bahnen 

O  ...  Pi,  Pj  . . .  §;     0 . . .  P2»  -^2  •  •  •  Qj  ^^-  **•  w» 

in  deren  jeder  die  Wirkung  kleiner  als  in  der  Hauptbahn  von  O  nach  Q 
ist.  Welches  aber  auch  die  Abweichung  von  P^  sein  möge,  sie  lässt  sich 
offenbar  aus  den  Abweichungen  von  P  nach  P^,  von  P  nach  P2,  von  P 
nach  Pj, . . .,  von  P  nach  P^_i  zusammensetzen ,  welche  beziehungsweise 
diesen  f  —  1  Fällen  entsprechen,  und  man  sieht  leicht,  dass 

ist.    Daraus  folgt 

OT^  ■\-  "P^i^  <,   O  Qf  was  zu  beweisen  war. 

365.  Anwendungen  auf  zwei  Grade  von  Freiheit.  —  Der 
Einfachheit  wegen  wollen  wir  jetzt  nur  Fälle  betrachten,  in  denen 
nur  zwei  Grade  (§§  195,  204)  von  Bewegungsfreiheit  vorhanden 
sind.  Wenn  ein  System  beim  Duröhgang  durch  eine  gewisse  Con- 
figuration  eine  beliebige  unendlich  kleine  conservative  Störung  er- 
fahrt, so  sehen  wir,  dass  die  Bahn  der  gestörten  Bewegung  mit 
derjenigen  der"  ungestörten  erst  in  der  ersten  Configuration  der 
letzteren  wieder  zusammentrifft,  in  welcher  die  Wirkung  in  der  un- 
gestörten Bcwegtmg  aufhört  ein  Minimum  zu  sein.  Im  Falle  eines 
materiellen  Punktes  z.  B.,  der  auf  einer  Oberfläche  bleiben  muss  und 
einem  beliebigen  conservativen  Eraffceystem  unterworfen  ist,  bringt 
eine  unendlich  kleine  conservative  Störung  der  Bewegung  durch 
einen  Punkt  0  ^ine  gestörte  Bahn  hervor,  welche  die  Bahn  der 
angesitorten  Bewegung  in  dem  ersten  Punkte  0'  schneidet,  in  wel- 
diem  die  Wirkung  von  0  aus  in  der  ungestörten  Bahn  aufhört  ein 
Mininiani  zu  sein.  Oder  wenn  von  einem  Punkte  0  aus  nach  allen 
Richtungen  einer  Verticalebene  hin  Projectile  mit  gleichen  Ge- 
Bchwindigkeiten 'geschleudert  werden,  die  nur  der  Wirkung  der 
Schwere  ausgesetzt  sind,  so  liegen,  wie  man  leicht  beweisen  kann, 
die  Punkte,  in  denen  jede  Bahn  von  der  nächstfolgenden  geschnit- 
ten wird,  in  einer  Parabel,  deren  Brennpunkt  0  und  deren  Scheitel 
der  von  dem  direct  nach  oben  geschleuderten  Projectil  erreichte 
Punkt  ist.  In  der  wirklichen  Bahn  jedes  Projectils  von  0  aus  ist 
die  Wirkung  bis  zu  einem  Punkte  P,  der  vor  der  einhüllenden  Pa- 
rabel erreicht  wird,  die  kleinste  mögliche;  sie  ist  aber  auf  dieser 

22* 
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Bahn  kein  Minimum  bis  zu  einem  Punkte  Q,  der  nach  dem  Durch- 
gänge durch  die  einhüllende  Gurre  erreicht  wird.  • 

366.  Wenn  femer  ein  materieller  Punkt  längs  des  grossten 
Kreises  der  glatten  inneren  Flache  eines  hohlen  Ankerringes  hin- 
gleitet, so  wird  die  „Wirkung"  oder  einfach  die  Länge  des  Wege« 
von  Punkt  zu  Punkt  die  kleinste  mögliche  für  jede  Länge  sein ,  die 

kleiner  als  nyah  ist  (§  351).  Wenn  daher  eine  Schnur  um  den 
grössten  Kreis  eines  vollkommen  glatten  Ankerringes  gelegt  wird, 
so  wird  sie  abgleiten,  wenn  man  sie  nicht  in  ihrer  Lage  durch 
Haken  oder  durch  Bänder  irgend  einer  Art  festhält,  die  um  den 
Kreis  herum   in  Punkten   sich   befinden,  deren  Entfernungen  tod 

einander  kleiner  als  n  yah  sind.  Man  vergleiche  hier  auch  §  361. 
Oder  wenn  ein  materieller  Punkt  eine  geneigte  cylindriache 
Rinne  hinuntergleitet,  so  wird  die  Wirkung  von  irgend  einem  Punkte 
an  bis  zu  einem  anderen  Punkte  längs  der  geradlinigen  Bahn  die 
kleinste  mögliche  sein,  wenn  dieser  Punkt  in  einer  Zeit  erreicht 
wird,  die  kleiner  als  diejenige  ist,  in  welcher  ein  einfietches  Pendd, 
dessen  Länge  gleich  dem  Radius  der  Rinne  ist,  und  das  anstatt  tod 
der  ganzen  Schwerkraft  g  von  einer  Kraft  g  cos  i  beeinflusst  wird, 
seine  grösste  Abweichung  nach  einer  Seite  zu  erreicht.  Von  irgend 
einem  Punkte  an  bis  zu  einem  anderen  Punkte  wird  aber  die  Wir* 
kung  in  der  geraden  Bahn  kein  Minimum  sein,  wenn  die  Zeit,  in 
welcher  dieser  Punkt  erreicht  wird,  grösser  als  die  angegebene 
Grösse  ist.  Der  Fall,  in  welchem  die  Rinne  horizontal  (i  =  0)  ist 
und  der  materielle  Punkt  dieselbe  entlang  geschleudert  wird,  ist  be- 
sonders einfach  und  lehrreich;  man  kann  ihn  leicht  eingehend  be- 
arbeiten, ohne  einen  der  allgemeinen  Sätze  über  die  Wirkung  vor* 
aussetzen  zu  müssen. 

367.  Hamilton'B  Eweite  Form  seiner  oharakteri8ti8che& 
Funotion.  —  In  unserer  früheren  Darstellung  des  Hamilton'schei 
Princips  und  der  Entwicklungen  und  Anwendungen,  die  dasselbe 
erhalten  hat,  haben  wir  ein  Verfahren  befolgt  (§§  321,  323),  in  wel- 
chem die  anfanglichen  und  die  Endcoordinaten,  sowie  die  constants 
Summe  der  potentiellen  und  der  kinetischen  Energie  die  Elemente 
sind,  als  deren  Function  die  Wirkung  vorausgesetzt  wird.  Hamil- 
ton hat  noch  ein  zweites  Verfahren  eingeschlagen,  nach  welchem 
die  Wirkung  durch  die  anfanglichen  und  die  Endcoordinaten  und 
die  für  die  Bewegung  vorgeschriebene  Zeit  ausgedrückt  wird; 
auf  diese  Weise  sind  eiae  Reihe  von  Ausdrücken  hergeleitet,  wddbe 
den  von  uns  entwickelten  ganz  analog  sind.     Für  praktische  An- 
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wendimgeii  ist  diese  Methode  im  Allgemeinen  nicht  so  zweckmässig, 
wie  die  erstere,  und  die  analytischen  Beziehungen  zwischen  beiden 
sind  so  einleuchtend,  dass  wir  auf  dieselben  hier  nicht  einzugehen 
brauchen. 

368.  SatB  von  Liouville.  —  Zum  ScMuss  wollen  wir  noch 
auf  eine  neuere  analytische  Untersuchung  der  Bewegung  eines  con* 
servatiTen  Systems  von  Liouville  (Comptes  Rendus,  1856)  auf- 
merksam machen,  welche  unmittelbar  zu  dem  Princip  der  kleinsten 
Wirkung  und  zu  dem  Hamilton 'sehen  Princip  mit  den  von  Jacob i 
and  Anderen  gegebenen  Entwicklungen  führt,  welche  aber  auch 
einen  bemerkenswerthen  und  absolut  neuen  Satz  über  die  Grösse 
der  Wirkung  längs  eines  beliebigen  gezwungenen  Laufs  liefert.  Der ' 
Kürze  wegen  beschränken  wir  uns  darauf,  diesen  Satz  für  einen 
einzelnen  freien  materiellen  Punkt  zu  geben,  und  verweisen  den 
Leser  in  Betreff  der  voUständigen  Untersuchung  Liouville's  auf 
dessen  Originalarbeit,  in  welcher  allgemeine  für  jedes  beliebige  con- 
Bervative  System  passende  Goordinaten  zu  Grunde  gelegt  sind. 

Es  seien  {Xty,a)  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes,  durch  wel- 
chen sich  der  materielle  Punkt  hindurch  bewegen  möge,  V  seine  poten- 
tielle Energie  in  die8e^  Lage,  IJj  die  Summe  der  potentiellen  und  der  kine- 
tischen Energie  der  in  Bede  stehenden  Bewegung  und  A  die  Wirkung 
von  einer  beliebigen  Lage  (o^o,  ^of^o)  längs  einer  willkürlich  gewählten 
Bahn  bis  zum  Punkte  {x,  y,  e).  (Wir  können  z.  B.  annehmen ,  der  mate- 
rielle Punkt  werde  diese  Bahn  entlang  durch  eine  Bohre  geleitet,  welche 
keine  Beibang  hervon-uft.)  Wird  dann  die  Masse  des  Punktes  als  die 
Einheit  angenommen,  so  ist  (§  318) 

A  =  /vd8  =  fV2{E-V)y{dx^  +  dy3  +  d^2). 

Bezeichnet  nun  ß  eine  Function  von  x^y^z^  welche  der  partiellen  Difife- 
rentialgleichung 

genügt,  so  haben  wir 

Es  ist  aber 

dS  .      ,    dB  ,      ,    dB  .^  _   ,^ 
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und  wenu  ^,  y,  z  die   wirklichen  Geschwindigkeitscomponenten  längs  der 

willkürlichen  Bahn  und  Q  die  Grösse  der  in  dieser  Bewegung  während  der 
Zeiteinheit  erfolgenden  Zunahme  von  6  bezeichnen, 

dx  =  xdt,  dy  =  ydt,  dz  :=  idt^  dB  =  Odt 

Der  vorhergehende  Ausdruck  verwandelt  sich  daher  in 

/.de     .dd\^  ,  /.de     ,de\^,/.de     -dexh 

{^Tz-^dd)  +VTx-^rz)  +{'^di,-'^rx)l 


A=/dey^i  + 


ö« 


Drittes  Capitel. 


Erfahrung. 

369.  Beobachtiuog  und  Experiment.  —  Mit  dem  Ausdruck 
Erüfthrung  bezeichnen  wir  in  der  Physik,  nach  Herschel's  Vor- 
gang, unsere  Mittel,  mit  der  materiellen  Welt  und  den  sie  regeln- 
den Gesetzen  bekannt  zu  werden.  Im  Allgemeinen  sind  die  Er- 
scheinungen, die  wir  um  uns  her  vor  sich  gehen  sehen,  zusammen- 
gesetzt, d.  h.  Ergebnisse  des  Zusammenwirkens  vieler  Ursachen. 
Wenn  wir,  wie  in  der  Astronomie,  diese  Ursachen  dadurch  zu  be- 
stimmen suchen,  dass  wir  einfach  ihre  Wirkungen  überwachen,  so 
beobachten  wir;  wenn  wir  dagegen,  wie  in  unseren  Laboratorien, 
nach  Belieben  in  die  Ursachen  oder  Umstände  einer  Erscheinung 
eingreifen,  so  sagt  man,  wir  experimentiren. 

370,  Beobachtung.  —  So  z.  B.  können  wir  unter  der  Vor- 
aussetzung,  dass  wir  im  Besitz  von  Instrumenten  zur  Zeit-  und 
Winkelmessnng  sind,  durch  eine  Reihe  von  Beobachtungen  die  rela- 
tive Lage  erforschen,  welche  Sonne  und  Erde  in  verschiedenen 
Augenblicken  zu  einander  einnehmen,  und  aus  den  Variationen  in 
dem  scheinbaren  Durchmesser  der  ersteren  Hessen  sich  (die  Methode 
l^ost  sich  durchaus  nicht  mit  Genauigkeit  anwenden ;  wir  filhren  sie 
bier  nur  der  Erläuterung  wegen  an)  die  Verhältnisse  unserer  Ab- 
stände von  derselben  für  jene  Augenblicke  berechnen.  Wir  würden 
nd  diese  Weise  zu  einer  Reihe  von  Beobachtungen  gelangen,  in 
denen  die  Zeit,  die  angulare  Lage  in  Beziehung  auf  die  Sonne  und 
die  Verhältnisse  der  Abstände  von  derselben  enthalten  wären,  und 
diese  Beobachtungen  würden  (wenn  ihre  Anzahl  gross  genug  wäre) 
008  in  den  Stand  setzen,  die  Gesetze  zu  entdecken,  welche  den  Zu- 
ttmmenhang  jener  Bestimmungsstücke  ausdrücken. 
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Aehnliche  Methoden  könnte  man  ersinnen  für  die  Betrachtang 
der  Bewegung  irgend  eines  Phineten  um  die  Sonne,  eines  Trabanten 
nm  seinen  Planeten,  oder  eines  Sternes  einer  Doppelgmppe  um 
den  anderen. 

371.  Im  Allgemeinen  werden  alle  Data  der  Astronomie  anf 
diesem  Wege  bestimmt,  und  dasselbe  gilt  von  solchen  Gegenstan- 
den, wie  Ebbe  nnd  Flnth,  oder  Meteorologie.  So  sind  die  Linien 
gleicher  Temperatur,  gleicher  magnetischer  Neigung  oder  Intensität, 
die  Linien  ohne  magnetische  Abweichung ,  der  Zusammenhang  der 
Sonnenfiecke  mit  dem  Erdmagnetismus  und  eine  Menge  anderer 
Data  und  Erscheinungen ,  die  im  Verlaufe  dieses  Werkes  in  den  be- 
treffenden Capiteln  behandelt  werden  müssen,  nur  aus  der  Beob- 
achtung herzuleiten.  In  diesen  Fällen  findet  sich  der  Apparat  för 
diese  ungeheuren  Experimente  in  der  Natur  fertig  aufgestellt  vor,  und 
der  Forscher  hat  nichts  zu  thun,  als  ihren  Verlauf  bis  in  die  letzten 
Einzelheiten  zu  überwachen  und  zu  messen. 

372.  Auch  in  dem  oben  gewählten  Beispiele,  den  planetari- 
schen  Bewegungen,  sind  die  beobachteten  'Wirkungen  zusammen- 
gesetzter Art;  denn,  ausser  vielleicht  im  Falle  eines  Doppelstemes, 
haben  wir  kein  Beispiel  einer  ungestörten  Wirkung  eines  Himmek- 
körpers  auf  einen  anderen.  Aber  wenn  es  sich  um  eine  erste  An- 
näherung handelt,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Bewegung  eines  Planeten 
um  die  Sonne  dieselbe  ist,  wie  wenn  ausser  diesen  beiden  keine 
anderen  Körper  existirten.  Die  Annäherung  reicht  aus,  das  wahr- 
scheinliche Gesetz  ihrer  Wechselwirkung  anzudeuten,  dessen  volle 
Bestätigung  erlangt  wird,  wenn  wir,  seine  Wahrheit  voraoB- 
setzend,  die  danach  berechneten  störenden  Wirkungen  in  Anschlag 
bringen  und  finden,  dass  letztere  die  beobachteten  Abweichungen 
von  den  Consequenzen  der  ersten  Voraussetzung  vollständig  er- 
klären. Dies  mag  dazu  dienen,  einen  Begriff  von  der  Art  nnd 
Weise  zu  geben,  wie  man  die  Gesetze  von  Erscheinungen  findet,  die 
nur  in  zusammengesetzter  Form  beobachtet  werden  können;  die 
Methode  lässt  sich  immer  direct  anwenden,  wenn  man  weiss,  da» 
eine  Ursache  von  überwiegendem  Einflüsse  ist. 

373.  Experiment.  -*  Wir  wollen  jetzt  einen  Fall  der  zwei- 
ten Art  betrachten,  d.  h.  einen  Fall,  in  welchem  die  Wirkungen  aas 
so  verschiedenen  Ursachen  herrühren,  dass  wir  die  letzteren  aus  der 
Beobachtimg  von  Gombinationen,  wie  sie  die  K^atnr  darbietet,  nicht 
herleiten  können,  sondern  suchen  müssen,  uns  selbst  andere  Gombi- 
nationen zu  bilden,  die  uns  in  den  Stand  setzen,  die  Wirkungen 
jeder  Ursache  wo  möglich  einzeln,  jedenfalls  aber  mit  einer  nur  ge- 
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ringen,  durch  das  Eingreifen  anderer  Ursachen  herheigefÜhrten  Modi- 
fication  zn  stndiren. 

Wenn  ein  Stein  losgelassen  wird ,  so  fällt  er  auf  den  Boden ; 
wenn  ein  Ziegelstein  nnd  ein  Kieselstein  in  demselben  Augenblick 
Yon  der  Spitze  einer  Klippe  fallen  gelassen  werden,  so  bleiben  sie 
im  Fallen  neben  einander  nnd  erreichen  gleichzeitig  den  Boden. 
Bei  einem  Ziegelstein  nnd  einem  Schiefer  ist  dies  nicht  der  Fall, 
und  während  der  erstere  in  einer  nahezu  verticalen  Richtung  fällt, 
beschreibt  der  letztere  einen  sehr  verwickelten  Weg.  Ein  Bogen 
Papier  oder  ein  Stück  Goldblatt  zeigt  sogar  noch  grössere  Unregel- 
mässigkeiten als  ein  Schieferstein.  Aber  durch  eine  geringe  Modi- 
fication  der  Umstände  gewinnen  wir  eine  tiefere  Einsicht  in  die 
Natur  der  Frage.  Werden  das  Papier  und  das  Goldblatt  in  Kugeln 
zusammengerollt,  so  fallen  sie  in  einer  nahezu  verticalen  Linie.  Es 
sind  hier  im  Grunde  oJSenbar  zwei  Ursachen  thätig,  von  denen  die 
eine  bewirkt,  dass  alle  Körper  fallen  und  zwar  in  verticaler  Bich- 
tung,  während  die  zweite,  die  von  der  Gestalt  und  Substanz  des 
Körpers  abhängt,  dessen  Fall  zu  verzögern  und  die  verticale  Rich- 
tung zu  ändern  strebt.  Wie  können  wir  die  Wirkungen,  welche  die 
erstere  Ursache  auf  alle  Körper  hat,  studiren,  ohne  merklich  durch  die 
letztere  gestört  zn  werden?  Die  Wirkungen  des  Windes,  u.  s.  w. 
zeigen  ohne  Weiteres  an,  was  die  zweite  Ursache  ist,  nämlich  die 
Luft  (wir  dürfen  in  der  That  annehmen,  dass  die  Existenz  der  Luft 
durch  solche  Wirkungen  entdeckt  worden  ist),  und  um  die  Natur 
der  Wirkung  der  ersteren  Ursache  zu  studiren,  ist  es  nöthig,  die 
Terwicklungen  zu  beseitigen,  welche  aus  der  Anwesenheit  der  Luft 
herrühren.  Daraus  ergiebt  sich  die  Noth wendigkeit  eines  Experi- 
mentes. Mittels  eines  später  zu  beschreibenden  Apparates  ent- 
fernen wir  aus  dem  Innern  eines  Gelasses  den  grösseren  Theil  der 
Luft,  und  in  diesem  Gefasse  stellen  wir  sodann  aufs  Neue  unsere 
Yersuche  über  den  Fall  der  Körper  an.  Dann  tritt  sofort  ein  all- 
gemeines Gesetz  zu  Tage,  das  im  höchsten  Grade  einfach  und  in 
seinen  Folgen  von  ungeheurer  Wichtigkeit  ist,  nämlich  dass  alle 
Körper,  von  welcher  Grösse,  Form  und  Substanz  sie  auch  sein 
mögen,  im  luftleeren  Räume  stets  neb^  einander  bleiben,  wenn 
man  sie  in  demselben  Moment  neben  einander  hat  fallen  lassen. 
Bevor  die  Erscheinungen  auf  diese  Weise  experimentell  getrennt 
waren ,  hatten  sich  zu  hastige  Philosophen  in  den  Schluss  gestürzt, 
dass  einige  Körper  die  Eigenschaft  der  Schwere,  andere  die  der 
Leichtigkeit  besitzen,  u.  s.  w.  Wäre  dieser  Zustand  der  Dinge 
geblieben,  so  würde  das  Gesetz  der  Gravitätion,  obgleich  deren  Wir- 
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kang  sich  durch  das  gmnze  Weltall  äussert,  vom  menschlichen  Geist 
nie  als  ein  allgemeines  Princip  erkannt  worden  sein. 

Eine  blosse  Beobachtung  des  Blitzes  und  seiner  Wirkungen 
würde  uns  nie  zur  Entdeckung  ihrer  Beziehungen  zu  den  Erschei- 
nungen gefuhrt  haben,  welche  geriebener  Bernstein  zeigt.  Es  w«r 
dazu  eine  Modification  des  Laufes  der  Natur  erforderlich;  wir  muß- 
ten die  atmosphärische  Elektricitat  bis  in  unsere  Laboratorien  leiten. 
Ohne  Experiment  hatten  wir  sogar  niemals  die  Existenz  des  Erd- 
magnetismus erkennen  können. 

374.  Begeln  sur  Leitung  von  Experimenten.  —  In  allen 
Fällen,  in  denen  ein  besonderes  Agens  oder  eine  besondere  Ursache 
erforscht  werden  soll,  sollten  Experimente  in  der  Weise  angestellt 
werden,  dass  sie  wo  möglich  zu  Resultaten  führen,  die  von  dieser 
Ursache  allein  abhängen ;  oder  wenn  sich  dies  nicht  ausiiihren  lässt, 
so  sollten  sie  so  angeordnet  in^rden,  dass  die  Wirkungen  der  zu 
untersuchenden  Ursache  verstärkt  werden,  bis  sie  die  unvermeid- 
lichen gleichzeitig  vorhandenen  übrigen  Wirkungen  so  sehr  über- 
wiegen, dass  letztere  nur  als  Stöi*ungen,  nicht  als  wesentliche  Modi- 
ficationen  der  Wirkungen  der  Hauptursache  angesehen  werden 
können. 

So  können  wir,  um  die  Natur  der  Wirkung  eines  galvanischen 
Stromes  auf  eine  magnetisirte  Nadel  zu  finden,  jede  dieser  beiden 
Methoden  anwenden.  Wir  können  z.  B.  die  störenden  Einwirkungen 
des  Erdmagnetismus  auf  die  Nadel  dadurch  neutralisiren,  dass  wir 
einem  Magnetstabe  eine  passende  Lage  in  ihrer  Nähe  geben.  Dies 
ist  ein  Beispiel  der  ersteren  Methode. 

Wir  können  auch  durch  Vergrösserung  der  Stromstärke  oder 
dadurch,  dass  wir  den  Draht  mehrmals  um  die  Nadel  führen  (wie  bei 
der  Beschreibung  des  Galvanometers  dargelegt  werden  wird),  die 
Wii'kungen  des  Stromes  in  einem  solchen  Grade  verstärken,  dass  im 
Vergleich  mit  ihnen  die  Wirkungen  des  Erdmagnetismus  vernach- 
lässigt werden  dürfen. 

375.  In  einigen  Fällen  jedoch  ist  die  letztere  Art  zu  verfahren 
äusserst  trügerisch  —  so  z.  B.  bei  der  Anwendung  von  Gondensato- 
ren  zur  Entdeckung  von  sehr  kleinen  elektromotorischen  Kräften. 
In  diesem  Falle  erzeugt  die  Reibung  zwischen  den  Theilen  des  Con- 
densators  oft  mehr  Elektricitat,  ab  diejenige  ist,  welche  gemesMB 
werden  soll,  so  dass  sich  das  richtige  Resultat  nicht  herleiten  laat: 
Eine  schwache  positive  Ladung  z.  B.  kann  verdreifacht,  neutrmlifflrt 
oder  sogar  in  eine  negative  Ladung  verwandelt  werden,  durch  ver- 
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schiedene  Vorgänge,  die  von  so  delicater  Natvr  sind,  dass  sie  nicht 
entdeckt  and  daher  nicht  yermieden  werden  können. 

376.  Wir  sehen  somit,  dass  es  zweifelhaft  ist,  welche  von  die- 
sen Methoden  in  einem  besondei'en  Falle  den  Vorzug  verdient,  nnd 
in  der  That  hat  derjenige  bei  seinen  Untersuchungen  die  meiste 
Aussicht  auf  Erfolg ,  der ,  nicht  entmuthigt  durch  das  Fehlsdilagen 
einer  Form  des  Experimentes,  sorgfaltig  seine  Methoden  ändert  und 
so  in  jeder  denkbaren  Weise  den  Gegenstand  seiner  Forschungen  in. 
Angriff  nimmt. 

377.  Büokfltftndige  ErBOheinimgen.  —  Eine  äusserst  wich- 
tige von  Herschel  herrührende  Bemerkung  betrifiPt  die  sogenannten 
rückständigen  Erscheinungen.  Wenn  in  einem  Experiment 
alle  bekannten  Ursachen  in  Rechnung  gezogen  sind,  so  bleiben  doch 
noch  gewisse  Wirkungen  unerklärt  zurück  (die  übrigens  äusserst 
gering  sein  mögen).  Diese  Wirkungen  müssen  sorgfältig  er- 
forscht werden,  und  es  ist  jede  denkbare  Abänderung  in  der  An- 
ordnung des  Apparates,  u.  s.  w.  zu  versuchen,  bis  wir  wo  möglich 
dahin  gelangen;  die  rückständige  Erscheinung  so  zu  vergrössern, 
dass  wir  ihre  Ursache  entdecken  können.  Auf  diesem  Wege  haben 
wir  vielleicht  bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Wissenschaft  die 
meiste  Aussicht,  onser  Wissensgebiet  zu  erweitem;  jedenfalls  wird 
dies  Verfahren  durch  die  neueste  Geschichte  der  Naturwissenschaften 
gerechtfertigt.  So  war,  um  nur  einige  wenige  Beispiele  zu  geben, 
und  die  Entdeckung  der  Elektricität  und  des  Magnetismus  durch  die 
Alten  mit  Stillschweigen  zu  übergehen,  der  eigenthümliche  Geruch, 
den  man  in  einem  Zimmer  beobachtet,  in  welchem  eine  Elektrisir- 
aiaschine  in  Thätigkeit  erhalten  wird,  schon  seit  langer  Zeit  wahr- 
genommen worden;  aber  man  nannte  ihn  „Geruch  der  Elektricität*', 
und,  hiermit  zufrieden,  Hess  man  ihn  unerklärt.  Der  Scharfsinn 
Schönbein's  führte  zu  der  Entdeckung,  dass  dieser  Geruch  von  der 
Bildung  des  Ozons  herrührt,  eines  ganz  ungewöhnlichen  Körpers  von 
enormer  chemischer  Energie,  dessen  Natur  noch  unaufgeklärt  ist, 
obwohl  er  seit  Jahren  die  Aufmerksamkeit  der  Chemiker  auf  sich 
gezogen  hat. 

378.  Geringe  Anomalien  in  der  Bewegung  des  Uranus  führten 
Adams  und  Le  Yerrier  zu  der  Entdeckung  eines  neuen  Planeten, 
und  die  Thatsache,  dass  eine  Magnetnadel  schneller  zur  Ruhe  kommt, 
wenn  sie  über  einer  Kupferplatte  schwingt,  als  wenn  letztere  ent- 
fernt ist,  führte  Arago  zu  dem  früher  sogenannten  „Rotations- 
MagneüsmuB*',  der  seitdem  erklärt,  unendlich  erweitert  und  zu  den 
wichtigsten  Zwecken  angewandt  worden  ist.     In  der  That  leitete 
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diese  zai&llige  Bemerkung  über  die  Oscillation  einer  Nadel  za  Thai- 
sachen,  aus  denen  sich  anter  Faraday's  Händen  die  grosse  Eni* 
deckung  der  Induction  elektrischer  Ströme  durch  Magnete  und  darch 
andere  Strome  entwickelte.  Wir  haben  nicht  nöthig,  uns  über  die- 
sen Punkt  weiter  auszulassen,  da  die  Be weiße  für  die  Wahrheit  und 
den  Nutzen  des  Principe  auf  den  folgenden  Seiten  beständig  wieder- 
kehren werden.  Unser  Zweck  ist  gewesen,  nicht  sowohl  Anwen- 
dungen, als  Methoden  zu  geben  und  zu  zeigen,  wie  man  eine  neue 
Combination  wo  möglich  anzugreifen  hat,  wenn  man  die  verschiede- 
nen Ursachen,  durch  deren  Zusammenwirken  die  meisten  beobachteten 
Erscheinungen,  sogar  die  anscheinend  einfachsten,  hervorgebracht  so 
werden  pflegen,  trennen  und  einzeln  stndiren  wiU., 

379.  Unerwartete  Uebereinstimmiing  oder  Abweichung 
in  den  Resultaten  versehiedener  Verauche.  —  Wenn  ein  Ezpe- 
liment  bei  mehrmaliger  Wiederholung  beständig  verschiedene  Resul- 
tate liefert,  so  ist  es  entweder  sehr  nachlässig  angestellt  worden, 
oder  es  muss  eine  nicht  in  Rechnung  gezogene  störende  Ursache 
vorhanden  sein.  Andererseits  hat  man  in.  Italien,  in  denen  es  nidit 
wahrscheinlich  ist,  dass  wiederholte  Versuche  zu  sehr  nahe  Überein- 
stimmenden Resultaten  führen  werden,  einen  unerwarteten  Grad  von 
Uebereinstimmung  in  den  Resultaten  verschiedener  Versuche  mH 
dem  äussersten  Misstrauen  anzusehen,  da  dieselbe  wahrscheinlich  von 
einer  unbeachteten  Eigenthümlichkeit'  des  angewandten  Apparates 
herrührt.  In  jedem  dieser  beiden  Fälle  wird  jedoch  eine  sorgftltige 
Beobachtung  jedenÜEdls  die  Ursache  der  Abweichungen  oder  der  un- 
erwarteten Uebereinstimmung  ans  Lipht  bringen  und  möglicherweise 
zu  Entdeckungen  in  einem  Gebiete  führen,  an  das  man  durcham 
nicht  gedacht  hat.  Wir  könnten  eine  Menge  Beispiele  dieser  AH 
anführen,  wollen  uns  aber  mit  einem  oder  zweien  begnügen.        .^ 

380.  So  scheint  ein  Stern,  durch  ein  sehr  gutes  achromsü- 
sches  Teleskop  betrachtet,  eine  merkliche  Scheibe  zu  haben«  IH 
wir  aber  beobachten,  dass  die  Scheiben  aller  Sterne  von  gkichem 
angularen  Durchmesser  zu  sein  scheinen,  so  argwöhnen  wir  natürlidi 
einen  allen  Beobachtungen  gemeinschaftlichen  Irrthum.  Eine  Ver* 
kleinerung  der  Oeflnung  des  Objectivglases  vergrössert  den  er- 
wähnten Schein,  und  bei  gründlicher  Uiitersuchung  ergiebt  sich» 
dass  wir  es  gar  nicht  mit  wirklichen  Scheiben,  sondern  mit  einer 
Diffiractionserscheinung  zu  thun  haben-)  die  später  in  den  Gapitela 
über  das  Licht  ihre  Erklärung  finden  wird.  • 

Weiter  fand  man,  als  man  zur  Nachtzeit  Experimente  mit 
Kanonen  anstellte,  um  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  zu  messen, 
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da»  die  anf  der  einen  Station  erhaltenen  Resoltate  mit  dei^jenigen 
der  anderen  Station  niemals  ühereinstimmten.  Oefters  waren  die  Ab- 
weichungen sehr  beträchtlich.  Aber  ein  wenig  Ueberlegnng  föhrte  zn 
der  Bemerkung,  dass  in  solchen  N&chten,  in  denen  die  Abweichung  am 
gröeeten  war,  ein  starker  Wind  annähernd  in  der  Richtung  von  der 
einen  Station  zur  anderen  wehte.  Als  man  den  in  die  Augen  sprin- 
genden EinflusB  des  Windes  in  Rechnung  zog  oder  vielmehr  ganz 
eliminirte,  stellte  sich  heraus,  dass  die  mittleren  Geschwindigkeiten 
an  verschiedenen  Abenden  sehr  nahe  übereinstimmen. 

381.  Hypothesen.  —  Es  ist  vielleicht  rathsam,  hier  einige 
wenige  Worte  über  den  Gebrauch  der  Hypothesen  zu  sagen,  nament- 
lich jener  an  Werth  so  verschiedenen  Hypothesen,  welche  in  der 
Form  mathematischer  Theorien  verschiedener  Zweige  der  Physik 
gdehrt  werden. 

382.  Wo  die  betreffenden  Kräfte  vollständig  bekannt  sind, 
wie  im  Falle  der  Planeten -Bewegungen  und  Störungen,  da  ist  die 
mathematische  Theorie  absolut  wahr,  und  es  ist  weiter  nichts  er- 
forderlich, als  sie  mittels  der  Analysis  bis  in  ihre  letzten  Einzel- 
heiten zu  entwickeln.  SJQ  ist  auf  diese  Weise  der  Beobachtung  im 
Allgemeinen  weit  voraus  und  berechtigt,  Wirkungen  vorherznsagen, 
die  noch  nie  beobachtet  worden  sind,  wie  z.  B.  Mondungleichheiten, 
die  von  der  Wirkung  der  Venus  auf  die  Erde  herrühren,  u.  s.  w.,  Wir- 
kungen, deren  wahre  Ursache  wir  niemals  durch  noch  so  viele  Beob- 
achtungen ohne  Hülfe  der  Theorie  hätten  angeben  können.  Sie 
kann  auch  in  Gegenständen  wie  die  geometrische  Optik  zu  Entwick- 
lungen geführt  werden,  die  über  das  Bereich  des  Experimentes  weit 
hinaoaliegen ;  aber  in  dieser  Wissenschaft  sind  die  angenommenen 
Grundlagen  der  Theorie  nur  approximativ,  und  dieselbe  kann  nicht 
einmal  so  vergleichsweise  einfache  Erscheinungen,  wie  Höfe  und 
Btt|renbogen,  in  allen  ihren  Eigenthümlichkeiten  erklären,  obgleich 
ne  für  die  praktischen  Zwecke  der  Herstellung  von  Mikroskopen 
und  Teleskopen  voUständig  genügt  und  in  diesen  Fällen  die  Con- 
•tmction  von  Instrumenten  zu  einem  Grade  der  Vollendung  ge- 
bracht hat,  der  bei  einem  nur  auf  Versuche  gestützten  Verfahren  nie 
hätte  erreicht  werden  können. 

383.  Weiter  ist  eine  andere  Classe  mathematischer  Theorien, 
die  bis  zu  einem  gewissen  Ghrade  auf  Experimente*  basirt  sind,  von 
Nutzen  und  hat  sogar  in  gewissen  Fällen  auf  neue  und  wichtige 
BeeuHate  hingewiesen,  die  nachträglich  experimentell  bestätigt  wor- 
den sind.  Hierher  gehören  die  dynamische  Wärmetheorie,  die  Un- 
dolationstheorie  des  Lichtes,  u.  s.  w.     In  der  ersteren,  welche  auf 
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der  experimentellen  Thatsache  beruht,  dass  Wftrme  Bewegung 
ist,  sind  viele  Formeln  für  jetzt  dnnkel  nnd  nicht  zn  interpretiren, 
da  wir  nicht  wissen,  was  sich  bewegt,  oder  wie  die  Bewegung  er» 
folgt.  Resultate  der  Theorie,  in  denen  das,  was  unbekannt  bleibt^ 
nicht  in  Betracht  kommt,  werden  natürlich  experimentell  bewahr^ 
heitet.  Dieselben  Schwierigkeiten  treten  in  der  Theorie  des  Lichtet 
auf.  Bevor  aber  diese  DunkeUieit  völlig  aufgeklärt  werden  kann^ 
müssen  wir  etwas  über  die  letzte  oder  molekulare  Constitution  def^ 
Körper  oder  der  Molekülgruppen  wissen,  die  uns  bis  jetzt  nur  ii 
ihrer  Yereinig^ung  bekannt  sind. 

384.  Gute  Repräsentanten  einer  dritten  Classe  von  Hypo^ 
thesen  sind  die  mathematischen  Theorien  der  Wärme  (Leitung),  der 
^ruhenden)  Elektricität  und  des  (permanenten)  Magnetismus.  Ob" 
schon  wir  nicht  wissen,  wie  die  Wärme  sich  dm*ch  die  Körper  ver^ 
breitet,  und  was  ruhende  Elektricität  oder  permanenter  Magnet» 
mus  ist,  so  sind  die  Gesetze  ihrer  Kräfte  doch  so  sicher  vHle  das  G<k 
setz  der  Schwere  bekannt,  und  können  daher  wie  letzteres  durch  Ath 
Wendung  der  mathematischen  Analysis  bis  in  alle  ihre  Consequenzei 
entwickelt  werden.  Die  Werke  von  Fourier*),  Green**)  udI 
Poisson***)  sind  bemerkenswerthe  Beispiele  solcher  Entwicklnn* 
gen.  Ein  anderes  gutes  Beispiel  ist  Ampere 's  Theorie  der  Elektn^ 
dynamik.  Dies  führt  uns  zu  einer  vierten  Classe  mathematisch«^ 
Theorien,  die,  so  geistreich  sie  auch  sein  mögen,  in  Wirklichkel 
doch  eher  als  schädlich,  denn  als  nützlich  angesehen  werden  müssen. ' 

385.  Ein  guter  Repräsentant  einer  solchen  Theorie  ist  die 
von  Weber,  welche  eine  physikalische  Grundlage  für  Amp^re*8 
Theorie  der  Elektrodynamik  zu  liefern  verspricht,  die  wir  soeben 
als  bewundernswerth  und  in  Wahrheit  nützlich  erwähnt  haben. 
Ampere  begnügt  sich  mit  experimentellen  Daten  Über  die  Wii^ 
kung  geschlossener  Ströme  auf  einander  und  leitet  daraus  mathe- 
matisch. di^  Wirkung  her,  welche  ein  Element  eines  Stromes  auf  ein 
Element  eines-  anderen  Stromes  ausüben  sollte,  wenn  ein  solcher 
Fall  experimentell  behandelt  werden  könnte.  Dies  kann  keinen 
Irrthum  herbeiführen.  Aber  Weber  geht  weiter.  Er  nimmt  an. 
dass  ein  elektrischer  Strom  aus  der  Bewegung  von  Theilchen  zweier 
Elektricitätsarten  besteht,  die  den  Leitungsdraht  ip  entgegengesetz- 
ten Richtungen  durchlaufen,,  und  dass  diese  Theilchen ,  wenn  sie  in 


*)  Theorie  Analytiqae  de  la  Chaleur.     Paris  1822. 

^)  Esttay  OD    the   Application    of  Mathematical   Analysis    to    tbe    Theorie»  «f 
Klectricity  and    Magnctism.     Nottingham    1828.     Abgedruckt  in  Crelle*s  Journal. 
^)  M^moirefi  sur  1e  MagnMisme.  ■    M4m.  de  TAcad.  des  Sciences.     1811. 
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relativer  Bewegung  sind,  auf  andere  solche  Elektricitätstheilchen 
£[räfte  ansahen,  die  yon  denjenigen  verschieden  sind,  welche  sie  im 
Zustande  relativer  Ruhe  ausühen  würden.  Diese  Annahme  ist  hei 
dem  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  auf  keine  Weise  zu  recht- 
fertigen, da  wir  uns  die  Hypothese,  es  existirten  zwei  elektrische 
Fluida,  unmöglich  als  richtig  denken  können,  und  da  die  Schlüsse 
ausserdem  im  Widerspruch  mit  des, „Erhaltung  der  Energie^  stehen, 
die  wir  aus  unzähligen  experimentellen  Gründen  als  ein  allgemeines 
Naturprrncip  ansehen.  Solche  Theorien  sind  um  so  gefahrlicher, 
wenn  sie  zuföllig  weitere  Erscheinungen  erklären,  wie  Weheres 
Theorie  die  inducirten  Ströme  erklärt.  Ein  anderes  Beispiel  dieser 
Art  ist  die  Emissiönstheorie  des  Lichtes,  welche  eine  Zeit  lang 
grosses  Unheil  stiftete  und  die  sich  nur  hätte  rechtfertigen  lassen, 
wenn  ein  Lichtkörperchen  wirklich  wahrgenommen  und  untersucht 
worden  wäre.  Da  solche  Speculationen  zwar  gefahrlich,  aher  in- 
teressant und  (wie  z.  B.  Weh  er 's  Theorie)  of%  sehr  elegant  siud,  so 
werden  wir  darauf  in  den  entsprechenden  Capiteln  zurückkommen. 

386.  Verschiedene  Arten  mathematisch -physikalischer 
Theorien.  —  Mathematische  Theorien  physikalischer  Kräfte  sind 
im  Allgemeinen  von  einer  der  heiden  folgenden  Arten:  Erstens 
giebt  es  solche,  hei  denen  die  Grundannahme  weit  allgemeiner  ist, 
als  nothwendig  wäre.  So  enthält  die  Gleichung  der  Laplac ersehen 
Functionen  [Cap.  I,  Anhang  B,  (a)]  die  mathematische  Begründung 
der  Theorien  der  Gravitation,  der-  statischen  Elektricität ,  des  per- 
manenten Magnetismus,'  der  permanenten  Wärmeströmung,  der  Be- 
wegung nicht  zusammendrückbarer  Flüssigkeiten,  u.  s.  w.  und  muss 
daher,  wenn  man  sie  auf  irgend  einen  dieser  Gegenstände  anwendet, 
von  einschränkenden  Betrachtungen  begleitet  werden. 

Andererseits  giebt  es  mathematische  Theorien,  die  nur  auf 
einige  wenige  Experimente  oder  auf  einfache  aber  ungenaue  Hypo- 
thesen aufgebaut  sind  und  mehr  auf  dem  Wege  der  Erweite- 
mng,  als  auf  dem  der  Beschränkung  modificirt  werden  müssen.  Als 
ein  wichtiges  Beispiel  dieses  Falles  können  wir  die  ganze  abstracte 
Dynamik  anfuhren,  welche  (wie  im  dritten  Theile  dargelegt  werden 
wird)  erweiternde  Modificationen  erfordert,  ehe  sie  im  Allgemeinen 
auf  praktische  Zwecke  angewendet  werden .  kann. 

387.  Herleitong  des  wahrscheinlichsten  Besultates  ans 
einer  Anzahl  von  Beobachtungen.  —  Wenn  man  das  wahrschein- 
lichste Resultat  aus  einer  Anzahl  nicht  vö]lig  übereinstimmender 
Beobachtungen  derselben  Grösse  ermitteln  will,  so  hat  man  mit 
Hülfe  der   mathematischen   Theorie   der  Wahrscheinlichkeiten  eine 
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Methode  zn  Sachen,  mittels  welcher  man  die  Resultate  der  Erfkb- 
rang  so  combinirt,  dassdie  Ungenauigkeiten  der  Beobachtong  so- 
weit als  möglich  eliminirt  werden.  Unter  die  Ungenaaigkeiten 
der  Beobachtung  rechnen  wir  hier  natürlich  nicht  solche  Irr- 
thümer,  welche  jede  einzelne  einer  Reihe  von  Beobachtungen  auf 
gleiche  Weise  beeinflussen,  wie  die  ungenaue  Bestimmung  eina 
Nullpunktes  oder  der  zu  Grande  gelegten  Zeit-  und  Raumeinheiteo, 
die  persönliche  Gleichung  des  Beobachters,  u.  s.  w.  Das  YerfabreD,; 
welches  zur  Elimination  der  Fehler  zu  benutzen  ist,  lässt  sich,  voa 
welcher  Art  es  auch  sein  mag,  zwar  auch  auf  diese  Irrthümer  an- 
wenden, aber  nur,  wenn  mehrere  verschiedene  Reihen  tob 
Beobachtungen  angestellt  worden  sind,  bei  denen  ein  Wechsel  dei 
Instruments  oder  des  Beobachters  oder  beider  stattgefunden  hat. 

388«  Wir  verstehen  unter  Ungenauigkeiten  der  Beobachtung 
oder  Beobachtungsfehlern  die  ganze  Classe  von  Irrthümem,  weicht 
bei  verschiedenen  Versuchen  mit  derselben  Wahrscheinlichkeit  ii 
der  einen  wie  in  der  anderen  Richtung  liegen  können,  und  t« 
denen  wir  ruhig  voraussetzen  dürfen,  dass  sie  sich  im  Durchschnitt 
bei  einer  unendlichen  Anzahl  von  Beobachtungen  ganz  und  gar  ans- 
gleichen  würden,  so  dass  dieses  Durchschnittsresultat  weder  naek 
der  einen,  noch  nach  der  anderen  Seite  zu  von  der  Wahrheit  ab- 
wiche. Ueberdies  betrachten  wir  nur  solche  Irrthümer,  deren  Wali> 
scheinlichkeit  um  so  geringer  ist,  je  grösser  sie  sind,  so  dass  scddiff 
Irrthümer,  wie  ein  zufalliges  Ablesen  einer  falschen  Anzahl  ganzer 
Grade  auf  einer  Kreistheilung  (die  im  Allgemeinen  durch  Yer* 
gleichung  mit  anderen  Beobachtungen  wahrscheinlich  berichtigt 
werden  können)  keine  Berücksichtigung  zu  finden  haben. 

389.  Mathematisch  betrachtet  ist  der  Gegenstand  durchau 
nicht  leicht,  und  manche  Autoritäten  haben  sich  dahin  ausgesprochen, 
dass  das  von  Laplace,  Gauss  und  Anderen  angewandte  Schlussrer- 
fahren  nicht  wohl  begründet  ist;  aber  die  Resultate,  zu  denen  leti:^ 
tere  durch  ihre  Untersuchungen  geführt  wurden,  sind  allgemein  an- 
genommen. Da  neuerdings  eine  treffliche  Arbeit  über  den  Gegen- 
stand von  Airy  erschienen  ist,  so  können  wir  uns  damit  begnügen, 
in  ganz  kursorischer  Weise  hier  eine  einfache  und  augenscheinlich 
befriedigende  Methode  zu  skizziren ,  vermittels  welcher  wir  zur  so- 
genannten Methode  der  kleinsten  Quadrate  gelangen. 

390.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Nullpunkt  und  die 
Graduirung  eines  Instrumentes  (Mikrometer,  Mauerquadrant,  Ther- 
mometer, Elektrometer,  Galvanometer,  u.  s.  w.)  absolut  richtig  sind, 
kann  und  wird  man  im  Allgemeinen  bei  einer  Reihe  von  Ablesungen 
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des  Werthes  einer  Grosse  (einer  linearen  Entfernung,  der  Höhe  eines 
Sternes,  einer  Temperatur,  der  elektrischen  Spannung  eines  Conduc- 
tors,  der  Starke  eines  elektrischen  Stromes,  u.  s.  w.)  verschiedene 
Resultate  erhalten.  Welches  ist  mit  der  grössten  Wahrscheinlich- 
keit der  wahre  Werth  der  beobachteten  Grösse? 

Wenn  die  Beobachtungen  sämmtlich  gleich  zuverlässig  sind,  so 
ist  der  wahrscheinlichste  Werth  in  allen  solchen  Fällen  offenbar  der 
einfache  Mittelwerth  aller  Resultate.  Sind  aber  die  Beobachtungen 
nicht  gleich  zuverlässig,  so  hat  man  ihnen  im  Yerhältniss  zu  der 
ihnen  zugeschriebenen  Genauigkeit  Gewichte  beizulegen,  und  dann 
erst  ihren  Mittelwerth  zu  nehmen.  Wenn  aber  mehrere  solche  Mittel- 
werthe  oder  mehrere  einzelne  Beobachtungen  genommen,  und  wenn 
diese  Mittelwei*the  oder  Beobachtungen  auf  verschiedene  Weise  für 
die  Bestimmung  der  gesuchten  Grösse  passend  gepiacht  sind  (indem 
einige  derselben  wahrscheinlich  einen  genaueren  Werth  als  andere 
Eefei'B  werden),  so  müssen  wir  theoretisch  die  beste  Methode  an- 
beu,  nach  welcher  sie  in  der  Praxis  zu  combiniren  sind. 

391.  Beobachtungsfehler  können  im  Allgemeinen  mit  dersel- 
n  Wahrscheinlichkeit  nach  der  Seite  des  zu  viel,  wie  des  zu  wenig 
legen.  Auch  ist  es  (wie  oben  bemerkt  wurde)  wahrscheinlicher, 
^dass  sie  klein,  als  dass  sie  gross  sind,  «ind  (praktisch)  bedeutende 
Fehler  sind  ganz  und  gar  nicht  zu  erwarten,  da  sie  vermieden 
Verden  können.  Danach  muBs  bei  einer  Reihe  von  Beobachtungen 
derselben  Grösse  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Fehler  von  der 
firösse  X  begangen  worden  ist,  von  x^  abhängen  und  durch  irgend 
^ne  Function  ausgedrückt  werden,  deren  Werth  bei  wachsendem  x 
r  rasch  abnimmt.  Auch  muss  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der 
ehler  zwischen  x  und  x  -\-  dx  liegt,  wo  S x  sehr  klein  ist,  pro- 
ional  ox  sein. 

Wir     können    mithin   die   Wahrscheinlichkeit,   dass   ein    Fehler   von 
od    einer  in   dem  Intervall  or  bis  o;  -I-  <f  rc  liegenden  Grösse  begangen 

K  gJeich 

g){x^dx 

P nehmen.     Da  nun  der  Fehler  jedenfalls  zwischen  -|-  od  und  —  oo  liegt, 
erbalten  wir  als  erste  Bedingung 

|1)  J(p(x^dx  =  1. 

00 

Die   Betrachtung   eines  sehr   einfachen  Falles   liefert  uns  die  Mittel,   die 
fbrm   der  in  diesem  Ausdrucke  enthaltenen  Function  (p  zu  bestimmeu  *). 


•)  Vergl.  Boolc,  Trans.  R.  S.  E.;  1857. 
Thomson  n.  TbÜ,   theoretische  Physik.  23 
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Nehmen  wir  an,  man  Hesse  einen  Stein  fallen,  mit  der  Absicht,  6^ 
bestimmte  Stelle  des  Bodens  zu  treffen.  Durch  diese  Stelle  seien  xm 
Linien  rechtwinklig  zu  einander  gezogen,  die  wir  beziehungsweise  ■ 
X  und  y  Axe  nehmen.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Stein  in  eil 
Entfernung  von  der  y  Axe  f&llt,  die  zwischen  x  und  x  -}-  ^x  liegt,  ist^ 

^(x*)^x;  ' 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  er  in  eine  Entfernung  von  der  x  Axe  fi| 
die  zwischen  y  und  y  -{-  dy  liegt,  ist 

Die  Wahrscheinlichkeit ,  dass  das  Flächeuelement  &x  &y  getroffen  werl 
dessen  Coordinaten  x,  y  sind,  ist  daher  (da  diese  Ereignisse  von  einani 
unabhängig  sind,  eine  Voraussetzung,  auf  welcher,  was  wohl  zu  beachtt 
ist,  unsere  ganze  Untersuchung  beruht)  | 

g>  (x^)  g>  (y^)  dx  dy^  oder  «  9?  («*)  g>  {%f%  ' 

wenn  a  die  um  den  Punkt  (x,  y)  liegende  unendlich  kleine  Fläche  beseichnl 
Wenn   wir   irgend   ein  anderes   rechtwinkliges  Axensystem  mit  dei 
selben  Anfangspunkt  genommen  hätten,  so  würden  wir  tax  dieüelbe  Wak 
Bcheinlichkeit  den  Ausdruck 

oy(*'*)y(y'«) 

gefunden  haben,  wo  af^y!  die  neuen  Coordinaten  von  a  sind.  \ 
muss  also  ' 

9)(aj3)<p(y«)  =  9P(«'«)«F(y«)  < 

sein,  wenn  05^  +  y^  =  a/*^  y**  ist.  Aus  dieser  Functionengleichn^ 
folgt  leicht 

9,(jj«)  =  ile'^,  I 

wo  A  und  in  Constanten  sind.  Wir  sehen  auch  leicht,  dass  m  negativ  wi 
muss  (da  die  Wahrscheinlichkeit  eines  grossen  Fehlers  sehr  klein  ist),  li 

können  daflir  —  -r^  schreiben,   so  dass  h  den  Grad    der   Feinheit  ol 

Plumpheit  des  angewandten  Messungssystems  bezeichnet.  Durch  Ei 
Setzung  des  Werthes  von  g)(x'^)  in  (1)  ergiebt  sich  I 


e    *•  (iÄ  =  1 ; 


—  00 


es  ist  also  A  =        ,— ,   und   das   Fehlergesetz,   d.  h.  die  Wahracheii 

h  Vn 

lichkeit,  dass  ein  Fehler  von  der  Grösse  x  begangen  sei,  ist 

1     ~ix 

Wird  nur  die  Entfernung  von  der  zu  treffenden  SteUe  des  Bodens  ii 
Auge  gefasst  und  auf  die  Bichtung,  in  welcher  der  Fehler  begangen  i^ 
keine  Bücksicht  genommen,  so  ist  das  Fehlergesetz  offenbar 

ff9i^')9>{y^)dxdy. 
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bches  Integral  über  den  Baum  zwischen  den  concentrischen  Kreisen  zu 
jühmen  ist,  deren  Radien  r  und  r  -f-  <f  r  sind.  Das  Fehlergesetz  ist 
Hier 

I  2    -!:! 

Id  zur  Bestätigung  desselben  ergiebt  sich  leicht,  wie  zu  erwarten  war, 

e'^rdr  =  1. 


I  ^ 

[  392.  Wahrscheinlicher  Fehler.  —  Der  wahrscheinliche 
ehler  einer  Beobachtung  ist  eine  numerische  Grösse  von  der  Be- 
baffenheiti  dass  der  Fehler  der  Beobachtung  mit  derselben  Wahr- 
jheinlichkeit  grösser  oder  kleiner  als  diese  Grösse  sein  kann. 

'  Nehmen  wir  das  eben  gefundene  Fehlergesetz  an  und  nennen  den 
Hbrücbeinlichen  Fehler  bei  einem  Versuch  P,  so  ist 

P  OD 

I  e   ^dx  =   I  e 


e   ^dx=  je   h^dx. 


te  Lösung  dieser  Gleichung  liefert  den  Näherungswerth 

P  =  0,477  .  h. 

393.  Wahrscheinlicher  Fehler  einer  Summe,  einer  Diffe- 
1118  oder  eines  Vielfachen.  —  Der  wahrscheinliche  Fehler  eines 
^ebigen  gegebenen  Vielfachen  des  Werthes  einer  beobachteten 
Grösse  ist  offtobar  dasselbe  Vielfache  des  wahrscheinlichen  Fehlers 
y  Grösse  selbst. 

L  Der  wahrscheinliche  Fehler  der  Summe  oder  DifiPerenz  zweier 
lidssen,  welche  mit  von  einander  unabhängigen  Fehlern  behaftet 
^,  ist  die  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  der  ein- 
llnen  wahrscheinlichen  Fehler. 

Dies  zu  beweisen,  wollen  wir  das  Fehlergesetz  von 

X  ±  r=  z 

^brachen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Fehlergesetze  von  X  und  Y 
HDehungsweise 

1     -f!d«.    ^    1     -gdj^ 

.    Die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  in  Z,  dessen  Grösse  die  Gren- 
[gg  ^  ^  z^  nicht  überschreitet,  ist  offenbar 


P 


nahj  ' 


e   ^dx  I        e   ^  dy. 

z—x 


23* 


\ 


0' 
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Denn,  welcher  Werth  auch  x  beigelegt  wird,  der  Werth  von  y  wird  dnrcli 
die   Grenzen    z  —  x    und    z  '\'  9  z  —  x  gegeben   [oder   durch   ^  +  x, 

z  -\'  d is  ■\-  X\   aber  die  "Wahrscheinlichkeiten    von   i  x  sind   diemslben 

und  liegen  beide  innerhalb  der  Grenzen  (X  oo)  der   Integration  nach  x\. 
Führen   wir   die   Integration   nach  y  aus,    so   wird   der   Werth   des 
obigen  Integrals 

+  00 


^z    r  -£! 

/  c    «* 

nabj 


««        («—ar)« 


e      *•     dx, 


—  OB 

und  dieser  Ausdruck  wird  leicht  auf 


i 


■==  e   «H6* 


1-       ^z 


Vn  Va2  _|_  fc2 


reducirt.  Der  wahrscheinliche  Fehler  ist  danach  0,477  Va*  -f-  6*,  unser 
Batz  folglich  bewiesen.  Dieser  Satz  ist  ofienbar  auch  far  jede  beliebige 
Anzahl  von  Grössen  richtig. 

394.  Praktische  Anwendung.  —  Wie  schon  bemerkt  wurde, 
besteht  der  Hauptnutzen  dieser  Theorie  darin,  aus  einer  gi*ossen 
Reihe  von  Beobachtungen  die  Werthe  der  gesuchten  Grössen 
in  einer  solchen  Form  herzuleiten,  dass  sie  dem  kleinsten  wahr- 
scheinlichen Fehler  unterworfen  sind.  Wir  wollen  dies  durch  ein 
Beispiel  erläutern:  —  Nach  den  Principien  der  Astronomie  wird  der 
Ort  eines  Planeten  aus  angenommenen  Werthen  der  Elemente  seiner  | 
Bahn  berechnet  und  im  Schiffskalender  rerzeichnet.  Die  beob- 
achteten Orte  stimmen  mit  den  durch  Rechnung  vorher  bestimm- 
ten nicht  genau  überein  und  zwar  aus  zwei  Gründen:  erstens  sbd 
die  Data  für  die  Berechnung  nicht  exact  (und  in  der  That  ist  die 
Hauptaufgabe  der  Beobachtung  die,  die  angenommenen  Werthe  der- 
selben zu  corrigiren);  zweitens  ist  die  Beobachtung  in  einem  ge- 
wissen unbekannten  Grade  fehlerhaft.  Die  Differenz  zwischen  den 
beobachteten  und  den  berechneten  Orten  hängt  von  den  Fehlern  in 
den  angenommenen  Elementen  und  in  der  Beobachtung  ab.  Unsere 
Methoden  dienen  nun  dazu,  die  zweite  Art  von  Fehlem  so  weit  als 
möglich  zu  eliminiren;  die  resultirenden  Gleichungen  geben  dann 
die  gesuchten  Correctionen  der  Elemente. 

Ist  9-  die  berechnete  Bectascension'  eines  Planeten  und  sind  <f  a,  de, 
d&j  u.  s.  w.  die  für  die  angenommenen  Elemente  erforderten  CorrectioneD, 
so  ist  die  wahre  Rectascension 

*  +  A&a  +  Ede  +  nda  +  u.  s.  w., 

wo  At  E^  n,  u.  s.  w.  annähernd  bekannt  sind.  Nehmen  wir  an ,  die  beob- 
achtete Beetascension  sei  O,  so  ist 

»  +  Ada  -f-  Ede  +  ndih  -(-  u.  s.  w.  =  Ö, 
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oder 

Ada  +  E^e  +  /Tcfcb  +  u.  s.  w.  =  O  —  i*^ 

eine  dein  Beobachtungsfehler  unterworfene  bekannte  Grösse.  Jede  ein- 
zelne Beobachtung  liefert  uns  eine  Gleichung  von  dieser  Fonn,  und  im 
Allgemeinen  ist  die  Anzahl  der  Beobachtungen  weit  grösser  als  die  der 
zu  bestimmenden  Grössen  (f  a,  (fe,  (föD,  u.  s.  w.  Es  wird  aber  genügen, 
den  einfachen  Fall  zn  betrachten,  in  welchem  nur  eine  Grösse  ge- 
sucht wird. 

Es  sei  eine  Reihe  von  Beobachtungen  derselben  Grösse  x  angestellt, 
welche  zu  den  Gleichungen 

X  =  Bit    X  =  B^,  u.  s.  w. 

führen,  und  deren  wahrscheinliche  Fehler  J^,  £3,  u.  s.  w.  sind.  Wir  mul- 
tipliciren  beide  Glieder  jeder  Gleichung  mit  einer  Zahl,  welche  dem  ent- 
sprechenden wahrscheinlichen  Fehler  umgekehrt  proportional  ist;  dadurch 
werden  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  zweiten  Glieder  aller  Gleichungen 
die  nämlichen,  etwa  e.    Die  Gleichungen  haben  jetzt  die  allgemeine  Form 

aas  =  5, 

und  es  bandelt  sich  darum ,  ein  System  linearer  Factoren  zu  finden ,  mit 
denen  die  Gleichungen  der  Reihe  nach  multiplicirt  werden  müssen,  damit 
man  durch  Addition  derselben  eine  Endgleichung  erhalte,  welche  einen 
Werth  von  X  Uefert,  dessen  wahrscheinlicher  Fehler  ein  Minimum  ist. 
8iud /|,/2,  u.  s.  w.  diese  Factoren,  so  ist  die  Endgleichung 

{laf)x  =  J{bf), 

folglich  nach  den  Sätzen  des  §  393,  wenn  P  den  wahrscheinlichen  Fehler 
von  X  bezeichnet, 

£(£3L 

genommene  IHflbrentialquotient  dieses  Ausdrucks  muss  Null  sein.  * 

Dies  liefert  eine  Reihe  von  Gleichungen,  deren  allgemeine  Form 

/-r(a/)  -a -!(/«)  =  0 

ist,  und  woraus  wir  offenbar  /^  =  aj,  /2  =  a^,  u.  s.  ^.  erhalten. 

Wir  gelangen  somit  zu  der  folgenden  Regel,  von  der  man  leicht  sieht, 
dass  sie  für  eine  beliebige  Anzahl  -linearer  Gleichungen  gültig  bleibt, 
welche  eine  kleinere  Anzahl  unbekannter  Grössen  enthalten:  — 

Man  bewirke  darch  Anwendung  eines  geeigneten 
Factors,  dass  der  wahrscheinliche  Fehler  des  zweiten 
Gliedes  jeder  Gleichung  derselbe  sei,  multiplicire 
jede  Gleichung  mit  dem  Coefficienten,  den  x  in  der- 
selben hat,  und  addire  alle  Resultate,  so  erhält  man 
eine  der  Endgleichungen;  die  übrigen  ergeben  sich, 
wenn  man  ebenso  in  Beziehung  auf  p^My  u.  s.  w.  verfährt. 
Die  wahrscheinlichen  Fehler  der  sich  aus  diesen  Endgleichungen 
ergebenden  Werthe  von  a?,|f,  u.  s.  w.  werden  kleiner  als  diejenigen 


£b  muss  also  tJ'lJ.^  ein  Minimum,  und  der  nach  jedem  einzelnen  Factor  / 
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derWerthe  sein,  welche  jede  andere  lineare  Methode,  die  Gleichun- 
gen zn  combiniren,  liefern  würde. 

Man  hat  dies  Verfahren  die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate genannt,  weil  die  dadurch  gefundenen  Werthe  der  unbekann- 
ten Grössen  so  beschaffen  sind,  dass  sie  die  Summe  der  Quadrate 
der  Fehler  der  anfanglichen  Gleichungen  zu  einem  Minimum 
machen. 

In  dem  oben  behandelten  einfachen  Falle  ist 

J(ax  —  b)^  ein  Minimum. 

Denn  man  erhält  aus  dieser  Yoraassetzang  offenbar  darch  Differentiation 
nach  X 

JSa(ax  —  5)  =  0, 
und  dies  ist  das  oben  f&r  die  Bildung  der  Endgleichung  angegebene  Gesetz. 

385.  Methoden  der  Darstellung  experimenteller  Reaul- 
täte.  —  Wenn  eine  Reihe  yon  Beobachtungen  derselben  Grösse  n 
yerschiedenen  Zeiten  oder  unter  verschiedenen  Umständen  angestellt 
worden  ist,  so  kann  das  Gesetz,  welches  den  Zusammenhang  des 
Werthes  der  Grösse  mit  der  Zeit  oder  mit  einer  beliebigen  anderen 
Veränderlichen  ausdrückt,  aus  den  Resultaten  nuf  verschiedene  Arten 
hergeleitet  werden,  die  sämmtlich  mehr  oder  weniger  approximatiT 
sind.  Zwei  dieser  verschiedenen  Methoden  werden  aber-  so  hfiai(g 
angewandt,  dass  wir  schon  hier  einer  vorläufigen  Betrachtung  der- 
selben eine  oder  zwei  Seiten  widmen  wollen;  detaiUirte  Beispiele 
ihcer  Anwendung  ersparen  wir  uns,  bis  wir  zur  Wärme,  Elektrici- 
tät,  u.  s.  w.  kommen  werden.  Sie  beeftehen  in  (1.)  einer  Cnrve, 
welche  den  Zusammenhang  zwischen  den  Ordinaten  und  den  Abeds- 
sen  graphisch  darstellt,  und  (2.)  einer  empirischen  Formel, 
welche  die  Veränderlichen  verbindet. 

396.  So  können  wir,  wenn  die  Abscissen  Zeitintervalle  und 
die  Ordinaten  die  entsprechenden  Barometerhöhen  darstellen,  Cur- 
ven  construiren,  welche  die  Abhängigkeit  des  Luftdrucks  von  der 
Tageszeit  auf  einen  Blick  zeigen,  u.  s.  w.  Solche  Curven  können 
auf  photographischem  Wege  mit  grosser  Genauigkeit  auf  ein  Stück 
sensitives  Papier  gezogen  werden,  welches  hinter  die  Quecksilber- 
säule gebracht  und  vermittels  eines  Uhrwerkes  in  eine  gleichför- 
mige horizontale*'' Bewegung  versetzt  wird.  Ein  ähnliches  Ver- 
fahren lässt  sich  auf  die  Temperatur  und  die  Elektricität  der 
Atmosphäre,  sowie  auf  die  Componenten  des  Erdmagnetismus 
wenden. 
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« 

397.  Wenn  die  fieobachtungen  nicht,  wie  im  vorhergehenden 
Paragraphen ,  continnirlich  sind,  so  liefern  sie  nur  eine  Anzahl  von 
Punkten  der  Gurre ,  mittels  deren  man  sich  jedoch  im  Allgemeinen 
mit  grosser  Genauigkeit  dem  Resultat  einer  continuirlichen  Beob- 
•chtnng  dadurch  nähert,  dass  man  aus  freier  Hand  eine  Gurve  zieht* 
welche  durch  alle  diese  Punkte  hindurchgeht.  Dies  Verfahren  ist 
aber  mit  grosser  Vorsicht  anzuwenden,  da,  wenn  nicht  die  Beob- 
achtungen hinlänglich  nahe  an  einander  liegen,  sehr  wichtige  Fluc- 
iuationen  in  der  Gurve  unbemerkt  bleiben  können«  Man  kann  sich 
desselben  mit  hinlänglicher  Grenauigkeit  in  allen  Fällen  bedienen, 
^  denen  sich  die  beobachtete  Grösse  sehr  langsam  ändert.  So 
'S.  6.  fand  Forbes,  dass  wöchentliche  Beobachtungen  genügen,  um 
mit  grosser  Genauigkeit  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  sich 
idie  Temperatur  in  einer  Tiefe  von  6  bis  24  Fuss  iinter  der  Erd- 
oberfläche ändert. 

I  396.  Als  ein  Beispiel  der  Verfahrungsarten,  die  man  anwen- 
Niet,  um  eine  empirische  Formel  zu  erhalten,  erwähnen  wir  die 
Wethoden  der  Interpolation,  auf  welche  das  Problem  immer 
^rückgefuhrt  werden  kann.  So  ist  es  eine  gewöhnliche  Aufgabe 
Her  Astronomie,  aus  Beobachtungen  der  Sonnenhöhe,  die  man  in 
^bekannten  Intervallen  mit  dem  Sextanten  angestellt,  zu  bestimmen, 
iiii  welchem  Augenblick  die  Höhe  am  grössten,  und  welches  diese 
■ttsste  Höhe  ist.  Die  Lösung  der  ersteren  Aufgabe  setzt  uns  in 
■den  Stand,  an  dem  Beobachtungsorte  die  wahre  Sonnenzeit  zu  fin- 
Men,  die  der  zweiten  liefert  mit  Hülfe  des  „Nautical  Almanac^  die 
^Breite.  Die  Differentialrechnung  und  die  Differenzenrechnung  lie- 
Ifinn  uns  Formeln  für  beliebige  gesuchte  Daten.  Eine  solche  For- 
|toel,  die  von  grossem  Nutzen  ist,  hat  Lagrange  mit  Hülfe  der 
idementaren  Algebra  hergeleitet. 

I       Ist  y  =  f{x),  so  haben  wir  nach  dem  Taylor' sehen  Satze 

'{i)  y=/(*o  +  S^^)=/(«6)  +  (*-«o)/'(*o)  +^-^^^r(ato)  +  ••• 

L  1 . / . .  .n 

;  wo  9  ein    echter  Bruch   und  Xq  eine  ganz  beliebige  Grösse  ist.     Diese 
Tormel  ist  nur  dann  von  Nutzen,  wenn  die  Werthe  der  successiven  Diffe- 
ftntialqnotienten  von  f{x^)  sehr  rasch  abnehmen. 
In  endlichen  Differenzen  haben  wir  ^ii 

'(J)  fix  +  h)  =  D^f(x)  =  (1  +  A)*/(«) 

=  /(»)  +  Ä  Aflx)  +  ^^Y=^  AV(«)  +  •  •  •. 
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eine  Formel,  die  sehr  nützlich  ist,  wenn  die  hölieren  Differenzen  sehr 
klein  sind. 

Die  Formel  (1)  stellt  den  gesuchten  Ausdruck  in  seiner  genauen  Form 
dar ;  aber  nur  in  ganz  seltenen  Fällen  lassen  sich  f  (a:©)»  f  (*o)»  '^-  ^-  '** 
direct  aus  der  Beobachtung  herleiten.  Dagegen  ist  (2)  von  bedeutendem 
Nutzen,  insofern  sich  die  successiven  Differenzen  A/(*)»  A*/(iP),  u-  »•  w. 
leicht  aus  der  Tabelle  der  Beobachtungsresultate  berechnen  lassen,  vor- 
ausgesetzt dass  diese  für  gleiche  successive  Zunahmen  von  x  genomnea 
worden  sind. 

Wenn  eine  Function  für  die  Werthe  x^,  x^^ . ,  .^  Xn  die  Werthe 
2^i>  2/2>  •  •  M  ^n  annimmt,  so  giebt  Lagrange  für  dieselbe  den  augehschein- 
lieh  richtigen  Ausdruck  ; 

r_i& - \ 

\,X  ■—  X'^  (iCj  —  X^  \X\  —  iCg)  . .  .  (3?|  —  Xn^ 

+  «;-;r»(:c,-^)(.,-!r,)...(^-x.)  +  •■•](ä'-«.)(«-^)-(^-'.) 

Hier  wird  natürlich  vorausgesetzt,  dass  die  gesuchte  Function  eine  ratio- 
nale und  ganze  Function  (n  —  l)**'  Grades  von  x  sei,  und  einer  äho- 
liehen  Beschränkung  unterwirft  man  in  der  Praxis  im  Allgemeinen  auch 
die  anderen  obigen  Fonneln;  denn  um  den  vollständigen  Ausdruck  für 
/(aj)  in  einer  der  beiden  Formen  zu  finden,  hat  man  bei  Anwendung  von 
(1)  die  Werthe  von  f  (x^,  f  (x^, . . .,  bei  Anwendung  von  (2)  die  Werth« 
von  ^f(x)y  AV(*)»'-  z"  bestimmen.  SoUen  n  von  den  OoefAcienten, 
also  n  Glieder  des  allgemeinen  Ausdrucks  von  f(x)  ermittelt  werden,  so 
müssen  n  simultane  Werthe  von  x  und  f(x)  beobachtet  sein;  dann  wer- 
den die  Ausdrücke  bestimmt  imd  beziehungsweise  vom  Grade  n  —  1  in 
X  —  Xq  und  Ä. 

In  der  Praxis  reicht  es  gewöhnlich  aus,  höchstens  drei  Glieder  jeder 
der  beiden  ersten  Reihen  anzuwenden.  So  können  wir,  um  die  Abhängig- 
keit der  Länge  l  eines  Metallstabes  von  der  Temperatur  t  auszudrücken, 
nach  (l)  ^ 

annehmen,  wo  l^  die  bei  einer  behebigen  Temperatur  ^o  gemessene  Län^:« 
des  Stabes  ist. 

Diese  Formeln  sind  mit  Nutzen  anzuwenden ,  wenn  es  sich  dämm 
handelt,  die  wahrscheinlichen  Werthe  einer  beobachteten  Grösse  für 
Werthe  der  unabhängig  Veränderlichen  zu  berechnen,  welche  innerhalb 
des  Bereichs  liegen,  für  welches  die  Beobachtung  Werthe  dieser  Grösse 
ergeben  hat.  Aber  ausser  für  Werthe  der  unabhängig  Veränderlichen, 
welche  entweder  wirklich  in  diesem  Bereich  oder  doch  nicht  weit  darüber 
hinaus,  sei  es  in  Bichtung  der  grösseren  oder  der  kleineren  Wertlie,  lie- 
gen, drücken  diese  Formeln  Functionen  aus,  welche  im  Allgemeinen  immer 
weiter  von  der  Wahrheit  abweichen,  je  weiter  sie  über  das  Bereich  direc- 
ter  Beobachtung  hinaus  angewendet  werden. 

Bei  einer  grossen  Classe  von  Untersuchungen  ist  die  beobachtet« 
Grösse  ihrer  Natur  nach  eine  periodische  Function  der  unabhängig  Ver- 
änderlichen In  allen  solchen  Fällen  ist  die  Theorie  der  harmonischen 
Functionen  (§§  75,  76)  "anwendbar.     Wenn   die  Werthe   der  unabhängig 
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Veränderlichen ,  für  welehe  die  Function  beobachtet  worden  ist ,  nicht 
gleich  weit  von  einander  abstehen,  so  bestimmen  sich  die  Coefficienten 
bei  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  durch  ein  nothwen- 
diger  Weise  sehr  mähseliges  Verfahren.  Wenn  diese  Werthe  aber  gleich 
weit  von  einander  abstehen,  und  besondei-s  wenn  ihre  Differenz  ein  8ub- 
multiplum  der  Periode  ist,  so  wird  die  vermittels  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  hergeleitete  Gleichung  sehr  vereinfacht.  So  bezeichne  S- 
«inen  Winkel,  der  während  der  Periode  T  der  Erscheinung  der  Zeit  t 
pn>portional  von  0  bis  2  tt  wächst,  so  dass 

27tt 

ist;  femer  sei  ^ 

+  B^  sin  ^  +  -^a  «*»  2  *  -j-  •  •  •, 

wo  Aq,  Aij  Aji  -  -  *,  jBj,  B^f  •  •  •  unbekannte  Coefßcienten  sind ,  die  so  be- 
stimmt werden  sollen,  da88/(t^)  nicht  bloss  für  Zeitpunkte,  die  zwischen 
den  Beobachtungszeiten  liegen,  sondern  für  die  ganze  Zeit,  für  welche  die 
Erscheinung  gcmati  periodisch  ist,  den  wahrscheinlicbsten  Werth  der  zu 
bestimmenden  Grösse  ausdrücken  möge.  Nimmt  man  so  viele  dieser  Coef- 
ficienten,  als  es  verschiedene  durch  die  Beobachtung  gewonnene  Daten 
giebt,  so  wird  die  Formel  in  genaue  Ueberelnstimmung  mit  diesen  Daten 
gebracht.  In  den  meisten  Anwendungen  der  Methode  lässt  sich  aber  der 
periodisch  wiederkehrende  Theil  der  Erscheinung  durch  eine  kleine  An- 
zalU  Glieder  der  harmonischen  Beihe  ausdrücken,  und  die  aus  einer  gi'os- 
sen  Anzahl  von  Daten  berechneten  höheren  Glieder  drücken  entweder 
Unregelmässigkeiten  der  Erscheinung,  von  denen  es  nicht  walirscheinlich 
ist,  dass  sie  sich  wiederholen,  oder  Beobachtungsfehler  aus.  So  kann, 
wenn  die  Beobachtungen  zahlreich,  aber  nicht  besonders  genau  sind,  eine 
veriuUtnissmassig  geringe  Anzahl  von  Gliedern  sog^r  für  solche  Zeit- 
punkte, für  welche  Beobachtung-en  vorliegen,  Werthe  geben,  die  wahr- 
scheinlicher als  die  wirklich  beobachteten  und  aufgezeichneten  Werthe  sind. 
W^ir  empfehlen  dem  Studirenden,  die  Gleichungen  zur  Bestimmung 
von  fünf  oder  sieben  oder  mehr  Coefflcienten  nach  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  niederzuschreiben  und  dieselben  durch  geeignete  Formeln 
der  analytischen  Trigonometrie  auf  ihre  einfachsten  und  am  leichtesten 
berechneten  Formen  zu  reduciren,  wo  die  Werthe  von  i^,  für  welche  f(i^) 
gegeben  ist,  gleich  weit  von  einander  abstehen.    Er  wird  dann  sehen,  dass, 

2?r 
wenn  die  Differenz  —r-  ist,  wo  i  irgend  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  und 

wenn  die  Anzahl  der  Daten  f  oder  ein  beliebiges  Multiplum  von  t  ist, 
jede  der  Gleichungen  nur  eine  der  unbekannten  Grössen  enthält,  so  dass 
<tie  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahi^scheinlichsten  Wei*the  der 
CoefÜcienteu  dui'ch  die  leichteste  und  directeste  Elimination  liefert. 


Viertes    Gapitel. 
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399.  Nothwendigkeit  genauer  Messungen.  —  Wir  haben 
im  vorhergehenden  Gapitel  gesehen,  dass  wir  zur  Erforschung  der 
Naturgesetze  sorgfältig  Experimente  zn  überwachen  haben,  seien 
es  nun  jene  gigantischen  Versuche,  welche  die  Natur  anstellt,  oder 
diejenigen,  welche  zu  speciellen  Zwecken  vom  Menschen  ersonnen 
und  ausgeführt  werden.  In  allen  solchen  Beobachtungen  sind,  wie 
wir  sahen,  genaue  Messungen  der  2^it,  des  Raumes,  der  Kraft,  u.  s.  w. 
ganz  unentbehrlich.  Deshalb  wollen  wir  jetzt  einige  der  nützliche- 
ren Instrumente,  die  man  bei  diesen  Messungen  anwendet,  und  die 
verschiedenen  dabei  gebrauchten  Maasse  oder  Maasseinheiten  kurz 
beschreiben. 

400.  £^e  wir  auf  Einzelheiten  eingehen,  werden  wir  eise 
kurze  Uebersicht  der  wichtigsten  Maasse  und  Instrumente  geben, 
die  in  diesem  Gapitel  beschrieben  werden  sollen.  Die  meisten  der- 
selben, wenn  nicht  alle,  hängen  von  physikalischen  Principien  ab, 
die  im  Laufe  dieses  Werkes  genau  dargelegt  werden;  wir  werden 
hier  nicht  bei  der  Feststellung  solcher  Principien  verweilen,  sondern 
dieselben  anticipiren  und  die  späteren  Theile  oder  Gapitel  angeben, 
in  denen  die  experimentellen  Beweise  ausführlicher  auseinander 
gesetzt  werden.  Es  wird  dies  Verfahren  zwar  einen  unvermeid- 
lichen ,  wenn  auch  unerheblichen  Mangel  an  Ordnung  nach  sich  zie- 
hen —  unerheblich,  weil  eine  Uhr,  eine  Wage,  eine  Schraube,  u.  s.  w. 
selbst  denjenigen,  die  von  der  Physik  nichts  wissen,  vertraute 
Begriffe   sind;   —   unvermeidlich,  weil  es   in   der  Natur   anaerei 
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Gegenstandes  liegt,  dass  keiner  seiner  Theile  für  sich,. allein  ent- 
wickelt werden  kann,  indem  zur  vollen  Entwicklung  eines  jeden 
alle  übrigen  im  höchsten  Grade  mitzuwirken  haben.  Wenn  aber 
eine  unserer  Abtheilungen  auf  diese  Weise  von  den  übrigen  borgt, 
80  haben  wir  d^für  die  Genugthuung,  dass  sie  durch  den  Elinfluss, 
welchen  ihr  Fort49chritt  auf  die  übrigen  Theile  ausübt,  das  Geborgte 
mehr  als  zurückzahlt. 

401.  Eintheilung  der  Instrumente  in  vier  Classen.  — 
Unsere  wichtigeren  Fundamentalinstrumente  lassen  sich  in  vier 
Classen  theilen:  — 

Instrumente  zur  Messung  der  Zeit, 

„  n         »       desRaumes  (linearer  oder  angularer  Grössen)) 

„  „  «der  Kraft, 

„  n  n        der  Mailise. 

Andere  Instrumente,  die  für  besondere  Zwecke  eingerichtet 
sind,  wie  zur  Messung  der  Temperatur,  des  Lichts,  elektrischer 
Strome,  u.  s.  w.  werden  naturgemässer  in  den  Paragraphen  über  die 
besonderen  physikalischen  Gegenstände  behandelt,  auf  deren  Mes- 
sung sie  sich  anwenden  lassen. 

402.  Wir  werden  jetzt  der  Reihe  nach  die  bedeutendsten 
Instaoimente  jeder  dieser  vier  Classen  und  einige  ihrer  wichtigsten 
Anwendungen  betrachten,  nämlich: 

Uhr,  Chronometer,  Chronoskop,  Anwendungen  auf  die  Beobach- 
tung und  auf  selbstregistrirende  Instrumente. 

Vernier  und  Schranbenmikrometer,  Kathetometer,  Sphärometer, 
Theilmaschine,  Theodolit,  Sextant. 

Gemeine  Wage,  Bifilarwage,  Torsionswage,  Pendel,  Dynamometer. 

Von  den  Maasseinheiten  erwähnen  wir: 

1.  Zeit.  Tag,  Stunde,  Minute,  Secunde,  und  zwar  siderische 
und  Sonnen  zeit. 

2.  Raum.     Yard  und  Meter:  Grad,  Minute,  Secunde. 

3.  Kraft  Gewicht  eines  Pfandes  oder  eines  Kilogramms,  u.  s.  w. 
an  einem  beliebigen  besonderen  Orte  (Gravitationseinheit); 
kinetische  Einheit. 

4.  Masse.     Pfund,  Kilogramm,  u.  s.  w. 

403.  Obgleich  es  unmöglich  ist,  ohne  Instimmente  uns  eine . 
Maasseinheit  zu  verschaffen  oder  eine  solche  anzuwenden,  so  können 
wir  doch,  da  kein  Instrument  uns,  wenn  wir  keine  Maasseinheit 
hätten,  ein  absolutes  Maass  geben  könnte,  die  Maasseinheiten  zu- 
erst betrachten,  und  werden    uns  bei  dieser  Betrachtung  auf  die 


364  Einleitende  Begriffe. 

instrumente  beziehen,  als  wenn  uns  ihre  Principien  nnd  Anwendun- 
gen bereits  bekannt  wären. 

404.  Winkelmaass.  —  Die  Maasseinheit  der  Winkelgrössen, 
den  Grad  oder  neunzigsten  Theil  eines  rechten  Winkels,  sowie 
seine  successiven  Unterabtheilungen,  die  Minute  (^/^o  Grad),  die 
Secunde  (^/^a  Minute),  u.  s.  w.  brauchen  wir  nur  zu  erwähnen. 
Dies  Eintheilungssystem  ist  äusserst  unzweckmässig,  hat  sich  aber 
so  sehr  in  ganz  Europa  eingebürgert,  dass  die  weit  bessere  von  der 
französischen  Bepublik  zu  derselben  Zeit,  wo  dieselbe  andere  viel 
radicalere  Aenderungen  mit  Erfolg  einführte,  beschlossene  Decimal- 
eintheilung  des  rechten  Winkels  nirgends  Boden  gewinnen  konnte. 
Doch  werden  die  Secnnden  aUgemein  in  Decimaltheile  getheilt. 

Die  Decimaltheilung  wird  natürlich  angewandt,  w^nn  man  sich 
des  Bogenmaasses  bedient;  die  Einheit  des  Bogenm'aasses  ist  der  j 
Winkel,  dessen  Schenkel  aus  einem  um  den  Scheitel  als  Mittelpunkt  | 
beschriebenen  Kreis  einen  Bogen  von  der  Länge  des  Radios   aus-  \ 
schneiden.     Danach  haben  zwei  rechte  Winkel  im   Kreismaass  ge-  ; 
messen  die  Grösse  X  oder  3,14159,  so  dass  nt  und  180^  denselben 
Winkel  darstellen,  und  die  Winkeleinheit  oder  der  Centriwiqjcel,  d«*  | 
sen  Bogen  gleich  dem  Radius  ist,  ist  570,29578 . . .  =  57«  17'  44,8.. ." 
(vergleiche  §  41). 

Bezeichnet  n   die  Anzahl   der   Grade   eines   beliebigen  Winkels,   da-, 
in   Bogenmaass    gemessen,    die    Grösse   &    hat,    so   erhalten    wir    leicht 

die  Gleichmig  —  =  — ,   mid   daraus  folgt  n  =  ^  X  57<>,29578 . . .  = 

&  X  57»  17'  44,8...". 

405.  Zeitmaass.  —  Die  in  der  Praxis  benutzte  Maasseinheit 
der  Zeit  ist  der  si dorische  Tag;  es  ist  dies  die  nahezu  constante 
Periode  der  Rotation  der  Erde  um  ihre  Axe  (§  247).  Man  hat  ans 
alten    Sonnenfinstemissbeobachtungen    berechnet,    dass    sich    diese 

Periode    seit  720  v.  Chr.  Geb.  nicht   um  ihrer  Lange 

geändert  hat;  in  dieser  Berechnung  ist  aber  (§  830)  ein  Fehler  ge- 
funden worden,  und  das  berichtigte  Resultat  macht  es  wahrschein- 
lich, dass  die  Dauer  der  Erdrotation  jetzt  um  länger  als 

'  zu  jener  Zeit  ist.  Aus  dem  siderischen  Tage  leitet  man  leicht  den 
mittleren  Sonnentag  her,  d.  i.  die  Zeit,  welche  durchschnitÜidt 
verstreicht  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Durchgängen  der 
Sonne  durch  den  Meridian  irgend  eines  Ortes.  Diese  Einheit  ist 
nicht  in  so  hohem  Grade  wie  die  vorige  absolut  oder  unverfinder- 
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fich;  sie  wird,  wenngleich  in  sehr  geringem  Grade,  von  den  säcula- 
ren  Aenderungen  der  Periode  der  Erdrotation  nm  die  Sonne  beein- 
flnssi.      Der  mittlere  Sonnentag  wird  in    24  Standen  eingetheilt 
eine  Stande    in   60  Minuten,  eine  Minute  in   60  Secnnden.     Die 
Secnnden  theilt  man  gewöhnlich  nach  dem  Decimalsystem  ein. 

Man  beachte,  dass  die  Zeitgrössen,  Minute  und  Secunde,  anders 
als  die  gleichbenannten  Winkelgrössen  bezeichnet  werden.  So  ist 
13*  43«  27,58'  eine  Zeitgrösse,    13»  43'  27,58"  eine  Winkelgrösse. 

Wenn  lange  Zeitperioden  gemessen  werden  sollen,  so  können 
das  mittlere  Sonnenjahr,  das  aus  366,242203  siderischen  oder 
365,242242  mittleren  Sonnentagen  besteht,  oder  das  Jahrhundert, 
welches  100  solche  Jahre  enthält,  zweckmässig  zur  Einheit  genom- 
men werden. 

406.  Das  definitive  Normalmaass  für  genaueste  Zeitmessung 
würde  (falls  nämlich  das  Menschengeschlecht  einige  Millionen  Jahre 
auf  der  Erde  leben  sollte)  auf  die  physikalischen  Eigenschaften  eines 
Körpers  basirt  werden  müssen,  der  von  einem  constanteren  Charakter 
als  die  Erde  ist.  Das  ist  z.  B,  eine  in  einem  luftleeren  gläsernen  Ge- 
isse hertnetisch  verschlossene  Metallfeder.  Die  Zeit  der  Vibration 
einer  solchen  Feder  würde  nothwendig  von  einem  zum  anderen  Tage 
viel  constanter  sein,  als  die  Unruhe  des  besten  Chronometers,  da 
letztere  durch  das  mit  ihr  verbundene  Räderwerk  gestört  wird ;  sie 
würde  höchst  wahrscheinlich  auch  von  Jahrhundert  zu  Jahrhundert 
eonstanter  sein,  als  die  Zeit  der  Rotation  der  Erde,  die  sich  jeden- 
ÜEÜls  in  einem  solchen  Grade  abkühlt  und  zusammenzieht,  dass  in 
50  MiUionen  Jahren  die  Dauer  der  Rotation  schon  eine  recht  be- 
trächtliche Aenderung  erleiden  muss. 

407.  Ifängenmaass.  —  Das  britische  Längennormalmaass  ist 
das  Tard  (EUle);  es  ist  dies  der  Abstand  zwischen  zwei  Marken  auf 
einem  im  Tower  zu  London  aufbewahrten  Metallstab,  wenn  derselbe 
eine  Temperatur  von  60^  Fahren  hei  t  hat.  Dies  Maass  wurde  nicht 
&ect  von  einer  unveränderlichen  Grösse  in  der  Natur  hergeleitet; 
doch  sind  einige  wichtige  Beziehungen  desselben  zu  solchen  Grössen 
mit  grosser  Genauigkeit  ausgemessen  worden.  Es  ist  sorgfaltig  mit 
der  Länge  eines  an  einer  gewissen  Stelle  in  der  Nähe  von  London 
aehwingenden  Secundenpendels  verglichen  worden;  wenn  es  also 
noch  einnoial  zerstört  werden  sollte,  wie  es  im  Jahre  18.34  beim 
Brande  des  Parlamentshanses  geschah,  und  wenn  zugleich  tfUe 
exaeten  Copien  desselben,  deren  mehrere  an  verschiedenen  Orten 
safbewahrt  werden,  verloren  gingen,  so  könnte  man  es  durch 
Pendelbeobachtungen  wieder  herstellen.    Ein  weniger  genaues,  aber 
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(ausser  im  Falle  einer  durch  Erdbeben  verursachten  Stönrng)  im- 
mer noch  gutes  Mittel,  es  wieder  herzustellen,  liefern  die  von  der 
„Ordnance-Sut'yey*'  ausgemessenen  Linien  und  die  daraus  berech- 
neten Entfernungen  zwischen  bestimmten  Stationen  der  britischen 
Inseln;  diese  Entfernungen  sind  mit  solcher  Genauigkeit  durch  jenes 
Maass  ausgedrückt,  dass  der  Fehler  zuweilen  nicht  einmal  ein  Zoll 
per  Meile  (engl.),  d.  h.  nicht  einmal  Veoooo  ausmacht. 

408.  In  vrissenschaftlichen  Untersuchungen  bemühen  wir  uos 
so  viel  als  möglich,  immer  nur  eine  Einheit  fest  zu  halten,  und  für 
britische  Messungen  ist  im  Allgemeinen  der  Fuss,  d.  i.  der  dritte 
Theil  des  Yards,  am  passendsten.  Unglücklich^erweise  hat  man 
manchmal  den  Zoll,  d.  i.  den  zwölften  Theil  des  Fuss,  an- 
zuwenden; doch  wird  derselbe  weiter  nach  dem  Decimalsystem  ein- 
getheüt.  Wenn  grosse  Längen  betrachtet  werden,  hat  man  leider 
oft  die  englische  Meile  (gleich  1760  Yards)  zu  benutzen.  Es  erhellt 
sonach,  dass  die  britische  Längenmessung  in  ihren  yerschiedenea 
Benennungen  unzweckmässiger  ist,  als  die  europäische  Zeit-  oder 
Winkelmessung. 

409.  Ein  weit  vollkommneres  Maasssystem  ist  das  französi- 
sche, in  welchem  ausschliesslich  die*  Decimaleintheilung  angewendet 
wird.  In  diesem  System  ist  das  Normalmaass  der  Meter.  Derselbe  ist 
ursprünglich  theoretisch  als  der  zehnmillionte  Theil  der  Länge  ein« 
Erdmeridians  vom  Pol  bis  zum  Aequator,  jetzt  aber  praktisch  durck 
die  genauen  Nörmalmeter  definirt,  die  in  verschiedenen  enropäische» 
Staaten  sorgfältig  aufbewahrt  werden.  Er  ist  etwas  länger  als  das 
Yard,  wie  die  nachstehende  Tabelle  zeigt.  Seine  grosse  Zwed[* 
mässigkeit  beruht  auf  der  Decimaleintheilung.  In  jedem  Anadrock 
stellen  die  Einer  Meter,  die  Zehner  Decameter,  u.  s.  w.,  die  Zehnlei 
Decimeter,  die  Hundertel  Centimeter,  die  Tausendstel  Millimeter, 
u.  s.  w.  dar.  Den  Zusammenhang  zwischen  dem  französischen  oiid 
dem  englischen  Längenmaass  liefert  die  folgende  Tabelle:  — 


ein  Zoll      =      25,39954  MiUlmeter, 
ein  Pubs     =        3,047945  Decimeter, 
eine  Meile  =  1609,315  Meter, 


ein  MUlimeter  =  0,03937079  ZoU, 
ein  Decimeter  =  0,3280899  Fuss, 
ein  Kilometer  =  0,6213824  Heüe. 


410.  FIftohenmaass.  —  Die  Einheit  des  Flächenmaaases  ist 
in  Grossbritannien  das  Quadratyard,  in  Frankreich  der  Quadratmeter. 
Natürlich  können  wir  Quadratzoll,  Quadratfuss  oder  Quadratmeilen; 
wie  auch  Quadratmillimeter,  Quadratkilometer,  u.  s.  w.,  oder  die 
Hektare  =  10,000  Quadratmeter  anwenden.     Es  ist: 


Maasse  und  Messinstrumente.  367 

ein  QuadrateoU     =      6,451367  Qaadratcentimeter, 
ein  Qnadratfiiss    =      9,28997  Quadratdecimeter, 
ein  Qnadratyard    =    83,60971  Quadratdecimeter, 
ein  Acre  =      0,4046711  Hektare, 

eine  Quadratmeile  =  258,9895' Hektare, 
eine  Hektare         =      2,471143  Acres. 

411.  Baummaass.  —  Aehnliches  gilt  von  dem  Kubikmaass 
beider  Länder,  för  welches  wir  die  folgende  Tabelle  erhalten:  — 

ein  KnbikzoU  ^=r    16,88618  Eubikcentimeter, 

ein  Knbikfnss  =    28,315312  Enbikdecimeter  oder  Liter, 

eine  Oallon  (4  Quart)  =      4,54346  Liter, 

eine  Gallon  (4  Quart)  —  277,274  Kubikzoll, 

ein  Liter  =      0,035317  Knbikfnss. 

413.  Massenmaaas.  —  Die  britische  Masseneinheit  ist  das 
Pfond  (das  nur  durch  Normalgewichte  definirt  wird),  die  französische 
das  Kilogramm,  ursprünglich  als  ein  Liter  Wasser  von  der  Tem- 
peratur der  grössten  Dichtigkeit,  jetzt  aber. praktisch  durch  Normal- 
kilogramme definirt 


ein  Gran  =    64,79896  Milligramm, 
ein  Pfand  =  453,5927  Gramm, 


ein  Gramm       =:  15,43235  Gran, 
ein  Kilogramm  =s   2,20462125  Pfund. 


W.  H.  Miller  findet  (Phil.  Trans.  1857),  dass  das  „Kilogramme 
dos  Archives^  an  Masse  gleich  15432,34874  Gran  und  das  im 
Ministeriam  des  Inneren  zu  Paris  als  Normalgewicht  für  den  fran- 
löcischen  Handel  niedergelegte  „Kilogramme  iype  laiton"  gleich 
15432,344  Gran  ist. 

413.  Kraftmaaea.  —  Wie  man  eine  Kraft  misst,  sowohl  ver- 
mittels des  Gewichtes,  welches  eine  festgesetEte  Masse  an  einem 
iestgesetaten  Orte  hat,  als  auch  vermittels  der  ahsoluten  oder 
kinetisehen  Einheit,  ist  im  zweiten  Capitel  dargelegt  worden 
(s.  §§  220  bis  226).  Aus  dem  Maasse  der  Kraft  und  dengenigen 
der  Lfinge  leiten  wir  unmittelbar  das  Maass  der  Arbeit  oder  des 
mechanischen  Effects  her.  Das  von  den  Ingenienren  hierfür  prak- 
tisch angewandte  Maass  beruht  auf  dem  Maass  der  Kraft,  welches 
£e  Gravitation  liefert  Wenn  wir  den  Unterschied  zwischen  der 
Bdiwerkraft  in  London  und  Paris  vernachlässigen,  so  ersehen  wir 
ans  den  obigen  Tabellen,  dass  folgender  Zusammenhang  zwischen 
itm  Londoner  und  dem  Pariser  Arbeitsmaass  besteht: 

ein  Fnsspfnnd  =  0,13825  Kilogrammmeter, 

ein  Kilogrammmeter  =  7,2331  Fusspfund. 
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414.  Uhren.  ~  Eine  Pendeluhr  ist  im  WesentlSfaen  enj 
Instrament,  welches  vermittels  eines  R&derw«rks  die  Anzahl  den 
von  einem  Pendel  ausgeführten  Vibrationen  yerzeichnet.  Ein  Chro-*J 
noraeter  oder  eine  Taschenuhr  leistet  dasselbe  für  die  OsciUaüo*! 
nen  einer  flachen  Spiralfeder,  gerade  so  wie  das  Räderwerk  in  einer 
Gasuhr  die  Anzahl  der  durch  den  Durchgang  des  Gases  durch 
Maschine  hervorgebrachten  Umdrehungen  der  Hauptwelle 
Da  es  aber  unmöglich  ist,  die  Reibung,  den  Widerstand 
Luft,  u.  8.  w.  zu  vermeiden,  so  würde  ein  Pendel  oder  eine  Fed 
sich  selbst  überlassen,  nicht  lange  fortschwingen  und  auch,  wShre 
die  Bewegung  noch  andauert,  jede  Oscillation  in  um  so  kürzerer 
Zeit  ausftihren,  je  mehr  der  Yibrationsbogen  abnimmt.  Dies  zu  v 
meiden,  wird  dem  Instrument  durch  das  Herabfallen  eines  Gewich 
oder  durch  die  Abwickelung  einer  starken  Feder  bestandig  ein  Z 
schuss  an  Energie  geliefert.  Das  Gewicht  oder  die  Feder  sind 
dem  Pendel  oder  dem  Schwungrad  der  Unruhe  durch  das  Radi 
werk  und  durch  eine  mechanische  Vorrichtung,  die  man  Hemmun 
nennt,  so  verbunden,  dass  die  Oscillationen  eine  nahezu  gleichio 
mige  Weite  behalten  und  deshalb  von  nahezu  gleichförmiger  Da 
sind.  Die  Gonstruction  der  Hemmungen,  sowie  der  Raderwe 
ist  eine  Aufgabe  der  Mechanik,  deren  Einzelheiten  wir  hier  übe: 
gehen  können-,  obwohl  sie  leicht  zum  Gegenstände  mathematisch 
Untersuchung  gemacht  werden  können.  Die  Mittel  zur  Yermeid 
von  Fehlem,  welche  der  Wechsel  der  Temperatur  erzengen  würdig' 
nämlich  die  Compensations -Pendel  und  Um*uhen  werden  besser  ii^ 
unseren  Capiteln  über  die  Wärme  behandelt.  Wir  bemerken  Dodi,j 
dass  es  wenig  schadet,  wenn  der  Gang  einer  Uhr  regelmässig  h&i 
sehleunigt  oder  verzögert  wird;  dies  kann  leicht  in  Rechnung  gt4 
zogen  werden;  dagegen  macben  unregelmässige  Aendemngen  daii 
Instrument  unbrauchbar.  | 

415.  Elektrisohe  Uhren.  —  Eine  neuere  Anwendung  der 
Elektricität,  die  später  beschrieben  werden  soll,  besteht  darin,  ver- 
mittels einer  guten  Uhr,  die  von  Zeit  zu  Zeit  sorgfilltig  regulirt 
wird,  so  dass  sie  mit  astronomischen  Beobachtungen  übereinstimmt, 
eine  beliebige  Anzahl  anderer  weniger  gut  construirter  Uhren  n 
regeln ,  so  dass  ihre  Pendel  gezwungen  werden ,  Schlag  für  Schlaf 
mit  dem  Pendel  der  Normaluhr  zu  vibriren,  ohne  dass  dadardi 
letztere  einen  nachtheiligen  Einfluss  erleidet 

416.  Chronoskop.  —  Bei  astronomischen  Beobachtungen  wird 
die  Zeit  bis  auf  Zehntel  einer  Secunde  von  einem  geübten  Beob. 
achter  abgeschätzt,  der,  während  er  die  Elrscheinungen  überwacht 
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die  Schlaf  der  Uhr  zählt.  Für  die  sehr  genane  Messung  kurzer 
Intervalle  sind  viele  Instrumente  erdacht  worden.  Wenn  sich  z.  B. 
in  einem  grossen  mit  Quecksilber  angefüllten  Gefass  eine  kleine 
Oeffnong  befindet,  und  wir  durch  den  Versuch  das  Gewicht  des  etwa 
in  fönf  Minuten  ausströmenden  Metalls  bestimmt  haben,  so  liefert 
uns  eine  einfache  Proportion  den  während  des  Herausströmens  eines 
beliebigen  Gewichts  verstrichenen  Zeitraum.  Es  ist  leicht,  eine  Yor- 
richtung  anzubringen,  durch  welche  beim  Eintritt  zweier  beliebigen 
soccessiven  Ereignisse  ein  Gefass  unter  den  herausfliessenden  Strom 
gesetzt  und  .von  demselben  wieder  weggezogen  wird. 

417.  Zu  demselben  Zwecke  bedient  man  sich  noch  anderer  hin- 
länglich bekannter  Vorrichtungen,  so  der  Uhren  mit  auszulösendem 
Secundenzeiger,  der  Chronoskope,  u.  s.  w.,  deren  Stellung  abgelesen 
wird,  wenn  sie  sich  noch  in  Ruhe  befinden,  die  beim  Eintritt  eines 
Ereignisses  ihre  Bewegung  beginnen,  beim  Eintritt  eines  zweiten 
Ereignisses  wieder  stillstehen  und  sodann  wieder  abgelesen  werden 
können.  Man  wendet  auch  Vorrichtungen  an,  die  es  gestatten,  in 
dem  Augenblick,  wo  jedes  dieser  Ereignisse  eintritt,  auf  ein  sich  mit 
gegebener  Geschwindigkeit  drehendes  Zifferblatt  (durch  einen  Druck 
auf  einen  Knopf)  ein  schwaches  Zeichen  mit  Tinte  zu  machen,  u.  s.  w. 
In  neuerer  Zeit  haben  aber  aUe  diese  Apparate  fast  gänzlich  dem 
elektrischen  Chronoskop  Platz  gemacht,  einem  Instrument,  das  wir 
eingehend  beschreiben  werden,  wenn  wir  später  Gelegenheit  finden, 
Versuche  anzuführen,  bei  denen  es  mit  Nutzen  angewendet  wor- 
den ist. 

418.  Wir  kommen  jetzt  zur  Messung  von  Linien  und  Win- 
keln. Die  wichtigsten  Instrumente,  die  dazu  dienen,  sind  der  Ver- 
nier  und  die  Schraube. 

419.  Der  YerjSingte  Maassstab.  —.  Die  Elementargeometrie 
liefert  uns  zwar  die  Mittel,  eine  beliebige  gerade  Linie  in  eine  be- 

Fiff.  53.  liebig  vorgeschriebene  Anzahl  gleicher  Theile 

zu  theilen;  doch  ist  diese  Methode  in  der 
Praxis  durchaus  nicht  genau  und  wenig  zu- 
verlässig. Sie  wurde  früher  beim  sogenann- 
ten verjüngten  Maassstabe  angewandt,  des- 
sen Gonstruction  aus  der  Figur  erhellt.  Das 
Ablesen  erfolgt  vermittels  eines  Schiebers, 
dessen  Rand  senkrecht  zur  Länge  des  Stabes 
ist.  Nehmen  wir  an,  man  solle  die  La^e, 
welche  die  Linie  PQ  auf  dem  Maassstalbe 
hat,  bestimmen.     Dieselbe  kann  offenbar  nur 
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eine  der  Qnerlinien  schneiden  (in  der  Fignr  die  vierte),  und  wir 
erhalten  dadurch  die  Anzahl  der  Zehntel  eines  Zolls.  Die  unmittel- 
bar über  dem  Dnrchschnittspnnkt  liegende  Horizontallinie  liefeii 
wie  man  leicht  erkennt,  die  Hundertel  (im  vorliegenden  Falle  vier). 
Die  Länge  der  in  Bede  stehenden  Linie  ist  danach  7,44.  Um  zi 
zeigen,  wie  mangelhaft  diese  Methode  im  Vergleich  zu  den  folgen- 
den ist,  erwähnen  wir,  dass  ein  nach  ihr  am  Rande  eingetheüter 
Quadrant  von  drei  Fuss  Radius,  welcher  Napier  von  Merchisto» 
gehörte,  die  Theile  eines  Grades  nur  bis  auf  Minuten  genau  liefert, 
eine  Genauigkeit,  die  man  jetzt  mit  den  von  Troughton  voA 
Simms  construirten  Taschensextanten  erreichen  kann,  deren  Bogen-] 
radius  wenig  mehr  als  ein  Zoll  beträgt.  Das  letztere  Instrument 
wird  mit  Hülfe  eines  Yemier  gelesen. 

420.  Der  Vemier  oder  jN^A^is.  —  Der  Vemier  wird  gc 
wöhnUch  bei  Instrumenten,  wie  dem^Baromcter,  Sextanten  und  E* 
thetometer,  die  Schraube  dagegen  bei  feineren  Instrumenten, 
bei  den  getheilten  Kreisen  der  Astronomen,  beim  Mikrometer 
dem  Sphärometer  angewandt. 

421.  Der  Vemier  besteht  aus  einem  Metallstreifen,   wel 
an  einer  eingetheilten  Scala  entlang  gleitet,  so  dass  beider  Rani 
zusammenfallen.     Wenn  man   ihn  also  an  einem   getheilten 
anbringt,  so  ist  sein  Rand  kreisförmig,  und  er  bewegt  sich  nm 
durch  den  Mittelpunkt  des  getheilten  Kreisbogens  gehende  Axe. 

In  Fig.  54  seien  0,1, 2,... ,10  die  Theilpunkte  auf  dem  Ter 
nier,  0, 1, 2,  u.  s.  w.  eine  beliebige  Reihe  aufeinander  folgender  Theit 
Fig.  54.  punkte  des  Maassstabes ,  dessen  Rand  entlang  da 
Vemier  gleitet.  Wenn  nun,  falls  0  und  O  zf 
sammenfallen,  auch  10  und  11  auf  einander  zu  lie- 
gen kommen,  so  sind  10  Theile  des  Vemier  toi 
derselben  Länge  wie  11  Theile  des  Maassstabe^ 
also  jeder  Theil  des  Vemier  gleich  "/^  oder  1*  i% 
eines  Theils  des  Maassstabes.  Wird  dann  der 
Vernier  fortbewegt,  bis  1  mit  1  zusammen^t,  «• 
liegt  0  um  Vio  eines  Theils  des  Maassstabes  über 
0  hinaus;  wenn  2  mit  2  zusammenfallt-,  so  liegt  9 
um  Vio  ober  0  hinaus,  u.  s.  w.  Um  also  den  Ter»; 
nier  in  irgend  einer  Lage  abzulesen,  hat  man  sidtj 
zuerst  den  0  zunächst  uud  zwar  unterhalb  liegen-: 
den  Theilpunkt  des  Maassstabes  zu  merken.  Th- 
durch  erhält  man  die  Anzahl  der  ganzen  Theik»! 
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Um  den  Bmchtheil  zu  bestimmen,  sehe  man  nach,  welcher  Theil* 
paukt  des  Yernier  mit  einem  Theilpnnkt  des  Maassstabes  zusammen- 
tut; ist  es  (wie  in  Fig.  54)  der  vierte,  so  zeigt  dies  an,  dass  man 
der  erhaltenen  ganzen  Zahl  ^/lo  eines  Theils  des  Maassstabes  hinzu- 
zufügen hat,  u.  s.  w.  Wenn  demnach  die  Figur  eine  in  Zoll  und 
Zehntelzoll  eingetheilte  Barometerscala  darstellt,  und  der  Nullpunkt 
des  Yernier  genau  auf  die  Höhe  des  Quecksilbers  gebracht  ist,  so  ist 
der  zu  ermittelnde  Stand  des  Barometers  30,34  Zoll. 

422.  Wenn  der  Rand  eines  Sextanten ,  wie  es  gewöhnlich  ge- 
schieht, in  Drittelgrade  eingetheilt  ist  und  der  Vemier  dadurch  ge- 
bildet wird,  dass  man  21  dieser  Theile  in  20  gleiche  Theile  theilt, 
|So  kann  man  mit  dem  Instrument  noch  Zwanzigstel  eines  Theils  der 
Scala  des  Sextanten,  d.  h.  Minuten  bestimmen. 

Wenn  kein  Theüstrich  des  Vemier  mit  einem  Theilstrich  auf 
dem  Sextantenbogen  zusammenfallt,  so  wird  einer  der  letzteren  zwi- 
schen zwei  Theilstriche  des  Vemier  fallen,  da  die  Theile  des  Vemier 
die  grösseren  sind.  Man  pflegt  dann  in  der  Praxis  das  Mittel  der 
'Resultate  zu  nehmen,  die  man  erhalten  würde,  wenn  jedes  Paar  der 
Grenzlinien  zusammenfiele. 

423.  In  Fig.  54  und  in  der  obigen  Darstellung  ist  voraus- 
gesetzt, dass  die  Theile  der  Scala  und  des  Vemier  nach  entgegeur 
igesetzten  Richtungen  hin  gezählt  werden.  Dies  ist  bei  britischen 
Jnstrumenten  gewöhnlich  der  Fall.  Sonst  werden  die  Theile  der 
Scala  und  des  Vernier  auch  nach  derselben  Richtung  hin  gezählt, 
und  in  diesem  Falle  erkennt  man  leicht,  dass,  wenn  Längen  bis  zu 
Zehnteln  eines  Theils  der  Scala  bestimmt  werden  sollen,  zehn  Theile 

ides  Yernier  gleich  neun  Theilen  der  Scala  sein  müssen;  daher  der  /  r    c 
Namen  Nonius.  ^        »      »    m     ^^         >  . 

Allgemein  müssen,  wenn  die  Bestimmung  von  Längen  bis  zu  nteln 
eine8  Theils  der  Scala  erfolgen  soll,  n Theile  des  Vernier  gleich  n  -f-  1 
oder  gleich  n  —  1  Theilen  der  Scala  sein,  je  nachdem  diese  in  entgegen- 
gesetzter oder  in  derselben  Bichtung  wie  jene  gelesen  werden. 

424.  Die  Schraube.  —  Das  Princip  der  Schraube  ist  schon 
erwähnt  worden  (§  102).  Dieselbe  kann  auf  zwei  Arten  angewandt 
werden:  Es  kann  nämlich  ei'stens  die  Mutter  fest  sein  und  die  Spin- 
del sich  hindurch  bewegen,  oder  es  kann  zweitens  die  Spindel  durch 
ein  festes  Zapfenlager  verhindert  werden,  sich  longitudinal  zu  be- 
wegen, in  welchem  Falle  die  Mutter,  wenn  man  sie  verhindert  zu 
rotiren,  sich  in  der  Richtung  der  ihr  und  der  Spindel  gemeinschaft- 
lichen Axe   bewegen  wird.     Die  Grösse  der  fortschreitenden  Bewe- 
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gang  ist  in  jedem  Falle  offenbar  dem  Winkel  proportional,  dnrck 
welchen  sich  die  Spindel  um  ihre  Axe  gedreht  hat,  und  dieser  Win- 
kel kann  vermittels  einer  an  einem  Ende  der  Spindel  auf  derselbeo 
senkrecht  feststehenden  eingetheilten  Kreisscheibe  -gemessen  werden, 
deren  Theile  durch  einen  Zeiger  oder  einen  am  Gestell  des  Instm- 
ments  angebrachten  Vernier  abgelesen  werden.  Die  Schrauben- 
mutter trägt  entweder  einen  zeichnenden  Punkt  mit  sich  (wie  In 
der  Theilmaschine),  oder  einen  Draht,  einen  Faden  oder  das  halbe 
Objectiyglas  eines  Teleskops*  (wie  im  Heliometer),  und  zwar  »nd 
der  Faden  oder  Draht,  oder  die  Bewegungsrichtung  des  zeichnenden 
Punktes  rechtwinklig  zur  Axe  der  Spindel. 

435.  Nehmen  wir  an,  man  solle  eine  Linie  in  eine  beliebige 
Anzahl  gleicher  Theile  theilen.  Die  Linie  wird  der  Axe  der  Spin- 
del parallel  mit  einem  Ende  genau  unter  den  zeichnenden  Punkt 
oder  unter  den  festen  Faden  eines  von  der  Mutter  getragenen 
Mikroskops  gelegt  und  sodann  der  Schraubenkopf  abgelesen.  Durcli 
Umdrehung  des  Schraubenkopfes  wird  der  zeichnende  Punkt  oder 
der  Mikroskopfaden  an  das  andere  Ende  der  Linie  gebracht,  xa^ 
die  Anzahl  der  ganzen  Umdrehungen  und  der  Bruchtheile  einer 
Umdrehung  für  die  ganze  Linie  bestimmt.  Wird  das  so  erhaltene 
Resultat  durch  die  Anzahl  der  verlangten  gleichen  Theile  dividirt 
so  ergiebt  sich  die  Anzahl  der  ganzen  Umdrehungen  und  der  ßmch- 
theile  einer  Umdrehung,  welche  einem  der  geforderten  Theile  ent- 
sprechen. Um  jetzt  die  geforderte  Theilung  auszuführen,  hat  man 
nur  die  Spindel  wiederholt  um  diesen  Betrag  zu  drehen  und  nach 
jeder  Rotation  einen  Strich  zu  ziehen. 

436.  Im  Mikrometer  ist  der  von  der  Mutter  getragene  beweg- 
liche Faden  einem  festen  Faden  parallel.  Bringt  man  dieselben  ii 
optische  Berührung,  so  lernt  man  den  Nullpunkt  des  Schrauben- 
kopfes  kennen.  Wenn  man  also  eine  andere  Ablesung  gemacht  hat 
flo  ergiebt  sich  die  Anzahl  der  Umdrehungen,  welche  der  Länge  des 
zu  messenden  Objectes  entsprechen,  durch  Subtraction.  Der  abso- 
lute Werth  einer  Umdrehung  der  Schraube  wird  aus  der  Anzahl  der 
Windungen  in  einem  Zoll  oder  auch  durch  Anwendung  des  Mikit>- 
meters  auf  einen  Gegenstand  von  bekannten  Dimensionen  berechnet. 

437.  Sphärometer.  —  Zur  Messung  der  Dicke  einer  Platte 
oder  der  Krümmung  einer  Linse  bedient  man  sich  des  Spharo- 
meters.  Dasselbe  besteht  aus  einer  cylindrischen  Säule,  dnitk 
deren  Axe  sich  eine  gut  gearbeitete  Schraubenspindel  bewegt 
Die   Säule   wird   von   drei   Füssen    getragen,    die    gleichweit  von 
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einander  abstehen,  und  deren  Enden  in  einer  zm*  Axe  senkrech- 
ten Ebene  liegen.  Wenn  der  unterste  Punkt  der  Spindel  bis  in 
diese  Ebene  hinabgedreht  ist,  so  hat  er  von  den  Füssen  der  Mutter 
gleiche  Abstände.  Die  Enden  der  Füsse  und  der  Spindel  laufen  in 
sehr  feine  Spitzen  aus.  Die  Anzahl  der  ganzen  Umdrehungen  und 
d^-  Bruchtheile  einer  Umdrehung,  welche  die  Spindel  yoUfährt,  wird 
durch  einen  am  Kopf  der  Spindel  angebrachten  horizontalen  Kreis, 
dessen  Umfang  getheilt  ist,  und  durch  einen  auf  der  Mutter  be- 
festigten yerticalen  Maassstab  bestimmt.  Angenommen,  man  solle  die 
Dicke  einer  Glasplatte  messen,  so  werden  die  drei  Füsse  des  Instru- 
mentes auf  eine  genau  flache  Obei*fläche  gesetzt  und  die  Spindel  lang- 
sam gedreht,  bis  ihre  Spitze  gerade  die  Fläche  berührt.  Diese  Stel- 
lung der  Spindel  lässt  sich  mit  äusserster  Genauigkeit  bestimmen; 
denn  in  dem  Augenblick,  wo  die  Spitze  der  Spindel  unter  die  Ebene 
der  Füsse  hinabgeht,  beginnt  der  ganze  Apparat  zu  wackeln,  wenn 
er  auch  nur  leise  berührt  wird.  Es  hat  dies  natürlich  darin  seinen 
Grund,  dass  es  geometrisch  unmöglich  ist,  dass  ein  vollkommen  starrer 
Körper  mit  vier  Füssen  auf  einer  Ebene  stehe,  wenn  die  Endpunkte 
der  Füsse  nicht  genau  in  einer  Ebene  liegen.  In  dem  Augenblick,  in 
welchem  dieses  Wackeln  (welches  für  das  Gefühl  und  selbst  iur  das 
Ohr  äusserst  vernehmlich  ist)  beginnt,  ist  die  Spitze  der  Spindel 
eben  unter  der  Ebene  der  Füsse  des  Instruments.  Jetzt  liest  man 
die  Stellung  des  Schraubenkopfs  ab  und  dreht  dann  die  Spindel  so 
lange  zurück,  bis  man  die  Platte,  deren  Dicke  bestimmt  werden 
soll ,  anter  die  Spitze  einschieben  kann.  Darauf  wird  die  Spindel 
wieder  vorwärts  gedreht,  bis  das  Wackeln  gerade  wieder  beginnt. 
Dann  leuchtet  ein,  dass,  wenn  die  Schraubenspitze  noch  um  eine  der 
Dicke  der  Platte  gleiche  Länge  hinabgedreht  würde,  sie  sich  wieder 
gerade  unter  der  Ebene  der  Füsse  beflnden  würde.  Wir  können 
daher  aus  der  Differenz  der  Stellungen  des  Schraubenkopfes  mit 
Leichtigkeit  die  Dicke  der  Platte  berechnen,  wenn  der  Betrag  einer 
Umdrehung  der  Spindel  ein-  für  allemal  bestimmt  ist. 

428.  Wenn  die  Krümmung  einer  Linse  gemessen  werden  soll, 
Bo  stellt  man  das  Instrument  zuerst,  wie  vorher,  auf  eine  ebene 
Fläche  und  bestimmt,  bei  welcher  Stellung  das  Wackeln  beginnt. 
Dieselbe  Operation  führt  man  mit  der  sphärischen  Fläche  aus.  Die 
Differenz  der  erhaltenen  Stellungen  des  Schraubenkopfes  ist  offen- 
bar die  grösste  Dicke  des  Glaskörpers,  welchen  eine  durch  die  drei 
Fasse  gehende  Ebene  abschneiden  würde.  Diese  Dicke  und  der  Ab- 
stand zwischen  jedem  Fusspaar  reichen  aus,  den  Radius  der  sphäri- 
schen Fläche  zu  berechnen. 
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Ist  a  der  Abstand  zwischen  jedem  Fusspaar,  Tdie  den  beiden  Stel- 
langen des  eingetheilten  Kreises  entsprechende  Schranbeulänge  und  Ü  der 
Badius  der  Kugeliläche,  so  erhalten  wir  leicht 

2-«  =  ri  +  '' 

oder,  da  l  im  Vergleich  zu  a  gewöhnlich  sehr  klein  ist,  so  ist  der  Durch- 
messer  der  Kugelfläche  ganz  nahezu  gleich  --i* 

Ö    9 


429.  Kathetometer.  —  Das  Kathetometer  wird  zur  ge- 
nauen Bestimmung  von  Höhenunterschieden  gebraucht ,  z.  B.  zur 
Messung  der  Höhe,  bis  zu  welcher  sich  die  Flüssigkeit  in  einer 
Capillarröhre  über  die  äussere  freie  Fläche  erhebt.  Es  besteht  ans 
einem  eingetheilten  Metallstabe,  der  (vermittels  der  in  seinen  drei 
Füssen  angebrachten  Schrauben)  möglichst  genau  vertical  gestellt 
werdeQ  kann.  Auf  diesem  Stabe  gleitet  ein  Metallschlitten,  der  ein 
Fernrohr  trägt,  dessen  Axe  mit  Hülfe  eines  Nivellinnstrumentes 
horizontal  gemacht  wird.  Das  Femrohr  steht  natürlich  senkrecht 
auf  dem  Maassstabe  und  beschreibt  eine  Horizontalebene,  wenn  der 
letztere  auf  seiner  Unterlage  gedreht  wird.  Das  Adjustiren  des 
Instruments  ist  etwas  langweilig,  bietet  aber  sonst  keine  Schwierig- 
keit dar.  Will  man  dasselbe  benutzen,  so  hat  man  das  Fernrohr 
erst  auf  einen  der  beiden  Gegenstände  zu  richten,  deren  Böhendiffe- 
renz  bestimmt  werden  soll,  und  es  dann  (m  dem  ibrchiittep,  der  es 
trägt)  vermittels  einer  feinen  Schraube  am  ssstabe  auf  oder  äh 
zu  bewegen,  bis  ein  im  Brennpunkt  des  (  >  angebrachter  hori- 
zontaler Faden  mit  dem  Bilde  des  Gregen Standes  zusammenfielt. 
Auf  einem  mit  dem  Fernrohr  verbundenen  Vemier  wird  jetzt  die 
Stellung  desselben  abgelesen.  Wird  dieselbe  Operation  mit  dem 
zweiten  Gegenstande  vorgenommen,  so  erhält  man  durch  eine  ein- 
fache Subtraction  die  gesuchte  Höhendifferenz. 

430.  Die  Wage.  —  Das  Princip  der  Wage  ist  allgemein  be- 
kannt. Wir  wollen  hier  einige  der  Yorsichtsmaassregeln  anfuhren, 
die  in  den  besten  Wagen  zur  Beseitigung  der  verschiedenen  Fehler 
angewandt  werden,  denen  das  Instrument  unterworfen  ist;  auch 
werden  wir  die  Hauptpunkte  kurz  besprechen,  die  man  bei  der 
Construction  einer  Wage  zu  beachten  hat,  um  Sicherheit  und  Schnel- 
ligkeit beim  Wägen  zu  erzielen. 

Der  Wagebalken  muss  so  steif  als  möglich  und  doch  nicht  sehr 
schwer  sein.  Deshalb  besteht  er  gewöhnlich  entweder  aus  RohreD, 
oder  aus  einer  Art  Gitterwerk.  Um  die  Reibung  zu  vermeiden, 
nimmt  maü  zur  Axe,  um  die  der  Wagebalken  sich  dreht,  die  Schnade 
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eines  ans  hartem  Stahl  gemachten  Keils;  wenn  die  Wage  benutzt 
wird,  so  ruht  diese  Schneide  auf  einer  gut  polirten  Achatplatte. 
Bei  sehr  feinen  Wagen  ist  eine  ähnliche  Vorrichtung  in  den  Punk- 
ten des  Wagebalkens  angebracht,  in  welchen  die  Wagschalen  auf- 
gehängt werden.  Wenn  die  Wage  nicht  gebraucht  wird,  sowie  un- 
mittelbar vor  dem  Gebrauch  wird  der  Balken  mit  der  Schneide 
durch  eine  Hebelvorrichtung  von  der  Achatplatte  emporgehoben. 
Hat  mau  ihn  auf  diese  Weise  festgestellt,  so  belastet  man  ihn  mit 
Gewichten,  die  so  weit  als  möglich  einander  gleich  sind  (was  man 
unter  Umständen  zuvor  mit  Hülfe  eines  weniger  feinen  Instruments 
bewirken  kann);  die  genaue  Bestimmung  des  gesuchten  Gewichtes 
bietet  dann  keine  Schwierigkeit  dar.  Der  letzte  Bruchtheil  des 
Gewichtes  wird  vermittels  eines  gewöhnlich  aus  einem  Draht  be- 
stehenden sehr  kleinen  Laufgewichts  (oder  Reiterchen)  ermittelt, 
dem  (durch  einen  Hebel)  von  ausserhalb  des  die  Wage  umgebenden 
Glaskastens  her  verschiedene  Stellungen  auf  einem  Arm  des  Wage- 
balkens ertheilt  werden  können.  Dieser  Arm  ist  in  Zehntel,  u.  s.  w. 
eingetheilt  und  zeigt  so  ohne  Weiteres  den  Werth,  welchem  das 
Gewicht  des  Reiterchen  in  jedem  Falle  entspricht,  da  ja  dieser  Werth 
(§  232)  von  dem  Moment  abhängt. 

431.  Die  wichtigsten  Eigenschafken  einer  guten  Wage  sind 
folgende: 

1.  Empfindlip\,  eit.  —  Der  Wagebalken  sollte  durch  die 
kleinste  Differenz  ;  u  den  in  die  Wagschalen  gelegten  Gewich- 

wu  schon  merklich  au^  seiner  horizontalen  Lage  abgelenkt  werden. 
Das  genaue  Maass  der,  Empfindlichkeit  ist  der  Winkel ,  durch  wel- 
chen der  Balken  abgelenkt  wird,  wenn  die  Differenz  zwischen  den 
Belastungen  der  Wagschalen  ein  festgesetzter  Procentsatz  des  Ge- 
sammtgewichtes  ist. 

2.  Stabilität.  —  Hiermit  ist  die  Schnelligkeit  der  Oscillation 
gemeint,  nach  welcher  wieder  die  Geschwindigkeit  in  der  Ausführung 
einer  Wägung  sich  bestimmt.  Die  Stabilität  hängt  hauptsächlich  von 
der  Tiefe,  in  der  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Lostruments  unter  der 
Schneide  liegt,  und  ferner  von  der  Länge  des  Wagebalkens  ab. 

8.  Beharrlichkeit.  —  Successive  Wägungen  desselben  Kör- 
pers müssen  dasselbe  Resultat  liefern,  nachdem  alle  von  der  Tem- 
peratur, dem  Barometerstande,  u.  s.  w.  abhängigen  Ck>rrectionen 
(die  später  beschrieben  werden  sollen)  in  Rechnung  gezogen  sind. 

In  dem  Gapitel,  in  welchem  wir  die  Statik  behandeln,  werden 
wir  beschreiben,  wie  die  Grösse  jeder  dieser  drei  Eigenschaften  für 


376  Einleiteiule  Begriffe.   - 

jede  gegebene  Form   und  f&r  beliebig  gegebene  Dimensionen  des 
Instruments  bestimmt  wird. 

Eine  feine  Wage  sollte  bei  ungefähr  des  grössten  Ge- 

500,000 

wichts,  welches  ohne  Beschädigung  derselben  in  eine  Schale  gelegt 

werden  kann,  einen  Ausschlag  geben.    In  der  That  sind  wenig  Mes- 

sungen   irgend   einer  Art   bis    zu   mehr  als   sechs   Decimalstellen 

correct. 

Die  Methode  der  Doppel  wägung,  welche  darin  besteht,  dass 
man  den  abzuwägenden  Körper  durch  Schrot  oder  Sand  oder  feine 
Drahtstücke  äquUibrirt,  ihn  dann  entfernt,  und  in  die  Wagschale,  in 
der  er  gelegen,  so  lange  Gewichte  legt,  bis  das  Gleichgewicht  wieder 
hergestellt  ist,  ist  etwas  inühseliger,  aber  correcter  als  die  Methode 
der  einfachen  Wägung,  da  sie  alle  Irrthümer  eliminirt,  welche  aas 
der  ungleichen  Länge  der  Arme,  *u.  s.  w.  entspringen. 

433.  Die  Torsionswage.  —  Bei  der  von  Coulomb  eriunde. 
nen  und  mit  grossem  Erfolge  angewandten  Torsionswage  wird 
eine  Kraft  durch  die  Torsion  eines  Seiden-  oder  Glasfadens  oder 
eines  Metalldrahtes  gemessen.  Der  Faden  oder  Draht  wird  an  sei- 
nem oberen  Ende  oder,  je  nach  den  Umständen,  an  beiden  iSndeo 
befestigt.  Er  trägt  im  Allgemeinen  einen  sehr  leichten  horizontalen 
Stab  oder  eine  horizontale  Nadel,  an  deren  einem  Ende  der  Körper 
angebracht  ist,  auf  welchen  die  zu  messende  Kraft  wirkt,  während 
das  andere  Ende  ein  Gegengewicht  trägt.  Das  obere  Ende  dm 
Fadens  ist  an  einem  Zeiger  befestigt,  welcher  durch  den  Mittd- 
punkt  eines  an  der  Peripherie  eingetheilten  Kreises  geht,  so  dass 
der  Winkel,  durch  welchen  sich  dieses  obere  Ende  dreht,  direct  ge- 
messen wird.  Wenn  man  zugleich  den  Winkel  misst,  durch  wekhen 
sich  die  Nadel  gedreht  hat,  oder  wenn  man  einfacher  den  Zeiger  so 
lang6  dreht,  bis  die  Nadel  eine  bestimmte  Lage  annimmt,  die  durch 
ein  auf  dem  Gehäuse  des  Instruments  angebrachtes  Zeichen  gegeben 
ist,  so  erhält  man  die  Grösse  der  Torsion  des  Fadens,  und  es  ist 
dann  ein  einfaches  statisches  Problem,  aus  der  letzteren  die  zu  mes- 
sende Kraft  zu  bestimmen,  da  ihre  Richtung,  ihr  Angrifbpunkt  und 
die  Dimensionen  des  Apparates  bekannt  sind.  Coulomb  fand,  da» 
die  Torsionskraft  innerhalb  der  Grenzen  der  vollkommenen  £la«tici- 
tät  dem  Torsionswinkel  einfach  proportional  ist,  wie  sich  aus  dem 
Hooke'schen  Gesetz  (siehe  das  Capitel  über  die  Eigenschaften 
der  Materie)  erwarten  Hess,  und  es  erübrigt  nur  noch,  die  Grosse 
der  Torsion  für  einen  besonderen  Winkel  in  absolutem  Maass  za 
bestimmen.    Diese  Bestimmung  ist  theoretisch  im  Allgemeinen  ziem- 
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lieh  einfach;  ihre  praktische  Ansfflhmng  erfordert  aber  bedeutende 
Sorgfalt  und  Grenauigkeit.  Da  jedoch  die  Torsionswage  hauptsäch- 
lich bei  vergleichenden,  nicht  bei  absoluten  Messungen  gebraucht 
wird,  so  ist  diese  Bestimmung  oft  unnöthig.  Wir  werden  die  Tor- 
sionswage eingehender  besprechen,  wenn  wir  zu  ihren  Anwendun- 
gen kommen. 

433.  Die  gewöhnlichen  Spiralfederwagen,  welche  dazu  die- 
nen, kleine  oder  grosse  Gewichte  oder  Kräfte  roh  zu  vergleichen,  sind 
genau  genommen  nur  eine  modificirte  Form'*')  der  Torsionswage, 
da  ihre  Wirkung  fast  ganz  auf  der  Torsion  des  Drahtes  und  nicht 
auf  einer  longitudinalen  Ausdehnung  oder  einer  Biegung  desselben 
beruht.  Wenn  Federwagen  mit  Sorgfalt  construirt  sind ,  so  können 
sie  sich  unseres  Erachtens  mit  den  gewöhnlichen  Wagen  an  Genauig- 
keit messen,  während  sie  dieselben  bei  einigen  Anwendungen  an 
Empfindlichkeit  und  Bequemlichkeit  weit  übertreffen.  Sie  messen 
direct  die  Kraft,  nicht  die  Masse,  und  daher  muss,  wenn  man  sie 
sur  Bestimmung  von  Massen  an  verschiedenen  Theilen  der  £rde 
benutzt,  der  Variation  der  Schwerkraft  wegen  eine  Correction  vor- 
genommen werden.  Diese,  sowie  die  Correction,  welche  die  Tem- 
peratur nöthig  macht,  können  durch  Anwendung  der  Methode  der 
Doppelwägung  vermieden  werden. 

434.  Das  FendeL  —  Das  feinste  aller  Instrumente  zur  Mes- 
song  einer  Kraft  ist  wohl  das  Pendel.  In  der  Kinetik  (s.  Theil  II) 
wird  bewiesen,  dass  for  jedes  Pendel,  mag  es  nun  unter  dem  Ein- 
flnss  der  Schwerkraft  um  eine  mittlere  verticale  Lage,  oder  unter 
dem  £influ88  einer  magnetischen  oder  einer  Torsionskraft  in  einer 
horizontalen  Ebene  oscilliren,  das  Quadrat  der  Anzahl  der  in  einer 
gegebenen  Zeit  voUf&hrten  kleinen  Oscillationen  der  Grösse  der 
diese  Oscillationen  hervorrufenden  Kraft  proportional  ist. 

Zur  Abschätzung  der  relativen  Grösse,  welche  die  Schwerkraft 
&D  verschiedenen  Stellen  der  Erdoberfläche  hat,  ist  das  Pendel  bei 
Weitem  das  vollkommenste  Instrument.  Die  Methode  der  Coinci- 
denzen,  durch  welche  dies  Vei^fahren  so  ausserordentlich  correct  ge- 
macht wird,  soll  später  beschrieben  werden. 

In  der  That  ist  das  kinetische  Haass  der  Kraft  nicht  nur  das 
wahre,  sondern  auch  das  vollkommenste  Maass,  und  es  lässt  sich  auf 
ein  absolutes  Maass  leicht  reduoiren. 

435.  Bifllare  Aufhängung  eines  Stabes.  —  Bei  der  Con- 
stroction  von  Apparaten    zu   Beobachtungen  des   Erdmagnetismus 


*)  J.  Thomson,  Cambrid^  and  Dublin  Math.  Journal  (1848). 
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sachten  Weber  und  Gauss  es  so  einzurichten,  dass  man  dieselben 
ans  einiger  Entfernung  ablesen  könnte.  Zu  diesem  Zwecke  trug 
jeder  der  damals  zu  schwer  gemachten  Stäbe  einen  ebenen  Spiegel. 
Vermittels  einer  nach  der  Reflexion  im  Spiegel  gesehenen  und  mit 
Hülfe  eines  Fernrohrs  sorgföltig  abgelesenen  Scala  war  es  natürlich 
leicht,  die  Ablenkungen  zu  berechnen,  welche  der  Spiegel  erfahren 
hatte.  Ans  vielen  Gründen  wurde  es  aber  für  nöthig  befanden, 
dass  die  Ablenkungen  selbst  bei  der  Einwirkung  einer  beträcht- 
lichen Kraft  nur  sehr  klein  seien.  Deshalb  führte  man  die  bifi* 
lare  Aufhängung  ein.  Der  Magnetstab  wird  horizontal  an  zwei 
verticalen  Drähten  oder  Fäden  von  gleicher  Länge  aufgehängt,  die 
so  angebracht  sind,  dass  sich  das  Gewicht  des  Stabes  zwischen  beide 
gleichmässig  vertheilt.  Wenn  sich  der  Stab  dreht,  so  werden  die 
Aufhängefaden  gegen  die  verticale  Richtung  geneigt,  und  daher 
muss  sich  der  Stab  in  die  Höhe  heben.  Sehen  wir  also  von  der 
Torsion  der  Fäden  ab,  so  wird  bei  Anwendung  der  bifilaren  Auf- 
hängung eine  Kraft  dadurch  gemessen,  dass  man  sie  mit  dem  Ge- 
wicht des  aufgehängten  Magneten  vergleicht. 

Es  flei  a  die  Hälfte  der  zwischen  den  Anknüpfungspunkten  der  Fä- 
den enthaltenen  Stablänge,  &  der  Winkel,  durch  welchen  der  Stab  sich 
(In  einer  horizontalen  Ebene)  von  seiner  Gleichgewichtslage  aus  gedreht 
hat,  l  die  Länge  eines  der  Fäden  und  »  die  Neigung  desselben  gegen  die 
Verticale. 

Dann  ist  Icost  die  Höhendifferenz  der  Enden  jedes  Fadens,  und  e« 
ergiebt  sich  leicht,  dass  bei  der  gef2;ebenen  Aufhängungsweise 

^2  ^'5»»*  *  =  a  sin  y^  9-. 

Ist  nun  Q  das  Kräftepaar,  welches  den  Stab  zu  drehen  strebt,  und  W 
das  Gewicht  des  letzteren,  so  liefert  das  Princip  des  mechanischen  Efferts 

QdS^  —  —  Wd(lco8^) 
=  Wlsin^dt, 


/^ 


Wegen  der  AufliängungR weise  ist  aber  * 

Z2«f«*coÄ*d*  =  a^8in(>dr%  i^ll''' 

folglich 

Q      ^  .w 

a^  8in  t9>         l  cos » * 
oder 

.j  _  Wa^  fiin& 


und  dadurch  wird  das  Kräftepaar  Q  durch  die  Ablenkung  d^  ausgedrückt. 

Wir  wollen  noch  zeigen,  wie  man  die  Torsion  der  Fäden  in  RechnoD? 

zieht.     Dieselbe    wird   sich  nicht  merklich   von  S   unterscheiden   (d»  iie 

gi'össte  Neigung  gegen  die  verticale  Richtung  sehr  klein  ist);  das  aus  die- 


Maasse  unil  Messinsirumente.  ä79 

«er  Tonion  resnlttrende  Kräftepaar  wird  demnach  ES-  sein,  wo  E  eine 
Constante  beseichnet.  Die«  hat  man  zu  dem  eben  gefundenen  Werthe 
Ton  Q  zu  addiren,  um  das  ganze  ablenkende  Kraftepaar  zu  erhalten. 

436.  Dynamometer.  —  Dynamometer  sind  Instrumente  zur 
Messung  der  von  einer  Kraft  geleisteten  Arbeit.  White's  Brems- 
dynamometer misst  die  Grösse  der  von  einer  Dampfmaschine  oder 
einem  anderen  Motor  wahrend  einer  beliebigen  Zeit  wirklich  verrich- 
teten Arbeit,  indem  es  gestattet,  dass  alle  Arbeit  während  der  Zeit,  die 
der  Versuch  dauert,  zur  Ueberwindung  der  Reibung  verwendet  werde. 
Morin^s  Dynamometer  misst  die  Arbeit,  ohne  dass  ein  Theil  der- 
selben verloren  ginge,  während  sie  von  dem  Motor  auf  die  Maschinen 
übertragen  wird,  in  denen  sie  nützliche  Verwendung  findet.  Dies 
Instrument  besteht  aus  einer  einfachen  Zusammensetzung  von  Spiral- 
federn, welche  in  jedem  Augenblick  das  Kräftepaar  misst,  mit 
welchem  der  Motor  den  seine  Kraft  übertragenden  Schaft  dreht,  und 
ans  einer  integrirenden  Maschine,  von  welcher  die  von  diesem  Kräfte- 
paar während  einer  beliebigen  Zeit  geleistete  Arbeit  abgelesen  wer- 
den kann. 

Es  sei  in  irgend  einem  Augenblick  L  das  Kräftepaar  und  g)  der  ganze 
Winkel,  durch  welchen  sich  der  Schaft  von  dem  Augenblick  an  gedreht 
hat,  in  welchem  man  zu  beobachten  anfängt.   Die  letzterwähnte  Maschine 

zeigt  in  jedem  Augenblick  den  Werth  von  J  Ldq>^  und  dies  ist  (§  240) 
die  ganze  verrichtete  Arbeit. 

437.  Bremadynamometer.  —  White^s  Bremsdynamometer 
besteht  aus  einem  an  dem  Schaft  befestigten  Hebel,  der  sich  aber 
mit  demselben  nicht  drehen  darf.  Das  Product  aus  dem  Moment 
der  Ej-afl,  die  erfordert  wird,  um  den  Hebel  zu  hindern,  sich  mit 
dem  Schafle  zu  drehen,  in  den  ganzen  Winkel,  durch  welchen  sich 
der  Schaft  dreht,  ist  das  Maass  der  zur  Ueberwindung  der  Reibung 
zwischen  Hebel  und  Schaft  verbrauchten  Gesammtarbeit.  Dasselbe 
Resultat  wird  viel  leichter  dadurch  erhalten,  dass  man  ein  Seil  oder 
eine  Kette  mehrmals  um  den  Schaft  wickelt  und  an  beiden  Enden 
in  geeigneten  Richtungen  Kräfte  von  bekannter  Grösse  anbringt, 
so  dass  das  Seil  nahezu  in  Ruhe  bleibt  und  an  der  Drehung  des 
Schaftes  nicht  Theil  nimmt.  Das  Product  aus  der  Differenz  der 
Momente  dieser  beiden  Kräfte  in  Beziehung  auf  die  Axe  in  den 
Winkel,  durch  welchen  sich  der  Schaft  dreht,  ist  das  Maass  der  zur 
Ueberwindung  der  Reibung  gegen  das  Seil  verbrauchten  Gesammt- 
arbeit. Wenn  wir  den  Schaft  von  jedem  anderen  Widerstände  be- 
freien und  an  jedem  £nde  des  Seils  oder  der  Kette  eine  hinlänglich 
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grosse  Kraft  anbringen  (was  in  der  Praxis  leicht  geschehen  kann), 
80  bewegt  sich  der  Motor  mit  der  för  den  Versnoh  passenden  6«- 
seh  windigkeit  weiter,  nnd  während  dieser  Zeit  wird  alle  seine 
Arbeit  zur  Ueberwindung  der  Reibung  yerbrancht  nnd  zugleich 
gemessen. 
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l)a.s  Recht  der  Uehersctzung  in  fremde  Sprachen  ist  vorbehllteu. 


VORREDE 

ZUM 

ZWEITEN  THEILE  DES  ERSTEN  BANDES. 


Kritisch  es. 

beitdem  die  Uebersetzung  des  ersten  Theils  dieses  Bandes 
Teröffentlicht  wurde,  ist  sowohl  die  ganze  wissßnschaftliche 
Richtung  desselben,  als  insbesondere  auch  eine  Reihe  einzelner 
Stellen  daraus  von  Herrn  J.  C.  F.  Zöllner  in  seinem  Buche 
aüber  die  Natur  der  Kometen"  einer  mehr  als  lebhaften  Kritik 
unterzogen  worden.  Auslassungen  gegen  die  persönlichen 
Eigenschaften  der  englischen  Autoren  oder  meiner  selbst  zu 
beantworten,  halte  ich  nicht  für  nöthig.  Auf  eine  Kritik  wissen- 
schaftlicher Sätze  und  Principien  zu  erwiedern,  habe  ich  der 
Regel  nach  nur  dann  für  nöthig  gehalten,  wenn  neue  Thatsachen 
beizubringen  oder  Missverständnisse  aufzuklären  waren,  in  der 
Erwartung,  dass,  wenn  alle  Data  gegeben  sind,  die  wissenschaft- 
lichen Fachgenossen  schliesslich  sich  ihr  Urtheil  zu  bilden  wis- 
sen auch  ohne  die  weitläufigen  Auseinandersetzungen  oder 
sophistischen  Künste  der  streitenden  Gegner.  Wäre  das  vor- 
liegende Handbuch  nur  für  reif  ausgebildete  Sachverständige 
bestimmt,  so  hätte  der  Zöllner' sehe  Angriff  unbeantwortet 
bleiben  können.  Es  ist  aber  auch  wesentlich  für  Lernende  be- 
rechnet, und  da  jüngere  Leser  durch  die  überaus  grosse  Zuver- 
sichtlichkeit und  den  Ton  sittlicher  Entrüstung,   in  welchem 
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unser  Kritiker  seine  Meinungen  vorzutragen  sich  berechtigt 
glaubt,  vielleicht  irre  gemacht  werden  könnten,  halte  ich  es 
für  nützlich,  die  gegen  die  beiden  englischen  Autoren  gerichteten 
sachlichen  Einwendungen  so  weit  zu  beantworten,  als  nöthig 
ist,  damit  der  Leser  sich  durch  eigene  Ueberlegung  zurecht  zu 
finden  wisse. 

Unter  den  Naturforschern,  welche  ihr  Streben  vorzugsweise 
darauf  gerichtet  haben,  die  Naturwissenschaft  von  allen  meta- 
physischen Erschleichungen  und  von  allen  willkürlichen  Hypo- 
thesen zu  reinigen,  sie  im  Gegentheil  immer  mehr  zum  reinen  und 
treuen  Ausdruck  der  Gesetze  der  Thatsachen  zu  machen,  nimmt 
Sir  W.Thomson  eine  der  ersten  Stellen  ein,  und  er  hat  gerade 
dieses  Ziel  vom  Anfange  seiner  wissenschaftlichen  Laufbahn  an 
in  bewusster  Weise  verfolgt.  Eben  dies  erscheint  mir  als  ein 
Hauptverdienst  des  vorliegenden  Buches,  während  es  in 
Herrn  Zöllner 's  Augen  seinen  fundamentalen  Mangel  bildet 
Letzterer  möchte  statt  der  „inductiven"  Methode  der  Natur- 
forscher eine  überwiegend  „deductive"  eingeführt  sehen.  Wir 
alle  haben  bisher  das  inductive  Verfahren  gebraucht,  um  neue 
Gesetze,  beziehlich  Hypothesen,  zu  finden,  das  deductive,  um 
deren  Consequenzen  zum  Zwecke  ihrer  Verificirung  zu  ent- 
wickeln. Eine  deutliche  Auseinandersetzung,"  wodurch  sich  sein 
neues  Verfahren  von  dem  allgemein  eingehaltenen  unterscheiden 
solle,  finde  ich  in  Herrn  Zöllner's  Buche  nicht.  Dem  von 
ihm  in  Aussicht  genommenen  letzten  Ziele  nach  läuft  es  auf 
Schopenhauer 'sehe  Metaphysik  hinaus.  Die  Gestirne  sollen 
sich  einander  lieben  und  hassen,  Lust  und  Unlust  empfinden 
und  sich  so  zu  bewegen  streben,  wie  es  diesen  Empfindungen 
entspricht.  Ja  in  verschwommener  Nachahmuög  des  Gesetzes 
der  kleinsten  Wirkung  wird  (S.  326,  327)  der  Schopenhauer'- 
sche  Pessimismus ,  welcher  diese  Welt  zwar  für  die  beste  unter 
den  möglichen  Welten,  aber  für  schlechter  ais  gar  keine 
erklärt,  zu  einem  angeblich  allgemeingültigen  Principe  von  der 
kleinsten  Summe  der  Unlust  formulirt,  und  dieses  als  oberstes 
Gesetz  der  Welt,  der  lebenden  wie  der  leblosen,  proclamirt 

Dass  nun  ein  Mann ,  dessen  Geist  auf  solchen  Wegen  wan- 
delt, in  der  Methode  des  Thomson-Tait 'sehen  Buches  das 
gerade  Gegentheil  des  richtigen  Weges,  oder  dessen,  was  er 
selbst  dafür  hält,  erblickt,  ist  natürlich;  dass  er  den  Grund  des 
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Widerspruchs  in  j^Uen  möglichen  persönlichen  Schwächen  der 
Regner,  nicht  aber  da  sucht,  wo  er  wirklich  steckt,  entspricht 
ganz  der  intoleranten  Weise,  in  der  Anhänger  von  metaphysischen 
^Glaubensartikeln  ihre  Gegner  zu  behandeln  pflegen,  um  sich  und 
icr  Welt  die  Schwäche  ihres  eigenen  Standpunktes  zu  verhüllen. 
Herr  Zöllner  ist  überzeugt,  „dass  es  der  Mehrzahl  unter  den 
heutigen  Vertretern  der  exacten  Wissenschaften  an  einer  klar  be- 
wnssten  Kenntniss  der  ersten  Principien  der  Erkenntnisstheorie 
gebreche."  (S.  VIII.^  Dies  sucht  er  durch  Nachweisung  angeb- 
licher grober  Denkfehler  bei  mehreren  von  ihnen  zu  erhärten. 

Dazu  müssen  zunächst  die  Herren  Thomson  und  Tait 
herhalten.  Diese  haben  ihrer  üeberzeugung  betrefls  ^  des 
richtigen  Gebrauchs  der  naturwissenschaftlichen  Hypothesen 
in  den  Paragraphen  381  bis  385  des  vorliegenden  Buches  Aus- 
druck gegeben.  Sie  tadeln  in  Paragraph  385  Hypothesen,  die 
sich  zu  weit  von  den  beobachtbaren  Thätsachen  entfernen,  und 
wählen  als  Beispiele  für  den  nachtheiligen  Einfluss  derselben 
natürlich  nur  solche,  welche  durch  ausgedehnte  Verbreitung  und 
die  Auto'rität  ihrer  Urheber  wirklich  einflussreich  geworden 
sind.  In  dieser  Beziehung  stellen  sie  das  von  unserem  Lands- 
manne  W.  Weber  aufgestellte  Gesetz  der  elektrischen  Fern- 
wirkung in  gleiche  Linie  mit  der  von  J.  Newton  physikalisch 
durchgearbeiteten  Emissionstheorie  des  Lichtes.  Diese  Neben- 
einanderstellung zeigt  am  besten,  dass  die  Englischen  Autoren 
Nichts  beabsichtigten,  was  ein  gesund  gebliebenes  deutsches 
Nationalgefühl  verletzen  müsste.  Wir  sind,  denke  ich,  in 
Deutschland  noch  nicht  dahin  gekommen  und  werden  hoffent- 
lich nie  dahin  kommen,  dass  Hypothesen,  wenn  sie  auch  von 
einem  noch  so  hochverdienteir  Manne  aufgestellt  worden  sind, 
nicht  kritisirt  werden  dürften.  Sollte  es  aber  wirklich  jemals 
dahin  kommen,  dann  würden  Herr  Zöllner  und  seine  meta- 
physischen Freunde  in  der  That  das  Recht  haben,  über  den 
Untergang  der  deutschen  Naturwissenschaft  zu  klagen,  bezieh- 
lich  zu  triumphiren.  Eine  Hypothese  aufgestellt  zu  haben, 
welche  bei  weiterer  Entwicklung  der-  Wissenschaft  sich  als 
unzulässig  erweist,  ist  für  Niemanden  ein  Tadel,  ebensowenig 
als  es  für  Jemanden,  der  in  gänzlich  unbekannter  Gegend  sich 
seinen  Weg  suchen  muss,  ein  Vorwurf  ist,  trotz  aller  Aufmerk- 
samkeit und  Ueberlegung,  die  er  verwendet  hat,  einmal  fehl- 
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gegangen  zu  sein.  Auch  ist  weiter  klar,  dass  derjenige,  der 
eine  Hypothese,  welche  die  Geister  einer  grossen  Menge  Ton 
wissenschaftlichen  Männern  gefangen  genommen  hat,  für  falsch 
hält,  demnächst  urtheilen  muss,  dass  dieselbe  zeitweilig  sckäd- 
lieh  und  hemmend  für  die  Entwickelung  der  Wissenschaft  sei, 
und  wird  berechtigt  sein  dies  auszusprechen,  wenn  ihm  die  Auf- 
gabe zufällt,  nach  seiner  besten  Ueberzeugung  den  Lernenden 
über  den  Weg,  den  er  einzuschlagen  habe,  zu  berathen. 

Unter  den  Gründen,  welche  Herr  W.  Thomson  für  die 
Unzulässigkeit  der  Weber 'sehen  Hypothese  anfuhrt,  ist  aach 
der,  dass  sie  dem  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Kraft  wider- 
spreche. Dieselbe  Behauptung  war  auch  ich  genöthigt,  etwas 
später  in  einer  im  Jahre  1870  veröffentlichten  Arbeit*)  aufzu- 
stellen. Herr  Zöllner  hat  nun  auf  die  Autorität  von  Herni 
C.  Neumann  hin  angenommen,  diese  Behauptung  sei  falsch. 
Ihm  erscheint  im  Gegentheil  das  W^eber'sche  Gesetz  ebenfalls 
ein  Universalgesetz  aller  Kräfte  der  Natur  zu  sein  (wie  sieb 
diese  verschiedenen  Universalgesetze  mit  einander  vertrageD, 
bleibt  unerörtert),  und  er  verwendet  20  Seiten  seiner  Einleitung 
dazu,  um  seiner  Entrüstung  über  die  intellectuelle  und  morali- 
sche Stumpfheit  derjenigen,  die  es  antasten,  Luft  zu  machen. 
Herr  Zöllner  wird  seitdem  wohl  begriffen  haben,  dass  es 
mindestens  unvorsichtig  ist,  nur  auf  die  Autorität  eines  der 
Gegner  gestützt  einem  wissenschaftlichen  Streite  mit  Schmäh- 
reden gegen  die  andere  Partei  assistiren  zu  wollen,  abgesehen 
davon,  dass  man  auf  solche  Weise  zur  Entscheidung  des 
Streites  gar  Nichts,  zur  Verbitterung  desselben  vielleicht  sehr 
viel  beiträgt.  Herr  C.  Neumann  war  selbst  Partei  in  dieser 
Sache;  die  Theorie  der  elektrodynamischen  Wirkungen,  welche 
er  selbst  damals  festhielt,  wurde  von  meinen  Einwänden  mit- 
getroffen. Er  hat  seitdem  diese  Theorie  fallen  lassen.  Er 
selbst,  wie  Herr  W.  Weber,  haben  des  letztem  ursprüngliche 
Theorie  halten  zu  können  geglaubt,  wenn  sie  die  Mitwirkung 
molecularer  Kräfte  für  sehr  genäherte  elektrische  Massen  hinzu- 
nähmen. Ich  habe  dann  in  meiner  zweiten  Abhandlung  zur 
Theorie  der  Elektrodynamik**)  nachgewiesen,  dass  die  Annahme 

*)  Ueber    die    Bewcgungsgleichungen    der    Elektricität    für    ruhenUe    leiteDde 
Körper.     Borchardt,  Journal  für  Mathematik.     Bd.  72,  75, 
♦*)  Genanntes  Journal  Bd.  75, 
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von  Molecularkräften  den  Leck  iji.der  Web  er 'sehen  Theorie 
nicht  zustopft.  Inzwischen  hat  Herr  C.  Neumann  selbst,  noch 
ehe  er  von  meinem  zweiten  Aufsatze  Kenntniss  erhielt,  die  Be- 
gründung  der  Elektrodynamik  auf  das  Weber'sche  Gesetz  auf- 
gegeben, und  ein  neues  Gesetz  dafür  zu  construiren  gesucht. 

Hierbei  möchte  ich,  gegenüber  der  Betonung  der  deductiven 
Methode  durch  unsere  Gegner,  an  dieses  Beispiel  noch  folgende 
Bemerkung  knüpfen.     Nach  der  bisherigen  Ansicht  der  besse- 
ren Naturforscher  war  die  deductive  Methode  nicht  bloss  be- 
rechtigt, sondern  sogar  gefordert,  wenn  es  sich  darum  handelte, 
die  Zulässigkeit  einer  Hypothese  zu  prüfen.    Jede  berechtigte 
Hypothese  ist  der  Versuch,  ein  neues  allgemeineres  Gesetz  auf- 
zustellen, welches  mehr  Thatsachen  unter  sich  begreift,  als  bis- 
her beobachtet  sind.    Die  Prüfung  derselben  besteht  nun  darin, 
dass  wir  alle  Folgerungen,  welche  aus  ihr  herfliessen,  uns  zu 
entwickeln  suchen,  namentlich  diejenigen,  welche  mit  beobacht- 
baren Thatsachen  zu  vergleichen  sind.   Also  wäre  es  meines  Er- 
achtens  die  erste  Pflicht  derjenigen  gewesen,  welche  die  Weber'- 
sche  Hypothese  vertheidigen  wollten,  unter  Anderem  nachzusehen, 
ob  diese  Hypothese  die  allergemeinste  Thatsache  erklären  kann, 
die  nämlich,  dass  die  Elektricität ,  wenn  keine  elektromotori- 
schen Kräfte  auf  sie  einwirken,  in  allen  elektrischen  Leitern 
in  Ruhe  bleibt  und  also  fähig  ist,  in  stabilem  Gleichgewichte 
zu  beharren.    Wenn  die  Weber'sche  Hypothese  das  Gegen- 
theil  ergiebt,  wie  ich  nachzuweisen  gesucht  habe,  so  war  zunächst 
nach  einer  solchen  Modification  derselben  zu  suchen,  welche 
stabiles  Gleichgewicht  in  den  grössten    wie  in  den  kleinsten 
Leitern  möglich  machte.    Nach  meiner  Ansicht  wäre  dies  ein 
richtiges  und  durch  die  deductive  Methode  gefordertes  Verfahren 
gewesen,  nicht  aber  Halt  zu  machen,  wenn  man  merkt,  dass  man 
auf  unbequeme  Folgerungen  kommt,  und  sich  damit  zu  ent- 
schuldigen ,  dass  die  richtigen  Differentialgleichungen  für  die 
Bewegung  der  Elektricität  aus  dem  Weber'schen  Gesetz  eben 
noch  nicht  gefunden  seien.    Und  wenn  ein  Anderer  sich  dieser 
Mühe  unterzieht,  so  sollte  Jemand,  der  sich  für  einen  Vertreter 
der  deductiven  Methode  xav'  i^oxrjv  hält,  ihm  Beifall  spenden, 
statt  ihn  der  Impietät  zu  bezichtigen,  selbst  wenn  die  Ergebnisse 
der  Untersuchung  sich  als  unbequem  für  den  Icarusflug  der 
Speculation  heraussteUen  sollten. 
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Da  Herr  Zöllner  siclk  nicht  für  einen  Mathematiker  aus- 
gibt, im  Gegentheil  uns  auf  Seite  426  und  427  seines  Buches 
belehrt,  dass  zu  häufige  Anwendung  der  Mathematik  die  be- 
wusste  Verstandesthätigkeit  verkümmern  mache  und  ein  be- 
quemes Mittel  zur  Befriedigung  der  Eitelkeit  sei,  ausserdem  an 
vielen  Stellen,  immer  wiederholt,  seine  Geringschätzung  denen 
ausspricht,  die  seine  Speculationen  durch  Nachweis  von  Fehlern 
im  Differentiiren  und  Integriren  zu  widerlegen  glaubt-en:  so 
dürfen  wir  betreffs  des  Web  er' sehen  Gesetzes  nicht  zu  strenge 
mit  ihm  rechten.  Freilich  sollte  billiger  Weise  Jemand,  der  die 
Freiheit  für  sich  in  Anspruch  nimmt,  unsicher  in  der  Mathe- 
matik sein  zu  dürfen,  nicht  über  Dinge  absprechen  wollen,  die 
nur  durch  mathematische  Untereuchungen  entschieden  werdea 
können.  Seine  Kometentheorie,  die  man  doch  wohl  als  ein 
nach  seiner  Meinung  mustergültiges  Beispiel  davon  ansehen  soll, 
wie  die  rechte  Methode  zu  verfahren  habe,  gibt  überdies  andere 
viel  populärere  Beispiele  derselben  eigenthümlichen  Art  von 
Anwendung  oder  Nichtanwendung  der  Deduction,  Beispiele,  deren 
Besprechung  für  eine  andere  passendere  GelQgenheit  vorbehalten 
werden  mag. 

Es  bleibt  noch  sein  Ausfall  gegen  die  Autoren  dieses  Buches 
wegen  der  Emissionstheorie  des  Lichtes  zu  besprechen.  Sie 
sagen,  eine  solche  Theorie  wäre  höchstens  dann  zu  rechtfertigen 
gewesen,  wenn  ein  Lichtkörperchen  wirklich  gesehen  und  unter- 
sucht worden  wäre.  Herr  Zöllner  findet  in  dieser  Forderung 
„nicht  etwa  nur  eine  physikalische,  sondern  sogar  eine  leicht 
„zu  entdeckende  logische  Unmöglichkeit.  In  der  That,  wenn 
„in  uns  erst  durch  die  Berührung  der  Lichtkörperchen  mit  unseren 
„Nerven  die  Empfindung  des  Lichtes  erzeugt  vrird,  —  so  ist  es 
„offenbar  unmöglich,  ein  solches  Lichtkörperchen,  bevor  es 
„unseren  Sehnerven  berührt  oder  afficirt  hat,  überhaupt  durch 
„das  Auge  wahrzunehmen."  Darauf  folgen  dann  Declamationen 
über  grobe  Denkfehler,  absoluten  Nonsens  u.  s.  w.  Letzterer 
ist  hier  wirklich  vojchanden;  aber  er  steckt  nicht  in  dem,  was 
die  englischen  Autoren  gesagt,  sondern  in  dem,  was  ihr  Angreifer 
in  ihre  Worte  hineininterpretirt  hat.  Muss  ich  einem  Manne, 
der  so  viel  sicherer  in  den  Elementen  der  Erkenntnisstbeorie 
zu  sein  glaubt,  als  seine  Gegner,  noch  erst  auseinandersetzen, 
dass  einObject  sehen,  im  Sinne  der  Emanationstheorie,  heisst 
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die  Lichtkörperchen  in  das  Auge  aufnehmen  und  empfinden, 
die  von  jenem  Objecte  abgeprallt  sind?  Nim  ist  aber 
nichts  von  einer  logischen  Unmöglichkeit  oder  Widerspruch 
gegen  die  Grundlagen  der  Theorie  in  der  Annahme  zu  finden, 
dass  ein  ruhendes  Lichtkörperchen  —  sie  ruhen  ja,  sobald  sie 
ron  dunkeln  Körpern  absorbirt  sind  —  andere  gegenstossende 
mrückwerfe,  für  die  es  dadurch  Radiationscentrum  wird  und 
demnächst  als  Ausstrahlungspunkt  dieser  Radiation  gesehen 
rerde.  Ob  und  wie  ein  solcher  Vorgang  zur  Beobachtung  zu 
bringen  ist,  wäre  im  Sinne  der  englischen  Autoren  natürlich 
Sache  desjenigen,  der  die  Existenz  der  Lichtkörperchen  direct 
beweisen  wollte.  Man  mag  über  die  Strenge  und  Zweckmässig- 
keit dieser  Anforderung  denken,  was  man  will,  ein  logischer 
Widerspruch  liegt  nicht  darin,  und  gerade  auf  einen  solchen 
käme  es  an,  um  das  zu  beweisen,  was  Herr  Zöllner  beweisen 
möchte. 

Einen  weiteren  Einwurf  von  ähnlichem  wissenschaftlichen 
Werthe  will  ich  noch  erwähnen,  weil  er  sich  auf  Sir  W.  Thomson 
bezieht,  wenn  auch  nicht  auf  eine  Stelle  dieses  Buches.  Es  betrifft 
Ue  Frage  überdie  Möglichkeit,  dassorganischeEeimein  den  Meteor- 
teinen  vorkommen  und  den  kühl  gewordenen  Weltkörpern  zuge- 
fihrt  werden.  Herr  W.  Thomson  hatte  diese  Ansicht  in  seiner  Er- 
fflnungsrede  der  britischen  Naturforscherversammlung  zu  Edin- 
l)urg  im  Herbst  1871  als  „nicht  unwissenschaftlich"  bezeichnet, 
^uch  hier  muss  ich  mich,  wenn  darin  ein  Irrthum  liegt,  alsMitirren- 
ier  melden.  Ich  hatte  dieselbe  Ansicht  als  eine  mögliche  Erklä- 
rangsweise  der  Uebertragung  von  Organismen  durch  die  Welträume 
»gar  noch  etwas  früher  als  Herr  W.  Thomson  in  einem  im  Früh- 
ling desselben  Jahres  zu  Heidelberg  undCöln  gehaltenen,  aber 
noch  nicht  veröffentlichten  Vortrage  erwähnt.  Ich  kann  nicht 
lagegen  rechten,  wenn  Jemand  diese  Hypothese  für  unwahr- 
icheinlich  im  höchsten  oder  allerhöchsten  Grade  halten  will, 
iber  es  erscheint  mir  ein  vollkommen  richtiges  wissenschaft- 
Bcbes  Verfahren  zu  sein,  wenn  alle  unsere  BeMÜhungen  scheitern, 
Organismen  aus  lebloser  Substanz  sich  erzeugen  zu  lassen,  dass 
wir  fragen,  ob  überhaupt  das  Leben  je  entstanden,  ob  es  nicht 
eben  so  alt,  wie  die  Materie  sei,  und  ob  nicht  seine  Keime  von 
öLem  Weltkörper  zum  anderen  herübergetragen  sich  überall 
entwickelt  hätten,  wo  sie  günstigen  Boden  gefunden. 
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Herrn  Zöllner' s  angebliche  physikalische  Gegengründe 
sind  von  sehr  geringem  Gewicht.  Er  erinnert  an  die  Erhitzung 
der  Meteorsteine  und  fügt  hinzu  (S.  XXVI).  „Wenn  daher 
„jener  mit  Organismen  bedeckte  Meteorstein  auch  beim  Tax- 
„trümmem  seines  Mutterkörpers  mit  heiler  Haut  davon  gekommen 
„wäre  und  nicht  an  der  allgemeinen  Temperaturerhöhung  Theii 
„genommen  hätte,  so  musste  er  doch  nothwendig  erst  die  Erd- 
„atmosphäre  passirt  haben,  ehe  er  sich  seiner  Organismen  znr 
„Bevölkerung  der  Erde  entledigen  konnte." 

Nun  wissen  wir  erstens,  aus  häufig  wiederholten  Beob- 
achtungen, dass  die  grösseren  Meteorsteine  bei  ihrem  Fall  durch 
die  Atmosphäre  sich  nur  in  ihrer  äussersten  Schicht  «erhitzen, 
im  Innern  aber  kalt  oder  sogar  sehr  kalt  bleiben.  Alle  Keime 
also ,  die  etwa  in  Spalten  derselben  steckten ,  wären  vor  Ver- 
brennung in  der  Erdatmosphäre  geschützt.  Aber  auch  die 
oberflächlich  gelagerten  würden  doch  wohl,  wenn  sie  in  die  aller- 
höchsten und  dünnsten  Schichten  der  Erdatmosphäre  gerathen, 
längst  durch  den  gewaltigen  Luftzug  herabgeblasen  sein,  ehe 
der  Stein  in  dichtere  Theile  der  Gasmasse  gelangt,  wo  die 
Compression  gross  genug  wird,  um  merkliche  Wärme  zu  erzeugen. 
Und  was  andererseits  den  Zusammenstos^  zweier  Weltkörper 
betrifit,  wie  ihn  Thomson  annimmt,  so  werden  die  ersten  Folgea 
davon  gewaltige  mechanische  Bewegungen  sein,  und  erst  in  im 
Maasse,  als  diese  durch  Reibung  vernichtet  werden,  entsteht 
Wärme.  Wir  wissen  nicht,  ob  das  Stunden,  oder  Tage,  oder 
Wochen  dauern  würde.  Die  Bruchstücke,  welche  im  ersten 
Moment  mit  planetarischer  Geschwindigkeit  fortgeschleudert 
sind,  können  also  ohne  alle  Wärmeentwicklung  davon  kommen. 
Ich  halte  es  nicht  einmal  für  unmöglich,  dass  ein  durch  hohe 
Schichten  der  Atmosphäre  eines  Weltkörpers  fliegender  Stein, 
oder  Steinschwarm  einen  Ballen  Luft  mit  sich  hinausschleudeit 
und  fortnimmt,  der  unverbrannte  Keime  enthält. 

Wie  gesagt,  möchte  ich  alle  diese  Möglichkeiten  noch  uicht 
f  lir  Wahrscheinlichkeiten  ausgeben.  Es  sind  nur  Fragen,  deren 
Existenz  und  Tragweite  wir  im  Auge  behalten  müssen,  damit 
sie  vorkommenden  Falls  durch  wirkliche  Beobachtungen  oder 
Schlussfolgerungen  aus  solchen  gelöst  werden  können. 

Herr  Zöllner  versteigt  sich  dann  zu  folgenden  zwei  Sätzen 
(S.  XXVIII  und  XXIX): 
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„Dass  die  Naturforscher  heute  noch  einen  so  ungemeinen 
„Werth  auf  den  inductiven  Beweis  der  generatio  aequivoca 
„legen,  ist  das  deutlichste  Zeichen,  wie  wenig  sie  sich  mit  den 
,,ersten  Principien  der  Erkenntnisstheorie  vertraut  gemacht 
flhaben." 
und  femer: 

„Ebenso  drückt  die  Hypothese  von  der  generatio  aequi- 

jjVoca, nichts  anderes 'als  die  Bedingung  für  die  Begreiflich- 

^keit  der  Natur  nach  dem  Causalitätsgesetze  aus." 

Hier  haben  wir  den  ächten  Metaphysiker.  Einer  angeb- 
lichen Denknothwendigkeit  gegenüber  blickt  er  hochmüthig  auf 
die,  welche  sich  um  Erforschung  der  Thatsachen  bemühen,  herab. 
Ist  es  schon  vergessen,  wie  viel  Unheil  dieses  Verfahren  in  den  ' 
früheren  Entwicklungsperioden  der'Naturwissentchaften  ange- 
richtet hat?  Und  was  ist  die  logische  Basis  dieses  erhabenen 
Standpunktes?    Die  richtige  Alternative  ist  oflFenbar: 

„Organisches  Leben  hat  entweder  zu  irgend  einer  Zeit  an- 
gefangen zu  bestehen,  oder  es  besteht  von  Ewigkeit." 

Herr  "Zöllner  lässt  den  zweiten  Theil  dieser  Disjunction 
einfach  weg,  oder  glaubt  ihn  durch  einige  kurz  zuvor  angeführte 
flüchtige  physikalische  Betrachtungen  beseitigt  zu  haben,  die 
durchaus  nicht  entscheidend  sind.  Demgemäss  ist  seine  Con- 
clusio,  welche  die  erste  Hälfte  der  oben  aufgestellten  Disjunction 
affirmirt.  entweder  gar  nicht  bewiesen ,  oder  nur  mittels  eines 
Minor,  der  auf  physikalische  Gründe  (und  zwar  ungenügende) 
gestützt  ist.  Also  ist  die  Conclusio  keineswegs,  wie  Herr  Zöll- 
ner glaubt,  ein  Satz  von  logischer  Noth wendigkeit,  sondern  höch- 
stens eine  unsichere  Folgerung  aus  physikalischen  Betrachtungen. 

Dies  ist,  was  Herr  Zöllner  auf  dem  Gebiete  der  wissen- 
schaftlichen  Fragen  gegen  die  Autoren  dieses  Handbuchs  ein- 
zuwenden hat*).  Anklagen,  von  genau  demselben  Gewichte, 
gegen  andere  Naturforscher  mit  derselben  Zuversicht  auf  die 
eigene  Unfehlbarkeit  und  mit  demselben  schnellfertigen  Ab- 
sprechen über  die  intellectuellen  und  moralischen  Eigenschaften 


*)  Auf  dem  Gebiete  der  persönlichen  Fragen  muss  ich  bezüglich  der  die 
Principien  der  Spectralanalyse  betreffenden  Prioritätsredamation,  mit  welcher  Herr 
W.  Thomson  für  Herrn  Stokes  siegen  Herrn  Kirchhoff  aufgetreten  ist,  mich 
auf  die  Seite  de*  Letztgenannten  stellen  in  voller  Anerkennung  der  Gründe,  die 
er  selbst  geltend  gemacht  hat. 
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des  Gegners  erhoben,  finden  sich  in  Herrn  Zöllner' s  Buche 
noch  in  grosser  Anzahl  vor.  Einen  anderen  Theil  dieser  Bei- 
spiele zu  besprechen  wird  sich  noch  eine  andere  Gelegenheit 
finden.  Wenn  ich  eine  Nutzanwendung,  die  uns  hier  interessirt^ 
vorausnehmen  darf,  so  ist  es  die,  dass  die  strenge  Disciplin  der 
inductiven  Methode,  das  treue  Festhalten  an  den  Thatsachen, 
welches  die  Naturwissenschaften  gross  gemacht  hat,  für  dea 
aufmerksamen  und  urtheilsfahigen  Leser  durch  keine  theoreti- 
schen Gründe  wirksamer  und  beredter  vertheidigt  werden  kann, 
als  durch  das  praktische  Beispiel,  welches  das  ZöUner'sche 
Buch  für  die  Gonsequenzen  der  entgegengesetzten,  angebUch 
deductiven,  speculirenden  Methode  gibt,  um  so  mehr  als  Herr 
Zöllner  unzweifelhaft  ein  talentvoller  und  kenntnissreicher 
Mann  ist,  dei^inst,  ehe  et  in  die  Metaphysik  verfiel,  hofiriungs- 
reiche  Arbeiten  lieferte,  und  noch  jetzt,  wo  er  auf  dem  Bodes 
der  Wirklichkeit  festgehalten  wird,  z.  B.  bei  der  ConstxuctioB 
optischer  Instrumente  und  der  Ermittelung  optischer  Methoden» 
Scharfsinn  und  Erfindungsgabe  zeigt. 

Berlin,  December  1873. 

H.  Helmholtz. 
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Fünftes  Capitel. 

Einleitung. 

438.  Approximative  Behandlung  physikalisoher  Fra- 
gen. —  So  lange  wir  nicht  die  Natur  der  Materie  nnd  die  Kräfte, 
welche  ;hre  Bewegungen  hervorhringen,  vollständig  kennen,  wird 
es  durchaus  unmöglich  sein,  die  exacten  Bedingungen  irgend  einer 
physikalischen  Frage  einer  mathematischen  Behandlung  zu  unter- 
werfen. Doch  kann  man  fast  jedes  Prohlem  der  gewöhnlichen  Theile 
der  Phjsik  leicht  approximativ  durch  Einführung  einer  Art  von 
ahstracter  oder  vielmehr  gegen  eine  Grenze  hin  verschobe- 
ner Annahmen  lösen,  die  uns  in  den  Stand  setzt,  die  Frage  in 
ihrer  modificirten  Form  ohne  Mühe  zu  beantworten,  während  wir 
zugleich  versichert  sind,  dass  die  (so  modificirten)  Umstände  auf 
das  Resultat  nur  von  unwesentlichem  Einflüsse  sind. 

439.  Nehmen  wir  z.  B.  den  einfachen  Fall  eines  Hebebaumes, 
den  man  anwendet,  um  eine  schwere  Masse  in  Bewegung  zu  setzen. 
Wollte  man  die  Wirkung  vollständig  berechnen,  so  hätte  man 
gleichzeitig  die  Bewegungen  jedes  Theils  des  Baumes,  der  Unter- 
lage und  der  gehobenen  Masse  zu  behandeln,  und  bei  der  fast 
gänzlichen  Unkeuntniss,  in  der  wir  uns  über  die  Natur  der  Ma- 
terie und  der  Molekularkräfte  befinden,  ist  es  offenbar  unmöglich, 
das  Problem  in  dieser  Weise  in  Angriff  zu  nehmen. 

Thomson  n.  Tftlt,  theoretiache  Physik.    II.  1 


2  Abstracte  Dynamik. 

Nun  lehrt  die  Beobachtung,  dass  die  Theile  des  Baumes,  der 
Unterlage  und  der  Masse,  eines  jeden  für  sich,  während  des  gan- 
zen Processes  nahezu  dieselben  relativen  Lagen  gegen  einander 
beibehalten,  und  diese  Beobachtung  bringt  uns  auf  die  Idee,  statt 
der  obigen  unmöglichen  Frage  eine  andere,  allerdings  ganz  davon 
verschiedene  Frage  zu  behandeln,  die  jedoch,  während  sie  unendlich 
einfacher  ist,  offenbar  zu  nahezu  denselben  Resultaten  wie  die  er- 
stere  fährt. 

440.  Zu  der  neuen  Form  der  Aufgabe  führt  uns  unmittelbar 
das  experimentelle  Ergebniss  des  Versuchs.  Stellen  wir  uns  die  in 
Frage  kommenden  Massen  als  vollkommen  starr  vor  (d.  b.  als 
durchaus  unfähig,  ihre  Form  oder  ihre  Dimensionen  zu  ändern),  so 
kann  die  unendliche  Reihe  der  wirklich  wirkenden  Kräfte  von  der 
Betrachtung  ausgeschlossen  bleiben;  die  mathematische  Untersu- 
chung hat  es  dann  mit  einer  endlichen  (und  im  Allgemeinen  kleinen). 
statt  mit  einer  praktisch  unendlich  grossen  Anzahl  von  Kräften  zu 
thun.  Dass  wir  berechtigt  sind,  statt  der  Aufgabe,  von  der  wir 
ausgingen,  die  neue  einfachere  zu  behandeln,  lässt  sich  in  folgender 
Weise  zeigen: 

441.  Die  Wirkungen  der  zwischen  den  Molekülen  ihätigen 
Kräfte  würden  sich  nur  in  Aenderungen  der  molekularen  Form 
oder  des  Volumens  der  in  Rede  stehenden  Massen  zeigen.  Da  die«p 
aber  (praktisch)  fast  unverändert  bleiben,  so  können  die  Kraft«, 
welche  Aenderungen  hervorbringen  oder  hervorzubringen  suchen, 
von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  werden.  Wir  können  folglicli 
die  Wirkung  der  Vorrichtung  unter  der  Voraussetzung  untersuchen, 
dass  dieselbe  aus  getrennten  Theilen  bestehe,  deren  Form  and  Di- 
mensionen unveränderlich  sind. 

442.  Weitere  Annäherungen.  —  Wenn  wir  ein  wenig  nä- 
her auf  die  Sache  eingehen,  so  finden  wir,  dass  sich  der  Hebel 
biegt,  dass  einige  seiner  Theile  ausgedehnt,  andere  zusammen- 
gezogen werden.  Dies  würde  uns  in  eine  sehr  ernsthafte  und 
schwierige  Untersuchung  führen,  wenn  wir  alle  Umstände  zu  be- 
rücksichtigen hätten.  Wir  finden  aber  (auf  dem  Wege  der  E^rfiüi- 
rung),  dass  wir  eine  hinlänglich  genaue  Lösung  dieser  noch  viel 
bedenklicheren  Theile  der  Frage  erhalten,  wenn  wir  voraussetzen 
(was  in  der  Praxis  nie  realisirt  werden  kann),  die  Masse  sei  homo- 
gen, und  die  durch  eine  Ausdehnung,  eine  Compression  oder  eine 
Verdrehung  hervorgerufenen  Kräfle  seien  beziehungsweise  diesen 
Deformationen  an  Gröss^  proportional,  an  Richtung  entgegengesetzt. 
Mittels  dieser  -weiteren  Annahme  kann  man    die   Vibrationen  von 
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Stäben,  Platten,  u.  s.  w.,  sowie  den  statischen  Eflfect  von  elastischen 
Fedem,  u.  s.  w.  in  sehr  enger  Annäherung  behandeln. 

443.  Wir  können  den  Process  noch  weiter  verfolgen.  Com- 
pression  entwickelt  im  Allgemeinen  Wärme,  Ausdehnung,  Kälte. 
Diese  ändern  merklich  die  Elasticität  eines  Körpers.  Durch  Ein- 
fuhrung solcher  Betrachtungen  erreichen  wir  ohne  grosse  Schwie- 
rigkeit das,  was  man  eine  dritte  Approximation  an  die  Lösung 
(les  betrachteten  physikalischen  Problems  nennen  kann. 

444.  Wir  könnten  weiter  die  Leitung  der  so  erzeugten  Wärme 
durch  den  festen  Körper  und  die  Modificationen  der  Elasticität,  von 
denen  sie  begleitet  ist,  einfahren,  u.  s.  w.  Darauf  könnten  wir  die 
Erzeugung  der"  thermo-elektrischen  Ströme  betrachten ,  welche  (wie 
wir  sehen  werden)  immer  durch  ungleiche  Erwärmung  einer  Masse 
entwickelt  werden,  wenn  dieselbe  nicht  vollkommen  homogen  ist. 
Doch  wird  das  Gesagte  genügen  zu  zeigen,  dass  wir  erstens  völlig 
unfähig  sind,  irgend  eine  physikalische  Frage  mittels  der  einzig 
vollkommenen  Methode,  nämlich  durch  Betrachtung  der  Umstände, 
welche  auf  die  Bewegung  jedes  einzelnen  Theils  jedes  in  Rede  ste- 
henden Körpers  von  Einfluss  sind,  exact  und  vollständig  zu  lösen ; 

.und  dass  zweitens  praktische  Fragen  in  praktisch  ausreichender 
Weise  dadurch  in  Angriff  genommen  werden  können,  dass  man  ihre 
Allgemeinheit  beschränkt;  die  Beschränkungen,  die  man  ein- 
führt, sind  aus  der  Erfahrung  hergeleitet  und  sind  daher 
als  die  von  der  Natur  selbst  gegebene  (mehr  oder  weniger  genaue) 
Losung  der  unendlich  vielen  Gleichungen  zu  betrachten,  die  uns 
sonst  in  Verlegenheit  gesetzt  haben  würden. 

445.  Um  einen  anderen  Fall  zu  nehmen,  so  ist  es  bei  der 
Betrachtung  der  Fortpflanzung  der  Wellen  auf  der  Oberfläche  einer 
Flüssigkeit  nicht  nur  der  mathematischen  Schwierigkeiten  wegen, 
flondem  auch  weil  wir  nicht  wissen,  was  die  Materie  ist  und  welche 
Kräfte  ihre  Theile  auf  einander  ausüben,  ganz  unmöglich,  die  Glei- 
chungen zu  bilden,  die  uns  die  Bewegung  jedes  einzelnen  Theils 
liefern  würden.  Unsere  erste  und  für  die  meisten  praktischen 
Zwecke  genügende  Annäherung  an  die  Lösung  wird  aus  der  Be- 
trachtung der  Bewegung  einer  homogenen ,  unzusammendrückbaren 
and  vollkommen  plastischen  Masse  hergeleitet;  eine  hypothetische 
Substanz,  die  natürlich  in  der  Natur  nirgends  existirt. 

446.  Betrachten  wir  die  Sache  etwas  näher,  so  finden   wir, 
dass  die  wirkliche  Bewegung  sich  von  der  durch   die   analytische. 
Losung  des  beschränkten  Problems  gegebenen  beträchtlich  unter- 
scheidet; wir  führen   deshalb  weitere  Betrachtungen   ein,  wie   die 
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Zusammendrückbarkeit,  die  Beibnng  im  Innern  der  Flüssig- 
keiten, die  darch  die  Reibung  erzeugte  Wärme,  die  AuBdebnung, 
welcbe  diese  Erwärmung  hervorbringt,  u.  s.  w.  Durch  successire 
Correctionen  dieser  Art  kommen  wir  zuletzt  zu  einem  mathemati- 
schen Resultat,  welches  (jedenfalls  beim  jetzigen  Stande  der  expe- 
rimentellen Naturwissenschaft)  innerhalb  der  Grenzen  der  Fehler, 
denen  experimentelle  Untersuchungen  ausgesetzt  sind,  mit  der  Be- 
obachtung übereinstimmt. 

447.  Es  würde  leicht  sein,  noch  viele  andere  Beispiele  za 
geben,  welche  unsere  obige  Vorausbemerkung  bestätigen;  doch 
scheint  dies  kaum  nöthig  zu  sein.  Wir  bemerken  daher  ein  für 
allemal,  dass  es  keine  Frage  in  der  Physik  giebt,  die  sich  voll- 
ständig und  exact  mittels  mathematischer  BchlussfolgerungeD 
behandeln  Hesse  (wobei,  was  man  sorgfaltig  beachten  muss,  nicht 
nothwendig  inathematische  Symbole  angewendet  zu  werden  brau- 
chen), dass  es  jedoch  verschiedene  Grade  von  Annäherung  giebt, 
zu  denen  man  bei  der  Lösung  jeder  besonderen  Frage  gelangt, 
indem  man  Annahmen  macht,  die  mit  der  Beobachtung  mehr  oder 
weniger  nahe  zusammenfallen. 

448.  Qegenstand  des  vorliegenden  Theils  des  Werkes.  — 
Der  Gegenstand  des  vorliegenden  Theils  dieses  Bandes 
ist  die  Behandlung  der  ersten  und  der  zweiten  dieser 
Annäherungen.  Wir  werden  darin  alle  festen  Körper  entweder 
als  starr,  d.  h.  als  in  Form  und  Volumen  unveränderlich,  oder  als 
elastisch  ansehen;  im  letzteren  Falle  werden  wir  aber  voraos- 
setzen,  dass  das  Gesetz,  welches  den  Zusammenhang  zwischen  einer 
Compression  oder  einer  Yerdrehung  mit  der  Kraft,  deren  Folge  sie 
ist,  ausdrückt,  eine  besondere  experimentell  hergeleitete  Form  hat; 
auch  werden  wir  in  diesem  Falle  keine  Rücksicht  auf  die  Wärme- 
oder elektrischen  Wirkungen  nehmen,  die  eine  Compression  oder 
eine  Verdrehung  im  Allgemeinen  veranlasst.  Femer  werden  wir  die 
Flüssigkeiten,  seien  sie  nun  tropfbar  oder  gasförmig,  entweder  als 
unzusammendrückbar  oder  als  nach  gewissen  bekannten  Ge- 
setzen zusammendrückbar  voraussetzen;  die  Reibung  zwischen  den 
Theilen  einer  Flüssigkeit  werden  wir  nicht  betrachten,  obwohl  wir 
auf  die  Reibung  zwischen  festen  Körpern  Rücksicht  nehmen.  Wir 
werden  demnach  die  Flüssigkeiten  als  vollkommen  voraussetxen. 
d.  h.  annehmen,  dass  jeder  Theil  derselben  durch  die  geringste 
Kraft  in  Bewegung  versetzt  werden  könne. 

449.  Wenn  wir  zu  den  Eigenschaften  der  Materie  und  zu  den 
physikalischen   Kräften   gelangen,    werden  wir   die  Modifieationen 


Einleitung.  5 

(soweit  sie  jetzt  bekannt  sind)  näher  besprechen,  welche  die  vorher- 
gehenden Resultate  durch  weitere  Annäherungen  erlitten  haben. 

450.  Gesetze  der  Reibung.  —  Die  Gesetze  der  Reibung 
zwischen  festen  Körpern  sind  auf  sehr  geschickte  Weise  von  Cou- 
lomb ermittelt,  und  da  wir  dieselben  in  den  folgenden  Capiteln 
nöthig  haben  werden ,  so  wollen  wir  sie  hier  kurz  zusammenstellen. 
Die  sorgßlltigere  Prüfung  der  von  Coulomb  auf  experimentellem 
Wege  erhaltenen  Resultate  verschieben  wir  auf  unser  Capital  über 
die  Eigenschaften  der  Materie. 

451.  Um  zu  bewirken,  dass  ein  fester  Körper  auf  einem  an- 
dern gleitet,  wird,  wenn  die  in  Berührung  befindlichen  Flächen 
eben  sind,  eine  tangentiale  Kraft  erfordert,  welche  abhängt;  — 
(1)  von  der  Natur  der  Körper;  (2)  von  ihrer  Glätte,  oder  der  Art 
und  der  Menge  des  angebrachten  Schmiermittels;  (3)  von  dem 
Normaldruck  zwischen  den  Körpern;  diesem  Druck  ist  die  Kraft 
im  Allgemeinen  direct  jiroportional ;  (4)  von  der  Länge  der  Zeit, 
während  welcher  man  sie  in  Berührung  gelassen  hat. 

Die  Kraft  hängt  (abgesehen  von  den  äussersten  Fällen,  in  de- 
nen ein  Kratzen  oder  ein  Abreiben  stattfindet)  nicht  merklich  von 
der  Grösse  der  Flächen  ab,  in  denen  sich  die  Körper  berühren. 
Diese  Reibung,  die  man  die  statische  nennt,  ist  danach  im  Stande, 
der  Bewegung  einen  tangentialen  Widerstand  entgegenzusetzen, 
der  sich  auf  jeden  erforderlichen  Betrag  bis  zu  (iR  belaufen  kann, 
wo  R  der  ganze  Normaldruck  zwischen  den  Körpern  und  (l  der 
Coefficient  der  statischen  Reibung  ist  (welcher  hauptsächlich 
von  der  Natur  der  sich  berührenden  Oberflächen  abhängt).  Dieser 
Coefficient  ändert  sich  in  hohem  Grade  mit  den  Umständen;  in 
einigen  Fällen  ist  er  nur  0*03,  in  anderen  dagegen  0*80.  Weiter- 
hin werden  wii*  eine  Tabelle  seiner  Werthe  geben.  Wo  die  Kräfte, 
die  man  auf  das  System  wirken  lässt ,  nicht  im  Stande  sind,  eine 
Bewegung  hervorzurufen,  wird  nicht  der  ganze  Betrag  der  stati- 
schen Reibung  ins  Leben  gerufen,  sondern  nur  gerade  so  viel,  als 
ausreicht,  die  übrigen  Kräfte  zu  äquilibriren ;  die  Richtung  der 
dann  thätigen  Reibung  ist  derjenigen  entgegengesetzt,  in  welcher 
die  Resultante  der  übrigen  Kräfte  eine  Bewegung  zu  erzeugen 
strebt  Wenn  die  statische  Reibung  überwunden  und  ein  Gleiten 
hervorgebracht  ist,  so  hört,  wie  sich  durch  Versuche  zeigen  lässt, 
die  Reibung  nicht  auf  zu  wirken ,  sondern  sie  setzt  der  Bewegung 
einen  Widerstand  entgegen,  der  ungefähr  dem  normalen  Druck 
proportional  ist;  für.  dieselben  beiden  Körper  ist  aber  der  Coef- 
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ficient  der  kinetischen  Reibung  kleiner  als  derjenige  der  sta- 
tischen; auch  ist  er  annähernd  für  jede  Geschwindigkeit  der  Bewe- 
gung derselbe. 

452.  Einführung  der  Beibung  in  die  Gleiohtmgen  der 
Dynamik.  —  Wenn  sich  unter  den  in  irgend  einem  Falle  des 
Gleichgewichts  wirkenden  Kräften  Reibungen  fester  Körper  auf 
festen  Körpern  vorfinden,  so  würden  die  Umstände  keine  Aende- 
rung  erfahren,  wenn  man  die  Reibung  ganz  fortliesse,  und  ihre 
Kräfte  durch  Kräfte  einer  Wechselwirkung  ersetzte,  von  denen  man 
annähme,  dass  sie  durch  unendlich  kleine  relative  Bewegungen  der 
Theile,  zwischen  denen  sie  wirken,  nicht  verändert  würden.  Durch 
diesen  Kunstgriff  werden  alle  solche  Fälle  unter  das  allgemeine 
Lagrange' sehe  Princip  §  289  subsumirt. 

453.  Fortlassung  bloss  merkwürdiger  Specnlationen.  ^ 
In  den  folgenden  Capiteln  über  die  abstracte  Dynamik  werden 
wir  uns  streng  auf  solche  Theile  dieses  ausgedehnten  Gegenstandes 
beschränken,  die  uns  voraussichtlich  in  den  späteren  Theilen  die- 
ses Werkes  von  Nutzen  sein  werden,  oder  welche  an  sich  so 
wichtig  sind ,  dass  ihre  Einführung  gerechtfertigt  erscheint.  Nur 
in  speciellen  Fällen  werden  wir  Resultate  mitth6ilen,  die  nicht  sowohl 
nützlich  als  vielmehr  merkwürdig  sind,  entweder  um  die  Natur 
früherer  Anwendungen  der  Methoden  zu  zeigen,  oder  um  Beispiele 
besonderer  Untersuchungsmethoden  zu  geben,  mittels  derer  sich  die 
Schwierigkeiten  besonderer  Probleme  überwinden  lassen.  Um  eine 
allgemeine  Uebersicht  dieses  Zweiges,  rein  als  Gegenstand  analyti- 
scher Probleme  aufgefasst,  zu  gewinnen,  sei  der  Leser  an  die  spe- 
ciellen mathematischen  Lehrbücher  verwiesen,  wie  die  Werke  von 
Poisson,  Delaunay,  Duhamel,  Todhunter,  Tait  und  Steele, 
Griffin,  u.  s.  w.  Aus  diesen  Werken,  die  ja  auch  nur  die  mathe- 
matische Analysis  des  Gegenstandes  geben  wollen,  kann  man  wenig 
mehr  Als  Geschicklichkeit  in  der  Lösung  von  Problemen  erlangen, 
die  im  Allgemeinen  von  keinem  grossen  physikalischen  Interesse 
sind.  Im  vorliegenden  Werke  wollen  wir  dagegen  besonders  die- 
jenigen Fragen  behandeln,  welche  die  physikalischen  Principien  am 
besten  erläutern.  Schwierigkeiten  rein  mathematischer  Natur  wer- 
den wir  weder  aufsuchen  noch  vermeiden. 
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454.  Gegenstände  des  Capitels.  —  Die  Statik  zerfällt  na- 
targemäss  in  zwei  Theile ,  deren  •  einer '  das  Gleichgewicht  eines 
materiellen  Punktes,  deren  anderer  das  eines  starren  oder  elastischen 
Körpers  oder  eines  festen  oder  flüssigen  Massensystems  behandelt. 
Für  den  einen  Theil  genügt  das  zweite  Bewegungsgesetz,  für  den 
anderen  sind  das  dritte  Gesetz  und  die  von  Newton  entwickelten 
Consequenzen  desselben  nothwendig.  In  einigen  wenigen  Paragra- 
phen werden  wir  den  ersteren  dieser  Theile  abmachen;  der  Rest 
dieses  Capitels  wird  einem  Excurs  über  die  Attraction  gewidmet 
sein,  ein  Gegenstand,  der  von  der  höchsten  Wichtigkeit  ist. 
^'  455.  Bedingangen  des  Gleichgewichts  eines  materiellen 
Punktes.  —  Nach  §  255  werden  Kräfte,  welche  auf  denselben  ma- 
teriellen Punkt  wirken,  nach  denselben  Gesetzen  wie  Geschwindig- 
keiten zusammengesetzt.  Es  muss  folglich,  wenn  Gleichgewicht  be- 
stehen soll,  die  Summe  ihrer  nach  einer  beliebigen  Richtung  ge- 
nommenen Componenten  Null  sein,  und  hieraus  ergeben  sich  die  für 
das  Gleichgewicht  erforderlichen  und  hinreichenden   Bedingungen. 

Dieselben  folgen  auch  direct  aus  Newton 's  Entwicklungen 
über  die  Arbeit,  wenn  wir  voraussetzen,  dass  der  Punkt  irgend 
eine  Geschwindigkeit  von  constanter  Richtung  und  Grösse  hat  (und 
nach  §  245  ist  dies  die  allgemeinste  Voraussetzung,  die  wir  machen 
können,  da  absolute  Ruhe  wahrscheinlich  nicht  existirt).  Denn  da 
keine  Aenderung  der  kinetischen  Energie  erfolgt,  so  ist  die  während 
einer  beliebigen  Zeit  verrichtete  Arbeit  das  Product  der  in  dieser 
Zeit  stattfindenden  Verschiebung  in  die  algebraische  Summe  der 
wirksamen  ComponeQten  der  auf  den  Punkt  einwirkenden  Kräfte. 
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Diese  Summe  muss  daher  für  jede  Richtung  verschwinden.  Jede 
Verschiebung  läset  sich  nach  drei  beliebigen  Richtungen,  die  nur 
nicht  in  einer  Ebene  liegen  dürfen,  in  drei  Componenten  zerlegea, 
und  diese  letzteren  reichen  für  das  Criterium  des  Gleichgewichts 
aus.  Es  ist  aber  im  Allgemeinen  zweckmässig,  jene  drei  Verschie- 
bungen in  zu  einander  senkrechten  Richtungen  anzunehmen. 

Mit  Rücksicht  hierauf  erhalten  wir  das  Resultat:  Damit  ein 
materieller  Punkt  sich  im  Zustande  des  Gleichgewichts  befinde,  ist 
noth wendig  und  hinreichend,  dass  die  (algebraischen)  Summen 
der  nach  drei  beliebigen  zu  einander  senkrechten  Richtungen  ge- 
nommenen Componenten  aller  auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte  ver^ 
schwinden. 

Wenn  eine  der  Kräfte,  P,  die  BichtungscosinuB  lyfn.n  hat,   so  eriiai- 

ten  wir  sofort 

JIP  =  0,    JmP  z=o,    ZnP  =  0. 

Wenn  kein  Gleichgewicht  stattfindet,  so  möge  die  resultirende  Kraft  R 
sein  und  die  Bichtangseosinus  X,  ft,  y  haben.  Es  wird  dann  eine  Knft, 
welche  JR  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  ist,  in  Verbindung  mit  des 
übrigen  Kräften  Gleichgewicht  erzeugen;  folglich  ist 

SIP  —  AjB  =  0,    SmP  —  ^B  =  0,  2nP  —  i'Ä  =  ü, 
und 

Ä2  =  (^ZP)a  +  {£mP)^  +  (InP)^, 
wobei 

X      fi      y 

SIP  ■"  JtnP  "■  SnP' 

.    V    456.     Wir  wollen  einige  wenige  besondere  Fälle  als  Beispiele 

der  obigen  allgemeinen  Resultate  betrachten:  — 

< 

(1.)  Wenn  der  materielle  Punkt  auf  einer  glatten  Curve  ruht» 
so  muss  die  längs  der  Curve  genommene  Componente  der  Kraft' 
verschwinden. 

Sind  rr,  y,  z  die  Coordinaten  des  CMrvenpunktes,  in  welchem  der  ma- 
terielle Punkt  ruht,  so  ist  offenbar 


■n  /i  dx    ,        dy    .        dz\ 
V    ds     '        d«     '        dsJ 


Wenn  P,  I,  w,  n  durch  rr,  y,  z  ausgedrückt  sind,  so  bestimmt  diese  Glei- 
chung in  Verbindung  mit  den  beiden  Gleichungen  der  Curve  die  Gleich- 
gewichtslage. 

(2.)  Wenn  die  Curve  rauh  ist,  so  muss  die  längs  derselben 
genommene  Componente  der  resultirenden  Kraft  durch  die  Rei- 
bung äquilibrirt  werden. 

Wenn  die  Reibung  F  ist,  so  ist  die  Bedingung 

^  /.  dx    ,        dy    ,        dz\        „ 
\   ds    ^        ds    '       da/ 
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0iese  Gleichung  liefert  uns  die  Grösse  der  Reibung,  die  ins  Leben 
gerufen  werden  wird,  und  es  wird  Gleichgewicht  bestehen,  so  lange  die 
Reibung  noch  ^  mal  so  gross  als  der  auf  der  Curve  lastende  Normaldi'uck 
ist.    Dieser  Normaldruck  ist  aber 

„//     dz  du\^  ,    /    dx        ,dz\^  .    /^dy  da:\2\J 

^(,V*»55-"3!)  +(''d7-'rJ+('3!-»'^)/- 

Die  Grenzlagen,  zwischen  denen  Gleichgewicht  möglich  ist,  werden 
daher  erhalten ,  wenn  man  die  beiden  Gleichungen  der  Cui've  mit  der 
folgenden  verbindet:  — 

^  /,  da;    ,         dy    .       dz\ 
A   d«    '        a«    '       da/ 

(3.)  Wenn  der  materielle  Punkt  auf  einer  glatten  Oberfläche 
ruht,,  so  muBS  die  Resnltante  der  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  offen- 
bar senkrecht  zur  Oberfläche  sein. 

Ist  g>  (x^  y,  ^)  =:  0   die  Gleichung  der  Obei<fläche,  so  muss  demnach 

d(p         dq>         dg) 

dx  dy  dz 

TP  ""mP  ""  nP 

sein,  und  diese  drei  Gleichungen  bestimmen  die  Gleichgewichtslage. 

(4.)  Wenn  der  Punkt  auf  einer  rauhen  Oberfläche  ruht,  so 
wird  Reibung  ins  Leben  gerufen,  welche  einer  Bewegung  längs  der 
Oberfläche  einen  Widerstand  entgegensetzt,  und  es  wird  in  jedem 
Punkte  innerhalb  einer  gewissen  Grenzlinie  Gleichgewicht  bestehen. 
Diese  Grenzlinie  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung,  dass  die  Rei- 
bung auf  ihr  fi  mal  so  gross  als  der  auf  der  Oberfläche  lastende 
Normaldruck  ist,  während  die  Reibung  in  allen  von  ihr  eingeschlos- 
senen Punkten  zum  Normaldruck  in  einem  kleineren  Verhältniss 
steht.  Wenn  nur  die  Schwere  auf  den  materiellen  Punkt  wirkt, 
80  erhalten  wir  ein  sehr  einfaches  Resultat,  welches  oft  von  prak- 
tischem Nutzen  ist.  Es  sei  %•  der  Winkel,  welchen  die  in  irgend 
einem  Punkte  errichtete  Normale  der  Oberfläche  mit  der  yerticalen 
Achtung  einschliesst.  Der  auf  der  Oberfläche  lastende  Normaldruck 
ist  offenbar  W  cos  d*,  wo  W  das  Gewicht  des  materiellen  Punktes 
ist,  und  die  der  Oberfläche  parallele  Componente  des  Gewichts,  die 
natürlich  durch  die  Reibung  äquilibrirt  werden  muss,  ist  W  sin  -9". 
In  der  Grenzlage,  in  welcher  der  Punkt  eben  anfangt  zu  gleiten, 
wird  der  grösste  mögliche  Betrag  statischer  Reibung  ins  Leben 
gemfen,  und  es  ist 

Tf  sin  «■  =  fi  TT  cos  ^, 
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oder 

fan  d^  =  n. 

Der  so  gefundene  Wei-th  von  ft  wird  der  Ruhewinkel  ge- 
nannt. Man  kann  ihn  in  der  Natur  an  Sandhaufen  und  Abhängen 
sehen,  welche  bei  einer  zerfallenden  Klippe  (besonders,  wenn  die- 
selbe blätterig  ist)  von  den  hinabinitschenden  Trümmern  gebildet 
werden;  es  sind  dann  die  Linien  der  grösstcn  Abdachung  gegen 
den  Horizont  unter  einem  Wihkel  geneigt,  welcher  durch  diese 
Betrachtung  bestimmt  wird. 

Es  sei  (f  {Xj  y^  z)  z=  0  die  Gleichiuig  der  Oberfläche  und  P  die  Be- 
Hultante  der  auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte;  P  habe  die  BichtuDgv 
cosinus  /,  m,  n.    Der  Normaldruck  ist 

^  ax     *        dy     ^       dz 


Die  der  Oberfläche  parallele  Componente  von  P  ist  ' 

("H-g)'+(-g-'°3f)'+('g--11)' 


\ 


\dy 

Für  die  Umgrenzung  des  Theils  der  Oberfläche,  innerhalb   dessen  Gleicli*  ' 
gewicht  möglich  ist,  «erhalten  wir  also  die  weitere  Gleichung 

^  \  dx  ^  dy  ^  dz) 
457.  Attraction.  —  Einen  höchst  wichtigen  Fall  der  Zusam- 
mensetzung von  Kräften,  die  auf  denselben  Punkt  wirken,  liefert  on? 
die  Betrachtung  der  Attraction,  welche  ein  Körper  von  beliebiger 
Form  auf  einen  irgendwo  gelegenen  materiellen  Punkt  ausübt.  Ex- 
perimente haben  gezeigt,  dass/die  Attraction,*  welche  ein  beliebiger 
Massentheil  auf  einen  andern  Theil  ausübt,  durch  die  Nähe  oder 
sogar  die  Dazwischen  Schiebung  anderer  Masse  nicht  modificiit 
wird.  Die  Attraction  eines  Körpers  aui'  einen  Massenpunkt  ist  daher 
die  Resultante  der  Kräfte,  mit  welchen  die  verschiedenen  Theile 
des  Körpers  diesen  Punkt  anziehen.  Was  die  Betrachtung  der  oft 
sehr  merkwürdigen  Consequenzen  verschiedener  Attractionsgesetze 
betrifft,  so  müssen  wir  auf  die  Werke  über  angewandte  Mathematik 
verweisen.  Wir  haben  uns  hier  auf  das  Gravitationsgesetz  zu  be- 
schränken, welches  in  der  That  eine  grosse  Menge  ebenso  interes- 
santer  als  nützlicher  Resultate  liefert. 
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458.  Allgemeines  Ghesets  der  Attraetion.  —  Dies  Gesetz, 
reiches  (als  eine  Eigenschaft  der  Materie)  im  nächsten  Theile  die- 
«s  Werkes  ausführlich  behandelt  werden  wird,  lässt  sich  folgender- 
naassen  aussprechen:  — 

Jeder    kleinste    Theil    Materie    zieht    jeden  anderen      * 
rheil  mit  einer  Kraft    an,    deren  Richtung  mit  der  Ver- 
aindungslinie    beider    Theile   zusammenfällt,   und    deren 
GrröBse  dem  Product  ihrer  Massen  direct  und  dem  Quadrat 
ihres  Abstandes  von  einander  umgekehrt  proportional  ist. 

Experimente  zeigen  (wie  wir  später  sehen  werden),  dass  das- 
lelbe  Gesetz  für  elektrische  und  magnetische  Attractionen  gilt; 
wahrscheinlich  ist  es  das  Fundamentalgesetz  jeder  Wirkung  in  der 
Natur,  wenigstens  wenn  die  Körper,  um  deren  Wirkung  es  sich 
handelt,  nicht  in  wirklicher  Berührung  sind, 

459.  Specielle  Einheit  de^  Stoffmenge.  —  Für  die  spe- 
ciellen  Anwendungen  der  statischen  Principien,  zu  denen  wir  uns 
jetzt  wenden,  wird  es  zweckmässig  sein,  eine  specielle  Einheit  der 
Masse  oder  Stoffmenge  und  entsprechende  Einheiten  für  die  Mes- 
sung der  Elektricität  und  des  Magnetismus  zu  gebrauchen. 

In  Uebereinstimmung  mit  dem  in  §  458  ausgesprochenen  phy- 
sikalischen Gesetze  nehmen   wir  zum   Ausdruck  der  Kraft,   welche 
jede  der  beiden  Massen  M  und  m  in  der  Entfernung  D  auf  die  an-    . 
dere  ausübt,  die  Grösse 

Mm 

4 

dann  leuchtet  ein,  dass  die  Einheit  der  Kraft  die  wechselseitige 
Anziehung  zweier  Masseneinheiten  ist,  die  sich  in  der  Einheit  der 
Entfernung  von  einander  befinden. 

46IK  Dichtigkeit.  —  Für  viele  Anwendungen  ist  es  zweck- 
mässig, von  der  Dichtigkeit  der  Vertheilui\g  von  wägbarer 
Masse,  von  Elektricität,  u.  s.  w.  längs  einer  Linie,  auf  einer  Ober- 
fläche oder  in  einem  Volumen  zu  sprechen.     Es  ist  aber  die 

Dichtigkeit  in   Linien   =  Masse,  die  auf  die  Einheit  der   Länge   kommt; 
„  Flächen  =      „  «       r      »         «  «     Fläche        y,       ; 

p    •        im  Ranme  =„•„„„         „         des  Vohntiens    „ 

461.  Einheiten  für  die  Messung  der  Elektrioität  und  des 
Hagnetismus.  —  Um  die  nachstehenden  Untersuchungen  auf  die 
Elektricität  oder  den  Magnetismus  anzuwenden,  hat  man  nur  vor- 
aus zu  bemerken,  dass  dann  M  und  m  für  Quantitäten  freier 
Elektricit&t  oder  freien  Magnetismus  stehen,  und  dass  dabei  nicht 


n 
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noth wendig  an  eine  der  Trägheit  unterworfene  Masse  zu  denkd 
ist,  dass  im  Gegentheil  die  Frage  nach  dem  Wesen  der  Elektriciti 

Mtn 

und  des  Magnetismus   offen  gelassen  wird.     Die  Formel  wiri 

immer  noch  die  Wechselwirkung  zweier  in  der  Entfernung  D  vot 
einander  befindlichen  Massen  M,  m  darstellen,  wenn  man  zur  Ein 
heit  der  imagijiären  elektrischen  oder  magnetischen  Materie  eiiM 
solche  Grösse  nimmt,  welche  auf  eine  in  der  Einheit  der  Entfer 
nuiig  befindliche  gleiche  Quantität  die  Einheit  der  Kraft  ausübt 
Hier  können  jedoch  eine  der  Grössen  M,  m,  oder  auch  beide,  negatii 
sein,  und  da  hier  gleichartige  Grössen  einander  absto&sen,  m 
wird  die  Wechselwirkung  eine  Anziehung  oder  eine  AbstosHoni 
sein,  jenachdem  ih|:  Ausdruck  das  negative  oder  positive  Zeichei 
hat.  Dies  vorausbemerkt,  ist  die  folgende  Theorie  auf  jede  da 
oben  erwähnten  Classen  von  Kräften  anwendbar.  Wir  beginne! 
mit  einigen  einfachen  Fällen,  die  vollständig  mit  Hülfe  der  Elemen- 
tar-Geometrie  behandelt  werden  können. 

462.  Anziehung  einer  gleichförmig  belegten  Kugelfläclii 
auf  einen  inneren  Punkt. — Wenndie  j^^er schieden en  Punkte 
einer  Kugelfläche  auf  gleiche  Weifre  iSit  Kräften  an- 
ziehen, welche  umgekehrt  wie^die  Quadrate  der  Abstände 
variiren,  so  wird  ein  innerhalb  der  Oberfläche  befind- 
licher materieller.  Punkt  nach  keiner  Richtung  hin  gc- 
zogen. 

Es  sei  HI  KL  die  Kugelfläche  und  P  der  im  Innern  befindliche 
Massenpunkt.      Ferner    seien    durch    P   zwei   gerade   Linien  HK. 
PI      j  IL  gezogen,  welche   sehr  kleine  Bo- 

gen HI,  KL  zwischen  sich  enth«]- 
ten.  Dann  sind  die  Dreiecke  HPL 
KPL  ähnlich,  folglich  jene  Bogen  den 
Abständen  HP,  LP  proportional,  und 
zwei  beliebige  in  HI  und  KL  lie- 
gende Elemente  der  Kugelfläche^  die 
ringsum  von  Geraden  begrenzt  wer- 
den ,  welche  durch  P  gehen  [und  mir 
äusserst  wenig  von  HK  abweichen], 
verhalten  sich  zu  einander  wie  die  Quadrate  jener  Linien.  Die  von 
der  Materie,  welche  sich  in  diesen  Elementen  befindet,  auf  d«i 
Massenpunkt  P  ausgeübten  Kräfte  sind  somit  einander  gleich; 
denn  sie  ^ind  den  Quantitäten  Materie  direct  und  den  Quadraten 
der    Abstände    umgekehrt   proportional,    und    durch    Vereinigong 
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beiden  Verbältnisse  erhält  man  das  Resultat,  dass  die  Kr&fte 
gleich  sind.  Die  auf  P  von  dem  in  ff  J  liegenden  Element  ausge- 
übte Anziehung  ist  also  der  von  dem  in  Ä^X  liegenden  Element 
ausgeübten  Anziehung  gleich  und  entgegengesetzt,  d.  h.  der  Punkt 
P  wird  weder  nach  der  einen,  noch  nach  der  anderen  Seite  hin 
angezogen.  Auf  dieselbe  Weise  erkennt  man,  dass  die  Kraft,  mit 
welcher  jedes  andere  Element  der  Kugelfläche  den  Punkt  P  anzieht, 
durch  eine  gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  aufgehoben  wird. 
Der  Punkt  P  wird  also  durch  diese  Anziehungskräfte  nach  keiner 
Richtung  hin  getrieben. 

463.  Exours   über   die  Theilung  von  Flächen   in  Ele- 
mente. —  In  den  folgenden  Untersuchungen  wird  uns  die  Einthei- 
lung  einer   Kugelfläche  in  unendlich  kleine  Elemente  noch  öfters 
begegnen,  und  die  im  vorhergehenden   Beweise   beschriebene  Me- 
thode   Newton' s,    nach   welcher    die    Theilung   in   einer    solchen 
Weise  ausgeführt  wird,  dass  alle  Theile  in  Paare  von  je  zwei  in 
Beziehung  *auf  einen   inneren  Punkt    entgegengesetzten 
Elementen  zusammengefasst  werden  können,  wird  neben  anderen 
aus  ihr  hergeleiteten   und  für  besondere  Probleme  passenden  Me-' 
thoden    wiederhufl^  zuj^  Anwendung   kommen.      Wir  machen  jetzt 
einen  kleinen  Excurs,  um  einige '  diesen  Gegenstand  betreffende  De- 
finitionen und  elementar-geometrische  Sätze  zu  geben,  welche  die 
nachfolgenden  Beweise  erheblich  vereinfachen,  indem  sie  uns  einer- 
seits in  den  Stand  setzen,  durch  den  Gebrauch  geeigndler  Ausdrücke 
Umschreibungen  zu  vermeiden,  und  uns  andererseits  die  Mittel  ge- 
währen, uns  auf  elementare  Principien  zu  beziehen,  in  Betreff  derer 
sonst  wiederholte  Auseinandersetzungen  erforderlich  sein  würden. 

464.  Eegelflächen.  —  Wenn  eine  beständig  durch  einen 
festen  Punkt  gehende  gerade  Linie  sich  auf  irgend  eine  Weise  be- 
wegt, so  sagt  man,  sie  beschreibe  oder  erzeuge  eine  Kegel  fläche, 
för  welche  der  feste  Punkt  der  Scheitel  ist. 

Wenn  die  erzeugende  Linie  aus  einer  gegebenen  Lage  sich 
stetig  durch  eine  Reihe  von  Lagen  bewegt,  von  denen  keine  mit 
einer  anderen  zusammenföllt,  bis  sie  wieder  in  ihre  erste  Lage  ge- 
langt, so  erzeugt  sie  zu  beiden  Seiten  des  festen  Punktes  eine  voll- 
^ndige  Kegelfläche,  die  aus  zwei  Schalen  besteht.  Man  nennt 
diese  Schalen  entgeg'engesetzte  oder  Scheitelkegel.  Die 
im  oben  gegebenen  Newton' sehen  Beweise  beschriebenen  Elemente 
Hl  und  KL  können  als  die  voi\  zwei  entgegengesetzten  Ke^ 
geln,  die  P  zum  gemeinschaftlichen  Scheitel  haben,  gebildeten 
Ausschnitte  aus  der  Kugelfläche  angesehen  werden. 
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465.  Der  körperliche  Winkel  (Eegelecke)  eines  K^els 
oder  einer  vollständigen  Eegelfläche.  —   Wenn   vom    Scheitel 

eines  Kegels  als  Mittelpunkt  aus  beliebig  viele  Kugeln  beschrieben 
werden,  so  werden  die  Ausschnitte  aus  den  concentrischen  Kugel- 
flächen  ähnlich  sein,  ibre  Flächen  sich  also  wie  die  Quadrate  d«- 
Radien  verhalten.  Der  Quotient,  den  man  erhält,  wenn  man  die 
Fläche  eines  dieser  Segmente  durch  das  Quadrat  des  Radios  der 
zugehörigen  Kugelfläche  dividirt,  wird  zum  Maass  des  körper- 
lichen Winkels  des  Kegels  oder  der  Kegelecke  genommen. 
Die  von  dem  entgegengesetzten  Kegel  gebildeten  Segmente  derselben 
Kugelfläche  sind  den  ersteren  beziehungsweise  congruent.  Die 
Kegelecken  zweier  entgegengesetzten  oder  Scheitelkegel  sind  folgr- 
lieh  einander  gleich,  und  jede  von  beiden  kann  als  die  der  voll- 
ständigen Kegelfläche,  deren  Schalen  die  beiden  entgegengesetzte« 
Kegel  sind,  zugehörige  Ecke  genommen  werden. 

466.  Summe  aller  um  einen  Punkt  liegenden  Kegel- 
ecken.  —  Da  die  Grösse  einer  Kugelfläche  gleich  dem  Prodnet 
aus  dem  Quadrat  des  Radius  in  4  ;r  ist,  so  sehen  wir,  dass  die  Ccken 
aller  verschiedenen  Kegel,  die  man  um  einen  gegebenen  Punkt  ah 
Scheitel  beschreiben  kann ,  zur  Summe  4  %  haben. 

467.  Summe  der  Kegelecken  aller  vollständigen  Kegel- 
flächen.  —  Da  die  Ecken  entgegengesetzter  oder  Scheitelkegel  ein- 
ander gleich  sind,  so  schliessen  wir  aus  dem  Vorhergehenden,  das 
die  Summe  der  Ecken  aller  vollständigen  Kegelflächen,  welche, 
ohne  sich  zu  schneiden,  um  einen  gegebenen  Punkt  als  Scheitel 
beschrieben  werden  können,  gleich  2  n  ist. 

468.  Unter  der  in  einem  Punkte  über  einem  Flächen- 
stück stehenden  Kegelecke  verstehen  wir  die  Ecke  des  Ke- 
gels, dessen  Erzeugungslinie  beständig  durch  den  Punkt  geht,  und 
die  Umgrenzung  des  Flächenstücks  vollständig  umschreibt. 

469.  Senkrechte  und  schiefe  Schnitte  eines  kleinen 
Kegels.  —  Ein  sehr  kleiner  Kegel,  d.  h.  ein  Kegel,  bei  welchen 
irgend  zwei  Lagen  der  erzeugenden  Linie  nur  einen  sehr  kleinen 
Winkel  enthalten,  wird  unter  rechten  Winkeln  oder  orthogonal  von 
einer  um  den  Scheitel  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugelfläcbe 
joder  von  einer  beliebigen  anderen  ebenen  oder  gekrümmten  Flächt» 
geschnitten,  welche  diese  Kugelfläcbe  da,  wo  sie  den  Kegel  schnei- 
det, berührt. 
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Ein  sehr  kleiner  Kegel  wird  schräg  geschnitten ,  wenn  der 
Schnitt  mit  einem  orthogonalen  Schnitt  einen  Winkel  von  endlicher 
Grosse  bildet;  dieser  Neigungswinkel  heisst  die  Schrägheit  des 
Schnittes. 

Die  Fläche  eines  orthogonalen  Schnittes  eines  sehr  kleineu 
Kegels  ist  gleich  dem  Product  aus  der  Fläche  eines  in  derselben 
Lage  angebrachten  schrägen  Schnittes  in  den  Cosinus  der  Schrägheit. 

Die  Fläche  eines  schrägen  Schnittes  eines  sehr  kleinen  Kegels 
ist  folglich  gleich  dem  Quotienten,  den  man  erhält,  wenn  man  das 
Product  aus  dem  Quadrate  seines  Abstandes  vom  Scheitel  in  die 
Grösse  der  Kegelecke  durch  den  Cosinus  der  Schrägheit  dividirt. 

470.  Fläche  des  durch  einen  kleinen  Kegel  auf  einer 
Eugelfläche  gebildeten  Segments.  —  Es  bezeichne  E  die  Fläche 
eines  sehr  kleinen  Elements  einer  Kugelfläche,  welches  im  Punkte 
E  liegt  (d.  h.  dessen  Theile  sämmtlich  dem  Punkte  E  sehr  nahe 
liegen);  femer  bezeichne  o  die  über  E  in  einem  beliebigen  Punkte 
P  stehende  Kegelecke,  und  es  möge  die  Gerade  PE  oder  ihre 
Verlängerung  die  Kugelfläche  zum  zweiten  Male  in  E'  treffen. 
Ist  dann  a  der  Radius  der  Kugelfläche,  so  erhalten  wir 

„        2a'CJ-PE^ 
EE' 

Denn  wir  können  das  Element  E  als  einen  Schnitt  des  Kegels 
ansehen,  dessen  Scheitel  P  ist  und  dessen  erzeugende  Linie  die 
Umgrenzung  von  E  durchläuft.  Die  Schrägheit  dieses  Schnittes  ist 
der  Winkel  zwischen  der  gegebenen  und  einer  zweiten  Kugel- 
fläche, die  um  P  als  Mittelpunkt  mit  dem 
Radius  PE  beschrieben  ist;  sie  ist  daher 
gleich  dem  Winkel  zwischen  den  Radien 
EP  und  E  C  der  beiden  Kugeln.  Betrach- 
ten wir  also  das  gleichschenklige  Dreieck 
ECE\    so  ergiebt   sich,  dass   der  Cosinus 

der  Schrägheit  gleich  *  oder  gleich  — — 

ist,    und  mit  Rücksicht  hierauf  erhalten  wir  leicht  den  gegebenen 
Ausdruck  für  E, 

« 

471.  Anziehung  einer  gleichförmig  belegten  Eugelfläche 
auf  einen  äusseren  Funkt.  —  Die  Anziehung,  welche  eine 
gleichförmig    belegte    Kugelfläche    auf    einen     äusseren 
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Punkt    ausübt,  ist  dieselbe,  als  wenn   ihre    ganze  Masse 
im  Mittelpunkte  vereinigt  wäre*). 

Es  sei  P  der  äussere  Punkt,  0  der  Mittelpunkt  der  Ku^el  und 
C^ Peine  Gerade,  welche  die  Kugelfläche  in  A  schneidet.-    Wir 

nehmen  in    CP  den  Punkt  lao 
an,    dass    CP:  CÄ=  CA:  CI 


Fig.  3. 


ist  und  theilen  die  ganze  Kagel- 
fläche  in  Beziehung  auf  den 
Punkt  I  in  Paare  entgeg^en- 
gesetzter  Elemente. 

Bezeichnen    H    und   H*    die 
Grössen     eines     Paares    solcher 
Elemente ,    welche     beziehungs- 
weise in  den  Endpunkten   einer 
Sehne  HH'  liegen,  und  ist   co  di^  Grösse  der  über  jedem   dieser 
Elemente  im    Punkte   /  stehenden  Kegelecke,  so   haben  wir  nach 
§469 


H 


_     CD 'IE* 

~'  cos  CHI 


und  H'  = 


cos  CH!I 


Bezeichnet  demnach  Q  die  Dichtigkeit  der  Masse  auf  der  Ober- 
fläche, so  ziehen  die  Elemente  H  xm^  H!  den  Punkt  P  beziehungs- 
weise mit  den  Kräften 


Q 


o 


im 


und  Q 


d 


TW^ 


cos  CHI   psp  ""  cos  CH'I  pjfi 

an.  Nun  haben  die  beiden  Dreiecke  PCH,  HCl  den  Winkel  bei 
C  gemeinschaftlich,  und  die  diesen  Winkel  einschliessenden  Seiten 
sind  proportionirt,  da  PC:  CH  =  CH:CI  ist.  Die  Dreiecke  sind 
folglich  ähnlich  und  die  Winkel  CPH  und  CHI  einander  gleich, 
also 

IH^_CH  _  ^ 
HP~  CP  ~  CP^ 


*)  Dieser  Satz,  welcher  allgemeiner  als  der  erste  Satz  Newtons  über  die  At- 
traction  auf  einen  äusseren  Punkt  ist  (Prop.  LXXI),  wird  vollständig  bewiesen  a]> 
Zusatz  zu  einem  folgenden  Satze  (Prop.  LXXIII.  cor.  2).  Wenn  wir  das  Ver- 
hältniss  der  auf  zwei  in  verschiedenen  Abständen  befindliche  äussere  Punkte  an»- 
geübten  Kräfte  betrachtet  hätten,  statt,  wie  im  Text  geschehen  ist,  die  auf  einen 
Punkt  wirkende  absolute  Kraft  zu  bestimmen,  und  wenn  wir  ausaerdem  alle 
Elementepaare  zusammengefasst  hätt«n,  welche  zwei  schmale  ringförmige  Theile 
der  Oberfläche  bilden  würden,  deren  Ebenen  senkrecht  zu  PC  sind,  so  wurde  der 
Satz  und  sein  Beweis  vollständig  mit  Prop.  LXXI  der  Principia  übereinstimmen. 
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Inf  dieselbe  Weise  lässt  sich  durch  Betrachtang  darf  Dreiecke 
CPH'  und  CH'I  darthun,  dass  die  Winkel  CFff  und  CJTl  gleich 
md,  und  dass  man 

IE'  _  CH^  _    a 

ffP'"  CP  ""  CP 

utt.  Ke  Ausdrücke  für  die  Grössen  der  von  den  Elementen  ff  und 
[T  auf  P  ausgeübten  Anziehungen  werden  folglich 

und  Q 


""  cos  CHI     CP^  ""  cos  CH'I    CP^' 

tnd  diese  sind  gleich,  da  das  Dreieck  HCH'  gleichschenklig  ist. 
Us  demselben  Grunde  sind  die  Winkel  CPH,  CPH\  die,  wie  wir 
lezeigt  haben,  beziehungsweise  den  Winkeln  GHI,  CH' I  gleich 
ind,  einander  gleich.  Wir  schliessen  daraus,  dass  die  Resultante 
ler  von  den  beiden  Elementen  H  und  W  ausgeübten  Kräfte  die 
tichtung  P  C  hat  und  gleich 

2  ö  •  p  •  ■:=:- 

St. 

Um  jetzt  die  Gesammtkrafb  zu  erhalten,  welche  auf  P  wirkt, 
Bussen  wir  die  Summe  aller  längs  P  C  wirkenden  Kräfte  nehmen, 
reiche  von  den  Paaren  entgegengesetzter  Elemente  ausgeübt  werden, 
md  da  der  Multiplicator  von  C7  für  jedes  Paar  derselbe  ist,  so  ba- 
ten wir  alle  Werthe  von  cd  zu  addiren,  erhalten  also  als  Werth 
ler  gesuchten  Resultante  (§  466) 

4  9rp  a« 

)er  Zähler  dieses  Ausdrucks  ist  das  Product  aus  der  Dichtigkeit  ifi 
Ke  Grosse  der  Kugelfläche,  also  gleich  der  ganzen  Mas^e,  um  die 
»  sich  bandelt.  Die  auf  P  wirkende  Kraft  ist  mithin  dieselbe,  als 
renn  diese  ganze  Masse  in  C  vereinigt  wäre. 

Zusatz.  —  Die  auf  einen  der  Oberfläche  unendlich  nahelie- 
^nden  äusseren  Punkt  ausgeübte  Kraft  ist  gleich  4  ;r  p  upd  hat  die 
Üchtung  d^r  durch  den  Punkt  gehenden  Normalen  der  Kugel- 
läcbe.  Die  auf  einen  der  Oberfläche  auch  noch  so  nahe  liegenden 
uneren  Punkt  wirkende  Kraft  ist  aber  nach  einem  vorhergehenden 
iatze  Null. 

472.  AnEiehung  auf  ein  Element  der  Oberfl&che.  —  Es 
lei  6  die  Fläche  eines  in  einem  beliebigen  Punkte  P  liegenden 
unendlich    kleinen    Elements    der    Kugelfläche,    und  es  werde    in 

Thomaon  n.  Tait,  theoretische  Physik.    11.  2 
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ein^m  beliebigen  zweiten  Punkte  H  der  Oberfläche  ein  kleineB  Be« 

ment  angenommen,  über  welchem  in   P  eine  Kegelecke  o   steht 

Pj     4  Die  Fläche  dieseB   Elementes   wird    gleich 

cos  CHP 

sein;  dasselbe  wird  daher  das  in  P  liegendt 
Element  6  mit  einer  Kraft  anziehen,  welcfaei 
die  Richtimg  HP  und  die  Grosse  ; 

^       ^      oder  TTTTTi  9  ^ 


cotr  CSp  cos  CHP 

hat.  Nun'  findet  die  G^mmtanziehung ,  welche  das  in  P  befind« 
liehe  Element  erleidet,  in  der  Richtung  CP  statt.  Die  nach  dies«! 
Richtung  genommene  Componente  der  von  dem  Element  H  ausge 
übten  Anziehung  ist  * 

und  da  die  den  verschiedene^  Elementen  der  Kugelfläche  entspi 
chenden  Kegel  sämnitlich  <^  derselben  Seite  der  in  P  an  die  Kt 
gel  gelegten  Tangentialebene  liegen,  so  erhalten  wir  für  die  Gf 
sammtanziehung,  welcher  das  Element  6  unterliegt, 

Alis  dem  Zusatz  zum  vorhergehenden  Satze  ersehen  wir,  dass  di 
Anziehung  halb   so  gross  als  die  Krafb  ist,  welche  auf  einen  d 
Kugelfläche  unendlich  nahe  liegenden  äusseren  Punkt  ausgeübt  wei 
den  würde,  der  ebenso  viel  Masse  wie  das  Element  0  enthielte. 

473.  AüBiehung  einer  Kugelfläche,  deren  Dichtig! 
dem  CubuB  des  Abstandes  von  einem  gegebenen  Punk^  mB* 
gekehrt  proportional  ist.  —  In  einigen  der  wichtigsten  ele« 
mentaren  Probleme  der  Elektricitätstheorie  kommen  Kugelflächei 
vor,  deren  Dichtigkeiten  umgekehrt  wie  die  Guben  der  Abstand« 
von  excentrischen  Punkten  variiren,  und  es  ist  von  Wichtigkeit, 
die  Anziehung  einer  solchen  Schale  auf  einen  inneren  oder  äus- 
seren Punkt  zu  ermitteln.«  Dies  kann  synthetisch  auf  folgende 
Weise  geschehen.  Die  Untersuchung  ist,  wie  sich  unten  zeigen 
wird,  im  Wesentlichen  dieselbe  wie  die  des  §  462  oder  §  471. 

474.  Wir  wollen  zuerst  den.  Fall  betrachten ,  in  welchem  der 
gegebene  Punkt  S  und  der  angezogene  Punkt  P  durch  die  Kugel- 
fläche getrennt  sind.  Die  beiden  Figuren  5,  6  stellen  die  bei- 
den hier  möglichen  Fälle  dar;  im  ersteren  Falle  liegt  S  ausser- 
halb, P  innerhalb,  im  zweiten  P  ausserhalb  und   S  innerhalb  der 
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[ngel.  Man  könnte  für  beide  Fälle  buchstäblich  denselben  Beweis 
(eben;  wir  wollen  jedoch,  um  die  Betrachtung  negativer  Grössen 
n  vermeiden,  einige  der  Ausdrücke  so  modificiren,  dass  sie  besser 
&r  die  zweite  Figur  passen.  Zwei  in  dieser  Weise  zusammenge- 
hörende Ausdrücke  werden  wir  unter  einander  stellen,  und  zwar 
rird  der  obere  Ausdruck  für  die  erstere,  der  untere  für  die  zweite 
figuT  gelten. 

Es  bezeichne  a  den  Radius  der  Kugel,  und* es  werde  die  Ent- 
bmung  des  Punktes  S  von  dem  (in  den  Figuren  niohfc^  angegebenen) 
Cttelponkt  C  der  Kugel  mit  /  bezeichnet;*'  * 

Wir  verbinden  S  mit  P  <nd  ^ehmen  in  dieser  Geraden  (oder 
D  ihrer  Verlängerung)  einen  Jktikt  -ST  an,  so  dass 

(Fig.  5)  SP.ST=/«-^  a», 
(Fig.  6)  8P.TS=a^'-P 
lt.     Durch  T  ziehen  wir  eine  beliebige  Gerade,  welche  die  Kugel- 
läche  in  jT  ui^d  K^  schneidet,  verbinden  darauf  8  mit  K  und  K* 
Did  verlängern  diese  Geraden,  bis  sie  die  Kugelfläche  nochmals  in 
B  und  JE^  treffen.  ^'  • 

Es  werde  nun  die  ganze  Kugelftftche  in  'Beziehung  auf  den 
hinkt  T  in  Paare  entgegengesetzter  Elemente  eingetheilt.  K  und 
t'  seien  ein  Paar  solcher  Elemente,  die  an  den  Endpunkten  der 
lehne  KK'  liegen,  und  über  denen  im  Punkte  T  die  Kegelecke 
p  steht.  Ausserdem  nehmen  wir  die  Elemente  E  und  E'  an, 
iber  denen  in  S  beziehungsweise  dieselben  Kegelecken  wie  über 
bn  Elementen  K  und  K*  stehen.  Dadurch  können  wir  die 
lanze  Kugelfläche  in  Paare  conjugirter  Elemente  E^E^  zerlegen; 
lenn  es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  wenn  wir  jedes  Paar  von  Ele- 
lenten  K^  K'  genommen  haben,  die  daraus  hergeleiteten  Ele- 
Pig.  5.  Fig.  6. 

K ^. ^B' 

P 


Beute  E^  E^  die  ganze  Kugelfläche  ausmachen  werden ,  ohne  dass 
in  Theil  derselben  mehr  als  einmal  genommen  wäre.  Die  auf  P 
nsgeübte  Anziehung  wird  also  die  Resultante  der  von  allen  Ele- 
Bentenpaaren  Ey  E'  ausgeübten  Anziehungen  sein. 

2* 
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Ist  nun  Q  die  Dichtigkeit  im  Punkte  E,  und  bezeichnet  F  i 
Anziehung,  welche  das  Elemetit  E  auf  P  ausübt,  so  haben   wir 

Nach  dem  gegebenen  Dichtigkeitsgesetz  soll  aber 

^        SE^  i 

sein,  wo  X  eine  Constante  ist.     Da  femer  SEK  gegen  die   Kuj 
Oberfläche  in  den  beiden  Schnittpunkten  gleich  geneigt  ist,   so 
halten  wir 

_        8E^    _       SE^     2aG}.TK^, 

Sä:«  Sä»        J!^-ff 

I 

und  folglich  ist 

A       SB?    2a(o.Tl« 

F  =  zzz^ =  A  •  —— r  •  := •  40. 

EP^  J^^      SE.SK^.EP* 

Betrachten  wir  jetzt  den  grössten  Kreis,  in  welchem  eine  dar 
die  Gerade  SK  gelegte   Ebene  die  Kugel  schneidet,  so   finden  « 

(Fig.  6)  SK.SE=P  —  a«,  1 

(Fig.  6)  KS.SE=a^  —  p. 

Es   ist  folglich  8K.SE=^  SP.ST,  und'hiulus   schliessen  «^ 
dass  die  Dreiecke  EST,  PSE  ähnlich  sind,  also 

TK:SK=  PEiSP  I 

ist.    Daraus  folgt 

T^       _      1  ( 


SK^.PE^         SP^  I 

und  der  Ausdruck  für  F  geht  über  in  I 

KK'   SE.SP'^  I 

Bei  Benutzung  der  vorhergehenden  Ausdrücke  erhält  man   hiers| 

(Fig.  5)  F=l- 4^ "    _  •  SK, 

(Fig.  6)  F  =  a .  41? ^-=-.jrs. 

KK'    (o«_/»)SP« 

Ebenso  ergibt  sich,  wenn  f  die  Anziehung  bezeichnet,  welche  J 
auf  P  ausübt. 
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(Fig.  5)  ir'  =  A  -^ ^L—^.SK\ 

(Fig.  6)  F'  =  X'4w» ^-^.  JT'S. 

Nun  sind  in  den  Dreiecken,  deren  Aehnlichkeit  wir  nachge- 
Bsen  haben,  die  Winkel  TKS^  EPS  einander  gleich,  und  ebenso 
nn  man  die  Gleichheit  der  Winkel  SK'  T,  SPIf  beweisen.  Die 
inkel^  welche  die  beiden  Seiten  SK,  SK'  des  Dreiecks  KSK'  mit 
f  ciritten  Seite  bilden,  sind  also  gleich  den  Winkeln,  welche  die 
aie  jP  S  mit  den  Richtungen  PE,  PE*  der  beiden  auf  den  Punkt 
wirkenden  Kräfte  bildet,  und  die  Seiten  SJST,  SK'  verhalten  sich 
,  einander  wie  die  in  den  Richtungen  PE^  PE*  genommenen 
onponenten  der  Kräfte  E^E',  Es  folgt  daraus  nach  dem  „Dreieck 
fT  Kräfte",  dass  die  Resultante  von  E  und  E*  die  Richtung  PS 
tt  und  zu  den  Componenten  in  denselben  Verhältnissen  steht,  wie 
e  Seite  KK'  des  Dreiecks  zu  den  beiden  anderen  Seiten.  Die 
Multante  der  von  den  beiden  Elementen  E  und  E'  auf  deh  Punkt 
ansg^eübten  Kräffce  ist  somit  nach  S^zu-  gerichtet  und  gleich 

2a  CD  .  ___,     ,  X.2a.G)        ^. 

•  KK  oder  , ^ ■*  *) 


^K'     (/«ooa«)«^«  '(/^ooa^SP^ 

B  ist  also  auch  die  Gesammtresultante  nach  8  hin  gerichtet,  und 
iTch  Summation       466)  erhalten  wir  für  ihre  Grösse  den  Ausdruck 

X.4na 
(/3cv)a2)sps* 

Wir  schliessen  daraus,  dass  die  Resultante  der  auf  einen  be- 
ebigen.  von  S  durch  die  Kugelfläche  getrennten  Punkt  P  wir- 
enden   Kräfte  gleich  der  Kraft  ist,  welche  eine  in  8  vereinigte 

lasse  von  der  Grösse  -rz l  auf  P  ausüben  würde, 

475.  Wir  wollen  jetzt  die  Attraction  bestimmen,  wenn  die 
Hinkte  S  und  P  entweder  beide  ausserhalb,  oder  beide  innerhalb 
her  Kngeloberfiäche  liegen. 

Wird  in  der  I4nie  C  S  oder  in  ihrer  Verlängerung  über  S  hin- 
ins  ein  Punkt  5i  so  angenommen,  dass 

GS.GSi  =a^ 

»t,  so  haben  wir  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze,  wenn 
E?  ein  beliebiger  auf  der  Kugelfläche  liegender  Punkt  ist. 


•)  /«  /va»  bedeutet/a  —  a»  oder  a^  —J\  jenachdem  />  a  oder  a>/i8t. 
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SE        / 


Es  ist  folglich 


S,E        a 


SE"        Z'-SiE» 
Ist  also  Q  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  in  E,  so  hat  man 

Ao« 

/»            Ai 
9  = 


S,  E»       SiE» 

,    _Aa8  -  I 

wenn  ^i  —  -j^ 

ist.  Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  angestellten  Uniersuchani 
findet  somit  die  auf  P  ausgeübte  Attraction  in  der  Richtung  nadj 
Si  zu  statt,  und  ihre  Grösse  ist  dieselbe,  wie  wenn  eine  Masse  voi 

der  Grösse  --— in'  diesem  Punkte  concentrirt  wäre^  darin  be 

zeichnet /i  die  Linie  CSi-    Substituirep  wir  die  Werthe  von /i  unl 

Fig.  7.  •  Fig.  8. 


E' 

Ai,  nämlich  —z  und  — rr-,  so  erhalten  wir  für  die  Grösse  der  Masse,  did 
f  P  1 

wir  uns  in  8i  vereinigt  zu  denken  haben,,  den  modificirten  Ausdnicl 

,  a    ,  1 


476.  Eine  nicht  isolirte  Kugel  unter  der  Einwirlnuif 
eines  elektrischen  Punktes,  —  Wenn  eine  Kugelfläche  so  elek- 
trisirt  wird,  dass  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  dem  Kubus  des 
Abstandes  von  einem  inneren  Punkte  S  oder  von  dem  entspre- 
chenden äusseren  Punkte  Si  umgekehrt  proportional  ist,  so  winl 
sie  jeden  äusseren  Punkt  ebenso  anziehen,  wie  wenn  die  ganze  Elek- 
tricität in  S  vereinigt  wäre,  und  jeden  inneren  Punkt,  wie  wenn 
eine  in  dem  Yerhältniss  a  zu  /  grössere  Elektricitätsmenge  sich  im 
Punkte  Si  befände. 
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.  A 

Die  Dichtigkeit  im  Punkte  E  werde  wieder  mit  "=3  bezeich- 

et.  Betrachten  wir  jetzt  zwei  in  E  und  E'  befindliche  entgegen- 
^set^te  Elemente,  über  denen  in  £1  eine  Kegelecke  o  steht.  Da  die 
i'lächen  dieser  Elemente 

(o.2a.SE^       ,    ö.2a.S^a 

rr=3 und  = 

EE'  EU 

ind,  so  ist  die  Elektricitätsmenge,  die  sie  zusammen  enthalten, 

l,2a,6  /  1  1    \  A.2a.o 

EE'     \SE  "*"  SETj  SE.SET' 

[un  ist  bekanntlich  SE.  SE^  constant  und  gleich  a*  — /2.  Sum- 
^iren  wir  daher  die  Elektricitätsmengen  aller  Elementenpaare,  so 
rhalten  wir  für  die  ganze  Elektricität ,  die  sich  auf  der  Kugel  be- 
Indet,  den  Ausdruck 

nird  dieser  Ausdruck  mit  m  bezeichnet,  so  verwandeln  sich  die  in 
len  vorigen  Paragraphen  hergeleiteten  Ausdrücke  für  die  Elektrici- 
tatsmengen,  die  wir  uns  im  Punkte  S  oder  Si  concentrirt  denken 
Aussen,  je  nachdem  P  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugelfläche 
legt,  beziehungsweise  in 

tn  und  -r  «w. 

-^ 
477.    Directe  analytische  Berechnung  der  Attractionen. — 

|Ke  directe  analytische  Lösung  der  Probleme,  wie  sie  uns  hier 

KBchäftigten,  besteht  darin,  nach  §  455  die  drei  Componenten  der 

f Benzen  Attraction  als  Summe  der  von  den  einzelnen  materiellen 
unkten  des  anziehenden  Körpers  ausgeübten  partiellen  Attractio- 
ften  auszudrücken,  diese  Summen  nach  den  gewöhnlichen  Methoden 
in  bestimmte  Integrale. zu  verwandeln,  und  die  letzteren  auszuwer- 
fen. Eine  solche  Lösung  ist  im  Allgemeinen  nicht  so  elegant  und 
einfach  wie  die  wenigfer  directe  Lösungsmethode,  wejche  darauf  hin- 
auBläuft,  die  potentielle  Energie  des  angezogenen  materiellen  Punk- 
tes in  Beziehung  auf  die  von  dem  anziehenden  Körper  auf  ihn  aus- 
geübten Kräfte  zu  bestimmen,  eine  Methode,  die  wir  alsbald  mit 
besonderer  Sorgfalt  entwickeln  werden,  da  sie  in  den  Theorien  der 
Elektricität  und  des  Magnetismus,  wie  auch  in  der  Lehre  von  der 
Gravitation  von  unberechenbarem  Werthe  ist.  Bevor  wir  aber  dazu 
übergehen,  wollen  .wir  einige  Beispiele  mittels  der  directen  Methode 
^handeln.     Wir  beginnen  mit  dem  Fall  einer  Kugelschale. 
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(a.)  Gleiohfönnig  belefi:te  Kugelsohale.  —  Es  sei  T  der  angi 
Punkt,  0  der  Mittelpunkt  der  Kugelschale.    Eine  beliebige  zu  OP 
rechte  Ebene  schneide  OP  in  N  und  die  Kugel  in  dem  kleinen  Kreise  Q. 


Fig.  9. 


Ferner  setzen  wir  2^Q0i 
OQ=ia,  qP=zD.  Da( 

die  ganze  Attractlon  offenl 
längs  P  0  stattfindet,  so  U 
nen  wir  von  vornherein 
Componenten     ihrer     Tb< 
für  diese  Richtung  nehi 
Der  Streifen  der  Kugelfläcl 
welcher     von     den    Krei 
begrenzt    wird ,    welche 
ziehungsweise    den   Wertl 
*,  »  +  d^  des  Winkels  QOi 
entsprechen,  hat  die  ¥1äcl 
^nd^eind-db-.    Bezeichnet  also  M  die  Masse  der  Schale,  so  ist  die  Ifti 
P  0  genommene  Componente  der  Attraction ,   welche   der  Streifen  auf 
ausübt, 

—-  sm^d^-  ' 

2  JTQS 

F52=«2=:  a24- D«  —  2 aD  cos  ^, 
xdx  =  aD  sin  &  d&f 

a-a  —  a>  +  2)2 


Es  ist  aber 


PN=D^acos&: 
folglich  die  Anziehung  des  Streifens 


2D 


dx. 


Bei  der  Integi*ation  haben  wir  "zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

(1.)  P  ist  ein  äusserer  Punkt,  d.  h.  JD  >a.    Die  Grenzwerthe   von  i 
sind  dann  D  —  a  und  D  -f*  ^»  ^od  die  Attraction  ist 

M    .  


Fi  —  D2  — ga-iD+g      Jf 
42)2  [a  - 


welches  Resultat  mit  dem  oben  erhaltenen  übereinstimmt. 

(2.)  P  ist  ein  innerer  Punkt,  d.  h.  es  ist  J)<a.  Die  Integrations- 
grenzen  sind  dann  a—  D  und  a -f- D,  und  die  Attraction  ist 

M   [•£    ,    g^  — J)a-|afg_ 

42>2  La  "^      a.r     Ja-z)^ 

• 

(b.)  Attraction  einer  gleichförmig  betegten  Kreissolieibe  auf 
einen  Funkt  ihrer  Aze.  —  Ein  nützlicher  Fall  ist  der  der  Attractioa. 
welche  eine  kreisförmige  Platte  von  gleichföi-miger  Dichtigkeit  auf  einen 
in  einer  Geraden '  liegenden  Punkt*  ausübt,  welche  durch  den  Mittelpmiit 
der  Platte  «geht  und  zur  Ebene  derselben  senkrecht  ist. 

Ist  a  der  Radius  der  Platte,  h  ihr  Abstand  vom  angezogenen  Punkt« 
und  M  ihre  Masse,  so  ergibt  sich  leicht  für  die  Attraction  (deren  Rich- 
tung o£fenbar  senkrecht  zur  Platte  ist)  der  Ausdruck 
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M^   r    2hrdr     _  2jtf  j    __         h        ] 

0 

BezeiclL]iet.(>  die  Flächen-Dichtigkeit^  der  Platte,  so  geht  dieser  Ausdruck 
über  in 


und  für  eine  unendlich  grosse  Platte  erhält  man  hieraus   als  Wei*th  der 
Attraction 

2  71^. 

Aus  der  vorhergehenden  Formel  lassen  sich  leicht  viele  nützliche  Be- 
I   sultate  herleiten,  so  z.  B.  das  folgende:  — «•• 

!  (c.)    Attraction  eines  Cylinders  auf  einen  Punkt  seiner  Ajl4.  — 

.    Ein  gleichförmig  mit  Masse  gefüllter.  Cylinder,  dessen  Länge  l  und  dessen 
I    Basis  ein  Kreis  vom  Badius  a  ist,  zieht  einen  Punkt,   der  in   seiner  Axe 
[^  liegt  und  von  der  ihm   am  nächsten  liegenden  Grundfläche   des   Cylin- 
ders den  Abstand  ic  hat,  mit  einer  Kraft 

8;i(>y    (^  -  Y^^^'^^  =  27re  { I  -  V(x  +  l)^  +  a^  4.  V^a  ^  a« )    ' 

X 

an.    Danach  ist  die  Anziehung,  wenn   der  Cylindet   nach  einer  Bichtung 
hia  von  unbegrenzter  Länge  ist, 

2  71^  (Vx^  +  a2  —  x), 

und  wenn  der  angezogene  Punkt  im  Mittelpunkt  der  Grundfläche  des  un- 
endlich grossen  Cylinders  liegt  (d.  h.  a?  =  0  ist), 

27r^a. 

(d.)    Attraction  eines  geraden  Kegels  auf  einen  Punkt  am 
\    SoheiteL  —  Ein  gerader  Kegel  habe  die  Länge  l  und  am  Scheitel   den 
Winkel  2  er.    Ein  in  seinem  Scheitel  befindlicher   materieller  Punkt   wird 
dann,  wie  sich  aus  (b.)  leicht  ergibt,  mit  einer  Kraft 

2nQl  (1  —  cos  «) 

angezogen,  welcher  Ausdruck  der  Länge  der  Axe  einfach  proportional  ist. 

Es  ist  leicht,  nöthigenfalls  den  natürlich  weniger  einfachen  Ausdruck 
für  die  Attraction  zu  finden,  welche  ein  beliebiger  Punkt  der  Axe  erfahrt. 

(e.)  Positive  und  negative  Scheiben.  —  Ein  für  magnetische 
und  elektro-magnetisc^e  Anwendungen  sehr  nützlicher  Fall  ist  folgender:  — 

Es  sind  zwei  gleiche  kreisförmige  Scheiben  gegeben,  die  zur  Verbin-    ' 
dongslinie  ihrer  Mittel|»unkte  senkrecht  stehen.    Ihre  Massen  (§  461)  sind 
entgegengesetzter  Art,  d.h.  die  eine  übt  eine  abstossende,  die  andere  eine 
anziehende  Kraft  aus.   Man  soll  ihre  Wirkung  auf  einen  beliebigen  Punkt 
jener  Verbindungslinie  bestimmen. 

Ist  a  der  Badius  jeder  Scheibe,  q  die  Masse,  welche  sich  in  der 
Flächeneinheit  befindet,  c  der  Abstand  der  Scheiben  und  x  die  Entfer- 
nung des  angezogenen  Pimktes  von  der  ihm  zunächst  liegenden  Scheibe, 
80  ist  die  Gesammtwirkung  offenbar 
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X  -\-  c 


X 


V(x  +  c)^-\-a^         \x^  +  a« 


In  dem  besonderen  Falle,    in  welchem  c   unbegi-euzt  abnimmt,   jfeht 
dieser  Ausdruck  über  in 

478.  Variation  der  Kraft  beim  Durchgang  durch  eine 
anfliehende  Oberfläche.  —  Es  seien  P  und  F'  zwei  zn  beiden 
Seiten  einer  Oberfläche,  über  welche  Materie  vertheilt  ist,  einander 
unendlich  nahe  liegende  Punkte.  Die  Dichtigkeit  der  Materie  auf 
der  Oberfläche  in  der  Nähe  dieser  Punkte  sei  p.  Welches  dann 
auch  die  resultirende  Attraction  H  in  P  ist,  die  von  der  gesammten 
anziehenden  Materie,  mag  dieselbe  auf  der  Oberfläche  oder  sonst 
wo  sich' befinden,  ausgeübt  ¥rird,  die  Resultante  H  der  auf  P  wir- 
kenden Kräfte  ist  die  Resultante  einer  R  gleichen  und  parallelen 
Kraft  und  einer  Kraft,  welche  gleich  4t7CQ  ist  und  in  der  Richtung 
der  von  P'  an  die  Oberfläche  gelegten  Normale  wirkt.  Denn  neh- 
men wir  an,  PP*  sei  senkrecht  gegen  die  Oberfläche  gerichtet,  eine 
Voraussetzung,  welche  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  nicht  be- 
einträchtigt, und  betrachten  eine  auf  der  Oberfläche  liegende  kreis- 
förmige Scheibe,  deren  Mittelpunkt  in  P  P'  liegt  und  deren  Radius 
unendlich  klein  im  Vergleich  zu  den  Krümmungsradien  der  Ober- 
fläche, aber  unendlich  gross  im  Vergleich  zu  PP*  ist,  so  wird  diese 
Scheibe  [§  477,  (b.)]  P  und  P'  mit  entgegengesetzt  gerichteten 
Kräften  anziehen,  deren  jede  gleich  2nQ  ist  und  in  der  Linie  PP 
wirkt.  Daraus  ergibt  sich  die  Richtigkeit  des  Satzes,  der  in  der 
Theorie  der  Elektricität  von  grosser  Bedeutung  ist. 

(a.)  Anziehung  einer  gleichförmig  mit  Masse  gefüllten  Halb- 
kugel auf  einen  an  ihrem  Bande  beflndliohen  materiellen  Punkt» 
Um  ein  weiteres  Beispiel  des  directen  analytischen  Verfahrens  zu  geben, 

wollen  wir  die  Componenten  der 
Attraction  bestimmen ,  welche  eine 
gleichförmig  mit  Masse  gefüllt« 
Halbkugel  auf  einen  an  Ihrem 
Rande  befindlichen  materiellen 
Punkt  ausübt.    Es  sei  A  der  mate- 


Fig.  10. 


rielle  Punkt,  AB  ein  Durchme&«r 
der  Basis,  AC  die  in  A  an  die  Ba- 
sis gelegte  Tangente  und  ^DJsenk- 
recht  zu  A  C  und  A  B.  Ferner  sei 
It(^A  ein  von  einer  durch  -4  C  ge- 
henden £bene  gebildeter  Schnitt, 
A  Q  ein  beliebiger  Radius- Vector  dieses  Schnittes  und  P  ein  Punkt  in  ^9- 
Wird  dann  AP  =  r,  2iBAQ=z(p,  2i  BAB=z&  g&Betzt,  so  ist  das  Volu- 
men eines  in   P  liegenden  Elementes  offenbar 
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rdg}.rc08^dd'.dr  =  r^co8g>d(pd(^  dr. 

BiC  Attraction,  welche  die  in  A  befindliche  Masseneinheit  längs  AC  er- 
fahrt, ist  oflbnbar  Null.    Längs  A3  ist  dieselbe 

Q  J  J  JC08  ^dfpd&dr  cos  (p cos  &, 

wenn  dieses  Integral   zwischen  den   richtigen    Grenzen   genommen   wird. 
Die  Grenzen  von  rsindO  und  2a  cos  d- cos  ^^  diejenigen  von  ^  sind  0  und 

— ;  endlich  ist  in  Beziehung  auf  g)  zwischen  —  —  und  -|-  --    zu   integri- 

2 
ren.    Die  Attraction  längs  AB  ist  daher  gleich  --  nQa. 

o 

Längs  .^D  ist  die  Attraction 

+  —        —      Zacosd-  eo$  ip 
-2      y^a      X.  4 


■fff 

_^     0  0 

s 


cos  q)d(pd9dr  cos  (p  sin  ^  =  t  QO.- 


(b.)    Aenderung  der  geographischen  Breite  duroih  einen  halb- 
kogelförmigen  Berg  oder  ein  halbkugelförmlges  Thal.  —  Auf  der 

Hüdseite  der  Basis  eines  halbkugelformigen  Berges  vom  Badius  a  und  von  der 
Dichtigkeit  q  wird  daher  die  wahre  Breite  (wie  sie  mittels  der  Bleischuur 
oder  der  Beflexion  des  Sternlichtes  von  einer  Quecksilberfiäche  gemessen 
wird)  durch  die  Attraction  des  Berges  um  den  Winkel  . 

2 


ö~}^a 


vffrringert,  wo  G  die  durch  dieselben  Einheiten  ausgedrückte  Anziehung 
der  Erde  ist.  Ist  also  It  der  Badius  und  ü  die  mittlere  Dichtigkeit  der 
Erde,  so  ist  dieser  Winkel 

2 

—  nga 

^  ,        ..,  '        .      \    na 

,  oder  naherungsweise  —  .^  • 


^ngB^j  ga 

Die  Breiten  zweier  nördlich  und  südlich  am  Fusse   des   Berges  liegenden 
Stationen  sind  mithin  um   p  (2  +  — )  verschieden,  während   ihr  Unter- 

2a 

schied  -p   betragen  würde,  wenn  der  Berg  entfernt  würde. 

Ebenso  wird  die  Breite  eines  an  der  Südseite  des  Bandes   eines  halb- 
kugelförmigen  Thals  liegenden  Ortes  durch  die  Anwesenheit  des  Thals  um 

I    ga 

■^  -^5  vergrössert,  wo  g  die  Dichtigkeit  der  oberen  Schichten  des  Thals  ist. 

479.  Aenderung  der  Breite  durch  eine  Sohluoht.  —  Wir 
wollen  noch  ein  merkwürdiges  Beispiel  der  Classe  von  Fragen  ge- 
ben, die  wir  jetzt  betrachtet  haben.     Eine  sich  von  Osten  nach 
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Westen  hin  erstreckende  tiefe  Schlucht  vergröäsert  die  Breite  Ton 
Orten,  die  an  ihrem  Südraüde  liegen,  (annähernd)  um  den  Winkel 

—  — -=,  WO  Q  die  Dichtigkeit  der  Erdkruste  und  a  die  Breite  der 

Schlucht  ist.      So    wird  der  Nordrand  der  Schlucht  eine  tiefere 

3  p 

Breite  als  der  Südrand  haben ,  wenn  r-  —  >  1   ist ,  was    der   Fall 

2  6 

sein  könnte,  da  es  Felsen  giebt,  deren  Dichtigkeit  Va  X  ^,5  oder 

3,67  mal  so  großs  als  die  des  Wassers  ist.     In  einer  beträchtliches 

Tiefe  in  der  Schlucht  wird  diese  Aenderung  der  Breiten    nahezu 

verdoppelt,  und  dann  hat  die  Südseite  die  grössere  Breite,  wenn 

die  Dichtigkeit  der  Kruste  nicht  weniger  als  1,83  mal  so  gross  als 

die  des  Wassers  ist. 

480.    Anziehung  einer  aus  oonoentrisohen  Schalen  von 
gleichformigrer  Dichtigkeit  susammengesetaten  Kugel.  —  & 

ist  interessant  und  für  spätere  Anwendungen  von  Nutzen,  als  beson- 
deren  Fall  die  Anziehung  einer  aus  concentrischen  Schichten  be- 
stebenden  Kugel  zu  betrachten,  bei  welcher  jede  Schicht  von  gleich- 
förmiger Dichtigkeit  ist. 

Es  sei  R  der  Radius  der  Kugel  und  r  der  Radius  einer  beliebigen 
Schicht,  welche  die  Dichtigkeit  ^  =  F{r)  hat.  Bezeichnet  dann  c  die 
mittlere  Dichtigkeit,  so  ist 


"!' 


und  hieraus  lässt  sich  c  bestimmen. 

Für  die  Attraction  G^,  welche  die  Kugel  an  ihrer  Oberfläche  auf  einen 
in  ihr  liegenden  Punkt  P  ausübt,  erhält  man 

ö  =  2  X   \naBz=i^  naB. 

Ein   Punkt,    welcher   den   Abstand   f   vom   Mittelpunkte   hat,  wird 
(§§  462,  471)  mit  emer  Kraft 


•       y/V^r 


0 

angezogen. 

Wenn  die  Anziehung  für   alle  Punkte  innerhalb  der  Kugel  dieselbe 

sein  soll,  so  ist 

r 


r 


0 
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and  hierauB  ergibt  sich  als  das  erforderliche  Dichtigkeitsgesetz 

Wenn  die  Dichtigkeit  der  oberen  Schicht  r  ist,  so  ist  die  Attraction 
in  einer  im  Vergleich  zum  Radius  kleinen  Tiefe  h 

WO  «T)  die  mittlere  Dichtigkeit  des  Kerns  ist,  welcher  übrig  bleibt,  wenn 
man  eine  Schicht  von  der  Dicke  h  von  der  Kugel  fortnimmt.  Offenbar 
ist  auch 


oder 
folglich 


3  3 


ö,  (iJ  — Ä)a  +  4wt"(B  — Ä)«A  =  GS", 
0,=  <?(l+^)-4»tA. 


Danach  ist  die  Attraction  in  einer  Tiefe  h  dieselbe  wie   an  der  Ober- 
fläche, wei^n 

-=r  =  —  na  =  2nt 
E         3 

ist. 

481.     Wir  fügen  noch  einige  andere  einfache  Fälle  hinzu,  da 
ihre  Resultate  uns  späterhin  von  Nutzen  sein  werden. 

(a.)  Anxiehiing  eines  gleichförmig  belegten  Kreisbogens.^ 
Ein  Kreisbogen  A  B  von  gleichförmiger  Dichtigkeit  zieht  einen  im  Mittel- 
punkt C  des  Kreises  liegenden  materiellen  Punkt  mit  einer  Kraft  an, 
(leren  Sichtung  offenbar  mit  der  den  Bogen  halbirenden  Geraden  CD 
znsammenßlllt.  Auch  ist  die  CD  parallele  Componente  der  Attraction, 
welche  ein  in  P  befindliches  Element  ausübt,  gleich 

Masse  des  in  P  liegenden  Elementes 

Nehmen  wir  nun  an,  die  Sehne  AB  sei  von  der- 
selben Dichtigkeit  wie  der  Bogen,  so  können  wir 
fiir  das  Product 

(Masse  des  in  P  liegenden  Elementes  X  cos  PCD) 

die  Masse  der  Projection  Q  dieses  Elementes  auf  AB 

iD  setzen;  denn  wenn   PT  die   in  P   an   den   Bogen 

gelegte  Tangente  ist,  so  ist  21-P^Ö  =  2iPCD. 

Die  längs  CD  wirkende  Attraction  ist  daher 

Summe  der  Projectionen  der  Elemente  des  Bogens 

___  Q.AB 

"   rD» 


cos  PCD. 
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wenn  q  die  Dichtigkeit  des  gegebenen  Bogens  ist,  oder  endlich 

_  2Q.8in  ÄCD 
""  CD 

Die  Attraction  ist  also  gleich  derjenigen  einer  im  Punkte  D  concen- 
trirtenJiasse,  welche  gleich  der  Masse  ist,  die  die  Sehne  enthalten  würd^, 
wenn  sie  dieselbe  Dichtigkeit  wie  der  Bogen  hätte. 

(b.)  Anziehung  einer  geraden  Linie.  —  Weiter  lässt  sich  xei- 
gen,  dass  eine  begrenzte  gerade  Linie  von  gleichförmiger  Dichtigkeit 
einen  beliebigen  nicht  in  ihr  liegenden  Punkt  in  derselben  Richtung  und 
mit  derselben  Kraft  anzieht,  wie  der  entsprechende  Bogen   ei;ies  Kreises 


Pig.  12. 


von  gleicher  Dichtigkeit, 
welcher  den  Punkt  zom 
Mittelpunkt  hat  und  die 
gerade  Linie  berührt. 

Ziehen  wir  nämlich  die 
Gerade  Cp  P,  welche  den 
Kreis  in  p  und  die  gege- 
bene gerade  Linie  in  P 
schneidet,  so  verhält  sich 
das  in  p  liegende  Ele- 
ment zu  dem  in  Pbefind- 


CP 


liehen,  wie    Cp   zu  CP-  ^,  d.  h.  wie  Cp^  zu  (TP*.      Folglich    riehen 

diese  Elemente  den  Punkt  (J  mit  gleicher  Kraft  und  in  derselben  Rich- 
tung an,  und  die  Attraction,  welche  die  Gerade  AB  auf  C  ausübt,  ist 
gleich  der  Attraction  des  Bogens  ab  auf  denselben  Punkt.  Nach  dem 
letzten  Satze  ist  die  Richtung,  in  welcher  diese  Attraction  stAttfindet,  die 
Halbirungslinie  des  Winkels  AGB  und  gleich 


Fig.  13. 


(c.)    Man  |tann  dies  noch  auf  andere    nützliche  Formen  bringen :  — 

Es  möge  CKF  den 
Winkel  A  CB  halbiren 
und  Aay  Bö,  EF  von 
den  Enden  und  dem 
Mittelpunkte  von  AB 
auf  CF  senkrecht  ge- 
zogen sein.     Dann  üt 

sin  KCB 

KB 

CB 

_       AB        CD 
^AC-\-CB  CK 

Die  Attraction,  wel- 
che läng»  CK  wirkt, 
ist  folglich 


=  ^  Hn  CKD 
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(^)  (AC+CB)GK^  2{AC+CB)(ZlT^=TrB^-ÄB^y 

Denn  man  hat  offenbar 

hKiKa  =  BKiKA  =  BCiCA  =  hC.Ca, 

d.  h.    ah  ist   aussen    in   C  nnd  innen  in    K  in    demselben    Verhältniss 
getheilt.    Daraus  ergibt  sich 

KC.  CF  =  aC.  C6  =  i  Uo-f  CB^  —  JB^l 

und  dies  liefert  die  Formel  (1). 

(d.)  CF  ist  offenbar  die  im  Punkte  C  gezogene  Tangente  einer  Hy- 
perbel, welche  durch  C  geht  und  A  und  B  zu  Brennpunkten  hat.*  Wird 
also  in  einer  beliebigen  durch  AB  gehenden  Ebene  eine  beliebige  Hy- 
perbel beschrieben,  die  A  und  B  zu  Brennpunkten  hat,  so  wird  sie  in 
Beziehung  auf  die  Attraction  der  Geraden  AB  eine  Kraftlinie  sein,  d.  h. 
eine  Curve,  welche  in  jedem  Punkte  die  Richtung  der  Attraction  an- 
zeigt.   Wir  werden  später  auf  diesen  Begriff  zurückkommen. 

(e.)  Wenn  ebenso  um  A  und  B  als  Brennpunkte  ein  durch  C  gehen- 
des verlängertes  Sphäroid  beschrieben  wird,  so  ist  CF  offenbar  die  Nor- 
male in  C;  die  auf  den  in  C  befindlichen  materiellen  Punkt  wirkende 
Kraft  ist  also  gegen  das  Sphäroid  senkrecht  gerichtet,  und  der  Punkt 
würde  somit  auf  der  Oberfläche  im  Gleichgewicht  bleiben,  selbst  wenn 
dieselbe  glatt  wäre.  Es  ist  diese  Oberfläche  ein  Beispiel  der  Flächen 
Constanten  Potentials,  die  auch  Gleichgewichts-  oder  Niveauflächen  ge- 
nannt werden,  imd  mit  denen  wir  uns  alsbald  ausführlich  beschäftigen 
werden. 

(f.)  Weiter  können  wir  durch  eine  einfache  Anwendung  des  vorher- 
o^ehenden  Satzes  beweisen,  dass  die  Kraftlinien  für  die  Attraction  zweier 
in  den  Verlängerungen  von  A  B  liegenden  unendlich  langen  Stäbe,  von 
denen  äer  eine  eine  anziehende,  der  andere  eine  abstossende  Wirkung 
ausübt,  die  Schaar  der  um  die  Enden  A  und  B  als  Brennpunkte  beschrie- 
benen Ellipsen  sind,  während  die  Gleichgewichtsflächen  durch  die  Rota- 
tion der  confocalen  Hyperbeln  erzeugt  werden. 

482.  Das  Potential.  —  Da  das  Potential  nicht  nur  in  der 
Theorie  der  Gravitation,  sondern  auch  in  der  Theorie  der  Elektri- 
cität,  des  Magnetismus,  der  Bewegung  von  Flüssigkeiten,  der  Wärme- 
leitung, tt.  B.  w.  von  hervorragendster  Bedeutung  ist,  so  wollen  wir 
seine  wichtigsten  Eigenschaften  hier  erforschen. 

483.  Laplace  hat  diese  Function  in  die  Theorie  der  Gravi- 
tation eingeführt.  Den  Namen  Potential  hat  ihr  aber  zuerst  Green 
gegeben,  den  man  fast  als  den  Schöpfer  der  Theorie,  wie  wir  sie 
jetzt  haben,  ansehen  kann.  Green' s  Werk  blieb  bis  1846  unbe- 
achtet, und  so  wurden  die  meisten  der  wichtigen  Sätze,  die  es  ent- 
hält, während  dieser  Zeit  von  Gauss,  Chasles,  Sturm  und 
Thomson  zum  zweiten  Male  entdeckt. 

Wir  haben  in    §  273  die  potentielle  Energie  eines  conser- 
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vativen  Systems  für  eine  beliebige  Configuration  definirt.  Wenn 
die  in  Frage  stehenden  Kräfte  wirklich  oder  scheinbar  femwir- 
kende  sind,  wie  die  Gravitation,  die  Anziehungen  oder  AbBtossnn- 
gen  elektrischen  oder  magnetischen  Ursprungs,  so  empfiehlt  es  sich 
im  Allgemeinen,  als  die  Configuration,  in  der  man  die  potentielle 
Energie  gleich  Null  rechnet;  diejenige  zu  wählen ,  in  welcher  die 
betreffenden  Körper  sich  in  unendlichem  Abstände  vop  einander  be- 
finden.    Wir  gelangen  dann  zu  folgender  Definition:  — 

484.  Die  wechselseitige  potentielle  Energie  zweier  Körper, 
welche  eine  beliebige  Lage  relativ  zu  einander  einnehmen,  ist  die 
Grösse  der  Arbeit,  die  man  aus  ihrer  gegenseitigen  Abstossung  er- 
langen kann,  wenn  man  ihnen  gestattet,  sich  unendlich  weit  von 
einander  zu  entfernen.  Wenn  die  Körper  einander  anziehen,  wie 
es  z.  B.  der  Fall  ist,  wenn  keine  Kraft  ausser  der  Gravitation  wirkt 
80  ist  nach  der  jetzt  getroffenen  Uebereinkunft  hinsichtlich  des 
Nullpunkts  ihre  wechselseitige  potentielle  Energie  negativ,  oder 
(§  547)  ihre  Erschöpfung  an  potentieller  Energie  positiT. 

485.  Das  Potential  (in  dieser  Anwendung  von  Gauss  die 
Potential function  genannt)  eines  beliebigen  anziehenden  oder  ab- 
stossenden  Körpers  oder  einer  beliebig  vertheilten  Masse  in  einem 
Punkte  ist  die  wechselseitige  potentielle  Energie  dieser  Masse 
und  einer  in  diesem  Punkte  befindlichen  Masseneinheit.  Im  Falle 
der  Gravitation  ist  es  zweckmässig,  um  das  Potential  nicht  als 
eine  negative  Grösse  definircn  zu  müssen,  das  Vorzeichen  zu  andern. 
Das  Gravitations-Potential  einer  Masse  in  einem  Punkte  ist  danach 
die  Grösse  der  Arbeit,  die  erfordert  wird,  um  eine  Masseneinheit 
aus  jenem  Punkte  unendlich  weit  fortzubewegen. 

486.  Anwendung  des  Potentials  zum  Ausdruck  einer 
Kraft.  —  Ist  also  V  das  Potential  in  einem  beliebigen  Punkte  F 
und  Fl  dasjenige  in  einem  benachbarten  Punkte  Q,  so  folgt  aos 
der  obigen  Definition  unmittelbar,  dass  V  —  Vi  die  Grösse  der  Ar- 
beit ist,  die  erfordert '•wird,  um  eine  unabhängige  Masseneinheit 
von  F  nach  Q  zu  bewegen.  Es  ist  nützlich  zu  bemericen,  dass 
V  —  Vi  von  der  Gestalt  des  zwischen  diesen  beiden  Punkten  ge- 
wählten Weges  ganz  und  gar  unabhängig  ist;  denn  wir  erbalten 
dadurch  schon  eine  Vorstellung  von  der  Herrschaft,  welche  uns  diese 
Art  der  Darstellung  über  die  betreffenden  Begriffe  verleiht. 

Nehmen  wir  an,  Q  liege  so  nahe  an  P,  dass  die  Kraft«,  mit 
welcher  eine  in  diesen  Punkten,  folglich  auch  in  jedem  Punkte  der 
Linie  P  Q  befindliche  Masseneinheit  angezogen  wird,  als  gleich  und 
parallel  angesehen   werden  können.     Stellt   dann  F  die  läng»  PQ 
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wirksame  Componente  der  Attraction  dar,  so  ist  F .  PQ  die  Arbeit, 
die  erfordert  wird,  um  die  Einheit  der  Masse  von  P  nach  Q  zu 
bringen.     Es  ist  also 

oder 

.  PQ    ' 

d.  h.  die  nach  irgend  einer  Richtung  P  Q  genommene  Componente 
der  auf  die  in  P  befindliche  Einheit  der  Masse  ausgeübten  Attrac- 
tion ist  die  Zunahme  des  Potentials  in  P  längs  der  Linie  PQ,  be- 
rechnet für  die  Längeneinheit. 

487.  Oberflächen  co^tanten  Potentials.  ~  Eine  Oberfläche, 
bei  welcher  das  Potential  in  jedem  Punkte  denselben .  Werth  hat, 
und  die  deshalb  eine  Oberfläche  cons tauten  Potentials  ge- 
nannt wird,  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Richtung  der  Attraction 
überall  mit  der  Richtung  der  Normalen  zusammenfallt.  Denn  längs 
der  Oberfläche  ändert  sich  der  Werth  des  Potentials  in  keiner  Rich- 
tung, und  daher  ist  in  keiner  solchen  Richtung  eine  Kraft  thätig. 
Wenn  also  der  angezogene  Punkt  auf  eine  solche  Oberfläche  gesetzt 
wird  (die  wir  als  glatt  und  starr  yoraussetzen),  so  wird  ei*  in  jeder 
Lage  in  Ruhe-  bleiben;  die  Oberfläche  wird  daher  auch  wohl  eine 
Gleichgewichtsoberfläche  genannt.  Wir  werden  später  sehen, 
dass  in  einem  Punkte  der  freien  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  die 
Kraft  immer  die  Richtung  der  Normalen  hat;  aus  diesem  Grunde 
gebraucht  man  statt  der  beiden  angegebenen  Ausdrücke  oft  auch 
den  Ausdruck  Niveau-Fläche.- 

488.  Intensität  der  Kraft  in  verschiedenen  Punkten 
einer  Oberfläche  constanten  Potentials.  —  Wenn  man  für  eine 
Reihe  nahe  aneinander  liegender  und  gleich  weit  von  einander  ent- 
fernter Werthe  des  Potentials  die  zugehörige  Schaar  Gleichgewichts- 
flach6n  construirt,  so  erhellt  aus  §486,  dass  die  Attraction  in  jedem 
Punkte  dem  Normalabstande  der  beiden  Oberflächen,  zwischen  denen 
der  Punkt  enthalten  ist,  umgekehrt  proportional  sein  wird;  denn 
der  Zähler  des  Ausdrucks  für  F  ist  in  diesem  Falle  constant. 

489.  Krafllinie.  —  Eine  von  einem  beliebigen  Anfangs- 
punkte'aus  gezogene  Linie,  deren  Tangente  in  jedem  Punkte  die- 
selbe Richtung,  wie  die  Attraction  in  diesem  Punkte  hat,  wird  eine 
Kraftlinie  genannt;  sie  schneidet  jede  Oberfläche  constanten  Po- 
tentials, die  sie  trifit,  ofienbar  unter  rechten  Winkeln. 

Die  Gültigkeit  der  drei  letzten  Paragraphen  ist  von  dem  At- 
tractionsgesetz  ganz  unabhängig;  im  Folgenden  dagegen  beschränken 
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wir  uns    auf  das   Gesetz  des  umgekehrten  Quadrates   der  Entünv 

nung. 

490.    Variation  der  Intensität  längs  einer  Kraftlinie.  - 

Wenn  durch  jeden  Punkt  der  Umgrenzung  eines  unendlich  kleben 
Theils  einer  Fläche  constanten  Potentials  die  entsprechenden  Kraft- 
linien gezogen  werden,  so  erhalten  wir  offenbar  eine  röhrenförmige 
Oberfläche  von  unendlich  kleinem  Schnitte.  In  jedem  Punkte  inner- 
halb einer  solchen  Röhre  ist,  so  lange  dieselbe  durch  keinen  anse- 
hende Masse  enthaltenden  Theil  des  Baumes  führt,  die  nach  einer 
beliebigen  Richtung  genommene  Componente  der  Kraft  umgekehrt 
proportional  dem  Durchschnitt  der  Röhre  mit  einer  Ebene,  welche 
durch  den  Punkt  hindurchgeht  und  zu  der  gegebenen  Richtung 
senkrecht  ist.  Oder  einfacher,  die  ganze  Krafb  hat  in  jedem  Punkte 
die  Richtung  der  Tangente  der  Röhre  und  ist  dem  Querschnitt  dep 
selben  umgekehrt  proportional,  und  hieraus  ergiebt  sich,  wie  mu 
leicht  sieht,  der  obige  allgemeinere  Ausspruch. 

Derselbe  ist  eine  unmittelbare  Folge  eines  wichtigen  Satxe^ 
den  wir  später  (§  492)  beweisen  werden.  Das  Fläclien integral 
der  von  einer  beliebig  vertheilten  Materie  in  der  Rich- 
tung der  Normalen  eines  jeden  Punktes  irgend  einer  ge- 
schlossenen Fläche  ausgeübten  Attraction  ist  ixM;  darii 
ist  M  die  Grösse  der  innerhalb  der  Oberfläche  befindli-i 
chen  Masse,  und  die  Attraction  wird  in  jedem  Punkte  der 
Fläche  als  positiv  oder  als  negativ  angesehen,  je  nachdea 
sie  daselbst  nach  innen  oder  nach  aussen  zu  gerichtet  istJ 

Denn  in  dem  vorliegenden  Falle  verschwindet  die  zu  dem  rö^ 
renförmigen  Theil  der  Oberfläche  senkrechte  Kraft,  und  wir  bra«^ 
chen  nur  die  Enden  zu  betrachten.  Wenn  sich  innerhalb  des  be- 
trachteten Theils  der  Röhre  keine  der  anziehenden  Massen  befindet; 
so  erhalten  wir  leicht 

Fts  —  F''m*  =  0, 

wo  F  die  Krafb  in  jedem  Punkte  des  Schnittes  bezeichnet,  desseo 
Fläche  V5  ist.  Diese  Gleichung  ist  mit  der  berühmten  Laplaee« 
sehen  Gleichung  [Anhang  B  (a)  und  unten  §  491  (c)]  äquivalent. 

Wenn  der  anziehende  Körper  um  einen  Punkt  herum  sjnune 
trisch  ist,  so  sind  die  Kraftlinien  offenbar  von  diesem  Punkte  ais- 
gehende Geraden.  Folglich  ist  die  Röhre  in  diesem  Falle  ein  Ke« 
gel  und  TS  nach  §  469  dem  Quadrate  des  Abstandes  vom  Scbeitel 
proportional.  Für  Punkte,  welche  ausserhalb  der  anziehende« 
Masse  liegen,  ist  danach  F  dem  Quadrate  des  Abstandes  umgekehrt 
proportional. 
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Wenn  die  Masse  in  unendlich  langen  cylindrischen  Schichten 
aymmetrisch  um  eine  Axe  vertheilt  ist,  so  sind  die  Kraftlinien  off^- 
bar  zur  Axe  senkrecht.  Die  Bohre  wird  also  ein  Keil,  und  da  der 
Schnitt  eines  solchen  dem  Abstand  von  der  Axe  proportional  ist,  so 
ist  die  Attraction  dem  Abstand  von  der  Axe  umgekehrt  proportional. 

Wenn  die  Masse  in  unbegrenzte  parallele  Ebenen  vertheilt  ist, 
deren  jede  von  gleichförmiger  Dichtigkeit  ist,  so  sind  die  Kraft- 
Unien  offenbar  zu  diesen  Ebenen  senkrecht;  die  Bohre  wird  also 
ein  Cy  lind  er,  und  da  der  Schnitt  eines  solchen  von  constanter 
Grosse  ist,  so  ist  die  Ejraft  in  allen  Entfernungen  dieselbe. 

Wenn  eine  unendlich  kleine  Länge  l  des  betrachteten  Theils 
der  Röhre  durch  eine  Materie  von  der  Dichtigkeit  Q  hindurchgeht, 
und.  CD  die  Fläche  dqs  Schnittes  der  Bohre  in  diesem  Theile  ist, 
80  erhalten  wir 

FVi -- F'ts' =  4nl(0Q. 

Dies  ist  der  Poisson^ sehen  Erweiterung  der  Laplace 'sehen  Glei- 
chung [§  491  (c)]  äquivalent. 

491.  Potential  eines  ansiehenden  Punktes.  —  Bei  der 
Berechnung  der  Arbeit,  welche  gegen  eine  dem  Quadrate  des  Ab- 
standes  von  einem  festen  Punkte  umgekehrt  proportionale  Kraft 
geleistet  wird,  hat  man  als  die  mittlere  Kraft  das  geometrische 
Mittel  der  am  Anfang  und  ,am  Ende  der  Bahn  wirkenden  Kräfte 
anzusehen.  Was  den  zweiten  Factor  des  Ausdrucks  für  die  Arbeit, 
die  Grösse  des  Weges,  betriJOft,  so  ist  dieselbe  ganz  unabhängig  von 
der  eingeschlagenen  Bahn  und  einfach  die  Differenz  der  Abstände 
von  dem  anziehenden  Punkte.  Die  auf  irgend  einer  Bahn  gelei- 
stete Arbeit  ist  danach  gleich  dem  Product  aus  der  Differenz  der 
Abstände  der  Endpunkte  von  dem  anziehenden  Punkte  in  das  geo- 
metrische Mittel  der  an  den  Endpunkten  wirkenden  Kräfte;  oder 
wenn  0  der  anziehende  Punkt  und  m  die  Kraft  ist,  welche  er  auf 
eine  in  der  Einheit  der  Entfernung  befindliche  Einheit  der  Masse 
ausübt,  so  ist  die  Arbeit,  die  er  leistet,  während  er  eine  Massen- 
einheit aus  einer  beliebigen  Lage  P  in  eine  beliebige  andere  Lage 

P  bewegt,  gleich  

^^.^        ^  -^x  1  /       *w*  -      wt  in 

Dies  zu  beweisen,  hat  man  nur  zu  bemerken,  dass  für  jeden 
unendlich  kleinen  Schritt  der  Bewegung  der  in  Bede  stehende  Weg 
offenbar  die  Differenz  der  Abstände  vom  Mittelpunkt  ist,  und  dass 
man  für  die  arbeitende  Kraft  die  Kraft  an  einem  der  beiden  End- 

8* 
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punkte,  oder  auch  einen  beliebigen  mittleren  Werth,  z.  B.'das  geo- 
metrische  Mittel  nehmen  kann.  Der  vorstehende  Ausdruck  ist  also 
für  jeden  solchen  Theil  der  Bewegung  richtig,  und  wenn  man,  an 
die  auf  einer  beliebigen  Bahn  von  endlicher  Grösse  geleistete  Ge- 
sammtarbeit  zu  bestimmen,  alle  den  unendlich  kleinen  Theilen  der 
Bewegung  entsprechenden  Ausdrucke  der  Arbeit  summirt,  so  erkennt 
man  die  allgemeine  Gültigkeit  des  gegebenen  Ausdrucks. 

Potential  einer  beliebigen  Masse.  —  Mit  Rucksicht  hier- 
auf folgt  aus  §  485,  dass  eine  in  0  befindliche  Masse  m  in  P  d» 

AM 

Potential  rr-^  hat,  dass  man  also,  um  das  Potential  einer  beliebiget 

Masse  für  den  Punkt  P  zu  erhalten,  jedes  Massen theilchen  durch 
seinen  Abstand  von  P  zu  diyidiren  und  alle .  so  erhaltenen  Quotien- 
ten zu  addiren  hat. 

AnalytiBohe    Bestimmung    des  Werthes    des    Potentials.  -^ 

(a.)  um  diese  Sätze  analytisch  zu  beweisen,  betrachten  wir  znerst  zwei 
materielle  Punkte  0  und  P,  welche  beziehungsweise  die  Massen  m  Joi 
Eins  und  die  Coordinaten  a,b,c-y  x.y^z  haben.     Ihr  Abstand  sei  D,  ab9 

Da  =  (X  — a)a  +  (y  —  h)^  +  (^  -  c)^. 
Die  Componenten  ihrer  wechselseitigen  Anziehung  sind 

Y  X — a     ^  y  —  h     „  z  —  c 

die  Arbeit,  die  erfordert  wird,  um  P  ins  Unendliche  fortzurücken.  iS 
daher 

,    ^    CKx  ~  g)  da;  4-  (y  ^  h)  dy -f  (^  -  c)  dz 

-Y-^J  ;58 


-+ V  ^' 


oder,  da  die  obere  Grenze  2)  =  ao  ist,  gleich 

^D 

In  diesem  Falle  ist  also  die  wechselseitige  potentielle  Energie  das  Prodnct; 
der  Massen,  dividirt  durch   ihre  Entfernung  von   einander,   und  das  Ps>- 

tential  von  m  im  Punkte  x,  y,  ;?  ist  ^• 

Ist  weiter   mehr  als    ein    fester  materieller  Punkt  m   vorhanden,  » 
zeigt  uns  dieselbe  Betrachtung,  dass  das  Potential  in  x,  y,  z  gleich 


(5) 


ist;  und  wenn  diese  materiellen  Punkte  eine  continuirliche  Masse  InldAii^ 
welche  in  a,  6,  c  die  Dichtigkeit  q  hat,  so  erhalten  wir  für  das  Potential 
natürlich  den  Ausdruck  j 

dadhdc  \ 


fff' 


D       ' 
die  Grenzen  dieses  Integrals  hängen  von  der  Form  der  Masse  ab. 
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AtUBdruok  der  Kraftoomponenten.  —  Bezeichnet  V  das, Potential 
n  einem  beliebigen  Punkte  P  (x,  y,  z),  so  ergibt  sich  aus  der  Art,  wie 
rir  den  Werth  von  V  bestimmt  haben,  dass  die  Componenten  der  auf 
lie  Einheit  der  Materie  in  P  ausgeübten  Attraction  folgende  sind: 

Y_dV      ^      dV      „      dV 

-^~3F'    ^"^7^'   ^"17' 

Die  längs  einer  beliebigen  Curve,  deren  Bogen  s  ist,   ^renommene  Compo- 
Dente  der  Kraft  ist  demnach 

d«  '        d«""     ds      dx   ds '^  dy' ds^  dz'ds 

=  11. 

*     ds 

Alle  diese  Ergebnisse  sind  offenbar  ganz  unabhängig  von   der  Frage,  ob 
P  innerhalb  der  anziehenden  Masse  liegt  oder  nicht. 

(b.)  Wenn  die  anziehende  Masse  eine  Kugel  ist,  welche  den  Mittel- 
punkt a,  h,  c  und  die  Dichtigkeit  ^  hat,  und  wenn  P  innerhalb  ihrer 
Oberfläche  liegt,  so  erhalten  wir,  da  die  äussere  Schale  keine  Wirkung 
ausübt, 

V       dV  4        y.,  x—a 


Hieraus  folgt 


dx  S     "^     '      D^ 

dX_d^V_     4 
dx  *"  da;»  ""      3  ''^* 


(c.)    Laplaoe'fl  Gleichung.    FoisBon*«  Brweiterung  deriel- 
besi.  —  Ist  jetzt  allgemein 

^2  £{3  ^2 

^^"^5^  +  7^  + 575' 
80  erhalten  wir,  wie  oben  [Anhang  B  (g),  (14)]  bewiesen  wurde, 

Denn  ee  ist 

d    /1\  __  _  x^a 


d 


ja  f\\ l_   ■  3(a?  — g)» 


und  hieraus  und  aus  den  ähnlichen  Ausdrücken  für  die  zweiten  Differen- 
tialquotienten  mich  y  und  z  folgt  der  Satz  unmittelbar. 

Da  nun  _    ^    ^ 

dhdc 


-  -flP-^ 


und  q  von  «,  y,  z  unabhängig  ist,  so  sehen  wir,  dass,  so  lange  2> 
nicht  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  verschwindet,  d.  h. 
•0  lange  P  nicht  ein  Punkt  der  anziehenden  Masse  ist. 
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oder,  in  Ausdrücken  der  Componenten  der  Kraft, 

dx^  dy  "^  dz 
sein  wird. 

Wenn  P  innerhalb  der  anziehenden  Masse  liegt,  so  denken  wir  uns 
eine  kleine  Kugel  so  beschrieben,  dass  sie  P  in  sich  schliesst,  und  iheikn 
das  Potential  in  zwei  Theile,  dasjenige  der  Kugel,  Fi,  und  dasjenige  des 
übrigen  Theils  des  Körpers,    V^.    Bann  zeigt  uns  der  obige  Ausdruck, 

dass 

V»  Fj  =  0 

dW 
ist.    Femer  liefern  die  Ausdrücke  für  ^—5 ,  u.  s.  w.,  die  wir  im  Falle  einer 

Kugel  (b)  erhalten  haben, 

wo  q  die  Dichtigkeit  der  Kugel  ist. 

Da  nun 

F  =  F,  4-  F, 

ist,  so  ergibt  sich 

V2F  =  —  47rp. 

% 

Dies  ist  die  allgemeine  Gleichung  des  Potentials;  sie  lunfasst  auch  den 
Fall,  in  welchem  P  sich  ganz  ausserhalb  der  anziehenden  Masse  be^dei, 
da  dann  ^  =  0  ist.  Führen  wir  in  die  Gleichung  die  Componenteti  der 
Kraft  ein,  so  geht  sie  über  in 

—  4-  — 4-—  =  -471 
dx    ""  dy    ""  dz  °' 

(d.)  Die  vorhergehenden  wichtigen  Gleichungen  liefern  uns  die  Mit. 
tel,  mehrere  der  ftüher  erhaltenen  Besultate  zu  bewahrheiten  und  einige 
neue  hinzuzufügen. 

Potential  einer  in  oonoentrisohen  Eugelsolialen  von  fi^leich* 
förmiger  Dichtigkeit  vertheilten  Maase.  —  Wir  wollen  z.  B.  die 
Attraction  bestimmen,  welche  eine  aus  concentrischen  Schichten,  deren 
jede  von  gleichförmiger  Dichtigkeit  ist,  bestehende  Hohlkugel  auf  einen 
äusseren,  d.  h.  der  anziehenden  Masse  nicht  angehörenden  Punkt  P  aus- 
übt. In  diesem  FaDe  muss  V  der  Symmetrie  wegen  bloss  von  dem  Ab- 
Stande  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  abhängen.  Dieser  Mittelpunkt  ^-erde 
zum  CoordinatenanfiBingspunkt  genommen,  und  es  sei 

fa  =  x^  +  y^'-^z^. 

Dann  ist  V  nur  eine  Function  von  r,  folglich 

dV  _  dV  dr  _  x  dV 
dx        dr  dx       r   dr* 

daF_l_  £F_«a  dV^.x^  d^V 
dx^~r    dr      r«   dr  "^"P  "Sra* 
und 

v»F  =  i^  +  ^. 

^  r    dr   ^  dr» 
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Be  ist  also,  wenn  P  ausserhalb  der  Kugel  oder  in  der  von  ihr  eingeschlos- 
lenen  Höhlung  liegt,*  . 

2_dV       d^V  _ 
r   dr  '^IW'-^- 

Ein  erstes  Integral  dieser  Gleichung  ist 

dr 

Für  einen  ausserhalb  der  Kugelschale  liegenden  Punkt  hat  C  einen  end- 
lichen Werth  und  zwar,  wie  man  leicht  sieht,  den  Werth  — j(f,  wo  3f 
die  Masse  der  Schale  ist. 

Für  einen  in  der  Höhlung  liegenden  Punkt  ist  C  =  0;  denn  offenbar 
wird   auf  den  Mittelpunkt   keine  Anziehung  ausgeübt,   d.  h.   im  Mittel. 

dV 
punkt  ist  gleichzeitig  r  =  0   und  -^ —  =  0;    folglich    ist    für    keinen 

Punkt  der  Höhlung  Attraction  vorhanden. 

Die  offenbare  Discontinuität  dieser  li^^sung  darf  uns  nicht  überraschen. 
Sie  rührt  aus  der  Discontinuität  der  gegebenen  Massen-Yer- 
theilung  her.  So  geht  aus  §491  (c)  hervor,  dass  die  richtige  allgemeine 
Gleichung  für  das  Potential  nicht  die  oben  genommene,  sondern 

d^V   ,2   dV 

dr*    ^    r    dr  ^ 

ist;  darin  hat  q,  die  Dichtigkeit  der  Materie  im  Abstände  r  vom  Mittel- 
punkt, den  Werth  NuU,  wenn  r  kleiner  als  der  Badius  a  der  Höhlung 
ist;  einen  endlichen  Werth  <r,  den  wir  der  Einfachheit  wegen  als  con- 
stant  ansehen  wollen,  wenn  r  >>  a  und  zugleich  <C  als  der  Badius  af  der 
äussersten  Grenzfl&che  der  Hohlkugel  ist;  endlich  wieder  den  Werth  Kuli 
*far  alle  Werthe  von  r,  die  grösser  als  a'  sind.  Wir  erhalten  somit,  wenn 
wir    von  r  =  0    bis    zu    einem   beliebigen   Werthe  r  =^  r  integriren 

Tda  r*  -T-  =  0,  wenn  r  =  0  j 

r 

r2^  =  -47r  Ar3dr  =  -  M,, 

0 

wo  JVi  die  innerhalb  der  Kugelfläche  vom  Radius  r  befindliche  Gesammt- 
masse  bezeichnen  möge,    ilfj  ist  eine  unstetige  Function  von  r,  und  zwar 

ist 

Jfef  1  =  0  von  r  =  0  bis  r  =  a, 

Ml  =  ^  (r«  -a»)  von  r  =  abi8r  =  a', 
M,  :=,^I11  (a'8  — a»)  vonri=a'bisr=oo. 

*  3 

Wir  haben  diesen  FaU  so  eingehend  betrachtet,  weil  solche  offenbare 
Anomalien  in  der  analytischen  Lösimg  physikalischer  Fragen  sehr  ge- 
wöhnlich sind.    Um  die  Sache  noch  deutlicher  zu  machen,  fügen  wir  eine 

dV     d^V 
graphische  Darstellung  der  Werthe  von  F,  -j^,  -jpp  für    diesen    Fall 
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bei.     V  wird  durch  die  Curve  ABQC  dargestellt»   die  von  A  bis  B  eine 
gerade  Linie  ist,  in  Q  einen  Inflexionspuukt  hat,  aber  durchaus  stetig  ift 

dV 

und  nie  plötzlich  die  Richtung  ändert,    -t—  wird  durch  OEFD  darge- 
stellt;  es   ist   dies  eine   stetige  Curve,   die   aber   zweimal  plötzlich  ihre 

Fig.  14. 


Richtung  ändert.    Die  Curve ,  welche    ,  ^  darstellt,  besteht  aus  drei  nicht 

zusammenhängenden  Theilen  OE,  GH,  KL. 

(e.)  Gerade  Cylinder  von  gleichförmiger  Dichtigkeit  und 
unendlicher  Lftnge^  deren  Axen  zusammenfallen.  —  Wenn  eiiM 
Masse  in  unendUch  lange  concentrische  Cylinderschichten  verttieilt  ist, 
deren  jede  eine  gleichförmige  Dichtigkeit  hat,  und  'wenn  die  Axe  der  Ct- 
linder  zur  z-kxe  genommen  wird,  so  muss  V  offenbar  nur  eine  FunctioD 
von  x^-\-y^  sein. 

dV 

Es  ist  daher   t —  =  0,  d.  h.   die  Attraction  ist   ganz  senkrecht  mr 

(m  z 

Axe  gerichtet. 

d^V 
Ferner  ist  auch  t-^  =  0,  folglich  nach  (d) 


r.2  r^        d^V    ,\    dV 
dr^    '    r    dr 


Hieraus  ergibt  sich 
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r  j^  =  C  -^  AnJ^rdr, 

aus  welcher  Gleichung  sich  Schlüsse  ziehen  lassen,  die  den  obigen  ganz 
ähnlich  sind. 

(f.)  Unendlioli  grosse  parallele  Ebenen  Von  gleichförmiger 
Biclitigkeit.  —  Wenn  endlich  die  Masse  in  unendliche  parallele  Ebenen 
veriheilt  ist,  deren  jede  von  gleichförmiger  Dichtigkeit  und  zur  a;-Axe 
senkrecht  ist,  so  muss  die  resultirende  Kraft  dieser  Richtung  parallel,  d.  h. 
r  =  0,    Z  =  0,  folgUch 

dX 

sein,  welche  Gleichung,  wenn  q  als  Function  von  x  gegeben  ist,  vollstän- 
dig integrirt  werden  kann. 

Inr  einem  Punkte,  in  welchem  sich  keine  Masse  befindet,  ist  ^  =  0, 
folglich 

oder  die  Attraction  ist  in  allen  Abständen  dieselbe,  ein  Resultat,  das  sich 
mittels  der  directen  Methoden  leicht  bewahrheiten  lässt. 

Wenn  die  Masse  aus  einer  unendlichen  ebenen  Schicht  von  der  Dicke 
t  und  von  der  constanten  Dichtigkeit  ^  besteht,  so  ist,  vorausgesetzt  dass 
der  Anfangspunkt  der  Ck)ordinaten  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden 
Grenzflächen  der  Schicht  angenommen  wird, 

X  =  C  —  4nQX, 

.     *  t 

so  lange  x  zwischen  -|-  —  und  —  —  liegt.    Für  o?  =  0  muss  aber  offen- 

bar  X  =  0  sein;  folglich  ist  C7  =  0,  also 

X  =  —  4nQX, 

Ausserhalb  der  Schicht  ist  X  =  C|  (da  dann  ^  =  0  ist).  Auf  der  posi- 
tiven Oberfläche  und  über  dieselbe  hinaus  ist  überall  C|  =  —  2nQtj  auf 
der  negativen  Flache  und  über  dieselbe  hinaus  Cj  =  -]-  2nQt,  Die  Dif- 
ferenz dieser  Werthe  ist  —  4n^t  (§  478). 

(g.)    OberflAohe  oonstanten  Potenüalis:  —    Da  in  jedem  Falle 

dV 

-T-  die  nach  der  Richtung   der  Tangente  des  Bogens  8  genonmiene  Gom- 

ponente  der  Attraction  ist,  so  sehen  wir,  dass  die  Attraction  ganz  senk- 
recht zum  Bogen  ist,  wenn  man 

IT  — 
ds  ~" 

oder 

hat.    Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Fläche   constanten  Potentials. 

Ist  n  die  nach  auswärts  gemessene  Kormale  einer  solchen  Fläche,  so 

ist  die  in  einem  beliebigen  Punkte  wirkende  Gesammtattraction  offenbar 

dV 
dn' 

und  ihre  Richtung  ist  diejenige,  in  welcher  V  zunimmt. 
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bei.     V  wird  durch  die  Curve  ABQC  dargestellt,   die  von  A  bis  B  eine 
gerade  Linie  ist,  in  Q  einen  Infiexionspunkt  liat,  aber  durchaus  stetig  ist 

dV  ^ 
und  nie  plötzlich   die  Richtung  ändert,    -j-  würd  durch  OEFD  darge- 
stellt;  es   ist   dies  eine   stetige  Curve,   die   aber   zweimal  plötzlich   ihre 

Fig.  14. 


Richtung  ändert.    Die  Curve ,  welche  -^-^  darstellt,  besteht  ans  drei  nicht 

zusammenhängenden  Theilen   OE^  GH^  KL. 

(e.)  Gerade  Cylinder  von  gleiohfönnifi^er  Dichtigkeit  und 
unendUoher  Lftnge,  deren  Axen  Busamxnenfallen.  —  Wenn  eine 
Masse  in  unendlich  lange  concentrische  Cylinderschichten  vertiieüt  ist, 
deren  jede  eine  gleichförmige  Dichtigkeit  hat,  und  *wenn  die  Axe  der  Cy- 
linder zur  ^-Axe  genommen  wird,  so  muss  V  offenbar  nur  eine  Fonctioo 

von  a;^-f~y*  ^öi"- 

dV 

Es  ist  daher   t —  =  0,  d.  h.   die  Attraction  ist   ganz  senkrecht  xur 

Axe  gerichtet. 

d^V 


Femer  ist  auch  -r-^  =  0,  folglich  nach  (d) 

« 


^  dr^  ^  r    dr 


Hieraus  ergibt  sich 
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„Weher  Gleichung  «chSeUä«- 
unlieb  «ind-  -^ ,  - 

«  iLvrit   -  Wenn  endüch  te 

akieoht  i«t.  w  muM  di«  ««" 
r=0,    Z  =  0,  folgUch 


on  Punktes, 
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:h  tinmit4iöli3ar,  dass  bei  einer 
.  zum  Tlaeil  innerhalb,  zum 
Oberftaclke    S  liegt, 

innerhalb    S    befindlichen  Masse 
'  selbe  Bedevi-tung  wie  oben  haben. 

all  des    in     Cap.  I.  Anhang  A  (a)  ge- 
^  -=  1    und.      17^  =  1   lautet    derselbe 


tf 


^,  welche  Gleicbimg,  wenn 
E  iniegrirt  werden  kann. 
rinrinemPtmkte,  luv 


^  die  Attraction  ist  m 
ittels  der  directen  M  :^ 
Wenn  die  Hawe  a 
i'via  von  der  oonst^n 

der  B« 


(i* 


z^^l^ 


Hede   ßt^h^iiden    Massenvertheilang  im 
,üli  der  Bedeutung  von  cf 

>laterie  in  («.  y,  ^),  so  ist  nach  §  491  (c) 

.lit 

^8  Potentials  ixi   einem  freien  Baum 
der  Äiöi^^^"^  Bein.  —  Daraus  geht  her- 
potentials   in    einem   Punkte  des  freien 
oder  Miöininm    sein   kann.     Denn  wenn 
..   ^^.^   man  tun  den   Punkt  und  unendlich 
blossene  Oberfläche  beschreiben,  und  in 
^^  a&cbe  lu^sste  das  Potential  einen  kleine- 
VTerth  als  in  jenem  Punkte  haben;  N 
^*rflacbe  überall    negativ   oder  positiv  sein, 
dlicben  Werth  haben,  was  unmöglich  ist, 

Tbeil  ^'^^  anziehenden  Masse  enthält. 

^^^®^     Es  leuchtet  auch  ein ,  dass  N  in  eini- 

^^  rfläcbe  positive,  in  anderen  negative  Werthe 
;  Obern  ^^  ^^^rall  auf  der  Oberfläche  Null  ist. 
er  wen  ^^  ^^^^en  Räume  um  irgend  einen  Punkt 
otentia^  ^^  ^^^^^  ^^  5^^  einigen  Richtungen  mit 
stant  ^^\^^  2^^  in  anderen  ab;  daher  wird  sich 
^^^;i  an  einen  Punkt  gebracht  ist,  in  welchem  die 
eben,  daß       ^^  ^^^  ^^^^^  Zwange  der  Wirkung  be- 

ttll,  ^*  r  ausgesetzt  ist,  in  instabilem  Gleich- 

^jbender  n-o*?*'  ,         .     -m    '      ,       *\  — j — i.^« 

nden,  ein 


>ber 
,eren 


Kesultat,  das  wir  Earnshaw*)  verdanken. 


.dge  PWl.  Tran»., 


March  1839. 


I 
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%492.  Integral  der  If  ormalattractioti  über  eine  geschloa 
sene  Oberfläche.  —  Es  sei  S  eine  beliebige  geschlossene  Oberflacli 
und  0  ein  innerer  oder  ftusserer  Punkt,  in  welchem  sich  eine  Mase 
von  der  Grösse  m  befindet.  Femer  sei  N  die*  Componente  de 
Attraction  von  m,  genommen  für  die  Richtung  der  von  einem  be 
liebigen  Punkte  P  von  S  nach  innen  zu  gezogenen  Normale.     Be 

zeichnet  dann  dö  ein  Element  von  S  und /*/* eine  sich  über  di 

ganze  Oberfläche  S  erstreckende  Integration,  so  ist 

ffNd6  s=  4«m,  oder  =:  0, 

jenachdem  der  Punkt  0  innerhalb  oder  ausserhalb  S  liegt. 

Fall  1.  0  ist  ein  innerer  Punkt.  Es  sei  OPiP^P,.. 
eine  von  0  aus  in  irgend  einer  Richtung  gezogene  gerade  Lini( 
welche  8  in  Pi,  P^^Pz^  u*  s.  w.  schneidet,  also  aus  S  austritt  ii 
Pi,Pi,  u.  s.  w.  und  in  8  eintritt  in  den  Punkten  Psi  P41  n.  s.  n 
Wir  beschreiben  eine  Kegelflache  vermittels  gerader  Linien,  di 
durch  0  gehen  und  sämmtlich  OPiP^...  unen'älich  nahe  liegen 
die   Grösse    der    so   gebildeten   Kegelecke    (§   465)   sei    0.      D» 

Theile  von   f  fNd6^  welche  den  durch  den  Kegel  aus  S  heraiu 

geschnittenen  Elementen  entsprechen,  werden  offenbar  dieselbe  ab 
solute  Grösse  om  haben,  aber  abwechselnd  positiv  und  negatii 
sein.  Da  nun  ihre  Anzahl  ungerade  ist,  so  ist  ihre  Summe  gleid 
+  dm.  Wird  jetzt  weiter  für  alle  um  0  herumliegenden  Kegel 
ecken  summirt  (§  466),  so  erhält' man  4 diu? ,  d.  h.  es  ist 

ffNd6  =  4  arm. 

Dieses  Resultat  ist  der  Poisson' sehen  Erweiterung  der  Laplace*- 
schen  Gleichung  äquivalent. 

Fall  2.  0  ist  ein  äusserer  Punkt.  Es  werde  von  0  aat 
eine  gerade  Linie  OPiPsPg...  durch  8  gezogen,  welche  in  Pi  in 
8  eintritt,  in  P3  wieder  aus  S  austritt,  u.  s.  w.  Ziehen  wir  wieder 
eine  Kegel  fläche  von  einem  unendlich  kleinen  körperlichen  Winkel 
o,  so  ist,  wie  im  vorigen  Falle,  om  der  absolute  Werth  jedes  Theil« 

Yon  J  fNdö,  welcher  einem  der  durch  den  Kegel  aus  S  heraus- 
geschnittenen Elemente  entspricht.  Diese  Theile  sind  abwechselnd 
negativ  und  positiv,  und  da  ihre  Anzahl  gerade  ist,  so  ist  ihre 
Summe  Null.     Es  ist  also  in  diesem  Falle 

ffNd6  =  0, 

und  dies  ist  wieder  die  Laplace'sche  Gleichung. 
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Aas  diesen  Resnltal^n  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  bei  einer 
mtinuirlich  yertheiltefl  Masse,  die  zum  Theil  innerhalb,  zum 
heil  ausserhalb  eiüer  geschlossenen  Oberfläche  S  liegt, 

ffNdö  =  4nM 

»n   muss,  wo  M  die  Grösse  der  innerhalb  S  befindlichen  Masse 
ezeicbnet,  während  N  und  dö  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  haben. 

» 

£s  ist  dies  nur  ein  besonderer  Fall  des  in  Cap.  I.  Anhang  A  (a)  ge- 
»benen  analytischen  Satzes.  Für  «==  l  und  ^  =  1  lautet  derselbe 
ftmlich 

0  =ffdff&ü-fffx;^Udxdydz. 

^  nun    ü  das  Potential  der   in   Rede  stehenden  Massenvertheüung  im 
tmkte  (Xf  y,  e)^  so  haben  wir  nach  der  Bedeutung  von  & 

rt  femer  q  die  Dichtigkeit  der  Materie  in  (x^y^jg),  so  ist  nach  §  491  (c) 

|Se  obige  Gleichung  liefert  somit 

ffNda  =  A^nfffqdxdydz  =  47j3f. 

493.  Der  Werth  des  Potentials  in  einem  freien  Baum 
cann  kein  MairiTmim  oder  Minimum  sein.  —  Daraus  geht  her- 
vor, dass  der  Werth  des  Potentials  in  einem  Punkte  des  freien 
laumes  nie  ein  Maximum  oder  Minimum  sein  kann.  Denn  wenn 
Bes  der  Fall  wäre,  so  könnte  man  um  den  Punkt  und  unendlich 
iahe  demselben  eine  geschlossene  Oberfläche  beschreiben,  und  in 
edem  Punkte  dieser  Oberfläche  müsste  das  Potential  einen  kleine- 
"en  oder  einen  grösseren  Werth  als  in  jenem  Punkte  haben;  N 
r&rde  also  für  die  Oberfläche  überall   negativ   oder  positiv  sein, 

nithinffNdö  einen  endlichen  Werth  haben,  was  unmöglich  ist, 

la  die  Oberfläche  keinen  Theil  der  anziehenden  Masse  enthält. 

494.  Folgerungen.  —  Es  leuchtet  auch  ein ,  dass  N  in  eini- 
gen Theilen  dieser  Oberfläche  positive,  in  anderen  negative  Werthe 
iiaben  muss,  ausser  wenn  es  überall  auf  der  Oberfläche  Null  ist. 
Wenn  also  das  Potential  im  freien  Räume  um  irgend  einen  Punkt 
berum  nicht  constant  ist,  so  nimmt  es  in  einigen  Richtungen  mit 
1er  Entfernung  vom  Punkte  zu,  in  anderen  ab;  daher  wird  sich 
ein  Massentheilchen,  das  an  einen  Punkt  gebracht  ist,  in  welchem  die 
Kraft  gleich  Null,  und  das  frei  von  jedem  Zwange  der  Wirkung  be- 
liebiger anziehender  Körper  ausgesetzt  ist,  in  instabilem  Gleich- 
gewichte befinden,  ein  Resultat,  das  wir  Earnshaw*)  verdanken. 


*)  Cambridge  Phil.  Trans.,  March  1839. 
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495.  Wenn  das  Potential  auf  einer  geschlossenen  Oberfläche^ 
die  keinen  Theil  der  anziehenden  Masse  enthält,  überall  oonstant 
ist,  so  hat  es  denselben  con stauten  Werth  übmill  im  Innern  der 
Fläche.  Denn  wenn  dem  nicht  so  wäre ,  so  müsste  es  irgendwo  in 
Innern  einen  grössten  oder  kleinsten  Werth  haben,  was  unmög- 
lich ist. 

496.  Der  Mittelwerth  des  Potentials  über  eine  Kugel* 
fläche  ist  gleich  dem  Potential  im  Centnim«  —  Das  mittlere 
Potential  über  jede  Eugelfläche,  welches  nur  von  ausserhalb  (ie^ 
selben  befindlichen  Massen  herrührt,  ist  gleich  dem  Potential  is 
ihrem  Mittelpunkt.  Dieser  Satz  ist  offenbar  zuerst  von  Gauss 
gegeben.  Siehe  auch  Cambridge  Mathematical  Journal,  Fek 
1845  (vol.  IV,  p.  225).  Er  ist  einer  der  elementarsten  Sät» 
aus  der  Theorie'  der  Anwendung  der  Eugelfunctionen  auf  das  Po- 
tential ,  und  zwar  ergibt  er  sich  dadurch ,  dass  man  die  Formel 
(16)  des  Zusatzes  B  auf  die  Formeln  des  §  539  anwendet  Der 
Beweis,  den  wir  jetzt  folgen  lassen,  ist  insofern  von  Interesse,  als  er 
von  der  Entwicklung  nach  harmonischen  Functionen  unabhängig  ist 

In  Cap.  I,  Zusatz  B  (a)  sei  S  eine  Kngelfläche  vom  Radios  a  und 
V  das  Potential  im  Punkte  (o;,  y,  z\  waches  aus  der'  gesammtcB 
ausserhalb  iSi  befindlichen  Masse  herrührt.  Femer  sei  TT  das  Potentisl 
einer  auf  eine  kleinere  concentrische  Kugelfläche  gleichförmig  verthot 
ten    Masseneinheit,   so   dass   ausserhalb  der  Fläche    S  und  bis  zu  einen 

gewissen  Abstände  innerhalb  derselben  {/'=  — ist.  Endlich  sei  noch« =1* 

Dann  verwandelt  sich  das  mittlere  Glied  der  Formel  (1)  des*  Zusatxes  i 
zum  ersten  Capitel  in 

^  f  f  ^ü da  —f  f  f  Vt:^  ü dxdydz, 

und  dies  ist  gleich  Null ,  da  \7^  U*  für  den  ganzen  inneren  Baom  Kau 
ist  und  wir  (§  A92)  f  f^Udtf  =  0  haben.  Wir  müssen  daher  auch  dsi 
dritte  Glied  gleich  Null  setzen  und  erhalten 

ffdcUSW=:fffüV^Udxdydz. 

An  der  Oberfläche  S  ist  nun  ^  ü'  = «;  f&r  alle  ausserhalb  der 

a^ 

Kugel   S  liegenden  Punkte  der  Materie,   aus   welcher  V   herrührt,  i* 

ya  f7'  =  0;  endlich  ist,  wenn  q'  die  Dichtigkeit  der  Materie  bezeichnet, 

für  alle  inneren  Punkte  T7^  ü'  =  —  4n  q'.    Die  vorhergehende  Glejchuog 

geht  daher  über  in 

^,f/Ud<,  =  in  JfJ^<  Udxdydz. 

Wir  lassen  jetzt  die  Dichtigkeit  q'  unbegrenzt  zunehmen,  fblglich  die 
Kugel,  innerhalb  welcher  das  dreifache  Integral  genommen   werden  muss 
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imendlich  klein  werden.   Bezeichnet  Üq  den  Werth  von  ü  im  Mittelpunkt 
dieier  Kng^l,  welcher  auch  der  Mittelpunkt  von  8  ist,  so  erhalten  wir 

fff4  Udx  dy  dz  =  ü^fffq^dx  dy  dz  =  Uq. 
Die  Gleichung  wird  daher 

ffudc  _ 

was  zu  beweisen  war. 

497.  Satz  von  Gauss.  —  Ein  sehr  bemerkenswerther  von 
Gauss  gefundener  Satz  ist  folgender:  —  Wenn  das  Potential  irgend 
welcher  Massen  durch  das  ganze  Innere  irgend  eines  begrenzten  und 
keine  Masse  enthaltenden  Raumes  K  einen  constanten  Werth  V  hat, 
so  ist  es  auch  gleich  V  in  jedem  anderen  Theile  des  Raumes,  zu 
dem  man  auf  irgend  einem  Wege  gelangen  kann,  ohne  durch  eine 
jener  Massen  zu  gehen.  Wäre  nämlich  das  Potential  'in  einem  an 
K  anstossenden  Räume  von  F  verschieden,  so  müsste  es  (§  495)  in 
einigen  Theilen  grösser,  in  anderen  kleiner  sein. 

Wir  könnten  dann  von  einem  innerhalb  K  und  in  der  Nähe 
einer  Stelle,  in  welcher  das  Potential  grösser  als  V  ist,  liegenden 
Punkte  C  als  Mittelpunkt  eine  Kugelfläche  beschreiben,  die  nicht 
80  gross  ist,  dass  sie  einen  Theil  einer  der  anziehenden  Massen 
enthielte,  noch  dass  sie  von  den  ausserhalb  K  befindlichen  Raum- 
theilen  irgend  einen  umschlösse,  in  welchem  das  Potential  nicht 
grosser  als  V  wäre.  Das  ist  aber  unzulässig,  da  wir  eben  (§  497) 
gesehen  hdben,  dass  der  Mittel  werth  des  Potentials  über  die  Ku- 
gelfläche hin  F.  sein  muss.  Mithin  ist  die  Voraussetzung,  dass 
das  Potential  in  einigen  mit  K  in  Verbindung  stehenden  und  keine 
Masse  enthaltenden  Stellen  grösser,  in  anderen  kleiner  als  Fsei,  falsch. 

498.  Auf  ähnliche  Weise  sehen  wir,  dass  wenn  das  Potential 
in  einem  Falle  der  Symmetrie  um  eine  Axe  in  einer  gewissen  end- 
lichen, wenn  auch  noch  so  kurzen  Strecke  längs  der  Axe  constant 
ist,  es  durch  den  ganzen  Raum  constant  ist,  zu  dem  man  von  die- 
sem Theil  der  Axe  aus  gelangen  kann,  ohn^  eine  der  Massen  zu  tref- 
fen (s.  §.  546  unten). 

490.  Green's  Problem.  —  Es  sei  S  ein  endlicher  Theil 
einer  Oberfläche,  oder  eine  vollständige  geschlossene  oder  eine  un- 
endlich ausgedehnte  Oberfläche  und  E  ein  auf  S  beliebig  angenom- 
mener Punkt.  Dann  ist  es  erstens  möglich ,  Materie  so  über  S  hin 
za  vertheilen,  dass  das  Potential  überall  auf  S  gleich  einer  will- 
kürlichen Function  F  {E)  der  Lage  von  E  ist,  und  zwar  giebt  es 
zweitens  nur  eine  Stoflinenge  und  nur  eine  Vertheilung  derselben, 
welche  dieser  Bedingung  genügen  können. 
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In  Cap.  I,  Zusatz  A   (b),  (e),  u.  8.  w.  sei  «  =  1.    Aus  (e)  sahen  wir. 

dass  es  fär  alle  nicht  zu  8  gehörenden  Punkte  eine  und  nur  eineljosang 

der  Gleichung 

V^U=i  0 

giebt,  welche  der  Bedingung  genügt,  dass  ü  überall  auf  8  einen  'wiUkor- 
lieh  gegebenen  Werth  habe.  Wir  bezeichnen  die  Lösung  dieses  Problen» 
wieder  mit  ü  und  betrachten  zunächst  den  Fall,  in  welchem  8  eine  offiene 
Schale,  d.  h.  ein  endlicher  Theil  einer-  gekrümmten  Oberfläche  ist  (eaae 
Ebene  ist  darin  natürlich  als  ein  besonderer  Fall  enthalten).  In  Cap.  L 
A  (a)  sei  V  das  Potential  für  den  Punkt  {x,  y^z\  welches  aus  einer 
Masse  herrührt,  die  in  jedem  Punkte  Q  die  Dichtigkeit  V^{Q)  hat.  IHe 
dreifache  Integration  erstrecke  sich  durch  den  unendlichen  Baum,  mit 
Ausnahme  der  unendlich  dünnen  Schale  ^S^.  In  der  in  [A.  (a)]  angestell- 
ten Untersuchung  war  das  dreifache  Integral  zwar  nur  innerhalb  des  von 
einer  geschlossenen  Oberfläche  umgebenen  endlichen  Raumes  zu  nehmen: 
das  dort  angewandte  Verfahren  zeig^  aber,  dass  wir  jetzt,  statt  des  zwei- 
ten imd  dritten  Gliedes  der  Formel  (l)  der  obigen  Entwicklung,  die  fol- 
genden gleichen  Ausdrücke  haben:  — 

ff  da  U'[[iU]'-(&  V))  -fffdx  dy  dz  ü'  r«  ü 

=ffdc  u  {[&  u']  —  («f  Z7')}  —fff^^  ^y  ^'  ^^^  ^'; 

darin  bezeichnet  fif  U\  die  Grösse  der  Variation,  welche  ü  auf  einer  Seite 
von  St  am  Anfang  einer  vom  Punkte  E  auslaufenden  und  zu  8  norma- 
len Linie  erfährt,  genommen  für  die  Längeneinheit;  {^ü)  bezeichnet  die 
Grösse  der  Variation,  welche  ü  auf  der  anderen  Seite  von  8  erfährt,  am 
Ende  einer  normal  zu  8  gegen  E  hin  verlaufenden  Linie,  ebenfalls  ge- 
nommen für  die  Längeneinheit ;  entsprechende  Bedeutungen  haben  [cf  fT*], 
(dV).  Wir  setzen  jetzt  voraus,  die  Masse,  deren  Potential  ^7'  ist,  lei 
nicht  in  endlichen  Mengen  in  irgend  welchen  endlichen  Theilen  von  S 
verdichtet;  dann  wird 

sein,  und  die  ü  und  ü'  definirenden  Bedingungen  liefern  for  den  ganzieo 
Baum,  innerhalb  dessen  das  dreifache  Integral  zu  nehmen  ist, 

13"  bezeichnet  den  Werth  von  17  (Q),  wenn  Q  der  Punkt  (x.y^z)  ist.  Die 
vorhergehende  Gleichung  geht  daher  über  in 

ff  da  W{[dir\  —  (dü))=z  ^nfffdx  dy  dz  VS  U. 

Es  sei  jetzt  die  Masse,  deren  Potential  ü'  ist,  gleich  der  Masseneinheit 
ifnd  auf  einen  unendlich  kleinen  Raum  um  einen  Punkt  Q  herum  be- 
schränkt.   Wir  erhalten  dann 

EQ 

fffdxdydzTSfüz=iU(Q)fffvTdxdydg—  ÜiQ), 

wenn  V(Q)  den  Werth  bezeichnet,  welchen  die  Function  U  im  Punkte  Q 
hat.    Die  Gleichung  wird  somit 
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Folglich  hat  eine  über  «8^  vertheilte  Masse,  deren  Dichtigkeit  im  Punkt«  E 
(2)  _L{[*l7]_(rfl7)} 

ist,  das  Potential  Ü  für  den  Punkt  (o?, y,jp).  Wir  schliessen  daraus,  dass 
es  möglich  ist,  eine,  aber  auch  nur  eine  Art  der  Vertheilnng  einer  Masse 
über  8  zu  finden,  welche  ein  beliebig  gegebenes  Potential  für  die  ganze 
Oberilftche  S  erzeugt,  und  wenn '{7  bereits  so  bestimmt  ist,  daiss  die  oben 
gestellten  Bedingungen  erfüllt  werden,  so  stellt  der  Ausdruck  (2)  die  Lö- 
sung dieses  Problems  da;. 

Die  Schlüsse,  dereb  wir  uns  bedient  haben,  bleiben  offenbar  gültig, 
auch  wenn  8  eine  beliebige  endliche  geschlossene  Oberfiftche,  oder  eine 
beliebige  Gruppe  offener  oder  geschlossener  Oberflächen,  oder  eine  unend- 
liche Oberfläche  ist.  Es  muss  dann  die  in  der  Untersuchung  angewandte 
dreifache  Integration  einzeln  für  alle  Baumtheile  ausgeführt  werden, 
welche  durch  8  oder  durch  Theile  von  8  von  einander  getrennt  sind. 

Wenn  die  Lösung  q  des  Problems  für  alle  die  Fälle  gefunden  worden 
ist,  wo  die  willkürliche  Fun6tion  das  Potential  einer  in  irgend  einem 
nicht   zu  8  gehörenden  Punkte  P  befindlichen  Masseneinheit  für   die  in- 

nerhsklb  8  liegenden  Punkte  ist,  d.  h.  für  den  Fall  F(E)  =7p,  solässt 

sich  daraus,  wie  Green  gezeigt  hat,  der  Weilh  von  U  für  den  Punkt  P 
bei  willkürlicher  Wahl  der  Function  F(E)  durch  die  folgende  Formel 
herleiten:  — 

(3)  U:=ff^F(E)d<f. 

Der  Beweis  ist  leicht:  Es' bezeichne  für  einen  Augenblick  ^Q  die  zur  Er- 
zeugung von '  U  erforderte  Flächendichtigkeit.  Ist  dann  ,q'  der  Werth 
von  f^  für  irgend  ein  anderes  Element  E^  von  8,  so  erhalten  wir 

Das  vorhergehende  Doppelintegral  verwandelt  sich  also  in 

oder  in 

Nach  der  Definition  von  ^  ist  aber 

e___J_. 


SS'' 


^  K*E  """  EP' 


0er  vorige  Ausdruck,  der  mit  Bücksicht  bieraiif  in 

da»  -*"' 


//' 


übergeht,  ist  folglich,  nach  der  Definition  von  ^^,  gleich  U. 

Der  Ausdruck  (46)  des  Zusatzes  (B),  aus  welchem  wir  die  Entwick- 
lung einer  willkürlichen  Function  in  eine  Beihe  harmonischer  Kugel fdnc- 
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tionen  herleiteten,  ist  ein  besonderer  Fall  des  jetzt  bewiesenen  aUgemains 
Besnltats  (3). 

500.  Die  Wirkimgen  innerhalb  und  ausserhalb  einei 
geschlossenen  Theils  der  Oberfläche  sind  von  einander  un- 
abhängig. —  Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass,  wenn 
8  znm  Theil  aus  einer  geschlossenen  Oberfläche  Q  besteht,  die  Be- 
stimmong  von  ü  innerhalb  Q  unabhängig  ist  von  denjenigen  Theil« 
von  S,  die  etwa  noch  ausserhalb  Q  liegen  sollten;  umgekehrt  kt 
die  Bestimmung  von  U  für  den  Raum  ausserhalb  Q  an  abhängig  von 
den  etwa  noch  vorhandenen  Theilen  von  S^  die  innerhalb  des  Theils  Q 
liegen.  Oder  wenn  S  zum  Theil  aus  einer  f)berfläche  Q  besteht, 
welche  sich  nach  allen  Richtungen  hin  ins  Unendliche  erstreckt 
so  ist  die  Bestimmung  von  ü  für  den  ganzen  auf  einer  Seite  tm 
Q  liegenden  Raum  unabhängig  von  den  etwa  vorhandenen  üMlet 
von  S,  welche  auf  der  anderen  Seite  liegen.  .  Di^fh  e^bt  sich  ans 
der  vorhergehenden  Untersuchung,  wenn  man  datin  die  dreifad« 
Integration  aaf  einen  der  beiden  Raumtheile  beschränkt,  welche 
durch  Q  vollständig  von  einander  getrennt  werden. 

501.  Anwendung  des  Qreen'schen  Problems  auf  eine 
gegebene  Elektricitätsmenge  JUT,  welche  auf  eine  Qruppe  B 
leitender  Oberflächen  einwirkt.  —  Eine  andere  Bemerkung  tob 
äusserster  Wichtigkeit  ist  folgende:  —  Ist  F{E)  das  Potenti^ 
einer  beliebig  vertheilten  Masse  M  für  den  Punkt  S  und  dk 
Oberfläche  S  so  beschaflen,  dass  sie  irgend  einen  Raumtheil  H,  der 
seinerseits  aus  mehreren  nicht  zusammenhängenden  Theilen  beste- 
hen kann,  vollständig  von  dieser  Masse  trennt,  dergestalt,  da^s 
es  unmöglich  ist,  von  irgend  einem  Theile  von  M  nach  H  zu  ge- 
langen, ohne  durch  S  hindurchzukommen,  so  ist  der  Werth  tob 
Ü  in  jedem  I^nnkte  von  H  das  Potential  von  i^. 

Denn  bezeichnet  V  dieses  Potential,  so   ist  in  jedem  Punkte  vod  B, 
V^  F  =  0,   und  in  jedem  Punkte  der  Umgrenzung  von  //ist  V  =  F(i)- 
Wenden  wir  also  den   Satz   des   I.  Cap.    Zusatz  A.  (c),   statt  auf  5,  wrfj 
H  allein  upd  auf  die  Umgrenzung  dieses  Baumes  allein  an,  so  sehen  viM 
dass  V  in  diesem  Baume  den  für     Ü  vorgeschriebenen  Bedingungen  ge- 
nügt ;  in  diesem  Baume  ist  daher  U  z=  V. 

502.  Wenn  z.  B.,  wie  in  der  Figur  15  S  aus  drei  getrennten 
Oberflächen  Si,  S^,  S3  besteht,  von  denen  zwei,  Si,  Sj,  geschlossen 
sind,  während  S3  eine  offene  Schale  ist,  und  wenn  F{E)  das  Pot«i» 
tial  der  Masse  M  für  irgend  einen  Punkt  E  einer  dieser  Theile  too 
8  ist,  so  ist  in  jedem  Punkte  des  von  Si  umschlossenen  Raames 
l/j,  sowie  des  ausserhalb  82  liegenden  Elaumes,  den  wir  mit  H^  be- 
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aeichnen  wollen,  der  Werth  von   U  einfach  das  Potential  von  M. 
Der  Werth,  welchen  ü  in  dem  übrigen  Räume  K  hat,  hängt  natür- 

Fig.  15.  lißl^  von  der  Natur  der  zusammen- 

gesetzten Oberfläche  iS  ab  und  ist 
ein  Fall  des'  allgemeinen  Problems, 
dessen  Lösung  im  Cap.  I.  Zusatz  A 
als  möglich  und  eindeutig  bestimmt 
erwiesen  wurde. 

503.  Das  allgemeine  Problem 
der  elektrischen  Influenz  ist 
möglieh  und  bestimmt.  —  Aus 
§  500  folgt  der  herrliche  Satz:  — 
Es  ist  möglich,  eine,  aber  auch  nur  eine  Vertheilung  einer 
Ma^i^  Aber  eine  Oberfläche  S  zu  finden,  welche  für  je- 
den Punkt%)ir«S  und  für  jeden.  Punkt  des  Raumes  //,  der 
durch  S  von  einer  beliebig  gegebenen  Masse  M  getrennt 
wird,  dasselbe  Potential  wie  diese  Masse  M  erzeugt. 

So  ist  es  in  Fig.  15  möglich,  eine,  aber  auch  nur  eine  Verthei- 
lung einer  Masse  über  S^Sj,  5^  zu  finden,  welche  für  jeden  Punkt 
von  S^  und  für  jeden  Funkt  der  Haumtheilo  Hi  und  JJj  dasselbe 
Potential  wie  M  erzeugt. 

Gewöhnlich  wird  dieser  Satz  in  folgender  Form  angegeben:  — 
Es  ist  möglich,  über  irgend  eine  Oberfläche  S,  welche 
eine  Masse  M  vollständig  umschliesst,  eine  Masse  so  zu 
vertheilen,  dass  letztere  für  jeden  Punkt  ausserhalb  M 
dasselbe  Potential  wie  üf  habe.  Dieser  Satz  scheint  weniger 
umfassend  als  der  vorhergehende  zu  sein;  wenn  man  ihn  aber  ge- 
hörig mathematisch  interpretirt;  so  erkennt  man,  dass  er  demselben 
äquivalent  ist. 

5U4.  Simultane  elektrische  Wirkungen  in  Bäumen,  die 
durch  unendlich  dünne  leitende  Flächen  von  einander  ge- 
trennt sind.  —  Wenn  8  aus  mehreren  geschlossenen  oder  unend- 
Kdien  Oberflächen  Si,  S^,  £»3  besteht,  welche  beziehungsweise  ge- 
wisse isolirte  Raumtheile  HiyH^^H%  von  dem  ganzen  übrigen  Räume 
H  trennen,  und  wenn  F{E)  das  Potential  der  in  Hu  Jh^  ^3  liegen- 
den Massen  m^,  m^,  nt-s  ist,  so  sind  die  aus  Su  8^y  83  herrührenden 
Theile  von  ü  im  ganzen  Räume  H  einzeln  beziehungsweise  gleich 
den  Potentialen  von  nti,  nh,  ms.  Denn,  wie  wir  eben  gesehen  ha- 
ben,  ist  es  möglich,  eine  und  nur  eine  Vertheilung  einer  Masse 
über  Si  zu  finden,  welche  für  den  ganzen  Raum  H,  Hq,  H^^  u.  s.  w. 
das  Potential  von  tili  erzeugt;  ebenso  kann  man  eine  und  nur  eine 

Thomson  n.  Tait,  theoretiaohe  Physik.    11.  4 
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Vertheilung  über  St  ermittelu,  welche  für  H.  H,,  H„  u.  s  «.  da 

Potential  von  m»   erzeugt,  u.  b.  w.      Diese    VertheilimgeD   auf  S^ 

St,  u.  B.  w.  machen  aber  vereint  eine  Vertheilung  ans,  welche  üW 

Fig.  1«.  Fig.  17. 


505. 


Pot«utial  ei 
Jf  umschlie: 


jeden  Theil  von  S  das  Totentii 
F(K)  erzeugt,  und  daher  genöi 
die  Summe  der  aas  ihnc 
herrührenden  Potentiale 
den  Punkt  den  für  ü  geatellld 
Uediugungen.  Dies  ist  ' 
eine,  und  zwar  die  einzige  L.üis-iu( 
des  Problema  (g  ÖOO). 
Beducirborer  Fall  des  Green'achen  Problems,  -i 
imer  noch  den  Fall  betrachten,  in  welchem  F(£.')  d)^ 
r  gegebenen  Masse  M  ist,  nehmen  wir  an,  S  sei  ^MJ 
!nde  Oberfläcbe  conatant«a  Potentials  oder  eineGmpM 
isolirter  Oberflächen ,  welche  alle  Theile  von  M  umschtieeseu.  um 
deren  jede  für  die  ganze  Masse  St  eine  Fläche  constantan  Potentiu 
ist.  Das  Potential  dbr  in  der  besprochenen  Art  über  S  Terthei)tM| 
Masse  wird  für  den  ganzen  äusseren  Rnnm  gleich  demjenigen  na 
X,  und  itlr  jeden  eingeschlossenen  Ranmtbeil  constant  sein  (§  49^ 
Die  Resultante  ihrer  Attraction  ist  daher  lür  alle  äuaseren  PonUi 
gleich  der  Resultante  der  Ton  M  ausgeübten  AttractioDen  nnd  Gs 
alle  inneren  Punkte  gleich  Null.  Daraus  ist  leicht  zu  ersehen,  J« 
die  Dichtigkeit  der  Masse,  die  über  S  vertheilt  werden  muss.  *!*- 

mit  F{E)  erzeugt  werde,  gleich  —  ist,  wo  R  die  Resultante  der  toi 

Ja  auf  den  Punkt  E  ausgeübtan  Kräfte  bezeichnet. 

E»  ist  [•fü]  =  ~R  und  (i^(7)=o.     Hieraiu  ei^bt  sich  nach  S  ä« 
'    (2)  dag  Gesetz  der  Dichtigkeit. 

5(16.     Wenn  IH  aus  zwei  Tbeilen  m,  und  m'  besteht,  dir  dnrri 
eine  Fläche  S|    coostanten    Potentials  von  einander  getrennt  sinA 
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and  wenn  S  auB  zwei  Theilen  8i  und  ff  besteht,  von  denen  der 
letztere  defi  ersteren  vollständig  von  m'  trennt,  so  ersehen  wir  ans 
I  604 ,  dasB  die  über  Si  vertheilte  Masse  für  den  ganzen  mit  S' 
auf  derselben  Seite  von  Si  liegenden  Raum  dasselbe  Potential  Fj 
irie  mi  , erzengt,  und  dass  die  über  S'  vertheilte  Masse  für  den 
ganzen  mit  Si  auf  derselben  Seite  von  ff  liegenden  Raum  dasselbe 
Potential  V  wie  m'  erzeugt.  Die  Masse  ist  aber,  wie  wir  voraus- 
setzen ,  auf  der  ganzen  Fläche  S  in  einer  solchen  Weise  vertheilt, 
dass  auf  Si  und  folglich  auch  in  jedem  Punkte  innerhalb  £1]  ein 
constantes  Potential  Ci  hervorgebracht  wird.  Das  von  Si  allein  ' 
herrührende  innere  Potential  ist  daher  Ci  —  V\ 

Gehen  wir  also  von  den  Potentialen  zu  den  Attractionen  über, 
80  erkennen  wir,  dass  die  Resultante  der  Kräfte,  mit  welchen  Si 
allein  jeden  auf  der  einen  Seite  liegenden  Punkt  anzieht,  dieselbe 
ist,  wie  die  Resultante  der  Attraction  von  mi;  auf  der  anderen  Seite 
ist  dieselbe  -  gleich  und  entgegengesetzt  derjenigen  des  übrigen 
Theils  m'  der  ganzen  Masse.  Der  directeste  und  einfachste  voll- 
standige  Ausspruch  dieses  Resultats  ist  folgender:  — 

Wenn  man  weiss,  dass  in  zwei  Raumtheilen  H,  H\  welche  von 
einander  durch  eine  geschlossene  oder  eine  unendliche  continuirliche 
Oberfläche  S  vollständig  getrennt  sind,  sich  zwei  Massen  m,  m*  be- 
finden, welche  in  jedem  Punkte  von  S  gleiche  und  gleichgerichtete 
Tangentialkräfte  erzeugen,  so  wird  eine  und  dieselbe  Vertheüung 
einer  Masse  über  S  die  Kraft  von  m  für  jeden  Punkt  von  H*  und 
die  Kraft  von  m'  für  jeden  Punkt  von  H  erzeugen.  Die  Dichtig- 
keit dieser  Vertheilung  ist  gleich  -— ,  wenn  iJ  die  Resultante  der 

von  der  einen  Masse  herrührenden  Kraft  und  der  mit  entgegen- 
gesetztem Zeichen  genommenen  Kraft  der  anderen  Masse  bezeichnet. 
Die  Richtung  dieser  Resultante  ist  in  jedem  Punkte  E  von  8  senk- 
recht zu  S,  da  das  Potential  der  einen  Masse  und  der  mit  entge- 
gengesetztem Zeichen  genommenen  zweiten  Masse  über  die  ganze 
Oberfläche  8  constant  ist. 

507.  Beispiele.  —  Als  Green  zuerst  das  in  §  505  angege- 
bene Resultat  veröflentlichte,  bemerkte  er  zugleich,  dass  dasselbe 
einen  Weg  zeigt,  eine  unendliche  Menge  geschlossener  Oberflächen 
zu  finden,  für  deren  jede  wir  die  Aufgabe  lösen ,  können,  eine  Mas- 
senvertheilung  über  dieselbe  zu  bestimmen,  welche  in  jedem  Punkte 
der  Oberfläche  und  folglich  auch  in  jedem  Punkte  des  von  dersel- 
ben eingeschlossenen  Raumes  ein  gegebenes  gleichförmiges  Poten- 
tial erzengt.     So  sei,  um  ein  von  Green   selbst  gegebenes  Beispiel 

4* 


^^ 
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anzuführen,  M  die  Masse  eines  gleichförmigen  Stabes  AAf,  Die 
Oberflächen  constanten  Potentials  sind  für  diesen  Körper,  wie  ^rii 
oben  in  §  481  gesehen  haben >  gestreckte  Rotationsellipsoide,  deren 
jedes  die  Pankte  A  nnd  A'  zu  Brennpunkten  hat,  und  die  Kessl- 
tante  der  auf  C  wirkenden  Kräfte  ist  gleich 

"üi CF 

wenn  die  ganze  Masse  des  Stabes  mit  m,  die  Länge  desselben  mit 
2  a  und  A'  C  -{-  A  C  mit  2  l  bezeichnet  wird.  Wir  schliessen  dar- 
aus, dass  eine  über  die  Oberfläche  des  Ellipsoides  vertheilte  Mass^ 
welche  im  Punkte  C  die  Dichtigkeit 

1       m.CF 
Tn  l  (?2  —  a«) 

hat,  auf  jeden  äusseren  Punkt  mit  derselben  resultirenden  Krall 
wie  der  Stab  wirkt,  und  dass  die  Resultante  der  auf  jeden  beliel» 
gen  inneren  Punkt  wirkenden  Kräfte  Null,  d.  h.  dass  das  Potentia 
für  jeden  inneren  Punkt  constant  ist.  Es  ist  dies  ein  besondere 
Fall  eines  allgemeinen  Satzes  über  die  Attraction  ellipsoidisch« 
Schichten,  den  wir  unten  in  §§  520,  521  beweisen  werden. 

* 

508.     Wir  wollen  noch  ein  zweites  Beispiel  geben :   M  besteb 

aus  zwei   gleichen   Massenpunkten ,  die  sich  in   den   Punkten   I,  1 

befinden.       Wird   die  Masse   jedes  Punktes  als   Einheit   angenoni' 

'        •     •      .       .  .1  1 

men,    so     ist    das    Potential    im    Punkte    P    gleich    r-^r  -)- 


ip  •   rp 

folglich 

IP^TP~^ 

die  Gleichung  einer  Oberfläche  constanten  Potentials;  dabei  wird 
vorausgesetzt, .  dass  IP  und  I* P  keine  negativen  Werthe  haben 
können,  und  dass  man  G  einen  beliebigen  constanten  positiven 
Werth  beilegt.  Nach  dieser  Gleichung  sind  die  nebenstehenden 
Curven  für  die  Werthe  10;  9;  8;  7;  6;  5;  4'5;  4*3;  4*2;  4-1;  4;  3*9; 
3-8;  3*7;  3-5;  3;  2-5;  2  von  C  gezeichnet;  //ist  dabei  als  Längen- 
einheit angenommen.  Die  entsprechenden  Flächen  constanten  Po- 
tentials sind  die  Oberflächen,  welche  von  diesen  Curven  gebildet 
werden,  wenn  man  die  ganze  Figur  um  IT  als  Axe  rotiren  lässt 
Wir  sehen  daraus,  dass,  wenn  C  <;  4  ist,  die  Oberfläche  constanteii 
Potentials  eine  geschlossene  Fläche  ist.  Fassen  wir  eine  Fläche 
dieser  Art  ins  Auge  und  bezeichnen  die  Resultante  der  beziehungs- 
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fpi 


mit  S,  Bo  ist  die  Anziehung  einer  Qber  die  Fläche  yertheilten 


MaBse,   die   im    Punkte  P  die  Dichtigkeit  —  hat,  für  jeden  inne- 

rea  Punkt  Null  und  fQr  jeden  saasercD  Punkt  gleich  ier  Anziehung, 
reiche  /  und  I'  auf  deneelben  Punkt  ausüben. 

509.  Für  jeden  Werth  von  C,  der  grösser  als  4  ist,  besteht 
Me  Fläche  censtanten  Potentials  aus  zwei  getrennten  Oralen,  die 
bei  wachsendem  C  sich  immer  mehr  der  Form  von ,  Kugelfi&chen 
tAhem  (in  der  Ftgnr  sind  die  letzten  drei  oder  vier  Flächen  nur 
noch  sehr  wenig  von  Kttgelflächen  vwachieden) ;  ihre  Mittelpunkte 
liegen  zwischen  I  und  T  und  kommen  für  grössere  und  grössere 
Wertbe  von  C  immer  näher  an  diese  Punkte  za  liegen. 

Betrachten  wir  eins  dieser  Ovale  allein,  etwa  eine  der  x  um- 
gebenden Oberflächen,   und  vertheilen    über   dieselbe    eine   Masse, 

welche  im  Punkte  P  wieder  die  Dichtigkeit  —  hat,  so  erhalten  wir 

rine  Schicht,  welche  (§  507)  auf  jeden  äusseren  Punkt  dieselbe 
Kraft  wie  /  und  auf  je^n  inneren  Punkt  eine  Kraft  ansaht,  welche 
deijenigen  von  2  gleich  und  entgegftegesetzt  ist. 
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510.  Elektrische  Bilder.  —  Wir  wollen  noch  ein  Beispiel 
geben,  welches  in  der  Theorie  der  Elektricitat  von  ausserordent- 
licher Bedeutung  ist.  Es  bestehe  M  aus  einer  in  einem  Punkte  / 
concentrirten  positiven  Masse  m  und  einer  in  T  befindlichen  nega- 
tiven Masse  —  m'.  Femer  sei  £1  eine  Kugelfläche,  welche  die  Gerade 
I  r  und  deren  Verlängerung  in  Punkten  A,  Äi  schneidet,  für  welcl« 

lÄiAr  —  lÄiirAi  =  m:m' 

ist.    Dann  hat  man  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze 

lE.T  E  =  m:m\ 

folglich 


m 


m' 


IE     rE 

Nach  dem  eben  erhaltenen  Resultate  wird  also  eine  und  die* 
Fi|?.  20.  selbe    über^  S    vertheilte   Masse 

auf  jedejf  äusseren  Punkt  die- 
selbe Kraft  wie  m'  und  auf  jedei 
Punkt,  der  innerhalb  S  liegt,  die^ 
selbe  Kraft  wie  m  ausüben.  In 
den  Ausdruck  für  die  Dichtig- 
keit dieser  Masse  in  einem  Punkte 
E  zu    erhalten,  bilden    wir  die 

Resultante  der  in  der  Richtung  EI  wirkenden  Kraft  und  der 


lE^ 


in  der  Verlängerung  von  I'  E  wirkenden  Kraft 


m 


TW 


Da   die« 


Kräfte  sich  umgekehrt  wie  IE: IE  verhalten  (§  256),  so  ist  die 
Resultante  gleich 

w         --.      .       mMZ'    1 


ir  oder 


lE^.I'E  fn'      lE^ 

wii*  schliessen  daraus,  dass  die  Schicht  im  Punkte  E  die  Dichtigkeit 

m^ .  ir    1 

hat.  Dass  eine  Schicht  von  dieser  Beschaffenheit  äussere  Punkte 
ganz  so  anzieht,  wie  wenn  ihre  Masse  in  2'  concentrirt  wäre,  OQ^ 
innere  Punkte  ganz  wie  eine  gewisse  in  J  concentrirte  Masse,  ist 
bereits  oben  im  §  474  geometrisch  bewiesen. 

511.     Wenn  die  Kugelfläche  und  einer  ^er  beiden  Punkte  1,1 
etwa  J,  gegeben  ist,  so  erhtjt  man  den  anderen  Punkt,  indem  iBtf 


r 
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'-''.  =  "JJJ-  nimmt;  für  die  in  diesen  Punkt  zu  setzende  Masse  er- 
|ibt  sich 

i'A       CA        er 

paben  wir  also"  eine  beliebige  Anzahl  materieller  Punkte  iWi, 
te?,  u.  8.  w.,  welche  sich  ausserhalb  S  in  den  Punkten  /,,  J,,  u.  s.  w. 
befinden,  so  können  wir  nach  dem  Vorigen  entsprechende  innere 
Punkte  /j,  /j,  u.  8.  w.  und  Massen  m\,  m'^,  u.  s.  w.  finden^  und 
durch  Addition  der  Ausdrücke  für  die  Dichtigkeit  in  E,  welche  die 
Torhergehende  Formel  für  jedes  Punktepaar  liefert,  erhalten  wir 
eine  Jtugelfömiige  materielle  Schicht,  welche  die  Eigenschaft  hat,  auf 
jeden  äusseren  Punkt  mit  derselben  Kraft  wie  — /«'i,  —w'2,  u.8.  w. 
und  auf  jeden  inneren  Punkt  mit  einer  Kraft  zu  wirken ,  die  derje- 
nigen von  Wi,  »»2,  ifi^^^w.  ^gleich  und  entgegengesetzt  ist. 

512.  Es  möge  eine  unendliche  Anzahl  solcher  Partikehi  ge- 
geben sein,  welche  eine  continuirliche  Masse  M  ausmachen:  dann 
werden  die  entsprechenden  inneren  Partikeln  natürlich  eine  conti- 
nuirliche Masse  — M!  von  der  entgegengesetzten  Art  Materie  bil- 
den, und  der  frühere  Schluss  wird  seine  Gültigkeit  nicht  verlieren. 
Wenn  S  die  Oberfläche  einer  massiven  oder  hohlen  Metallkugel  ist, 
die  mit  der  Erde  durch  einen  dünnen  Drath  in  Verbindung  steht, 
und  wenn  M  ein  auf  die  Kugel  einwirkender  elektrisirter  äusserer 
Körper  ist,  so  ist  die  maferielle  Schicht,  die  wir  bestimmt  haben, 
eben  die  durch  den  Einfluss  von  M  erregte  und  auf  S  vertheilte 
Elektricität ;  die  in  der  oben  angegebenen  Art  bestimmte  Masse 
—  M'  heisst  das  elektrische  Bild  von  M  in  der  Kugel,  da  die 
elektrische  Wirkung  in  dem  ganzen  ausserhalb  der  Kugel  befind- 
lichen Räume  unverändert  bleiben  würde,  wenn  man  die  Kugel  ent- 
fernte und  im  Innern  des  von  ihr  eingenommenen  Raumes  die  in 
zugegebener  Weise  bestimmte  Masse  —  Jlf ' .  anbrächte.  In  dejp 
Elektricitätslehre  werden  wir  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen. 

513.  Transformation  durch  reciproke  Radii  Veotores-  — 

Abgesehen  von  dieser  besonderen  Anwenidung  auf  die  Elektrici- 
tätslehre liefert  diese  Methode  der  Bilder  eine  bemerkenswerthe  Art 
der  Transformation,  die  oft  von  Nutzen  ist.  Sie  führt  nämlich  ^u 
der  sogenannten  Transformation  durch  reciproke  Radii  Vectores. 
Diese  Transformation  besteht  darin,  dass  man  für  eine  beliebige 
Anzahl  von  Punkten  oder  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Linien  oder 
Flächen  andere   substituirt,  die  erhalten  werden,   wenn    man  von 
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einem  gewiBsen  festen  Punkte  oder  Centmm  ans  Radien  zu  den  gege- 
benen Punkten  zieht,  und  auf  diesen  Radien  Strecken  abmisst,  welche 
den  Längen  der  Radien  umgekehrt  proportional  sind.  Aus  der  £Je- 
mentargeometrie  erkennen  wir  sofort ,  dass  jede  so  erhaltene  Linie 
den  durch  irgend  einen  ihrer  Punkte  gezogenen  Radius  Yector  unter 
demselben  Winkel  und  in  derselben  Ebene  wie  die  Linie  schneidet, 
von  der  sie  hergeleitet  wird.  Folglich  liefern  zwei  einander  schnei* 
dende  Linien  oder  Oberflächen  zwei  transformirte  Linien  oder  Obei^ 
flächen,  die  einander  unter  dem  nämlichen  Winkel  schneiden,  und 
unendlich  kleine  Längen,  Flächen  und  Volumina  verwandeln  sich 
in  andere,  deren  Grössen  sich  beziehungsweise  im  Verhältniss  der 
ersten,  zweiten  und  dritten  Potenz  der  Abstände  der  letzteren  .von 
dem  festen  Centrum  zu  denselben  Potenzen  der  'Abstände  der  erste- 
ren  von  dem  festen  C^trum  geändert  haben:  Die  Längen,  Flächen 
und  Volumina  in  der  transformirten  Figur,  welche  einer  Anzahl  in 
verschiedenen  Abständen  vom  Centrum  beliebig  gelegener  glei- 
cher unendlich  kleiner  Längen,  Flächen  und  Volumina  entsprechen, 
verhalten  sich  daher  umgekehrt  wie  die  Quadrate,  die  vierten  Po- 
tenzen und  die  sechsten  Potenzen  dieser  Abstände.  Weiter  laset 
sich  leicht  darthun,  dass  sich  eine  gerade  Linie  und  eine  Ebene  in 
einen  Kreis  und  eine  Eugelfläche  transformiren,  die  beide  durch  das 
Centrum  gehen,  und  dass  allgemein  Kreise  und  Kugeki  sich  in 
Kreise  und  Kugeln  trani^ormiren. 

514.  In  der  Theorie  der  Attraction  ist  auch  die  Transforma- 
tion von  Massen,  Dichtigkeiten  und  Potentialen  zu  betrachten.  Aus 
der  Begründung  der  Methode  (512)  geht  hervor,  dass  sich  gleiche 
Massen  von  unendlich  kleinen  Dimensionen,  die  in  verschiedenen 
Abständen  vom  Centrum  liegen,  in  Massen  transformiren ,  die  sich 
umgekehrt  wie  diese  Abstände  oder  direct  wie  die  entsprechenden 
Abstände  nach  der  Transformation  verhalten.  Folglich  transformireD 
sich  gleiche  Dichtigkeiten  von  Linien,  Flächen  und  Körpern,  die  in 
beliebigen  Abständen  vom  festen  Punkte  gegeben  sind,  in  Dichtig- 
keiten ,  die  sich  direct  wie  die  erste ,  dritte  und  fünfte  Potenz  die- 
ser Abstände  oder  umgekehrt  wie  dieselben  Potenzen  der  Abstände 
der  entsprechenden  Punkte  des  transformirten  Systems  vom  Cen* 
trum  verhalten. 

515.  ZuBammenfusung  der  erhaltenen  Besultate.  — 
Die  Ergebnisse  der  beiden  letzten  Paragraphen  lassen  sich,  soweit 
nur  die  Proportionen  in  Betracht  kommen,  passend  folgendermaassen 
ausdrücken:  — 

Es  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  einer  geonlltrischen  Figur  oder 
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einer  MasBen-Vertheilung ,  0  ein  besonderer  Punkt  („das  Gentrum'') 
und  a  eine  besondere  Länge  (der  Kadius  der  „reflectirenden  Kugel  ^). 
In  OP -nehmen  wir  einen ~P  entsprechenden  Punkt  P  an,  und 
für  jeden  unendlich  kleinen  Theil  m  der  gegebenen  Masse  setzen 
wir  eine  Masse  w!\  dabei  sollen  P  und  m!  den  Bedingungen 

g'enügen.     Bezeichnen  dann 

L,  A,  V,  Q(L),  Q(Ä),  QiV) 

eine  unendlich  kleine  Länge,  Fläche,  Volumen,  lineare  Dichtigkeit^ 
Flächendichtigkeit,  Yolumendichtigkeit  in  der  gegebenen  Masse  un- 
endlich nahe  an  P  oder  in  sonst  einem  Punkte,  der  Yon  0  densel- 
ben Abstand  r  wie  P  hat,  und  werden  die  entsprechenden  Elemente 
in  der  transformirten  Figur  oder  Massen vertheilung  durch  diesel- 
ben Symbole  mit  hinzugefügten  Accenten  bezeichnet,  so  ist 


p'(r)  =  -j  p(n  =  ^9(n 


Der  Nutzen  dieser  Transformation  in  der  Theorie  der  Elektri- 
citat  und  der  Attraction  überhaupt  beruht  ganz  und  gar  auf  dem 
folgenden  Satze:  — 

516.  Anwendung  auf  das  PotentiaL  —  Satz.  —  Bezeich- 
net (p  das  Potential  der  gegebenen  Masse  für  den  Punkt  P  und  (p' 
das  Potential  der  transformirten  Masse  für  den  Punkt  P',  so  ist 

,       r  a 

In  einem  beliebigen  Punkte  I  befinde  sich  ein  beliebiger  Theil 
m  der  gegebenen  Masse,  in  dem  entsprechenden  Punkte  T  der  m 
entsprechende  Theil  w!  der  transformirten  Masse.     Dann  hat  man 
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n^  =  Or,01=  OP'.OP, 

folglich 

Ol :  op=z  oy :  or. 

Diese  Proportion  zeigt,  dass  die  Dreiecke  IPO,  PT'O  ähnlich  sind, 
dass  also 


IP  :  P'l'  =  VOI^OP-.  VOP'.Or  =  OI.OP  :  a\ 
ist.     Ausserdem  haben  wir 

m  :  m'  =  Ol :  ri, 


mithin 


m        w! 


a:OP, 


IP  '  rp' " 

Danach  steht  jeder  Theil  von  tp  zu  dem  entsprechenden  Theile  von 
(p    in  dem  constanten  VerhSltniss  a  :  r;  es  muss  also  auch  die  Summe 
(p  sich  zur  Summe   9/'  wie  <i  :r  verhalten ,   und  das  hatten   wir  w  ; 
beweisen.  i 

517.  Anwendung  auf  eine  über  eine  Kugelfläcbe  ver-  \ 
theilte  Masse.  —  Um  ein  Beispiel  zu  geben,  wollen  wir  an-  | 
nehmen,  die  gegebene  IViasse  sei  auf  eine  Kugelfläche  veriheilt. 
die  0  zum  Mittelpunkt  und  a  zum  liadius  hat.  Die  transformirte 
Masse  ist  dann  dieselbe  wie  die  gegebene;  aber  der  von  der 
Kugel  fläche  eingeschlossene  Raum  transformirt  sich  in  den  äusseren 
Raum.  Ist  also  fp  das  Potential  irgend  einer  Kugelschicht  für  eineo 
innerhalb  gelegenen  Punkt  P,  so  ist  das  Potential  derselben  Schicht 
für  den  in  der  Richtung  von  OP  liegenden  Punkt  P',  för   welchen 

OP'  =  -—  ist,  gleich  -rr-p  9^'.     (Wie  wir   alsbald  seilen    werden, 

ist  dien  ein  elementarer  Satz  aus  der  Behandlung  der  Potentiale 
mittels  harmonischer  Kugelfiinctionen.)  So  z.  B.  sei  die  Vertbei- 
lung  der  Masse  eine  gleichförmige.  Da  wir  dann  wissen,  dnss 
auf  einen  inneren  Punkt  keine  Kraft  wirkt,  so  muss  <p  constant 
sein;  folglich  ist  das  Potential  füi*  jeden  äusseren  Punkt  P^  den 
Abstände  dieses  Punktes  vom  Centrum  umgekehrt  proportional. 

-Oder  es  sei  die  gegebene  Masse  eine  gleichförmige  Schale  S 
und  0  irgend  ein  excentrischer  oder  irgend  ein  äusserer  Punkt 
Die  transformirte  Masse  wird  (§§  513,  514)  eine  kugelförmige 
Schale  i?,  deren  Dichtigkeit  umgekehrt  wie  der  Kubus  des  Al>st*B- 
des  von  0  variirt.  Liegt  der  Punkt  0  innerhalb  S,  so  wird  er  auch 
von  Sf  umschlossen,  und  der  ganze  Raum  innerhalb  S  transformirt 
sich  in  den  ganzen  Raum  ausserhalb  S,  *  Folglich  ist  (§516)  das 
Potential  von  Sf  für  jeden  ausserhalb  S'  liegenden  Pankt  dem  AV 
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stand  von  0  umgekehrt  proportional;  es  ist  daher  gleich  dem  Po-, 
tential  einer  gewissen  in  0  concentrirten  Qnantität  Materie.  Wenn 
aber  0  ausserhalb  S  und  folglich  auch  ausserhalb  S'  liegt,  so  trans- 
formirt  sieh  der  Raum  innerhalb  S  in  den  Raum  innerhalb  8,  Das 
Potential  von  S  für  einen  inneren  Punkt  ist  also  dasselbe,  wie  das 
Potential  einer  gewissen  in  dem  Punkte  0,  der  jetzt  ein  äusserer 
Paukt  ist,  concentrirtep  Quantität  Materie.  Wir  gelangen  auf 
diese  Weise,  ohne  uns  der  in  §§  499,  506  bewiesenen  allgemeinen 
Sätze  zu  bedienen,  wieder  zu  den  Resultaten,  die  wir  in  §  510  aus 
cliesen  allgemeinen  Sätzen  folgerten,  und  die  wir  schon  vorher 
(§§  471,  474,  475)  synthetisch  bewiesen  haben.  Wir  bemerken, 
dass  jene  synthetischen  Beweise  bloss  aus  Transformationen  des 
Beweises  bestehen,  den  Newton  für  den  Satz  gab,  dass  die  auf 
einen  Punkt  innerhalb  einer  gleichförmigen  Kugelschale  ausgeübten 
Attractionen  einander  das  Gleichgewicht  halten.  So  ist  der  erste 
derselben  (§  471)  das  Bild  dieses  Newton'schen  Satzes  in  einer 
concentrisohen  Kugelfläche;  der  zweite  ist  das  Bild  einer  Kugel- 
fläche, deren  Mittelpunkt  ausserhalb  der  Schale  oder  innerhalb  der- 
selben (dann  aber  nicht  in  dem  Mittelpunkt  der  Schale)  liegt,  je- 
nachdem  die  Fig.  7  oder  die  Fig.  8  benutzt  wird. 

518.  Bild  einer  gleichförmig  dichten  Vollkugel,  entwor- 
fen  von  eiiier  excentrischen  Kugel.  —  Wir  wollen  jetzt  nur  noch 
eine  Anwendung  des  Satzes  des  §  516  geben,  werden  denselben  aber 
später  in  der  Theorie  der  Elektricität  vielfach  zu  benutzen  haben. 

Die  gegebene  Masse  bilde  eine  gleichförmig  dichte  Vollkugel  JB, 
und  der  Punkt  0  liege  ausserhalb  derselben.  Dann  wird  das  trans- 
formirte  System  eine  volle  Kugel  J5'  sein,  deren  Dichtigkeit  sich 
umgekehrt  wie  die  fünfte  Potenz  des-Abstandes  von  dem  ausserhalb 
Bf  liegenden  Punkte  0  ändert.  Das  Potential  von  S  für  den  gan- 
zen äusseren  Raum  ist  dasselbe,  wie  das  Poteutial  der  im  Mittel- 
punkte C  von  S  concentrirten  Masse  m  von  S,  Folglich  ist  das 
Potential  von  S*  für  den  ganzen  äusseren  Kaum  dasselbe,  wie  das 
Potential  der  entsprechenden  Masse,  wenn  diese  in  C,  der  transfor- 
mirten  Lage  von  C,  concentrirt  ist.  Diese  Masse  ist  natürlich  gleich 
der  Masse  von  J3',  und  man  kann  leicht  beweisen ,  dass  C  die  Lage 
des  Bildes  von  0  in  der  Kugelfläche  von  Bf  ist.  Wir  schliessen 
daraus,  dass  eine  volle  Kugel,  deren  Dichtigkeit  sich  umgekehi-t 
wie  die  fünfte  Potenz  des  Abstandes  von  einem  äusseren  Punkte  0 
ändert,  jeden  äusseren  Punkt  ebenso  anzieht,  wie  wenn  ihre  Masse 
in  dem  Bilde  von  0,  was  ihre  Oberfläche  entwirft,  vereinigt  wäre. 
Eb  iat  leicht,  dies  durch  directe^  Integration  für  Punkte  der  Axe  zu 


1 
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bewahrheiten;  die  allgemeine  Wahrheit  des  Satzes  folgt  dann  nach 
§  490. 

519.  Attraction  eines  Ellipsoides.  —  Die  Bestimmang  der 
Attraction  eines  Ellipsoides  oder  einer  ellipsoidischen  Schicht  ist  ein 
sehr  interessantes  Problem,  nnd  ihre  Ergebnisse  werden  nns' später, 
namentlich  in  der  Theorie  des  Magnetismus,  von  grossem  Nutzen 
sein.  Wir  haben  mit  der  Behandlung  dieses  Gegenstandes  bis  jetzt 
gewartet,  um  die  Eigenschaften  des  Potentials  dabei  benutzen  za 
können,  die  eine  äusserst  elegante  Darstellung  ermöglichen.  Zv* 
nächst  lassen  wir  einige  wenige  Definitionen  und  Hülfssätze  folgen, 
die  im  Folgenden  benutzt  werden: 

Correspondireude  Punkte  auf  zwei  confocalen  Ellipsoideo 
sind  solche,  welche  zusammenfallen,  wenn  eines  der  Ellipsoide  durch 
eine  reine  Deformation  mit  dem  anderen  zur  Deckung  gebracht  wird. 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass,  wenn  P,  Q  zwei  auf  einer  el- 
lipsoidischen Schicht  liegende  Punkte  und p^q  die  ih^etf  correspon- 
direnden  Punkte  der  zweiten  Schicht  sind,  P^  =  l^p  sein  wird 
Der  Beweis  ist  folgender:  —  •     "     * 

Wenn 

(1)  ^V2!-l£!  =  i 

^'f  «2  i-  52  i-  c2 

und 

die  GleichuDgeu  zweier  beliebigen  confocalen  Ellipsoide  sind,  und 
•P  [I»  ^i  C]  ein  Punkt  von  (l)  ist,  so  ist 

offenbar  ein  Funkt  von  (2)  und  zwar  der  P  correspondirende  Punkt. 
Sind  ferner  Q  [I',  fj\  C]  und  q  zwei  andere  correspondirende  Punkte, 
so  ist 

Es  ergibt  sich  daraus 

_  k /« "  j_  ^  j_  ^  _  ü' _  1*  _  fl*l 
=  0. 
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Eine  Schale  yon  der  Art,  wie  wir  sie  am  zweckmassigsten  als 
Element  eines  homogenen  Ellipsoidcs  anwenden,  wird  von  ähnlichen, 
ähnlich  gelegenen  und  concentrischen  ellipsoidischen  Schichten  be- 
grenzt, und  aus  den  Eigenschaften  der  reinen  Deformation  (§  182) 
erhellt,  dass  eine  solche  Schale  aus  einer  Kugelschale  yon  gleich- 
iormiger  Dicke  durch  einfache  Ausdehnungen  und  Zusammenziehun- 
gen in  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  erzeugt  werden 
kann.  Im  Folgenden  wird  das  Wort  „Schale",  wenn  nicht  das  Ge- 
gen theil  ausdrücklich  gesagt  ist,  immer  eine  unendlich  dünne  Schale 
dieser  Art  bezeichnen. 

520.  Da  eine  homogene  Kugelschale  nach  §  462  keine  Anzie- 
hung auf  einen  inneren  Punkt  ausübt,  so  übt  auch  eine  yon  ähn- 
lichen, ähnlich  gelegenen  und  concentrischen  Ellipsoiden  begrenzte 
homogene  Schale  (die  nicht  unendlich  dünn  zu  sein  braucht)  keine 
Anziehung  auf  einen  inneren  Punkt  aus. 

Denn  neto^wir  an,  die  Kugelschale  des  §  462  werde  durch 
einfache  Ausdehnungen  und  Zusammen  Ziehungen  in  drei  zu  einan- 
der senkrechtefti  Richtungen  in  eine  ellipsoidische  Schicht  transfor- 
miri.  In  diesem  deformirten  Zustande  sind  die  Massen  aller  Theile 
im  Yerhältniss  der  Masse  des  EUipsoides  zu  derjenigen  der  Kugel 
verringert  oder  yergrössert.  Auch  ist  das  Yerhältniss  der  Linien 
BP,  PK  nach  §  158  unverändert  geblieben.  Folglich  ziehen  die 
Elemente  IE,  KL  den  Punkt  P  noch  mit  gleicher  Kraft  an,  und 
hieraus  ergibt  sich  der  Satz  wie  in  §  462.    ^ 

Danach  ist  das  Potential  im  Innern  der  Schale  constant. 

i521.  Vergleich  der  Potentiale  zweier  Schalen.  —  Wenn 
zwei  confocale  Schalen  (§  519)  gegeben  sind,  so  yerhält  sich  das 
Potential  der  ersteren  für  irgend  einen  Punkt  P  der  Oberfläche  der 
zweiten  zu  dem  Potential  der  zweiten  für  den  correspondirenden 
Punkt  p  der  Oberfläche  der  ersteren,  wie  die  Masse  der  ersteren 
zur  Masse  der  zweiten  Schale.  Dieser  schöne  Satz  ist  yon  Chas- 
les  entdeckt  worden. 

Jedem  Mädsenelement  der  äusseren  Schale  in  Q  entspricht  ein 
Massen  dement  der  inneren  Schale  in  g.  Das  Yerhältniss  eines  sol- 
chen Elements  zur  Gesammtmasse  der  entsprechenden  Schale  ist 
für  beide  Schalen  dasselbe,  und  zwar  gleich  dem  Yerhältniss  des 
correspondirenden  Elements  der  Kugelschicht,  aus  welcher  jede  der 
beiden  Schalen  gebildet  werden  kann,  zur  ganzen  Masse  dieser 
Kagelschicht.  Da  nun  Pq  =  Qp  ist,  so  gilt  der  Satz  für  die  in 
Q  und  q  liegenden  correspondirenden  Elemente,  folglich  auch  für 
die  ganzen  Schalen. 
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Da  das  Potential  einer  Schale  für  einen  inneren  Pnnkt  con- 
stant  ist,  und  da  von  zwei  confocalen  Ellipsoiden  das  eine  ganzlidi 
innerhalb  des  anderen  liegt^  so  ergibt  sich  auch,  dass  für  jede  solche 
Schale  die  äusseren  Oberflächen  constanten  Potentials  confocale  £1- 
lipsoide  sind,  und  dass  folglich  die  Attraction  der  Schale  auf  einen 
äusseren  Punkt  normal  zu  einem  durch  diesen  Punkt  g^ehenden 
confocalen  EUipsoide  ist. 

522.     Attraction   eines  homogenen  Ellipsoides.  —    Nno 

ist  in  §  478  gezeigt  worden,  dass  die  Attraction  einer  Schale  auf 
einen  ihrer  Oberfläche  nahe  liegenden  äusseren  Punkt  grosser  ist, 
als  die  Attraction  auf  einen  unendlich  nahe  liegenden  inneren  Punkt 
und  zwar  um  die  Grösse  4;rp,  wo  Q  die  Flächendichtigkeit  der 
Schale  in  jenem  Punkte  ist.  Da  nun  (§  520)  ein  innerer  Punkt 
keine  Attraction  erleidet,  so  ist  die  Attraction  einer  Schale  auf 
einen  Punkt  ihrer  äusseren  Oberfläche  gleich  4Äp  oder  gleich 
47CQt,  wenn  Q  jetzt  die  Volumendichtigkeit  und  t  die  (unendlich 
kleine)  Dicke  der  Schale  bezeichnet,  §  491  (f).  Hieraus  könnea 
wir  unmittelbar  die  gesammte  Attraction  bestimmen,  welche  ein 
homogenes  Ellipsoid  auf  einen  äusseren  materiellen  Punkt  ausübt 

Es  seien  a^,  6o,  Cq  die  Axen  des  anziehenden  Ellipsoides  nnd  a  =  a^^. 
hz^b^d-f  c  =  Co  ^  die  Axen  einer  beliebigen  ähnlichen,  ähnlich  gele^nt^ii 
und  concentrischen  Oberfläche,  welche  innerhalb  des  EUipsoides  sich  be- 
findet, so  dass  S-  ein  echter  Bruch  ist.  Wir  betrachten  eine  Schale, 
welche  von  Oberflächen  begrenzt  wird,  die  beziehungsweise  den  Wertheo 
^  und  d- — dd-  entsprechen.  Ihre  Anziehung  auf .  einen  äusseren  Punkt 
P($.  Vi  ^)  verhält  sich  zu  derjenigen  eifter  Schale,  deren  Oberflächen 
mit  den  ersteren  confocal  sind,  und  deren  äussere  Oberfläche  durch  F 
geht,  wie  die  Masse  der  ersteren  Schale  zu  derjenigen  der  zweit^ft. 
Wenn  Ay  B^  C  die  Axen  dieser  ersteren  Oberfläche  sind,  so  haben  wir 

£2  =  62-l-Ä  =  5/^24.^2^2 
C2  =  c2  4-Ä  =  Co*  ^2_[_^a^, 

wo  qi  eine  neue  Veränderliche  ist,  welche  mit  ö-  durch  die  Gleichung 

M  „2  ^2 

(2)  i_  _L.  ^  _L  i_  —  1 

oder 

52  ^2  ^2 

verbunden  ist.     Nun  ist  klar,  dass,  wenn  A  —  dA^  B  —  dB,  C  —  dC  die 
Axen  der  inneren  Oberfläche  der  neuen  Schale  sind, 

dA        dB       dC  _  da  _  dh       de  _  d» 
A     ~    B      ~  C    ~    a     ~~    b      ~    c    ~     <f^ 


•*. 
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ist,  und  dass  man,  wenn  W  die  vom  Mittelpunkt  auf  ^ie  durch  P  gehende 
Tangentialebene  gezogene  Senkrechte  und  t  die  Dicke  der  Schale  in  die- 
sem Punkte  P  ist, 

VF  ^  A    "^    d^ 
hat    Auch  ist  nach  einem  geometrischen  Satze 

und  die  Richtungscosiniis  von  W  sind 

l2»  ;b2»  7^- 

Die  dera;-Axe  parallele  Componente  der  Attraction  der  Schale  [^,^  —  dl^| 
ist  daher 

«0  h  Co  »^      d»  m^        ^  ^       ^'üT^^^d& 

^"^      ABC     ^T"  15  =  4^(»«o6oeol  "^sJc- 

um  die  ganze  Attraction  in  dieser  Richtung  zu  erhalten,  haben  wir  nur 
diesen  Ausdruck  nach  &  von  r^  =  0  bis  ^  =  1  zu  integriren. 

Die  Integration  lässt  sich  leichter  ausführen,  wenn  wir  (p  zur  unab- 
hängig Veränderlichen  machen.    Durch  Diiferentiation  von  (3)  ergibt  sich 

1         ,  dih 

-^  —  ^d(p  =  -^, 

und  folglich  ist  die  ganze  Attraction  ^ 

Die  Integrationsgrenzen  ergeben  sich  aus  (d),  wenn  wir  bedenken,  dass 
nach  ^  zwischen  0  und  1  hätte  integrirt  werden  müssen.  Die  neuen 
Grenzen  sind  offenbar  oo  und  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

^    +    ""    +  -ü_  - 1 


Wird  diese  Wurzel  a^  genannt,  so  ist« 

(5)  3/  3f  t  r  ^  (y^) 

1  V{(io'  +  9^^?  W  +  ^2)  (ci  +  g^) 

die  ar-Componente  der  Attraction;  darin  bezeichnet  M  die   Masse  des  El- 
lipsoides. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die   drei  Componenten  der  At- 
traction von  dem  einen  elliptischen  Integrale 

dm 


J  V(a<,'+<P*)(V 


abhängen,  uui^zwar  ist 
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und  in  ähnlicher  Weise  werden  YvaidZ  durch  die  heziehnngsweiae  nach 
bf  und  €^  genommenen  partiellen  Diflferentialqnotienten  von  ^  ^na^- 
drückt;  a  wird  dabei  als  eine  Constante  behandelt.  Wenn  der  angezo- 
gene Punkt  auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoides  liegt,  so  hat  nuin  weiter 
keine  Aenderung  vorzanehmen,  als  <r  =  0  zu  setzen. 

Attractibn  eines  BotationsellipsoideB.  i—  Wird  Cq  =  b^  gesetzt, 
so  verwandelt  sich  das  Ellipsoid  in  ein  Botationsellipsoid,  und  man  erbiJt 
für  die  ^er  Axe  parallele  Componente  der  Attraction 

wo  R^  die  ponitive  Wurzel  der  Gleichung 


{« 


1^    A«    I     ^2  * 


ist. 

Dies  Integral  läsBt  sich  natürlich  leicht  in  endlichen  Ausdrücken  an- 
geben.   Es    genügt  aber,  wie   wir  alsbald  sehen    werden,    seinen    Werth 
für  einen  auf  der  Oberfläche  liegenden  Punkt  zu  bestimmen.     Für  einettl 
solchen  Punkt  ist  ^ 

"%  '  d  (0/2) 

Um   diesen  Ausdruck  für  ein   abgeplattetes  Spharoid  in  reellen  end- 
lichen Gliedern  darzustellen,  nehmen  wir 

h}  =  af  +  b?e^ 
an;  dann  geht  das  bestimmte  Integral  über  in 

"  d(»»  +  a.«)  ^  p        d{,^) 


6,«  «8 


(h£  _  arctan  ^. 


Nun  ist 

folglich  erhält  man  leicht 

(7)  X  =  47iQi  Q^^Yl^  aresin  e^ 

Für  eine  der  zur  Axe  senkrechten  Componenten  erhalten  wir 


3 


V^Mfi 


J  W+9> 


d(9^) 


und  dieser  Ausdruck  verwandelt  sich,  wenn  der  Punkt  auf  der  Oberfläche 
liegt,  in 
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EHm  bestitninte  Integral  lAsst  sich  leicht  auf 

äe  1      /      .        ftn« 


'  fw 


I     Q^a  =   .,  a  (arctan  -^  —  5^\ 


Oo 

rednciren;  folglich  ist 


» 


r=  2^^,(]^L^"  «'•^^•«  ^-  i^)- 


523.  Der  llaclaiirin'Bohe  Satz.  —  Aus  den  Ergebnissen  der 
letzten  Untersuchnng  können  wir  leicht  den  folgenden  schönen  Satz 
lierleiten,  der  nach  seinem  Entdecker  der  Maclaurin'sche  Satz  ge- 
nannt wird:  — 

Zwei  homogene  und  confocale  EUipsoide  üben  -anf 
irgend  einen  und  denselben  Punkt,  der  entweder  ausser- 
halb beider  ader  ausserhalb  des  einen  und  auf  der  Ober- 
tläcbe  des  zweiten  Elfipsoides  liegt,  Anziehungen  aus, 
irelche  die  nämliche  Richtung  haben  und  sich  wie  die 
Hassen  der  anziehenden  Körper  verhalten. 

Die  a"-Componente  ist,  wie  oben,  • 


iro  «*  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

ist.     F&r  ein  confocales  Ellipsoid  sind  die  Axen 

a«  =  a.«  +  h,    6'  =  6,«  +  h,    c*  =  c.«  +  h, 
and  die  a;-Componente  ist 


00 


d(g>^) 


wo  o  *  die  positive  Wurzel  von 


%  M,  f  y  y^^  .  ^.  ^),  ( j  .  ^  ^  (^  .  j^  ^) 


^         I         '»'         I         g'       -1 


ist.  Setzen  wir  in  das  erstere  Integral  und  in  die  Gleichung,  welche 
dessen  Grenzen  bestimmt,  Ä  -f  ^^  statt  gy^  ein.  so  gelangen  wir  zum  zwei- 
ten Integral  und  zur  Gleichung  fttr  die  Grenzen  desselben.  Polglich  sind 
die  Integrcüe  einander  gleich,  und  die  entsprechenden  Componenten  der 
Attraction  verhalten  sich  wie  M  zu  Mi. 

Thomionn.  Tait,  theoretische  Physik.    II.  5 
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524.  Der  iTOjry'flClie  SataL  —  Auf  ähnliche  Weise  konnei^ 
wir  leicht  den  lyory' sehen  Satz  beweisen:  —  , 

Werden  aaf  den  Oberflächen  zweier  homogenen  cos^ 
focalen  Ellipsoide  Ej  e  zwei  correspondirende  Punkte  P,  i 
angenommen,  so  verhält  sich  die  a;-Componente  der  toi^ 
^  auf  jP  ausgeübten  Attraction  za  der  a;-Componente  de^ 
Attraction  von  e  anf  P,  wie  die  Fläche  des  Schnittes  tob 
E  durch  die  Ebene  der  ys  zu  der  Fläche  des  Schnittes  to^ 
e  durch  dieselbe  Ebene.  ^ 

Die  d;-Componente  der  Anziehaiig  der  Maaae  M  auf  den  Punkt  f,  ^t^ 

ifit  §chon  gegeben  [§  522  (5)].    Diejenige  von   üf^  auf  ~  I,   y^  ij,  —  C  ii^ 

Ol         öl         Cj 


ai 


wo  «,•  die  positive  Wurzel  von 


^    +    "'    +    ^    =1 


oder  von 


ist.    Nun  sind  die   Integrale  offenbar   einander  gleich,    und   die 


I 


a. 


Ausdrücke  verhalten  sich  wie   3f  zu  M^  -^,  d.  h.  wie   (qCo  zu  h^Cx- 


a^ 


Poisson  hat  gezeigt,  dass  dieser  Satz  für  jedes  beliebige 
setz  der  Anziehung  gilt.     Man  kann  dies  leicht  dadurch  beweis 
dass  man  in  den  allgemeinen  Ausdrücken  für  die  Componenten 
Attraction  irgend  eines  Körpers  nach  einer  Integration  die  Ei{ 
Schäften  der  correspondirenden  Punkte  confocaler  Ellipsoide  (§  511 
benutzt. 

525.  Attractionsgesetz  im  Falle  einer  gleiohförmlg  bell 
ten  Eugelscliale,  die  keine  Wirkung  auf  einen  inneren  Pui 
austibt.  —  Wir  wollen  eine  von  Duhamel  herrührende  geistrei< 
Anwendung  des  Ivory' sehen  Satzes  nicht  unerwähnt  lassen.  Coli 
centrische  Kugeln  sind  ein  besonderer  Fall  confocaler  £llipsoidi| 
Folglich  verhält  sich  die  Anziehung  irgend  einer  Kugel  auf  einei 
Punkt  der  Oberfläche  einer  innerhalb  der  ersteren  liegenden  codi 
centrischen  Kugel  zu  der  Anziehung,  welche  die  zweite  Kugel  aJ 
einen  Punkt  der  Oberfläche  der  ersteren  ausübt,  wie  das  Quadraj 
des  Radius  der  ersteren  zum  Quadrate  des  Radius  der  zweiten  KiH 
gel.      Wenn    nun    das   Attractionsgesetz    ein    solches    seilt 
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^lly  dass  eine  homogene  Kugelschale  auf  einen  Punkt  in 
irem  Innern  keine  Anziehung  ausühe,  so  kann. man  die 
Irkang  der  grösseren  Kugel  auf  den  inneren  Punkt  durch  die- 
Bi^e  der  kleineren  Kugel  auf  denselben  Punkt  ersetzen,  und  dar- 
DB  ergibt  sich  leicht,  dass  die  Wirkung  einer  Kugel  auf  äussere 
inkte,  die  in  beliebigen  Entfernungen  von  ihrem  Mittelpunkte 
Igen,  im  umgekehrten  Yerhältnisse  der  Quadrate  dieser  Entfer- 
mgBTk  steht.  Da  man  nun  die  Kugel  beliebig  klein  annehmen 
um,  so  gilt  dasselbe  Gesetz  auch  für  die  Wirkung  eines  materiel- 
B  Punktes  auf  irgend  welche  Punkte.  Wir  erhalten  also  den  zu- 
Bt  von  Gavendish  ausgesprochenen  Satz:  — 

Das  einzige  Anziehungsgesetz,  für  welches  eine  ho- 
ogene  Kugelschicht  keine  Wirkung  auf  die  Punkte  ihres 
mern  ausübt,  ist  das  des  umgekehrten  Quadrates  der 
ntfernung. 

526.  Attraotionsoentmm.  (Definition.)  —  Wenn  die  Wir- 
mg  der  terrestrischen  oder  einer  anderen  Schwerkraft  auf  einen 
irren  Körper  sich  auf  eine  einzige  Kraft  reduciren  lässt,  deren 
iehtung  immer  durch  einen  in  Beziehung  auf  den  Körper  festen 
mkt  geht,  welche  relative  Lage  der  Körper  auch  zur  Erde  oder 
l  der  anderen  anziehenden  Masse  haben  möge,  so  nennt  man 
eeen  Punkt  das  Attractionscentrum*)  und  den  Körper  selbst 
Den  eentrobarischen  Körper. 

527.  Eins  der  überraschendsten  Ergebnisse  der  wundervollen 
reen'schen  Theorie  des  Potentials  ist  der  Nachweis  der  Exi- 
^ns  centrobarischer  Körper,  und  die  Entdeckung  der  Eigen- 
liafien  derselben  ist  gewiss  eine  der  merkwürdigsten  und  interes- 
ntesten  von  den  verschiedenen  Anwendungen  dieser  Theorie. 

528.  Eigenschaften  der  oentrobarischen  Körper.  —  Wenn 
a  Körper  {B)  in  Beziehung  auf  irgend  eine  anziehende  Masse  (Ä) 
btrobarisch  ist,  so  ist  er  auch  in  Beziehung  auf  jede  andere  Masse 
ntrobarisch  und  zieht  jede  äussere  Masse  ganz  so  an,  wie  wenn 
ine  eigene  Masse  in  seinem  Attractionscentrum  vereinigt  wäre*'*'). 

£s  sei  0  irgend  ein  Punkt,  der  so  weit  von  B  entfernt  ist, 
188  eine  um  ihn  als  Mittelpunkt  beschriebene  Kugel,  die  keinen 
lieil  von  B  enthält,  gross  genug  ist,  die  ganze  Masse  A  zu  um- 

*)  Die  VeriJMser  brauchen  hierfür  den  Namen  „centre  of  gravity",  was  nach 
iherigem  englischen  Sprachgebrauche  dem  im  Deutschen  mit  „Schwerpunkt" 
irichneten  Begriffe  entsprach.  Die  Ueberset2er  haben  geglaubt,  besser  einen 
itten  Namen  dafür  einführen  zu  müssen,  um  nicht  durch  Umdeutung  eines  viel 
d»raucbten  älteren  Namens  Verwirrung  zu  erregen. 

*♦)  Thomson,  Proc.  R.  S.  E.,  Feb.  1864. 

5* 
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Bchliessen.    Wir  denken  uns,  A  sei  in  irgend  eine  solche  Kagel  g^ 
setzt  und  rotire  um  eine  beliebige  durch  0  gehende  Axe  0  K 
Richtung  der  Anziehung,  die  Ä  auf  B  ausübt,  wird   immer  d 
das  Attractionscentrum  Q  von  B  gehen.  Wenn  also  jedes  Massent 
eben  Yon  A  gleichförmig  über  die  Peripherie  des  Kreises  vi 
wird,  den  es  bei  dieser  Rotation  beschreibt,  so  wird  die  so  erbah< 
Masse  den  Körper  B  in  einer  gleichfalls  durch    G  gehenden 
tung  anziehen.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wie  auch  immer  diese 
um  0  rotirt;  denn  bevor  wir  dieselbe  erhielten,  hätten  wir  A 
OK  in  irgend  'einer  Weise  um  0  rotiren  lassen  können ,  ohne  dil 
die  relative  Lage  von  A  und  OK  zu.  ändern.   Wir  haben  also  eii 
um  eine  Axe  0  K  symmetrischen  Körper  A'  gefunden,  in  Bexiehi 
auf  welchen  B  noth wendig  centrobarisch  ist.     Es  möge  jetzt, 
rend  0  fest  bleibt,  0  K  und  der  damit  verbundene  Körper  Ä' 
cessive  in  eine  unendliche  Anzahl  n  Lagen  versetzt  werden,  wi 
gleichförmig  um  0  vertheilt  sind,  d.  h.  welche  so  gewählt  wei 
dass  in  allen  um   0  liegenden   gleichen  Kegelecken   gleichviel 
gen  von  OK  vorhanden  sind.      In  jeder  der  Lagen,  in  welche 
mit  0  K  fest  verbundene  Körper  A'  auf  diese  Weise  gelangt, 

—  seiner  Masse  zurückgelassen  werden.      Von   der   so   vertht 
w 

Masse  A  erleidet  B  immer  noch  eine  Einwirkung,  deren  Richti 

durch  G  geht.     Da  die  Vertheilung  jetzt  aber  um  O  herum 

allen  Seiten  hin  symmetrisch  ist,  so  besteht  sie  aus   gleichfoi 

conoentrischen  Schichten,  und  nach   §  471   kann  die  Masse 

Schicht  in  0  concentrirt  werden,  ohne  dass  die  Anziehung  dßS 

gend  ein  Theilchen  von  B,  also  auch  die  ganze  auf  B  auE 

Anziehung  eine  Aenderung  erlitte.     B  iöt  danach  in  Beziehung 

eine  in  0  befindliche  Masse  centrobarisch;  es  ist  dies  «in  beliebij 

Punkt,  der  (nach  der  oben  gegebenen  Bedingung)  über  eine 

Grenze  hinaus  sich  B  nicht  nähern  darf.     Jeder  Punkt,  der 

Anforderung  erfüllt,  wird  also  von  B  in  einer  durch  G  gehei 

Richtung  angezogen,  und  somit  sind  über  den  Grenzabstand  liim 

die  Oberflächen  constanten  Potentials  von  B  Kugelflachen,  die  fi 

gemeinschaftlichen  Mittelpunkt   G  haben.      B  zieht   daher  Ponkl 

welche  über  diese  Entfernung  hinausliegen,  ganz  so  an,  wie  wd 

seine  Masse  in  G  concentrirt  wäre,  und  daraus  folgt  (§  497),  ^ 

auch   alle  ausserhalb  B  liegenden  Punkte  in  dieser  Weise  vool 

angezogen  werden.     Es  wird  also  auch  jede  Punktgruppe  oder  j» 

beliebige  ausserhalb  B  liegende  Masse  von  B  so    angezogen.  ^ 

wenn  die  gesammte  Masse  von  B  sich  im  Punkte  G  beiande. 
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529.  Mit  Rücksicht  hierauf  zeigen  die  §§  497,  492  Fol- 
ndes:  — 

(a)  Das  Attractionscentrum  eines  centrobarischenKör- 
irs  liegt  nothwendig  in  dessen  Innern,  oder,  mit  anderen 
orten,  kann  von  einem  äusseren  Punkte  aus  nur  auf  einem 
e  Masse  durchschneidenden  Wege  erreicht  werden. 

(b)  Kein  centrobarischer  Körper  kann  aus  Theilen 
istehen,  die  so  von  einander  getrennt  sind,  dass  der 
mm,  welchen  jeder  einnimmt,  für  die  anderen  ein 
I68erer  sei;  mit  anderen  Worten:  Die  äussere  Umgrenzung 
ies  centrobarischen  Körpers  ist  eine  einzige  geschlos- 
ne  Oberfläche. 

Aus  (a)  erkennen  wir,  dass  kein  symmetrischer  Bhig  oder  hoh- 
r  Cylinder  mit  offenen  Enden  ein  Attractionscentrum  haben  kann  • 
iu  wenn  ein  solcher  vorhanden  wäre,  so  müsste  er  in  der  Axe, 
10  ausserhalb  der  Masse  des  Körpers  liegen. 

530.  Wenn  eine  beliebige  Masse  M  und  eine  einzige 

0  vollständig  umschliessende  geschlossene  Oberfläche, 
gegeben  ist,  so  kann  eine  beliebig  gegebene  Masse  üf' 

1  über  S  vertheilt  werden,  dass  Jf  und  üd!  zusammen  einen 
»ntrobarischen  Körper  ausmachen,  dessen  Attractions- 
Intr'um  eine  innerhalb  der  Oberfläche  beliebig  gegebene 
Ige  G  einnimmt. 

Die  Bedingung,  die  hier  erfüllt  werden  muss,  besteht  darin, 
,  80  über  8  zu  vertheilen,  dass  dadurch  für  irgend  einen  Punkt 
Ton  S  das  Potential 

EG 

I 

^ugt  werde ;  V  bezeichnet  das  Potential  von  M  für  diesen  Punkt. 
pB8  diese  Aufgabe  eine  und  nur  eine  Lösung  hat,  wurde  schon 
fen  (§  499)  bewiesen.  Es  ist  aber  zu  bemerken,  dass,  wenn  die 
jgebene  Masse  M'  nicht  gross  genug  ist,  eine  durch  eine  gleiche 
^ge  negativer  Masse  neutralisirte  zusätzliche  Masse  genommen 
^rden  muss,  um  die  geforderte  Yertheilung  auf  S  auszuführen. 

Der  Fall,  in  welchem  innerhalb  S  kein  Körper  M  gegeben  ist, 
irdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  ^r  liefert  das  fol- 
ttide  Resultat:  — 

531 .  Centr obarische  Sohiohten.  —  Eine  gegebene  Stoff- 
i«nge  lässt  sich  in  einer,  aber  auch  nur  einer  Weise  so 
ber  eine  beliebig  gegebene  geschlossene  Oberfläche  ver- 
teilen,  dass    sie    einen    centrobarischen   Körper    bildet. 
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dessen  Attractionscentrum   ein  innerhalb   der  Oberfläel 
beliebig  gegebener  Pankt  ist. 

So  haben  wir  schon  gesehen,  dass,  wenn  die  Oberfläche  sp^ 
risch  ist,  die  Bedingung  dadurch  erfüllt  wird,  dass  man  die  Dicht^ 
keit  der  dritten  Potenz  des  Abstandes  von  dem  gegebenen  Punkte  ^ 
gekehrt  proportional  macht.  Ans  dem,  was  oben  in  §§  501, 506bevi 
sen  wurde,  erhellt  auch,  dass  aus  jeder  der  beiden  Hälften  der  Lenaj 
kate  in  der  Figur  19  des  §  508  oder  aus  jedem  der  darin  enthalte^ 
Ovale  eine  centrobarische  Schicht  hergestellt  werden  kann,  wü| 
man  darüber  eine  Masse  ausbreitet,  deren  Dichtigkeit  der  Be8| 
tante  der  von  m  auf  I  und  von  tn!  auf  1'  ausgeübten  Kräfte  pl 
portional  ist;  der  eine  dieser  Punkte,  der  innerhalb  der  Scbii| 
liegt,  ist  das  Attractionscentrum  derselben.  Allgemein,  wenn  man  i 
Flächen  constanten  Potentials  für  eine  in  einem  Punkte  I  cono^ 
trirte  Masse  m  und  für  eine  beliebige  andere  Masse  zieht,  die  4 
Punkt  I  nicht  umgiebt,  und  sodann  eine  dieser  Oberflächen  nim^ 
welche  I,  aber  keinen  anderen  Theil  der  Masse  umschliesst,  so  ^ 
ren  uns  Green's  allgemeines  Theorem  und  der  specielle  Satz  ^ 
§  506,  wie  man  über  dieselbe  eine  Masse  zu  vertheilen  hat,  dai^ 
sie  eine  centrobarische  Schicht  mit  dem  Attractionscentrum  I  weH 

532.  In  der  Hydro kinetik  wird  dasselbe  Problem  mitt^ 
convergirender  Reihen  für  einen  Würfel  oder  allgemein  für  i 
rechtwinkliges  Parallelepipedon  gelöst  werden.  In  der  Lehre  M 
der  Elektricität  (in  einem  späteren  Bande)  werden  wir  eine  I^ 
sung  desselben  in  endlichen  algebraischen  Ausdrücken  für  die  Ob^ 
fläche  einer  Linse  finden,  welche  von  zwei  Kugelflächen  begre^ 
wird,  die  einander  unter  einem  beliebigen  Submultiplum  von  x^ 
rechten  Winkeln  schneiden,  und  für  jeden  Theil,  den  man  erbt 
wenn  man  diese  Oberfläche  durch  eine  dritte  jede  ihrer  Seiten  rec| 
winklig  schneidende  Kugelfläche  in  zwei  Theile  theilt.  i 

533.  Centrobarische  Körper.  —  Eine  Masse  kann  ai 
unendlich  viele  Arten  so  durch  einen  gegebenen  gescb]o( 
senen  Raum  vertheilt  werden,  dass  sie  einen  centrobail 
sehen  Körper  bildet,  der  einen  im  Innern  dieses  Baam| 
beliebig  gegebenen  Punkt  als  Attractionscentrum  hat 

Denn  der  ga^ee  Kaum  zwischen  dem  gegebenen  Punkte  nl 
der  gegebenen  geschlossenen  Oberfläche  kann  durch  eine  unendÜcl 
Anzahl  von  Oberflächen,  deren  jede  diesen  Punkt  umgibt,  in  nnciK 
lieh  dünne  Schichten  zertheilt  werden,  und  über  jede  dieser  Sdhid 
ten  kann  man  in  der  Weise  eine  Masse  vertheilen,  dass  sie  centr< 
barisch  wird  und  den  gegebenen  Punkt  zum  Centrum  hat.    Sowol 
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ie  Formen  dieser  Schichten,  als  auch  die  darüber  vertheilten  Stoff- 
engen  können  nach  Willkür  auf  unendlich  viele  Weisen  variirt 
erden. 

Wenn  z.  B.  die  gegebene  geschlossene  Oberfläche  das  zuge- 
litzte  Oval  ist,  welches  eine  Hälfte  der  Lemniskate  der  Figur  19 
'  508)  bildet,  und  wenn  der  gegebene  Punkt  der  im  Inneren  die- 
r  Oberfläche  liegende  Punkt  I  ist,  so  kann  man  einen  centrobari- 
hen  Körper  dadurch  erhalten,  dass  man  über  die  inneren  Ovale 
I  der  Art  Materie  vertheilt,  dass  sie  centrobarische  Schichten  wer- 
tn  (§  531).  Aus  dem  Ergebnisse  des  §  518  ersehen  wir,  dass 
be  Kugel,  bei  tv^elcher  die  Dichtigkeit  der  fünften  Potenz  des  Ab- 
sudes von  einem  äusseren  Punkte  umgekehrt  proportional  ist,  einen 
introbarischen  Körper  bildet,  dessen  Attractionscentrum  das  Bild 
1 512)  dieses  Punktes  in  Beziehung  auf  die  Oberfläche  der  Kugel  ist. 

534.  Das  Attractionscentriun  eines  centrobarischen  Kör- 
te fällt  mit  dem  Trägheitsmittelpunkt  susammen.  —  Das 
bntrum  eines  centrobarischen  Körpers,  dessen  Masse  der  Schwerkraft 
literworfen  ist,  ist  der  Trägheitsmittelpunkt  (Schwerpunkt)  desselben, 
tenn  wenn  ein  centrobarischer  Körper  nur  von  einem  unendlich  weit 
itfernten  anderen  Körper,  oder  von  einer  Masse  angezogen  wird,  die 
)  um  ihn  herum  vertheilt  ist,  dass  sie  (§  499)  gleichförmige  Kräfte 
t>n  parallelen  Richtungen  in  dem  ganzen  von  ihr  eingenommenen 
liume  erzeugt,  so  geht  die  Resultante  der  Kräfte^  die  auf  den  Kör- 
tr  wirken,  beständig  durch  sein  Attractionscentrum.  In  diesem  Falle 
I  diese  Kraft  aber  die  Resultante  der  auf  alle  Theilchen  des  Kör- 
fcrs  wirkenden  parallelen  Kräfte,  und  diese  sind  (siehe  unten  das 
bpitel  über  die  Eigenschaften  der  Materie)  den  Massen  der 
Teilchen  in  aller  Strenge  proportional.  Die  Resultante  eines  sol- 
ken  Systems  paralleler  Kräfte  geht,  wie  wir  in  §.561  zeigen  wer- 
en,  durch  den  in  §  230  als  Trägheitsmittelpunkt  definirten  Punkt. 

535.  Kinetische  Symmetrie  eines  Korpers  in  Beziehung 

öf  sein  Attractionsoentrum.  —  Die  Trägheitsmomente  eines  cen- 

N)bärischen  Körpers  sind  für  alle  durch  seinen  Trägheitsmittelpunkt 

«banden  Axen  einander  gleich.     Mit  anderen  Worten  (§  285):  alle 

iese  Axen  sind  Hauptaxen,  und  der  Körper  besitzt  in  Beziehung 

ttf  seinen  Schwerpunkt  kinetische  Symmetrie. 

Der  Körper  werde  in  eine  geschlossene  Oberfläche  gesetzt,  so  dass 
Bin  Trägheitsmittelpunkt  in  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  0  fallt- 
JelwT  diese  Fläche  sei  (§  499)  eii^e  Masse  so  vertheilt,  dass  sie  für  jeden 
Mieren  Pankt  (x,  y,  z)  das  Potential  x>y  z  habe  (welches  der  Bedingung 
7^(a:y^)  =  q  genügt).  Die  Resultante  der  auf  den  Körper  ausgeübten 
•Wirkungen  ist  (§  528)  dieselbe,   wie  wenn  seine  Masse   in  0   concentrirt 
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wäre,  d.  h.  sie  ist  Null;  mit  anderen  Worten:   die   aof  die  veracbii 
Theile  des  Körpers  wirkenden  Kräfte  müssen  einander  das  Gleichgevic 
halten.     Bezeichnet   daher    q    die   Dichtigkeit    des  Körpers    im  PanI 
{x,yfZ)f  so  ist  (§  551,  1,  unten) 

f f  fy  s  .qdzdydzz=iO,     f f  f^^  .^dxdydz:=Oj  j 

f  f  fxy  .qdxdydz  =  0. 

FoIg^ch  sind  OX,  0  Y ,  OZ  Hauptaxen,  wie  auch  immer  der  KöipiT 
gedreht  werde,  wenn  nur  sein  Schwerpunkt  unverrftckt  in  O  bleibt. 

Dies  auf  eine  andere  Weise  darzuthun,  nehmen  wir  an ,  ee  sei  F  di»| 
Potential  des  gegebenen  Körpers  im  Punkte  (x^  y,  g),  u  irgend  ei» 
Function  von  X,  j/,  z  und  Vf  das  dreifache  Integral 

p  /•  p/du  dV   .    du  dV    .    du  dV\   ,     ,     , 

das  innerhalb  einer  Kugelfläche  S  zu  nehmen  ist ,  welche  den  ganzen  g** 
gebenen  Körper  umgibt  und  dessen  Schwerpunkt  zum  Mittelpunkt  hit- 
Dann  hat  man,  wie  in  Cap.  I,  Zusatz  A, 

m  =ff^^  Vd,c  -  fffW^udxdydi 

^f  f^y^da  —  fJJuV^Vdxdydz. 

Wenn  aber  m  die  ganze  Masse  des  gegebenen  Körpers  und  a  der  Radia 
Yon  S  ist,  so  hat  man  für  die  ganze  Oberfläche  von  S 

F  =  —  und  (f  P  = 3  • 

Auch  ist  [§  491  (c)] 

V^F  =  —  47r^, 

und  für  alle  dei*  Masse  des  gegebenen  Körpers  nicht  angehörenden  Pusbi 
V^  F  =  0.    Mithin  ergibt  sich  aus  dem  Vorhergehenden 

^n  f  f  fuqdxdydz 
=  ^  ff((i^^  +  w)dff  —fffW^udxdydz. 

Es  möge  nun  u  irgend  eine  Function  sein,  welche  im  Innern  von  S  überi 
all  der  Bedingung  V^m  =  0  genügt,   so  dass  nach  §  A92  f  fdudc  =^ 

und  nach  §  496  ff  uda  =  ina^UQ  ist,  wo  Uq  den  Werth  beieichim* 
den  u  im  Mittelpunkt  von  S  hat.    Es  ist  dann 

J'ff^  Qdxdydz  =  mu^. 
Ist  z.  B.  u  =  y-c,  also  Mq  =  0,  so  erhalten  wir,  wie  wir  schon  oben  fandes, 

f  f  fyz  qdxdydz  =  0. 
Oder  es  sei 

«  =  (a;»-|-y«) -(««-!-*»), 
aUo  wieder  ««^  ^  o.    Dann  folgt 
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f  jJ(P^^  4-  -?«)  q  dx  dy  dz  z=z  f  f  f(x'^  +  y^)  9  dx  dy  dz, 

d.  li.  das  Trägheitunoment  in  Beadehimg  auf  0  Y  ist  gleich  dei^jenigen 
in  Beziehung  auf  OX,  was  den  aus  dem  anderen  Resultate  gezogenen 
Schlnss  bewahrheitet. 

53fi.  Ursprung  der  Entwicklung  nach  harmonischen 
Kugelftinctionen.  —  Die  Entwicklung  nach  harmonischen 
Kagelfunctionen,  welche  den  Gegenstand  eines  Zasatzes  zam 
I.  Gapitel  bildet,  hatte  ihren  Ursprung  in  der  mit  besonderer  Kück- 
«icht  auf  die  Gestalt  der  Erde  behandelten  Theorie  der  Attraction, 
indem  sie  zunächst  zu  dem  Zwecke  erfunden  wurde,  die  Attraction 
eines  Körpers  von  nahezu  sphärischer  Form  in  convergenten  Rei- 
hen auszudrücken.  Sie  ist  auch  vollkommen  dazu  geeignet,  das 
Potential  oder  die  Attraction  einer  unendlich  dünnen  sphärischen 
Schicht  auszudrücken,  über  welche  nach  einem  ganz  willkürlichen 
Gesetze  Materie  verbreitet  ist.  Da  die  letztere  Anwendung  die 
einfachere  ist,  so  wollen  wir  sie  zuerst  vornehmen. 

Anwendung  der  Bntwioklung  nach  harmonisohen  KugelAino- 
tionen«  —  Es  seien  x,  y,  z  die  von  dem  Centrum  0  als  Anfangspunkt 
aus  gerechneten  Coordinaten  des  in  Bede  stehenden  Punktes  P;  ^  und  p' 
die  Werthe  der  Dichtigkeit  der  Kugelfläche  in  den  Punkten  E  und  E', 
von  denen  der  entere  der  Durchschnittspunkt  der  Oberfläche  mit  OP 
oder  der  Verlängerung  von  OP  ist;  da*  ein  in  E'  liegendes  Element 
der  Oberfläche,  und  a  der  Radius  derselben.  Dann  haben  wir,  wenn  V 
das  Potential  in  P  ist, 

Kach  B  (48)  ist  aber 


(«) 


1  1  f  *      /r\*»^ 

^Tp  ^^  a  {  ^  "l~  2^*(a  )   I»  ^^'"^  ^  ^^  innerer  Punkt  ist, 

=  -|  1  +  ÜC^ff)"},  wenn  P  ein  äusserer  Punkt  ist, 


wo  Qn  die  zweiazige  harmonische  Flächenfunction  von  {E,  E^  ist.   Wenn 
also 

(3)  Qf  =z  So  +  S^  +  8^  +  u.  s.  w. 

die  harmonische  Entwicklung  von  q  ist,  so  erhalten  wir  nach  B  (52) 

^  2«r4lT  ( a  )   f'  wenn  P  ein  innerer  Punkt  ist, 

47raaf«       Sn      /a\n]  ^    .  «     ^    . 

=  — —  <Z  Ol.  ( "T )  |,  wenn  P  em  äusserer  Pimkt  ist. 

Ist  z.  B.  ^  =  &K,  so  ergibt  sich 

an—i   2n+l 


w 


F47ff*         Ä|         ...         .       .  -n 

= 7 —  für  em  inneres  F 
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und 

V  =  -T —  - — r—-  lur  em  äusseres  P. 

r«+i      2n+l 

Wir  entnehmen  daraus  Folgendes:  — 

537.  Wenn  der  Ausdruck  för  die  Dichtigkeit  einer  Masee  auf 
einer  Kngelfläche  eine  harmonische  Kugelfunction  ist,  so  ist  d« 
Potential  für  jede  innerhalb  oder  ausserhalb  gelegene  concentrisd» 
Kugelfläche  eine  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Eugelfnnction; 
ebenso  ist  es  mit  der  in  der  Richtung  des  Radius  genommßnen  Gon* 
ponente  der  Kraft.  Die  Grösse  der  letzteren  ist  aber  (§  478)  for 
zwei  einander  zu  beiden  Seiten  der  Oberfläche  unendlich  nahelie- 
gende Punkte  nicht  dieselbe,  sondern,  wenn  Q  die  Flächendichiig^ 
keit  zwischen  beiden  Punkten  bezeichnet,  um  4}rp  verschieden. 

Bezeichnet  B  die  in  der  Kichtung  des  Radius  genommene  Compo- 
nente  der  Kraft,  so  ist 

-»  dV  4  7f  r»-^i      nSn      ^,      ,  ^    . 

jB  = 5 —  = ; T — rr   für  emen  inneren  Punkt 

dr  a«-i      2n+l 

(5)    {    und 

_  4nan-\-2  (n  +  1)  Sn  ...        ,.         ^    «„  ^^ 

= —  \  '   ,  —  rar  einen  äusseren  Punkt. 

rnfa       2n-\-l 

Für  r  =  a  ergibt  sich  also  | 

B  (aussen)  — B  (innen)  =z  4n Sn'=  ^ng. 

538.'  Das  Potential  ist  sowohl  in  dem  inneren  als  auch  in 
dem  äussern  Räume  eine  räumliche  harmonische  Kugelfonctioo, 
die  im  Innern  der  Kugel  von  einem  positiven,  ausserhalb  derselbeD 
von  einem  negativen  Grade  ist.  Die  auf  jeden  Raumtheil  bezag: 
lichen  Ausdrücke  für  die  in  der  Richtung  des  Radius  genommeiw 
Componente  der  Kraft  werden  auf  dieselbe  Form  gebracht,  wemi 
man  sie  mit  dem  Abstände  vom  Mittelpunkt  multiplicirt. 

539.     Die  harmonische  Entwicklung' liefert  für  das  Potential 
einer  durch  einen  Raum  irgendwie  vertheilten  Masse  einen   Ans-' 
druck  in  convergirenden  Reihen,  der  in  einigen  Anwendungen  tod 
Nutzen  ist. 

Es  seien  x^  y,  z  die  Coordinaten  des  angezogenen  Punktes  P  nod 
a/,  y',  z*  diejenigen  irgend  eines  Punktes  P'  der  gegebenen  Masse.  W 
dann  q'  die  Dichtigkeit  der  Masse  in  V  und  V  das  Potential  im  Punkte 
P,  so  haben  wir 

^ '  -  yyy  [(a,_y)»+(y_y')s+(,_^)«]M. 

Was  den   Raum  betrifft,  innerlialb  dessen  das  Integral   zu  nehmen  üt. 
so  stellen   wir  uns   denselben  am   zweckmässigsten    als  nach  allen  8eiM 
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hin  anbegrenzt  vor,  und  nehmen  q'  aU  eine  discontintdrliche  Function 
von  o/,  y,  y  an,  die  in  dem  ganzen  Baume,  der  keine  Masse  enthält, 
▼enchwindet. 

Nun  haben  wir  nach  B  (u) 


(7) 


=  -p |l  +2  «•  (p)"l  wenn  r*  >  r 

und   =  —  |l  +  2  ö«  \j)\  ^ena  r'  <  r. 
Wird  dies  in  (6)  substituirt,  so  folgt 

wo  (jJJ)  eüie  Integration  durch  den  ganzen  ausserhalb  der  Kugel 

vom  Badius  r  liegenden  Baum  und  \f  J  JX  ®^®  Integration  durch  den 

von  dieser  Kugel  eingenommenen  Baum  bezeichnet. 

Potential  eines  entfernten  Körpers.  —  Diese  Foilael  setzt  uns 
in  den  Stand,  die  Attraction,  welche  eine  Masse  von  irgend  einer  Gestalt 
auf  einen  entfernten  Punkt  ausübt,  durch  eine  einzige  convergireude 
Beihe  auszudrucken.  So  verschwindet  die  erste  Beihe,  wenn  OP  grösser 
ist,  als  der  grösste  Abstand  irgend  eines  Theils  des  Körpers  von  0;  der 

1 
Ausdruck  wird  dann  eine  einzige  nach  steigenden  Potenzen  von  —    fort- 
schreitende convergente  Beihe:  — 

(9)        F=-i-{///^'d«'dy'd^  +  2^///Ö-»^-e'da!'dS('rfV)- 

Wenn  wir  uns  der  Bezeichnung  von  B  (u)  (52)  bedienen ,  so  geht  dieser 
Ausdruck  über  in 

<'*)       1        »        - .  -  1 

+  2  r-^ff/Q'  Ä  [(«,  y,  t),  («',  y*.  y)]  daf  A^  iA 
and  wir  haben  nach  B  (tO  und  (w) 

2.(2n— 1)  ^  2  .  4  .  (2  M— 1)  (2»»— 3)  J 

wo 

rr 
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ist.    Hieraus  erhalten  wir 

-  y»  (*»  +  y* + ^*)  (a^* + y" + ^«)] ;  »•  »•  w. 

Es  bezeichne  nun  Jf  die  Masse  des  Körpers,  und  es  sei  0  der  Schwer- 
punkt desselben.    Dann  ergibt  sich 

fffQ'dx'df/ds'  =  Jtf  und  J J J q' H^daf  dtf  dsf  =  0. 

Femer  mögen  OX,  OY^OZ  als  Hanptaxen  (§§  281,  282)  angenommen 
werden,  so  dass 

f  r  fq'  if  z*  dxf  dff  dt*  =  0,  u.  8.  w. 

ist,  und  es  seien  A^B^C  die  Trägheitsmomente  in  Beziehung  auf  diese 
Ajcen.    Dies  liefert 

fffS^  q'  da^  difdz'^  Va  {(3  x^  —  r^)  fffq'  af^da^dy^dz'  +  u.  s.  w.J 

=  V2{A(r«^3Ä2)-|.B(r2~3y2)4-C(r>-3ra)} 

Werden  also  die  Glieder  mit  unendlich  kleinen  Grössen  dritter  und  hö- 
herer Ordnung  (Potenzen  von  —  j  vernachlässigt,  so  erhalten  wir  den  fol- 
genden approtimativen  Ausdruck  für  das  Potential:  — 

(12)  V  =:^+^  {(ß+6'-2^)a!»+(C+^-2B)y»+(^+B-2C>»}- 

Als  ein  Beispiel  für  die  Kützlichkeit  dieses  Resultates  erwähnen  wir  die 
Bestimmung  der  Störung  in  der  Bewegung  des  Mondes,  welche  die  Ab- 
weichung d^r  Erdoberfläche  von  der  Form  einer  Kugeliläche  erzeugt-,  und 
die  Untersuchung  der  von  derselben  istörenden  Ursache  auf  die  Erde  her- 
vorgerufenen Beaction,  welche  die  lunare  Kutation  und  Präces- 
sion  erzeugt,  die  später  erklärt  werden  wird. 

Wenn  wir  die  Formel  (12)  differentiiren  und  nur  die  Glieder  erstmi 
und  zweiten  Grades  beibehalten,  so  erhalten  wir  für  die  Gomponentexi 
der  zwischen  dem  Körper  und*  einer  im  Punkte  (x,  y,  e)  befindlichen  Mas- 
seneinheit wirkenden  Kraft  die  Näherungsausdrücke 

(13)  3- 

T' 

IT  =  U,  8.  w.,     Z  =  u.  s.  w., 
und  daraus  folgt 


(u) 


Xz  —Zx  =  z 


_,  {A-C)zx 


««6 


Yx-Xy  =  Z^^-f''y 
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Der  Vergleich  dieser  Formeln  mit  dem  Ergebnisse  des  Cap.  IX  (unten) 
lehrt  Folgendes:  — 

640.  Attraotion  eines  Massenpunktes  auf  einen  entfern- 
ten Körper.  —  Wenn  die  Attraction  eines  entfernten  Punktes 
P  auf  einen  starren  Körper  auf  den  Trägheitsmittelpunkt  I  dieses 
Körpers  (nach  Poinsot's  Methode,  die  unten  in  §  555  erläutert 
wird)  übertragen  wird,  so  erhält  man  ein  Eräftepaar,  das  näherungs- 
weise  gleich  und  entgegengesetzt  demjenigen  ist,  welches  die  resul- 
tirende  Wirkung  der  Gentrifugalkrafk  ausmacht,  wenn  der  Körper 
mit  einer  gewissen  Winkelgeschwindigkeit  um  IP  rotirt.  Das  Qua- 
drat dieser  Winkelgeschwindigkeit  ist,  abgesehen  von  der  Richtung, 
der  dritten  Potenz  des  Abstandes  von  P  umgekehrt  proportional; 
es  ist  nämlich  numerisch  gleich  dem  Dreifachen  des  reciproken 
Werthes  der  dritten  Potenz  dieses  Abstandes,  wenn  die  Massen- 
eiufaeit  so  gewählt  wird,  dass  sie  auf  eine  andere  in  der  Einheit 
der  Entfernung  befindliche  gleiche  Masse  die  kinetische  Krafteiu- 
heit  (§  225)  ausübt.  Das  aUgemeine  Streben  des  Gravitations- 
Kräffcepaars  besteht  darin,  die  Hauptaxe,  für  welche  das  Trägheits- 
moment ein  Minimum  ist,  mit  dem  anziehenden  Punkte  in  eine 
Richtung  zu  bringen.  ^  Die  Ausdrücke  der  für  die  Hauptaxen  ge- 
nommenen Componenten  des  Kräftepaars  werden  später  (Cap.  IX) 
dazu  benutzt  werden,  die  Erscheinungen  der  Präcession  und  der 
Nutation  zu  untersuchen,  welche  die  Anziehungen  der  Sonne  und 
des  Mondes  in  Folge  der  Abweichung  der  Erde  von  der  kugelför- 
migen Gestalt  erzeugen,  und  die  Verzögerung  zu  bestimmen  (Cap. 
IX),  welche  die  Rotation  der  Erde  dem  oben  (§  276)  dargelegten 

Trincip  gemäss  durch  die  Fluthreibung  erleidet. 
« 

541.  Aus  der  vorstehenden  Betrachtung  geht  hervor,  dass 
das  Gravitations-Kräftepaar  dem  Cubus  des  Abstandes  des  äusseren 
anziehenden  Punktes  von  dem  Trägheitsmittelpunkte  des  Körpers 
umgekehrt  proportional  ist,  dass  folglich  der  kürzeste  Abstand  der  , 
Richtung  der  resultirenden  Kraft  von  dem  Trägheitsmittelpunkte 
umgekehrt  wie  der  Abstand  des  anziehenden  Panktes  variirt.  Wir 
sehen  so,  wie  jeder  starre  Körper,  wenn  man  sich  mit  einer  ersten 
Annäherung  begnügt,  in  Beziehung  auf  einen  entfernten  anziehen- 
den Punkt  centrobarisch  ist. 

543.  Die  wahre  Bedeutung  und  der  Werth,  den  die  Methode 
der  harmonischen  Kugelf anctionen  für  eine  feste  Masse  hat,  wird 
durch  die  Betrachtung  der  folgenden  Anwendung  am  besten  ver- 
standen werden:  — 
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Es  sei 

(15)  ^  =  F{r)8n. 

wo  F(r)  eine  beliebige  Function  von  r  und  Sn  eine  harmoniBche  KugA- 
flächenfunction  nter  Ordnung  bezeichnet,  deren  Coefficienten  Yon  r  un- 
abhängig sind.  Wird  der  entsprechende  Werth  für  ^  in  (8)  substitoirt, 
so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  B  (52)  und  (16) 

0  i 

543.    Potential  einer  festen  Kugel,  deren  Dichügkeiti- 

auBdruek  eine  harmonische  Function  ist.  —  Um  ein  Beispid 

za  geben,  wollen  wir  das  Potential  einer  festen  Kugel  vom  Radios 

a  bestimmen,  deren  Masse  so  vertheilt  ist,  dass  der  Ausdruck  der 

Dichtigkeit  eine  räumliche  harmonische  KugelAmction  F.  ist. 

Es  soll  also 

Q  =  Vn  =  mSn  tvLT  r  <a 
und 

^'  =  0  für  r  >  a 

sein.  In  der  vorhergehenden  Formel  ist  somit  F{r)  =  r»  von  r  =  0  bü 
r  =  a  und  F{r)  =  0,  wenn  r>a  ist.   Diese  Formel  geht  daher  über  in 

/     y  ^  M„y   {        ^^ üi_\    ^®^"  ^  ^^  innerer 

'^"  l2(2n-|-l)       2(2n+3)r     Punkt  ist, 

(17)  .  und 

4  TT  a^n-\.nVn  «  . 

=  (2n+l)  (2n  +  3)     r^-^i    '  ^^^  ^^  ^"^^  ^°^*  ^ 

Dies  Resultat  kann  man  auch  mittels  der  algebraischen  Formel  B  (12) 
erhalten,  nach  demselben  Princip,  nach  welchem  in  §  491  (d)  das  Poten- 
tial einer  gleichförmigen  Kugelschicbt  bestimmt  wurde.  Es  ist  nämlich 
nach  §  491  (c) 

,    ,  fV*F=  —  4wF«,  wenn  r<a 

08)  1 

l  =0  ,  wenn  r>a. 

Setzt  man  aber  m  =  2  in  B  (12),  so  folgt 

V«(raF«)  =  2(2n  +  3)F«, 

und  folglich  hat  die  Gleichung 

^a  F  =  —  47rF« 

die  Lösung 

M  F=  -  47r ,,,  7  ,4-  er, 

^    '  2(2n4-3)    '       * 

wo  ü  eine  beliebige  Function  ist,  die  in  jedem  Punkte  des  Innern  der 
Kugel  der  Gleichlmg 

genügt.  "Werden  U  und  die  Werthe  von  F  ausserhalb  der  Kugel  so  g^ 
wählt,  dass  die  Werthe   von    F  für  Punkte,   die   zu  beiden   Seiten  der 
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Kugelfläche  einander  unendlich  nahe  liegen,  g^leich  sind,  dass  femer  die 
Function  -j^  dieselbe  Bedingrang  erfüUt,  und  dass  F  für  r  =:  oo,  sowie 
für  r  =  0  verschwindet,  so  findet  man 

rnid  erhält  den  Ausdruck  (17)  für  das  äussere  V.    Denn   erstens  muss 

TT  Vn 

oifenbar  das  äussere  V  von  der  Form  A 7-  und  Cvon  der  Form  B  F« 

sein,  wo  A  und  B  Constanten  sind;  dann  bestimmen  die  genannten 
beiden  Bedingungen  diese  Constanten. 

544.  Entwicklung  des  Potentials  einer  beliebigen  Masse 
in  eine  harmonische  Beihe.  —  Aus  dem  Zusatz  B  (Öl)  folgt  un- 
mittelbar, dass  jede  beliebige  Function  von  x,  y,  z  für  den  ganzen 
Raum  durcb  eine  Reihe  harmonischer  Eugelflächenfunctionen  aus- 
gedrückt werden  kann,  deren  jede  Functionen  des  Abstandes  r  vom 
Coordinatenanfangspunkte  zu  Coefficienten  hat.  Folglich  liefert 
(16),  wenn  man  8n  unter  das  Integrationszeichen  statt  r'  setzt,  die 
harmonische  £ntwicklung  des  Potentials  einer  beliebigen  Masse. 
Eis  ist  dies  das  Resultat  der  in  §  539  (8)  angezeigten  dreifachen 
Integration,  vorausgesetzt  dass  die  Dichtigkeit  der  Masse  durch 
eine  harmonische  Reihe  ausgedrückt  ist. 

545.  Anwendung  auf  die  Qestalt  der  Erde.  —  Die  wich- 
tigste Anwendung,  die  man  bisher  von  der  harmonischen  Entwick- 
lung auf  feste  Kugeln  gemacht  hat,  ist  die  in  der  Theorie  der  Ge- 
stalt der  Erde  nöthige  Bestimmung  der  Attraction  einer  endlichen 
Masse,  welche  in  nahezu  kugelförmige  Schichten  vertheilt  ist,  deren 
jede  überall  gleich  dicht  ist,  deren  Dichtigkeit  aber  von  Schicht  zu 
Schicht  eine  andere  wird.     Wenn  man  nach  der  oben  erläuterten 
allgemeinen  analytischen  Methode  diesen  Fall  detaillirt  ausarbeitet, 
so  erhält  man  das  Potential,  dargestellt  als  die  Summe  zweier  Theile, 
Ton  denen  der  erstere  und  wichtigere  das  Potential  einer  festen  Ku- 
gel A  und  der  zweite  das  einer  Kugelflächenschicht  B  ist.  Die  KugelJ. 
wird  dadurch  aus  dem  gegebenen  Sphäroid  erhalten,  dass  man  die 
ganze  Masse  wegschneidet,  welche  ausserhalb  einer  passenden  mitt- 
leren Kugelfläche  liegt,  und,  ohne  irgendwo  die  Dichtigkeit  zu  än- 
dern, die  etwa  noch  leeren  Raumtheile  im  Innern  dieser  Oberfläche 
ausfallt.     Die  Schicht  B  ist  eine  mit  gleichen  Quantitäten  positiver 
imd  negativer  Materie   in    der  Weise  versehene  Kugelfläche,  dass 
dadurch  die  Massenversetznng,  durch  welche  das  gegebene  Sphäroid 
in  A  verwandelt  wurde,  compensirt  wird.     Der  analytische  Aus- 
druck all  dieser  Umstände  könnte  mittels  der  vorhergehenden  For- 
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mein  (§§  536,  537)  ohne  Weiteres  niedergeschrieben  werden;  vir 
wollen  ihn  aber  erst  später  in  der  Hydrostatik  nnd  Hydrokinetik 
betrachten,  wenn  wir  uns  mit  der  Theorie  der  Grestalt  der  Erde  und 
mit  den  Vibrationen  flüssiger  Kugeln  beschäftigen  werden. 

546.    Fall  eines  um  eine  Aze  symmetrischen  Potentials.  — 

Die  analytische  Methode  der  harmonischen  Kngelfnnctionen  ist  fnr 
mehrere* praktische  Probleme  ans  dem  Gebiete  der  Elektricitat ,  dei 
Magnetismus  und  des  Elektromagnetismus  sehr  nützlich,  in  denen 
Kräfte  symmetrisch  um  eine  Axe  vertheilt  sind.  Namentlich  setzt 
sie  uns  in  den  Stand,  wenn  die  Kraft  (oder  das  Potential)  in  jeden^ 
Punkte  eines  endlichen  Theils  der  Axe  gegeben  ist,  unmittelbar 
convergirende  Reihen  zur  Berechnung  der  Kraft  für  Punkte  herzi- 
leiten,  welche  in  irgend  einem  endlichen  Raumtheile  ausserhalb  der 
Axe  liegen  (s.  §  498). 

Wir  nehmen  zum  CoordinatenaiifangBpunkt  einen  beliebigen  Pirala 
der  Axe,  in  BeaSiehung  auf  welche  Symmetrie  stattiindet,  und  es  sei  fnr 
einen  Theil  A  B  der  Axe 

(a)  r=«o  +  ^  +  «i«-+^-f-a,r«-|-^+a.  ..  w.. 

wo  U  das  Potential' für  einen  durch  die  Bedingung  OQ=r  bestimmtn 
Punkt  Q  der  Axe  und  das  zweite  Glied  eine  convergirende  Reihe  ist 
Bezeichnet  dann  V  das  Potential  fiir  einen  beliebigen  Punkt  P,  welcher 
durch  die  Coordinaten  OP  =  r  und  QOP  ^  9^  bestimmt  ist,  und  sijid. 
wie  im  Zusatz  B  (47),  Q^*  Q%i  - "  die  zweiaxigen  harmonischen  Flfich«»- 
ftmctionen  Iter,  2ter, . , .  Ordnung  von  ^,  so  muss  tur  alle  Werthe  vob 
r,  für  welche  die  Reihe  convergirt, 

(b)  F  =  «,  +  ^  +  («hr  +  jL)  Q,  +  («,r»+  ^)  «,+  «»-w. 

sein,  vorausgesetzt  dass  P  von  Q  und  von  allen  Punkten  von  AB,  öt 
innerhalb  einer  endlichen,  wenn  auch  noch  so  kleinen  Entfernung  tob 
ihm  liegen,  erreicht  werden  kann,  ohne  dass  man  die  Masse,  welche  die 
in  Bede  stehende  Kraft  ausübt,  oder  einen  Baum,  für  welchen  die  Beib« 
nicht  convergirt,  zu  durchschreiten  hätte.  Denn  in  diesem  ganzen  BauoM 
(§  498)  mu88,  wenn  F'  der  Werth  der  Summe  der  Beihe  ist,  V — T 
verschwinden,  da  [Zusatz  B  (g)]  V-^V  eine  Potentialfonction  ist  nad 
für  einen  endlichen  Theil  der  Axe,  die  Q  enthält,  verschwindet. 

Die  Reihe  (b)  convetgirt  natürlich  für  alle  Werthe  von  r,  welche  (a) 
convergent  machen,  da,  wie  jeder  der  im  Zusatz  B  fiir  die  PunctioneB 
(^1*  Q^i"  •  gegebenen  Ausdrücke  zeigt,  das  Yerhältniss  Q«+i  :  Qn  für 
unendlich  grosse  Werthe  von  n  den  Grenzwerth  Eins  hat. 

Im  Allgemeinen,  d.  h.  wenn  nicht  0  ein  singulärer  Punkt  ist,  be- 
steht die  Reihe  für  ü  nach  dem  Maclaur  in 'sehen  Satze  nur  aus  stei- 
genden ganzen  Potenzen  von  nj,  vorausgesetzt  dass  r  eine  gewisse  Orenre 
nicht  überschreitet.  In  Fällen  gewisser  Art  gibt  es*  solche  singuUren 
Punkte,   dasB,    wenn    einer   derselben    zum  Anfangspunkt    0   genouuneo 
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rird,  der  Ausdruck  fdr  U  eine  Reihe  von  Potenzen  gebrochener  Grade 
on  r  ist,  die  wenigstens  für  alle  eine  gewisse  Grenze  nicht  überschrei- 
eonden  endlichen  positiven  Werthe  von  r  convergent  und  reell  ist.  Drückt 
lan  in  einem  solchen  FaUe  das  Potential  in  der  Nähe  von  0  mittels 
ftumlicher  harmonischer  Kugelfun ctione^j,  in  Beziehung  auf  0  als  Mittel- 
punkt, aus,  so  enthält  das  Resultat  harmonische  Functionen  gebrochener 
^rade  [Zusatz  B  (a)]. 

Beispiele.  —  (I.)  Das  Potential  eines  kreisförmigen  Ringes  vom 
tadins  a  und  der  linearen  Dichtigkeit  ^  ist  in  einem  Punkte  der  Axe, 
reicher  vom  Mittelpunkt  den  Abstand  r  hat,  gleich 


o 


27iaq 


(a2_|_r8)V* 
'cimlich  ist 


nd 


U  =  2nq(^\  -  VgL+Li  L._  U.S.W.),  wenn  r<a. 


^  —  — —  y  "~  Vi-;:«  +  2T4  7*  ""  U.S.W.J,  wenn  r^a. 
Den^s  ergibt  sich 

V  =  271^^1  ^  1/2  ^  Ö2  +  jtI"  ^  «4  -  U.S.W.),  wenu  r<a 


md 


V  z=  2ng\^-  —  Y2;:i  §a  +  j-j  —  Q^^    u.  s.  w.j,  wenn  r>a, 

(II.)  Wir  multipliciren  den  vorhergehenden  unentwickelten  Ausdruck 
ilr  U  mit  da  und  integriren  nach  a  von  a  =  0  als  der  unteren  Grenze 
ID.  Wird  jetzt  unter  ü  das  Potential  einer  Scheibe  von  kreisföimiger 
lasis,  die  eine  gleichförmige  Oberflächendichtigkeil  q  und  den  Radius  a 
lat,  für  einen  Punkt  ihrer  Axe  verstanden,  so  erhalten  wir 

ü:=:  2nQ{(a^  +  r^f^  —  r}, 

vp  r  positiv  ist. 

Entwickeln  wir  diesen  Ausdruck  erstens  nach  steigenden  und  zwei- 
iens  nach  fallenden  Potenzen  voi^  r  (für  die  Fälle  r  <,a  und  r  >  a),  so 
irgibt  sich 

F  =  271^  |-  r  Ci  +  a  +  %  J  «2  -  ^  J  04 


1.1.3  r« 
md 


1    1    3  f  ^  ) 

"^  27476  oß  ^^  ""  "■  **  ^T  ^®°^  ^  <  «» 


V  «  1/  «^       1.1  a*        ,   1.1.3  a«^  1 

V  =  2ng  lyo r-r  ~Ti  Vfl  +  ^  .  „  -r  V*  —  «•  s.  w. },  wenn  r  >a. 

l  '^  r        2.4  r«^  ^"^  '   2.4.6  r^  ^*  J 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  der  erstere  dieser  Ausdrücke  nur  von  9-  =z  0 
las  ^  =  y^w  continuirlich  ist,  und  dass  man  von  tJ-  =  YjTt  bis  ^^  ==  71 
den  ersten  Theil  des  zweiten  Gliedes,  nämlich 

—  2n  QT  Q^  durch  -|-*  2n  Qr  Q^ 
ersetzen  muss. 

ThomBOn  n.  Tait,  theoretische  Physik.    II.  ß 
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— d 

(III.)    Wird  weiter  au  dem  Ausdruck  für  CT  in  (DL.)  die  durch  -j-- 

bezeichnete  Operation  vollzogen  und  jetzt  unter  ü  das  Potential  ein€i 
Scheibe  von  unendlich  kleiner  Dicke  c  verstanden,  welche  auf  ihren  bei- 
den Seiten   positive    und    negatfve   Masse   von    der  Flachendichtij^keii  - 

enthält,  so  erhält  man 

r 


ü  ^  2nQ 


l  — 


[Biese  Formel  ergibt  sich  auch  aus  §  479  (e),  wenn  man  nach  x  integriit 
r  für  X  und  q  für  ge  setzt.]     Für  diesen  FaU  ist  also 


und 


Va  ;T  ^1  ~  TTJ  7i  Qs  +  ^-8w.j.  wenn  r>a. 


Der  erstere  Ausdruck  ist  gleichfalls  discontinuirlich ,  und  wenn  ^^\^* 
und  •<  n  ist,  so  muss  sein  erster  Theil,  nämlich  2;r^,  durch  ~  2'| 
ersetzt  werden. 

547.  Verlast  an  potentieller  Energie.  —  Wenn  man 
Systemen  oder  Massen-Yertheilungen  M  und  JlT,  deren  jede  ei 
endliclien  gegebenen  Raum  einnimmt,  die  aber  unendlich  weit 
einander  entfernt  sind,  gestattet,  sich  einander  zu  nähern,  so 
eine  gewisse  Menge  Arbeit  durch  die  wechselseitig  zwischen  ih 
wirkende  Gravitation  gewonnen,  und  ihre  wechselseitige  potentie 
Energie  erfahrt  einen  ebenso  grossen  Verlust,  oder  erleidet,  wii 
wir  sagen  können,  eine  Erschöpfung.  Die  Grosse  dieses  VfP 
lustes  wird  (§  486)  stets  dieselbe  sein,  auf  welchen  Wegen  auch  dkl 
Aenderungen  der  Lage  des  Systems  vor  sich  gehen,  sobald  die  reb: 
tiven  anfänglichen  und  die  relativen  Endlagen  aller  Massenpunkii 
gegeben  sind.  Wenn  also  mi,  fit^,...  die  Massenpunkte  von  IT;  mi4 
W2', ...  diejenigen  von  Jlf';  Vi,  v^'^,,  die  Potentiale  von  Ht  in  det 
von  w»!,  wij, ...  eingenommenen  Punkten;  fi,  V2, ...  die  Potential' 
von  M  in  den  von  m/,  1»^',...  eingeuommenen  Punkten  sind,  und  S 
der  Verlust  an  wechselseitiger  potentieller  Energie  zwischen  de« 
beiden  Systemen  in  irgend  welchen  wirklichen  Confignrationen  is^ 
so  hat  man 

Es  läsfit  sicli  dies  noch  in  anderer  Weise  schreiben,  wenn  q  eLr» 
discontinnirliohe  Function  bezeichnet,  welche  die  Dichtigkeit  in  iiy^od 
einem  Punkte  [x,  y,  s)  der  Masse  A/  ausdrückt  und  in  allen  Punkten 
verschwindet,    in   denen  sich   kein  Theil   dieser    Masse  M  befindet,  und 
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renn  ^'  in  ähnlicher  Weise  die  andere  Hasse  M*  hestimmt.  Wir  er- 
lalten  dann 

E  =yyy^t?'  dx  ay  dz  zufjjq'  V  dx  dy  dz, 

ro  die  Integrale  sich  durch  den  unendlichen  Baum  zu  erstrecken  haben. 
Me  Gleichheit  des  zweiten  und  dritten  Ausdrucks  erkennt  man,  wenn 
Dan  beachtet,  dass 


V  z=i  f  f  fiSA^LiMÄd 


iC,  wenn  (/c,  ,y,  ^z)  irgend  ein  Punkt  des  Raumes,  ,^  der  Werth  "von  (f 
D  diesem  Punkte  und  D  der  Abstand  zwischen  {x,  y,  z)  und  (/c,  ^y,  ^z) 
lt.  Ein  entsprechender  Ausdnick  liefert  natürlich  t>',  und  wir  erhalten 
af  diese  Weise  das  aweite  und  dritte  Glied,,  oder  den  Werth  von  E^ 
lentisch  durch  ein  sechsfaches  Integral  ausgedrückt,  nämlich  durch 

E  z^  f  r  f  f  r  f*^^'  ^*^  d,ydfZdxdydz 

548.  Green's  Methode.  —  £&  ist  bemerkenswerth,  dass 
Ir&eli  sein  ganzes  System  aUgemeiner  Sätze  Über  die  Attraction 
nf  die  Betrachtung  einer  analytischen  Formel  basirte,  welche,  wenn 
tan  sie  auf  zwei  Massen  bezieht  und  gehörig  interpretirt,  genau 
Üeselbe  Bedeutung  wite  die  vorhergehenden  Ausdrücke  für  E  hat. 

Iin  Zusatz  A  (a)  sei  a  constant  und  CT,  TJ'  die  Potentiale  zweier  end- 
ichen,  in  endlicher  Entfernung  von  einander  befindlichen  Massen  ilf,  M* 
n  Punkte  (rc,  y,  z),  so  dass  wir ,  wenn  '  q  und  (f  beziehungsweise  die 
ttchtigkeiten  von  M  und  M  in  (x,  y,  z)  bezeichnen,  nach  §  491  (c) 

v^  er  =  —  4»  ^,  v*  ü'  =  —  4  w  e' 

aben.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  q  in  jedem  Punkte,  welcher  keinen 
Jbeil  der  Masse  M  enthält,  und  q'  in  jedem  ausserhalb  M*  liegenden 
^nkte  verschwindet.  In  der  vorliegenden  rein  abstracten  Untersuchung 
lögen  die  beiden  Massen  theilweise  oder  ganz  vereint  denselben  Raum 
Innebmen:  oder  sie  mögen  bloss  gedachte  Theile  einer  reellen  Masse 
sin.  Setzen  wir  dann  voraus,  dass  8  nach  allen  Bichtimgen  hin  unend- 
bh  entfernt  ist,  und  beachten,  dass  U&ü'  und  ü*  ^  ü  unendlich  kleine 
fressen  von  derselben  Ordnung,  wie  dör  reciproke  Werth  des  Cubus  des 
kbstandes  irgend  eines  Punktes  von  S  von  M  und  M*  sind,  während  die 
esammte  Fläche  von  5,  über  welche  die  Flächenintegrale  des  Zusatzes 
u  (a)  (1)  genommen  werden,  zwar  unendlich  gross,  aber  nur  von  der 
frdnnng  des  Quadrates  dieses  Abstandes  ist,  so  erhalten  wir 

ffd Sü'dU^  0    und   ffd Sü&ü'  =  0. 
blgiicfa  geht  (a)  (1)  über  in 

J  J  J\dx    dx   ^,  dy    dy    ^  dz     dz  J  ^ 

=  4  ^fff9  W  dxdydz  =  All  ///q'  Udx  dy  dz. 

6* 
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Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  das  erste  Glied ,  dividirt  durch  4  ir,  gleiek 
dem  Verlust  an  potentieller  Energie  ist,  von  welchem  die  Annähenoi 
der  beiden  Massen  begleitet  ist,  wenn  sie  ans  unendlicher  gegenseitig« 
Entfernung  sich  in  die  relative  Lage  bewegen,  die  sie  wirklich  einnehme». 
Ohne  S  als  unendlich  gross  vorauszusetzen,  sehen  wir,  dass  das  zveite 
Glied  von  (a)  (l),  durch  4  7i  dividirt,  der  directe  Ausdruck  für  den  V» 
lust  an  wech8el||itiger  Energie  zwischen  M'  und  einer  Masse  ist,  welrbe 
aus  dem  innerhalb  8  liegenden  Theile  von  M  und   einer  auf  S  mit  to 

Dichtigkeit  —  d  V  vertheiften  Masse  besteht;  das  dritte  Glied   ist  d«t 

entsprechende  Ausdruck  für  M  und  für  die  in  ähnlicher  Weise  bestimn* 
ten  Theile  von  M. 

549.  Verlust  an  potentieller  Energie  bei  der  Condev 
satlon  einer  Masse.  —  Wenn  statt  der  beiden  in  irgend  eind 
'^eise  vertheilten  Massen  M  und  ^  nur  zwei  Massenpunkte  hI|,  Mj^ 
gegeben  sind,  so  ist  der  Verlast  an  wechselseitiger  potentielkl 
Energie,  der  eintritt,  wenn  man  den  unendlich  weit  von  einand«! 
entfernten  Punl(ten  gestattet,  einander  bis  auf  die  EntferQoi^ 
D(l,  2)  zu  nähern,  gleich 


D(l,  2) 

Wird  jetzt  einem  dritten  Massenpunkte  gestattet,  in  die  Nähe  d« 
beiden  ersteren  zu  kommen,  so  geht  anfs  neue  potentielle  Energii 
im  Betrage 

m\fn^     ,     9it2  M3 

-r 


D(l,8)   '    D(2,3) 

verloren.  Betrachten  wir  eine  beliebige  Anzahl  Massenpunkte,  A 
auf  diese  Weise  in  eine  gewisse  Lage  zu  einander  gelangen ,  so  er 
halten  wir  für  den  ganzen  Verlust  an  potentieller  Energie 

wo  ti»,  m'  die  Massen  irgend  zweier  der  Punkte,  D  den  Abstand  der 
selben  bezeichnen,  und  wo  die  Summation  S  X  sich  auf  alle  Paafl 
von  je  zwei  Punkten,  jedes  Paar  nur  einmal  genommen,  bezieht.  Jk 
zeichnet  v  das  Potential  aller  Massen,  mit  Ausschluss  von  m^  in  dei 
von  m  eingenommenen  Punkte,  so  wird  der  Ausdruck  eine  einiadM 
Summe  von  so  viel  Gliedern,  als  Massen  vorhanden  sind.  Wir  köa 
nen  dieselbe  in  folgender  Weise  schreiben:  — 

der  Factor  Va  muss  hinzugefügt  werden,  weil  X»»«' jedes  Glied  wi« 
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^..  g.   zweimal  enthalten  würde.     Wenn  die  Pankte  im  Grenzfall 

»ne  continairliche  Masse  bilden,  welche  in  einem  Punkte  (x,  y,  z) 
lie  Dichtigkeit  q  hat,  so  haben  wir  nur  die  Summe  als  ein  Integral 
EU  schreiben  und  erhalten 

E  =  V2  SffQ  ^  ^^  ^y  ^^;     r 

lies  ist  der  Verlust  an  potentieller  Energie,  welcher  erfolgt,  wenn 
nne  Quantität  schweren  Stoffs  sich  aus  einem  Zustande  unendlich 
lünner  Yertheilung  (d.  h.  aus  einem  Zustande,  in  welchem  die  Dich- 
igkeit  überall  unendlich  klein  ist)  in  den  Zustand  verdichtet,  in 
lem  sie  sich  in  irgend  einem  Körper  von  endlicher  Ausdehnung  be- 
ladet. 

Zu  einer  wichtigen  analytischen  Transformation  dieses  Ausdrucks 
irird  man  durch  die  vorhergehende  Interpretation  des  Zusatzes  A  (a) 
geführt;  man  erhält  mittels  derselben*) 

oder 

wenn  12  die  Resultante  der  Kraft  im  Punkte  (x^  y,  z)  bezeichnet  und  die 
Intefn^tion  sich  durch  den  ganzen  Baum  erstreckt. 

Eingehende  Interpretationen  des  übrigen  Theils  des  Zusatzes  A  für  den 
Fall  eines  coustanten  a  und  der  allgemeinen  Sätze  und  Formeln  dessel- 
ben, welche  diese  Beschränkung  nicht  enthalten,  namentlich  auch  der 
dort  aufstellten  der  Minimum  -  Probleme  sind  für  die  Dynamik  unzu- 
sammendrückbarer  Flüssigkeiten  und  für  die  physikalische  Theorie  der 
Verbreitung  elektrischer  und  magnetischer  Kräfte  durch  einen  von  ho- 
mogener oder  heterogener  Masse  erfüllten  Raum  von  Wichtigkeit.  Wir 
werden  hierauf  zurückkommen,  wenn  wir  uns  mit  diesen  Gegenständen 
■peciell  beschäftigen  werden. 

550*  Methode  von  Gauss.  —  Die  Art,  in  welcher  Gauss 
Green 's  JSfttze  unabhängig  bewies,  lässt  sich  unmittelbarer  und 
leichter  in  Ausdruckender  Energie  übertragen,  wenn  man  die  ge- 
wöhnlich angenommene  Vorstellung  von  Kräften  festhält,  welche 
einfach  zwischen  zwei  von  einander  entfernten  Massenpunkten 
wirken,  ohne  dass  eine  dazwischen  liegende  Masse  irgend  einen 
Beistand  oder  Einfluss  ausübte.  Um  z.  B.  zu.  beweisen ,  dass  eine 
gegebene  Quantität  Materie  Q  in  einer,  aber  auch  nur  einer  Weise 
sich  80  über  eine  gegebene  endliche  Oberfläche  8  (die  geschlossen 


*)  Nicbol'H  Cyclopaedia,  2d Ed.  1860.    Magnetitfm,  Dynamical  Relations  of. 
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oder  offen  sein  kann)  vertheilen  lässt,  dass  das  Potential  auf  dieser 
ganzen  Oberfläche  überall  denselben  Werth  habe,  zeigt  er  (1),  dast 
das  Integral 


fffß 


einen  der  Bedingung 

//Qd6=Q 

unterworfenen  Minimum- Werth  hat  (q  ist  eine  Function  der  Lag« 
eines  Punktes  P  auf  S;  q'  ist  der  Werth,  den  diese  Function  in  P 
hat;  dö  und  dö*  sind  die  Elemente  von  S  in  diesen  Pnnktenl 
und  (2)  dass  dieses  Minimum  nur  durch  eine  bestimmte  Verthei- 
lung  der  Werthe  von  Q  erzeugt  wird.  Nach  dem,  was  wir  soebei 
(§  549)  gesehen  haben,  ist  das  erstere  dieser  Integrale  doppelt  » 
gross,  als  die  potentielle  Energie  einer  unendlich  grossen  Anz&hi 
auf  S  yertheilter  unendlich  kleiner  Massentheilchen ,  die  einander 
abstossen:  dies  Minimum-Problem  ist  also  (§  292)  bloss  die  ana]r* 
tische  Fassung  des  Problems,  zu  bestimmen,  wie  diese  Massenthefl- 
chen  vertheilt  werden  müssen,  um  sich  in  stabilem  Gleichgewichte 
zu  befinden. 

Ebenso  ist  Gauss'  zweites  Minimum-Problem,  welches  das  e^ 
stere  als  einen  besonderen  Fall  in  sich  schliesst,  nämlich  dtf 
Problem,  Q  so  zu  bestimmen,  dass 

//(•/»  v-£l)Qda 

ein  der  Bedingung 

ff(fda=Q 

unterworfenes  Minimum   werde,    wo  Ä  eine  willkürlich    gegebene 
Function  der  Lage  von  P  und 

dö' 


'=ff^. 


PP 

ist,  bloss  eine  analytische  Fassung  der  Frage:  Wie  muss  eine  gege- 
bene Quantität  abstossender  Massentheilchen,  die  auf  eine  Ober- 
fläche S  beschränkt  sind,  vertheilt  werden,  damit  die  gesammtc 
potentielle  Energie,  welche  aus  den  zwischen  den  Massenpunkten 
wechselseitig  wirkenden  Kräften,  wie  auch  ans  den  Kräften  her- 
rührt, die  ein  fest  gegebener  anziehender  oder  abstossender  Körper 
(dessen  Potential  in  P  gleich  Sl  ist)  auf  sie  ausübt,  ein  Minimna 
werde;  mit  anderen  Worten  (§  292):  wie  werden  die  beweglich« 
Massenpunkte  sich  unter  dem  Einfluss  all  dieser  Kräfte  gruppirenV 


Siebentes  Capitel. 
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351.    Gleichgewicht  eines   starren  Körpers.  —  Wie  wir 

schon  in  §  454  dargelegt  haben,  sind  für  die -vorliegende  Unter- 
•achung  das  dritte  Bewegungsgesetz  und  die  Folgerungen,  die  sich 
ans  demselben  ziehen  lassen,  erforderlich.  Diese  letzteren  sind  f(ir 
unser  jetziges  Vorhaben  ausführlich  genug  in  dem  allgemeinen  Aus- 
spruch Lagrange's(§  293)  und  in  der  Ausdehnung  desselben  auf 
die  Frictionskräfte  (§  452)  vereinigt.  Wir  beginnen  mit  dem  Fall 
eines  starren  Körpers  oder  Systems,  worunter  wir  eine  Gruppe 
materieller  Punkte  verstehen,  welche  durch  die  wechselseitig  zwi- 
schen ihnen  wirkenden  Kräfte  nicht  in  Beziehung  auf  äussere  Kör- 
per, wohl  aber  in  Beziehung  auf  einander  in  bestimmten  Lagen 
festgehalten  werden.  Es  ist  jiiese  Voraussetzung  näherungsweise 
bei  allen  festen  Körpern  erfüllt,  so  lange  die  einwirkenden  Kräfte 
nicht  stark  genug  sind,  die  inneren  molecularen  Reactionen  bis  zu 
einem  wahrnehmbaren  Betrage  zu  überwinden.  Wir  lassen  zunächst 
eine  allgemeine  Untersuchung  folgen;  einfachere  Methoden  für  spe- 
eielle  FftUe  werden  später  behandelt  werden. 

I.  Nehmen  wir  an,  es  finde  bloss  eine  Translation  des  Kör- 
pers nach  irgend  einer  Richtung  hin  statt.  Wenn  daflfh  alle  Kräfte 
parallel  dieser  Richtung  zerlegt  werden,  so  wird  jede  Componente 
denselben  Weg  hindurch  gearbeitet  haben.  Da  aber  Gleichgewicht 
bestehen  soll,  so  wird  keine  Arbeit  geleistet,  und  somit  ist  die 
Summe  der  Componenten  Null. 
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Damit  also  ein  starrer  Körper  sich  im  Gleichgewicht  l^efind«, ! 
ist  erforderlich,  dass  die  (algebraische)  Summe  der  nach  jeder  be- 
liebigen Richtnng  genommenen   Componenten  aller  auf  ihn  wir-j 
kenden  Kräfte  Null  sei. 

Diese  Bedingung  ist  sicher  erfüllt ,  wenn  jene  Summe  für  drei ; 
beliebig  angenommene  Richtungen,  die  nicht  einer  Ebene  angekd-J 
ren,  verschwindet ;  denn  jede  Translation  lässt  sich  in  ComponenteD 
zerlegen ,  die  drei   solchen   Linien    parallel  sind.      Ii^   praktisckeB ! 
Fällen  wählt  man  gewöhnlich  drei  zu  einander  senkrechte  RichtungeiL 

IL  Wir  wollen  weiter  annehmen,  es  finde  bloss  eine  Rota- 
tion des  Körpers  durch  einen  unendlich'  kleinen  Winkel  um  ir- 
gend eine  Axe  statt.  Dann  ist  (§  240)  die  von  den  Kräftenge- 
leistete  Gesammtarbeit  das  Product  aus  dem  Rotationswinkel  ii 
die  (algebraische)  Summe  der  in  Beziehung  auf  die  Axe  genomma- 
nen  Momente  der  Kräffce.  Des  Gleichgewichts  wegen  muss  dietes 
Product  Null  sein. 

Damit  also  ein  starrer  Körper  sich  im  Gleichgewicht  befinde» 
ist  erforderlich,  dass  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  in  Be- 
ziehung auf  jede  beliebige  Axe  Null  sei. 

Da  eine  Rotation  um  eine  beliebige  Axe  ersetzt  werdei 
kann  durch  Translationen  parallel  irgend  dreien  (nicht  in  eiwr 
Ebene  liegenden)  durch  einen  Punkt  gehenden  Axen  und  Rotatio- 
nen um  diese  Axen,  so  ist  für  das  Gleichgewicht,  ausser  der  ii 
(I)  angegebenen  Bedingung,  nur  noch  erforderlich,  dass  die  San 
men  der  Momente  der  Kräfte  in  Beziehung  auf  drei  durch  einen 
Punkt  gehende  zu  einander  senkrechte  Axen  verschwinden. 

III.  Wenn  die  Kräfte  sämmtlich  in  einer  Ebene  liegen,  so  r^i 
duciren  sich  die  obigen  sechs  Bedingungen  auf  drei,  nämlich  auf:  — 

Die  Summen  der  in  irgend  zwei  (zu  einander  senkrecht«) 
Richtungen  genommenen  Componenten  der  Kräfte  müssen  einielo 
verschwinden. 

Die  Summe  djsr  Momente  in  Beziehung  auf  irgend  eine  zur 
Ebene  der  Kräfte  senkrechte  Axe  muss  verschwinden. 

(a)  Analytisoher  Ausdruck  des  Gleioligewiohts  eines  stanran 
Körpers.  —  Sind  J2C,  F,  Z  die  rechtwiDkligen  Componenten  der  «uf  de» 
Punkt  P  (a?,  y,  z)  des  starren  Körpers  wirkenden  Kraft,  und  erfahrt  der 
Körper  bloss  eine  Translation,  welche  parallel  den  Axen  die  Coin|Ä> 
nenten  |,  17,  C  hat,  so  ist  offenbar 

der   Ausdruck    der   geleisteten    Arbeit.      Nach    Lagrange* s  Form  des 
New  ton 'sehen  Prinoips  muss  dieser  Ausdruck  verschwinden,  wenn  »ich 
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der  Körper  unter  der  Einwirkung  der  Kräfte  im  Gleichgewicht  befinden 
soll.  Nun  sind  aber  die  Grössen  I,  ij,  C  von  einander  unabhängig  und 
können  ganz  beliebige  Werthe  ha1;)en.    Es  muss  folglich 

S{X)  =  0,    2{Y)  =  0,    £{Z)  z=z  0 

sein.  Dies  sind  in  der  That  dieselben  Bedingungen  wie  die,  welche  wir 
schon  (§  455)  für  das  Gleichgewicht  eines  materiellen  Punktes  erhalten 
haben. 

(b)  Weiter  wollen  wir  voraussetzen,  der  Körper  erfahre  eine  Rota- 
tion um  eine  beliebige  Axe.  Da  der  Anfangspunkt  ein  beliebiger 
Punkt  ist,  so  können  wir  annehmen,  die  Axe  ginge  durch  ihn  hindurch. 
Die  Rotation  sei  unendlich  kleinen  simultanen  Rotationen  a>^,  (Uy,  o>t 
um  die  Axen  der  .T,  y^  z  äquivalent  (§  96).  Dann  ersehen  wir  aus  §  95 
leicht,  dass  die  den  Axen  parallelen  Componenten  der  Verschiebung, 
welche  der  Punkt  P  {x^  y,  z)  erfährt,  die  Grössen 

ta^z  —  w«y,    fatX  —  taxz^    tDxy  — lOyX 

sind.  Die  von  den  einwirkenden  Kräften  geleistete  Gesammtärbeit  ist 
folglich 

S{X{üffZ  —  otty)  +  Y(ü}zX  —  atxz)  -f-  Z(iOxy  ■—  m^fX)) 
oder 

(OxS{Zy  -  Yz)  +  QhfSiXz  -  Zx)  4-  ü}m£(Yx  -  Xy). 

Da  dieser  Ausdruck  verschwinden  muss,  und  da  die  Grössen  (Ox,  of^t  ott 
nothwendig  von  einander  unabhängig  sind,  so  erhalten  wir  die  drei  wei- 
teren Bedingungen 

£(Zy  r-  Yz)  =  o,    Z(Xir*—  Zx)  =  o,    S{Yx  —  Xy)  =  o. 

(c)  Wenn  kein  Gleichgewicht  stattfindet,  so  erhalten  wir  als  Resul- 
tante der  Kräfte  offenbar 

I.  Die  Kräfte  ^(X),  £{Y)y  S{Z),  welche  im  Anfangspunkt  (der  jeder 
beliebige  Punkt  sein  kann)  angreifen,  und  deren  Richtungen  den  Axen 
parallel  sind.  Ihre  Resultante  sei  R  und  habe  die  Richtungscosinus 
ly  nt,  tt. 

n.     Die  Momente  oder  Kräftepaare 

S(Zy  -  Yz\    S(Xz  -  Zx\    S(Yx  -  Xy), 

die  beziehungsweise  um  die  Axen  di*ehen. 

Diese  Kräftepaare  können  durch  GA,  6r/i,  Gy  dargestellt  wei*den, 
wo  A^  -|-  /**  -|-  i'*  =  1  ist.  Die  physikalische  Bedeutung  dieser  Grössen 
wird  alsbald  zu  Tage  treten,      a    5  'tf    a,u 

(d)  Wenn  die  Kräfte  in  einer  Ebene  liegen,  etwa  in  der  a;y  Ebene, 
so  erhalten  wir  nur  drei  Bedingungen,  nämlich 

^  Jf(X)  =  0,    S(Y)  =  0,    S(Yx  -  Xy)  =  0. 

552.  Besultante  beliebiger  Kräfte.  -^  Wenn  ein  starrer 
Körper  unter  der  Einwirkung  beliebiger  Kräfte  sich  nicht  im 
Gleichgewicht  befindet,  so  muss  ein  Agens,  welches  ihrer  Resultante 
(von  welcher  Art  diese  auch  sein  mag)  gleich  und  entgegengesetzt 
ist,  im  Verein  mit  jenen  Kräften  offenbar  Gleichgewicht  erzeugen. 


J  ri  0  < 
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Diese  umgekehrte  Resultante  muss  daher  im  Allgemeinen  sechs 
Bedingungen  genügen.  Eine  Anzahl  von  Kräften,  die  auf  einen 
starren  Körper  wirken,  ist  also  nur  in  speciellen  Fällen  einer  ein. 
zigen  Kraft  äquivalent;  diese  Kräfte  können  aber  auf  unendlidi 
viele  Arten  auf  zwei  Kräfte  reducirt  werden,  indem  vier  Bedin- 
gungen sich  entbehren  lassen. 

553.  Kräftepaare.  —  Bevor  wir  dazu  übergehen,  die  eben  er- 
haltenen allgemeinen  Gleichgewichtsbeding^ungen  anzuwenden,  ist 
es  zweckmässig,  die  grosse  von  Poinsot  erfundene  YereinÜachuig 
einzuführen,  welche  der  Gebrauch  der  Kräftepaare  mit  sich  fuhtt. 
In  §  234  haben  wir  ^schon  die  Definition  eines  Kräftepaares  gege- 
ben und  gezeigt,  dass  die  Summe  der  Momente  seiner  Kräfte  in 
Beziehung  auf  alle  zu  seiner  Ebene  senkrechten  Axen  dieselbe  ist. 

^j    Das  Paar  kann  also  in  irgend  eine  neue  Lage  seiner  Ebene  oder  in 
^  ^  -     irgend  eine  andere  parallele  Ebene  verschoben  werden,  ohne  dass 
seine  Wirkung  auf  den  starren  Körper  eine  andere  würde.     Eben» 
kann  man,  ohne  den  statischen  Effect  eines  Kräftepaars  zu  ändern, 
den   Arm  desselben   durch   einen  beliebigep  Winkel   in  der  Ebene 
der  Kräfte  drehen   und  die  Länge  des  Armes  und   die  Grösse  der 
Kräfte  nach  Belieben  ändern,  wenn  nur  das  Moment  unverändert 
bleibt.     Folglich  wird,  wie  wir  schon  in   §  234   sahen,  ein  Kräfte- 
paar vollständig  durch  seine  Axe  dargestellt.     Nach  der  in  §  234 
Fiff.  22.        getroffenen  Uebereinkunft  muss  die  Axe  eines  Kräfte- 
.  paars,  welches  eine  Rotation  in  der  Richtung  der  Zei- 

ger einer  Uhr  zu  erzeugen  strebt,  durch  die  Ruck- 
seite der  Uhr  gezogen  werden,  und  umgekehrt  £s 
lässt  sich  dies  leicht  mit  Hülfe  der  nebenstehenden 
einfachen  Figur  dem  Gedächtniss  einprägen:  dir 
Pfeilspitzen  zeigen  beziehungsweise  die  Richtung  der 
Rotation  und  der  Axe  an. 

554.  Zusammensetzung  von  Kr&ftepaaren.  —  Kräftepaare 
werden  vereinigt  und  zerlegt,  indem  man  ihre  Axen  nach  dem 
Parallelogramm-Gesetz  in  einer  Weise  behandelt,  welche  mit  der 
nach  unseren  früheren  Betrachtungen  für  lineare  und  angulare  Ge- 
schwindigkeiten und  Kräfte  erforderlichen  identisch  ist.  Es  ergibt 
sich  dies  unmittelbar  aus  §  551,  II,  kann  aber  auch  leicht  synthe-, 
tisch  bewiesen  werden.  Um  nämlich  die  Componente  eines  Kräfte- 
paars, das  in  einer  Ebene  Ä  liegt ,  für  eine  beliebige  gegen  Ä  ge- 
neigte Ebene  B  zu  finden,  lassen  wir  (§  553)  den  Arm  des  Paare 
mit  dem  Durckschnitt  beider  Ebenen  zusammenfallen.  Die  Kräfte 
liegen  dann  in  Ä,  senkrecht  zu  dieser  Durchschnittslinie,  und  man 
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erhält  ihre  Componenten  für  die  Ebene  B,  wenn  man  mit  deim  Co- 
nnos  des  Neigungswinkels  der  Ebenen  multiplicirt.  In  diesem  Yer- 
faältniss  ist  daher,  da  der  Arm  derselbe  geblieben  ist,  das  Moment 
der  Componenten  in  B  verringert.  Der  Winkel  zwischen  zwei  Ebe- 
nen ist  aber  gleich  dem  Winkel  zwischen  zwei  auf  den  Ebenen  ge- 
zogenen Senkrechten,  d.  h.  gleich  dem  Winkel,  den  die  Axe  des 
Paars  mit  der  Axe  der  Componente  einschliesst.  Die  Länge  der 
Axe  der  Componente,  die' ja  gleich  dem  Moment  derselben  ist,  ver- 
halt sich  also  zur  Länge  der  Axe  des  ursprünglichen  Paars,  wie  der 
Cosinus  des  Neigungswinkels  der  Axen  zur  Einheit. 

Ein  Kräftepaar  6,  dessen  Axe  die  Richtungscosinus  X,  fi,  y  hat,  ist 
danach  drei  Kräftepaaren  6rA,  Gfdy  Gy  äquivalent,  welche  beziehungs- 
weise um  die  Axen  der  x,  t/,  ^  drehen.  Hieran  schlieusen  sich  unmittel- 
bar die  am  Bchluss  des  §  95  gemachten  Bemerkungen.  Wir  ergehen 
daraus  auch  die  Bedeutung  der  Symbole  des  §  551  (c)  II. 

.  535.  Zerlegung  einer  Kraft  in  eine  Kraft  und.  ein 
Krftftepaar.  —  Eine  Kraft  F,  die  in  irgend  einem  Punkte  Ä  eines 
Körpers  angreift,  kann  in  Grösse  und  Richtung  unverändert  in  einen 
beliebigen  anderen  Punkt  B  versetzt  werden,  wenn  noch  ein  Kräfte, 
paar  eingeführt  wird,  dessen  Moment  gleich  demjenigen  ist,  welches 
die  in  A  angreifende  Kraft  F  in  Beziehung  auf  B  hat.  Denn  nach 
dem  Princip  der  Vereinigung  von  Kräften  können  wir  in  B  in  der 
zur  Richtung  der  gegebenen  Kraft  F  parallelen  Linie  ein  Paar 
gleiche  und  entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte  F  und  —  F  anbrin- 
gen. Die  Kraft  F  in  ^  und  die  Kraft  —  F  in  B  bilden  das  ange- 
gebene Kräftepaar,  und  ausserdem  haben  wir  noch  die  Kraft  F  in  B- 

Anwendung  auf  das  Gleichgewicht  eines  starren  Kör- 
pern. . —  Hieraus  erhalten  wir  sofort  die  bereits  zweimal  (§  551) 
ermittelten  Gleichgewichtsbedingungen  eines  starren  Körpers.  >  Jede 
Kraft  kann  nach  einem  beliebigen,  als  Coordinatenanfang  angenom- 
menen Punkte  versetzt  werden,  wenn  zugleich  das  entsprechende 
Paar  eingeführt  wird.  Die  Kräfte,  die  jetzt  in  einem  Punkte  an- 
greifen, müssen  nach  den  im  Capitel  VI.  entwickelten  Principien 
einander  das  Gleichgewicht  halten,  und  das  resultirende  Kräftepaar, 
also  seine  für  drei  beliebige  zu  einander  senkrechte  Linien  genom- 
menen Componenten  müssen  verschwinden. 

556.  Darstellung  der  Kräfte  durch  die  Seiten  eines  Po- 
lygons. —  Wenn  also  Kräfte  nicht  bloss  der  Grösse  und  Richtung, 
sondern  auch  ihren  Wirkungslinien  nach,  durch  die  in  derselben 
Ordnung  genommenen  Seiten  eines  beliebigen  ebenen  oder  unebenen 
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Polygons  dargestellt  werden,  so  sind  sie  einem  einzigen  Kräftepaar 
äquivalent.  Denn  wenn  man  sie  in  einen  beliebigen  Anfangspunkt 
versetzt,  so  halten  sie  sich  nach  dem  Polygon  der  Kräfte  (§§  27, 
256)  das  Gleichgewicht.  Wenn  das  Polygon  eben  ist,  so  ist  seine 
doppelte  Pläche  das  Moment  des  Paares;  ist  das  Polygon  uneben, 
so  ist  die  Componente  des  Paares  für  irgend  eine  Axe  doppelt  so 
gross,  als  die  Fläche  der  Projection  auf  eine  zu  dieser  Axe  seok- 
rechte  Ebene.  Die  Axe  des  ganzen  Paars  ist  in  diesem  Falle  senk- 
recht  zu  der  Ebene  (§  236),  für  welche  die  Projection  der  Flädie 
ein  Maximum  ist. 

557.  Kräfte,  die  den  Seiten  eines  Breiecks  proportio- 
nal und  senkrecht  su  denselben  sind.  —  Die  Linien,  welche 
in  den  Mitten  der  Seiten  eines  Dreiecks  auf  diesen  Seiten  senkrecht 
stehen,  schneiden  einander  in  einem  Punkte  und  bilden  mit  einan- 
der dieselben  Winkel,  wie  die  entsprechenden  Dreiecksseiten,  wenn 
deren  Richtungen  alle  im  Sinne  eines  Umlaufs  genommen  werden. 
Wenn  man  also  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten  eines  Dreiecks  in  der 
Ebene  desselben  nach  innen  zu  ziehende  Kräfte  anbringt,  dera 
Grössen  den  Seiten  proportional  sind,  so  erzengen  sie  Grleich^e wicht 
Dasselbe  ist  für  jede  ebene  Figur  richtig,  wie  man  erkennt,  wenn 
man  dieselbe  in  Dreiecke  zertheilt.  Später  werden  wir  zeigen,  daas, 
wenn  man  in  den  Trägheitsmittelpunkten  der  Grenzflächen  eines 
beliebigen  geschlossenen  Polyedera  Kräfte  angreifen  lässt,  die  senk- 
recht gegen  diese  Flächen  nach  innen  ziehen  und  den  Grössen  der 
Flächen  proportional  sind,  man  gleichfalls  ein  System  erhält,  dai 
sich  im  Gleichgewicht  befindet. 

558.  Zusammensetsung  einer  Elraft  nnd  eines  Kräfte- 
paars. —  Ein  Kräftepaar  und  eine  Kraft,  deren  Richtung  gegen 
die  Ebene  des  Paars  geneigt  ist,  können  auf  ein  kleineres  Rrafte- 
paar,  dessen  Ebene  zur  Richtung  der  Kraft  senkrecht  ist,  und  eine 
der  gegebenen  gleiche  und  parallele  Kraft  reducirt  werden.  Dean 
das  Kräftepaar  lässt  sich  in  zwei  Paare  zerlegen,  von  denen  dss 
eine  in  einer  Ebene  liegt,  welche  die  Richtung  der  gegebenen  Kraft 
enthält,  während  die  Ebene  des  zweiten  zur  Kraft  senkrecht  steht 
und  dass  die  Kraft  und  das  in  derselben  Ebene  liegende  Paar  einer 
gleich  grossen  und  in  einer  parallelen  Richtung,  wenngleich  in 
einer  anderen  Linie  wirkenden  Kraft  äquivalent  sind,  ist  bloss  die 
Umkehrung  des  §  555. 

559.  Zusammensetzung  beliebiger  auf  einen  starrsn 
Körper  wirkenden  Kräfte.  —  Nach  dem  Vorhergehenden  kön- 
nen beliebig  viele  auf  einen  starren  Körper  wirkende  Kralle  aaf 
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eine  in  einem  beliebigen  Punkte  angreifende  Kraft  nnd  ein  Kräftepaar 
Kurückgefuhrt  werden  (§  5.51).  Diese  .Kraft  und  das  Paar  lassen 
neb  (§  558)  auf  eine  gleiche  in  einer,  bestimmten  Linie  des  Körpers 
wirkende  Kraft  und  eyi  Kräftepaar  reduciren,  dessen  Ebene  zur  Kraft 
senkrecht  ist,  und  welches  das  kleinste  Paar  ist ,  das  als  ein  Theil 
der  Resultante  der  gegebenen  Kräfte  erscheinen  kann.  Die  be- 
stimmte Linie^  in  welcher  die  letzterhaltene  Kraft  wirkt,  heisst  die 
Central-Axe;  sie' ist  offenbar  die  Linie,  in  Beziehung  auf  welche 
das  Moment  der  gegebenen  Kräfte  am  kleinsten  ist. 

Unter  Beibeiialtnng  der  Bezeichnung  des  §  551  (c)  wollen  wir  vor- 
ausgetzen,  der  Anfangspunkt  der  Coonlinaten  werde  in  den  Punkt  (it',y',je^) 
▼erlegt.  Die  resultirende  Kraffc  hat  dann  noch  die  den  Axen  parallelen 
Oomponenten  J?  (X),  Jr(r),  S(Z),  oder  El,  Bm,  Bn.  Die  Kräftepaare 
xind  aber 

oder  ^ 

GX  —  Biny'  —  mz'i  GfÄ  —  B(lz'-nx'),  Oy  —  B{mx'  —  ly'), 

Die  Bedingungen,  dasB  die  resultirände  Kraft  zur  £bene  des  resultirenden 
Paares  senkrecht  sei,  sind 

GX  —  Biny'-'mz!)  _  GfjL  —  Bilz' --naf)        Gy  —  B(ma^  —  ly') 
l  m  n 

Diese  beiden  Gleichungen  zwischen  rc',  y',  z'  sind  die  GleichuDgeu  der 
Centralaze. 

Wir  können  dieselben  auch  dadurch  erhalten,  das«  wir  die  Bedingun- 
gen suchen,  unter  welchen  das  resultirende  Krftftepaar 

»lie  Variationen  von  rc',  y,  z*  als  von  einander  unabhängig  angesehen, 
ein  Minimum  werde.  Diese  Methode  liefert  uns  drei  Gleichungen  (da 
die  nach  ir',  3/,  z'  genonuneneu  partiellen  Differentialquotienten  des  obi- 
gen Ausdrucks  einzeln  verschwinden  müssen),  welche  sich  auf  die  beiden 
schon,  erhaltenen  reduciren  lassen,  und  von  denen  wir  nur  die  erste  hin- 
schreiben.   Es  ist 

n{GfA^B(lz'^ nx')}  -^miGp  —  B (mx*  —  ly')}  =  0. 

Ans  den  einfachsten  Eigenschaften  der  Kräftepaare  folgt,  dass  das  resul- 
tirende Paar  in  allen  Punkteö  der  Centralaxe  dieselbe  Grösse  hat;  es 
läsRt  sich  dies  übrigens  auch  leicht  aus  den  obigen  Gleichungen  herleiten. 

560.  Vereinigung  zu,  zwei  Erftften.  —  Man  kann  die  re- 
sultirende Kraft  mit  einer  der  Kräfte  des  resnltirenden  Paares  ver- 
einigen, also  eine  beliebige  Anzahl  auf  einen  starren  Körper  wir- 
kender Kräfte  auf  zwei  Kräfte  reduciren,  deren  Richtungen  einan- 
der nicht  schneiden ,  und  zwar  kann  diese  Reduction  offenbar  auf 
unendlich  yiele  Arten  erfolgen.     Es  gibt  aber  einen  Fall,  in  wel- 
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ehern  das  Resultat  sjra metrisch  ist,  und  dieser  ▼eidieBt  deshalb 
besonders  herror^ehoben  zu  werden. 

Wir  nehmen  an,  die  Centralaxe  des  Sjstems  sei  gefinndes. 
Durch  einen  beliebigen  Punkt  C  dieser  Axe  nehen  wir  senkredit 
zn  derselben  eine  Linie  A  A\  so  dass  C  il  =r  CA'  ist.  Für  die  in 
der  Richtung  der  Centralaxe  wirkende  Kraft  R  snbetitmren  vir 
(nach  §  561)  in  jedem  Endpunkte  yon  A  A'  eine  Kraft  ^  t  JR.  Fer 
ner  wählen  wir  die  Linie  AA'y  die  wir  a  nennen  woDen,  inm  Am 
des  Kräftepaares.     Dann  haben  wir  in  jedem  Endponkt  von  a  zwa 

Kräfte,  nämlich  eine  zar  Centralaxe  senkrechte  Kraft  — und  eine  der 

a 

Centralaxe  parallele  Kraft  ^/^  It.     Durch  Vereinigung  dieser  heidei 

Kräfte  erhalten  wir  zwei  beziehungsweise  durch  A  und  A'  gehende 

V4^H j)     ^iwi  zu  AIIl 

senkrecht  ist,  und  die  zu  beiden  Seiten  der  durch  AÄ  and  die 

Centralaxe  gelegten  Ebene  um  den  Winkel  arctan  -^—  genei^  sind. 

561.    Zusammenfletsung   paralleler  Kräfte.  —  Ein  sek 

einfacher,  aber  wichtiger  Fall  ist  der  einer  beliebigen  Anzahl  xb 
verschiedenen  Punkten  eines  starren  Körpers  angreifenden  paral- 
lelen Kräfte. 

Damit  Gleichgewicht  bestehe,  muss  hier  offenbar  die  (algebru- 
sehe)  Summe  der  Kräfte  gleich  Null  sein;  auch  müssen  ihre  Mo- 
mente in  Beziehung  auf  irgend  zwei  zur  gemeinschaftlichen  Rich- 
tung der  Kräfte  senkrechte  Axen  verschwinden. 

iHt  P  eine    der   Kräfte,   (x,  y,  js)   ihr   Angriflfapnnkt ,   (Z,  fw,  w)  ihn? 
Riclitun^BCORinlifl  (also   auch   die   Richtungscosinus  aller   übrigen    Krkftei 

und  R  die  Resultante,  die  im  Punkte  (ic,  y,  z)  angreift,  so  erhalten  wir 
£  (f )  —  R  und 

2{Pny  —  Pmz)  =  Riiy  —  Rmz, 
sowie  zwei  andere  ähnliche  Gleichungen.    Daraus  folgt 

-f  (P)  =  -B, 
1  (Px)  =  Äx,  S(Py)  =  Ry,  :s{Pz)  =  RT. 

Die  L()sung  ist  bestimmt  und  fuhrt  zu  einem  besonderen  Punkte  (i.y,  *^ 
dessen  Lage  von  den  Grössen  l^  m,  n  unabhängig  ist.  Wir  schlieswo 
daraus:  — 

Wenn  kein  Gleichgewicht  besteht,  so  ist  die  Resultante  einer 
Anzahl  solcher  Kräfte  eine  der  (algebraischen)  Summe  derselben 
gleiche  Kraft,  welche  in  einem  bestimmten  Punkte  im  Körper,  dem 
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Bogenannten  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte,  angreift.  Die 
Lage  dieses  Punktes  hängt  von  den  relativen  Grossen  und  von  den 
Angriffspunkten,  nicht  aber  von  der  gemeinschaftlichen  Richtung 
der  Kräfte  ab. 

562.  Schwerpuxikt.  —  Aus  den  Formeln  des  §  230  erhellt, 
dass,  wenn  in  die  verschiedenen  AngrifFiBpunkte  dieser  Kräfte  Mas- 
sen gesetzt  werden,  welche  den  Kräften  proportional  sind,  der  Träg- 
heitsmittelpunkt dieser  Massen  derselbe  Punkt  im  Körper,  wie  der 
Mittelpunkt  der  parallelen  Ki*äfte  sein  wird.  Folglich  lassen  sich 
die  Gegenwirkungen,  welche  die  verschiedenen  Theile  eines  starren 
Körpers  einer  Beschleunigung  in  parallelen  Richtungen  entgegen- 
setzen, in  aller  Strenge  auf  eine  im  Trägheitsmittelpunkt  angrei- 
tende Kraft  reduciren.  Dasselbe  gilt  näherungsweise  von  der  Wir- 
kung, welche  die  Schwerkraft  auf  einen  starren  Körper  ausübt,  des- 
sen Dimensionen  klein  im  Verhältniss  zu  denjenigen  der  Erde  sind, 
und  daher  wird  der  Trägheitsmittelpunkt  auch  zuweilen  (§  230) 
der  Schwerpunkt  genannt.  Die  Schwerkraft  kann  aber,  ausser 
bei  einem  oentrobarischen  Körper  (§  527),  im  Allgemeinen  nicht 
auf  eine  einzige  Kraft  reducirt  werden,  und  wenn  dies  möglich  ist, 
so  geht  di^se  Kraft  nicht  durch  einen  in  Beziehung  auf  den  Körper 
in  allen  seinen  Lagen  festen  Punkt. 

663.  Parallele  Kräfte,  deren  algebraische  Stumne  Null 
ist.  —  In  einem  Falle  hat  man  den  am  Schluss  des  §  561  gegebe- 
nen Ausspruch  zu  modificiren,  nämlich  wenn  die  algetjraische  Summe 
der  gegebenen  Kräfte  verschwindet.  In  diesem  Falle  ist  die  Resul- 
taute  ein  Kräftepaar,  dessen  Ebene  der  Richtung  der  Kräfte  paral- 
lel ist  Ein  gutes  Beispiel  hierfür  liefert  eine  magnetisirte  Stahl- 
masse von  geringen  Dimensionen ,  welche  nur  der  Einwirkung  des 
Erdmagnetismus  unterworfen  ist.  Wie  wir  später  sehen  werden, 
befindet  sich  in  jedem  Element  der  Masse  dasselbe  Quantum  des  so- 
genannten Nord-  und  Süd-Magnetismus;  die  Elemente  sind  daher 
gleichen  und  entgegengesetzten  Kräften  unterworfen,  welche  sämmt- 
Hch  der  Linie  der  Inclination  parallel  sind.  Eine  Compassnadel 
wird  daher  vom  Erdmagnetismus  im  Ganzen  weder  angezogen  noch 
abgestossen,  sondern  es  erleidet  nur  ihre  Richtung  eine  Aende- 
mng,  wie  wenn  sie  unter  dem  Einfluss  eines  Kräftepaars  stände. 

564;  Bedingtingen  für  dae  Gleichgewicht  dreier  Kräfte.  -— 
Wenn  drei  auf  einen  starren  Körper  wirkende  Kräfte  Gleichgewicht 
erzeugen,  so  müssen  ihre  Richtungen  in  einer  Ebene  liegen  und 
einander  entweder  in  einem  Punkte  schneiden  oder  parallel  sein. 
Dies  zu  beweisen,  wollen  wir  eine  Betrachtung  einführen,  welche 
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uns  in  der  Statik  der  biegsamen  Körper  und  der  Flfissigkeiten  in 
mehreren  Untersuchungen  von  grossem  Nutzen  sein  wird« 

Physikalisches  Axiom.  -^  Wenn  beliebige  auf  eines 
festen  oder  flüssigen  Körper  wirkende  Kräfte  Gleichge- 
wicht  erzeugen^  so  können  wir,  ohne  das  Gleichgewicht 
zu  stören,  annehmen,  dass  irgend  welche  Theile  des  Kör- 
pers festgelegt,  oder  starr,  oder  starr  und  festgelegt 
werden. 

Dies  Princip  wollen  wir  auf  den  yorliegenden  Fall  anwendes. 
Nehmen  wir  zwei  beliebige  Punkte  des  Körpers,  welche  beziehungs- 
weise in  den  Wirkungslinien  zweier  der  Kräfte  liegen,  als  fest  aou 
so  darf  die  dritte  Kraft  in  Beziehung  auf  die  Verbindungslinie  die 
ser  Punkte  kein  Moment  haben,  d.  h.  ihre  Richtung  muss  durck 
diese  Verbindungslinie  hindurchgehen.  Nun  können  wir  aber  zwei 
ganz  beliebige  Punkte  der  Wirkungslinien  nehmen;  folglich  gehörea 
die  Richtungen  der  drei  Kräfte  einer  £bene  an,  und  drei  in  einer 
Ebene  liegende  Kräfte  können  nur  dann  einander  das  Gleichge wicht 
halten,  wenn  ihi^e  Richtungen  entweder  durch  einen  Punkt  gehes 
oder  parallel  sind. 

565.  Gleichgewicht  unter  der  Wirkung  der  Schwer* 
kraft.  —  Es  ist  leicht  und  nützlich,  verschiedene  Gleichgewichts- 
fälle zu  betrachten,  in  denen  auf  einen  starren  Körper  keine  ande- 
ren Kräfte  wirken,  als  die  Schwere  und  der  normale  oder  tangen- 
tiale Druck  zwischen  dem  Körper  und  festen  Unterlagen.  So  leuch- 
tet ein,  dass,  wenn  nur  ein  Punkt  des  Körpers  festgelegt  ist,  seb 
Schwerpunkt  in  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Verticalen  liegen 
muss;  denn  sonst  würden  sein  Gewicht  und  dieReaction  der  Unterlage 
ein  Kräftepaar  bilden,  das  durch  keine  Gegenwirkung  aufgehoben 
würde.  Femer  sehen  wir,  dass  bei  stabilem  Gleichgewicht  der 
Schwerpunkt  unter  dem  Aufhängepunkt  liegen  muss.  Auf  diese 
Weise  können  wir  einen  Körper  von  beliebiger  Form  auf  einer  Nadel- 
spitze in  stabiles  Gleichgewicht  bringen ,  wenn  wir  mit  demselben 
eine  Masse  von  solcher  Grösse  starr  verbinden,  dass  der  gemein- 
schaftliche Schwerpunkt  unter  die  Nadelspitze  zu  liegen  kommt. 

566.  Wagsteine.  —  Einen  interessanten  Gleichgewichtaiall 
liefern  uns  die  sogenannten  Wag  st  eine,  bei  denen,  durch  natni^ 
liehe  oder  künstliche  Processe,  die  untere  Oberfläche  einer  lockeren 
Felsmasse  auf  eine  convexe  Form  gebracht  ist,  die  annähernd  'sphi* 
risch  sein  möge,  während  die  Felslage,  auf  der  sie  im  Gleiebge- 
wichtszustande  ruht,  convex  oder  concav  und  zwar  gleichfalls  m- 
nähemd  sphärisch,  wenn  nicht  eben  ist.    Eine  auf  einer  aphäriscben 
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Oberflache  ruhende  Kugel,  welche  an  einer  Stelle  in  der  Nähe  ihrer 
Oberfläche  aus  einem  schwereren  Stoffe  als  an  den  übrigen  Stellen 
besteht,  ist  daher  ein  Repräsentant  solcher  Fälle. 

Es  sei  0  der  Krümmungsmittelpunkt  des  festen  Körpers,  0' 
die  Lage,  welche  der  Krümmungsmittelpunkt  des  darauf  liegenden 
beweglichen    Körpers    im   Gleichgewichtszustande  einnimmt.      Wir 

nehmen  zwei  beliebige  unendlich  kleine  gleiche 
Bogen  PQ,  Pp  an  und  ziehen  QB  durch  'Q  so, 
dass  2i(y  QB  =  2iP0p  wird.  Wenn  die  Punkte 
Q  und  p  durch  eine  Verschiebung  aufeinander  fal- 
len, so  wird  QB  offenbar  eine  Verticale  sein,  und 
wenn  der  Schwerpunkt  ^,  welcher  in  OP  ff  lie- 
gen muss,  wenn  der  bewegliche  Körper  seine 
Gleichgewichtslage  einnimmt^  zur  Linken  von 
QU  liegt,  so  wird  das  Gleichge¥dcht  stabil  sein. 
Das  Gleichgewicht  ist  folglich  stabil,  wenn  O  tie- 
fer als  i^^liegt^  sonst  nicht. 

Sind  jetzt  Q   und  6  die   Krümmungsradien 
OP  und  (/  P  der  beiden  Oberflächen,  und  d"  der 

Winkel  POp,  so  ist  der  Winkel  QO'B  =  ^,    und    wir    haben 


in  dem  Dreieck  Qff  B  (^  U2) 


Folglich  ist 


B(y  :  ö=  sin  »  :  sinfd'  +  ^\ 

z=i  ö  :  6  -\-  Q  (näherungsweise). 

__      Q6 


PB=  ö  -^ 


<J2 


und  daher  muss,  wenn  das  Gleichgewicht  stabil  sein  soll, 

sein.    Wenn  die  untere  Oberfläche  eben  ist,  so  ist  Q  unendlich  gross« 
und  die  Bedingung  geht  (wie  in  §  291)  über  in 

Ist   die  untere    Oberfläche  concav,  so  hat  man  das   Zeichen  von  Q 
zu  ändern  und  erhält  als  Bedingung 

^^</^'  -^     ^ 

welcher  Ausdruck  nicht  negativ  sein  kann,  da  Q   in  diesem  Falle 
numerisch  grösser  als  6  sein  muss. 

Thomson  ii.  Tait,  theoretiüche  Physik.     II.  7  -         .     ' 
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567.  Gleichgewicht  um  eine  Axe.  —  Wenn  zwei  PnnkU 
fest  sind,  so  ist  die  einzige  dem  System  mögliche  Bewegung  eine 
Rotation  um  eine  feste  Axe.  Der  Schwerpunkt  muss  dann  in  der 
dorch  jene  Punkte  gehenden  Yerticalebene  und  unter  der  Ver- 
bindungslinie derselben  liegen. 

568.  G-leichgewicht  aiif  einer  festen  OberflAche.  —  Wenn 
ein  starrer  Kq^er  auf  einer  festen  Oberfläche  ruht,  so  wird  es  im 
Allgemeinen  nur  drei  Berührungspunkte  zwischen  beiden  geb^i 
(§  427),  und  der  Körper  wird  sich  in  stabilem  Gleichgewicht  befin- 
den, wenn  die  von  seinem  Schwerpunkt  aus  gezogene  Yerticallinie 
die  Ebene  dieser  drei  Punkte  innerhalb  des  Dreiecks  trifft,  des- 
sen Ecken  sie  bilden.  Denn  wenn  eine  dieser  Stützen  entfernt 
wird,  so  hat  der  Körper  offenbar  das  Bestreben,  nach  dieser  Stütze 
hin  zu  fallen ;  jede  derselben  hindert  also  den  Körper,  um  die  Vei^ 
bindungslinie  der  beiden  anderen  zu  rotiren.  So  z.  B.  steht  ein 
Körper  in  stabilem  Gleichgewicht  auf  einer  geneigten  Ebene  (falls 
die  Reibung  stark  genug  ist,  um  ein  Gleiten  zu  yerhindem),  wenn 
die  durch  seinen  Schwerpunkt  gezogene  Verticallinie  die  Ebene 
innerhalb  der  Basis,  d.  h.  des  Flächenstücks  trifft,  das  von  der  kür- 
zesten Linie  begrenzt  wird,  die  man  um  den  mit  der  Ebene  in 
Berührung  stehenden  Theil  ziehen  kann.  Daher  kann  ein  Körper, 
der  auf  einer  horizontalen  Ebene  nicht  stehen  kann,  auf  einer  ge-  \ 
neigten  Ebene  zum  Stehen  gebracht  werden.  ^ 

569.  Sata  von  Fappus.  —  Wir  wollen  hier  einen  von  Pap-  I 
puB  entdeckten,  aber  gewöhnlich  dem  Guldinus  zugeschriebenen  { 
merkwürdigen  Satz  erwähnen,  da  er  in  einigen  Fällen  zur  Bestim-  { 
mung  des  Schwerpunktes  eines  Körpers  mit  Erfolg  angewandt  wird,  , 
obschon  er  in  Wirklichkeit  nur  eine  von  den  geometrischen  Eigen-  | 
Schäften  des  Trägheitsmittelpunktes  ausspricht.  Der  Beweis  folgt  ^ 
leicht  aus  §  230.     Der  Satz  lautet:  —  \ 

Wenn  ein  durch  eine  Curve  umgrenzter  Theil  einer  : 
Ebene  um  eine  in  der  Ebene  liegende  Axe  durch  irgend 
einen*  Winkel  rotirt,  so  ist  der  Rauminhalt  der  erzeugten 
Oberfläche  gleich  dem  Product  aus  dem  erzeugenden 
Ebenentheil  in  die  Länge  des  von  seinem  Schwerpunkte 
beschriebenen  Weges,  und  die  Grösse  des  gekrümmten 
Theils  der  Oberfläche  gleich  dem  Product  aus  der  Länge 
der  Curve  in  die  Länge  des  von  ihrem  Schwerpunkt  be- 
schriebenen Weges. 

570.  Die  allgemeinen  Principien,  nach  welchen  die  Kralle  n 
behandeln  sind,  die  aus  der  Gebundenheit  eines  Systems  und  von  der 
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Reibung  herrühren,  sind  schon  oben  (§§  293,  329,  452)  angegeben. 
Zoi*  Erläuterung  der  Anwendung  dieser  Principien  lassen  wir 
einige  Beispiele  folgen,  und  zwar  wollen  wir  das  Gleichgewicht 
eines  starren  Körpers  in  einigen  der  wichtigeren  praktischen  Fälle 
Ton  Gebundenheit  betrachten. 

571.  Maschinen.  —  Die  Anwendung  der  Principien  der 
Statik  auf  die  einfachen  Maschinen  und  die,  wenn  auch  noch  so 
Eosammengesetzten,  Gombinationen  derselben,  fordert  Nichts  weiter, 
bis  dass  man  die  kinematischen  Relationen  (wie  in  §§79,  85, 
102,  u.  s.  w.)  feststelle  und  sodann  in  die  Dynamik  übertrage.  Dies 
geschieht  mittels  des  Newton'schen  Princips  (§  269)  oder  mittels 
des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  (§  289),  bei  dessen 
Anwendung  aber  besondere  Aufmerksamkeit  auf  die  Einführung 
äer  Kräfte  der  Reibung  (wie  in  §  452)  zu  richten  ist.  Dies  Ver- 
fahren kann  in  keinem  Falle  andere  Schwierigkeiten  involviren  als 
lolche,  wie  sie  die  Bestimmung  der  geometrischen  Bedingungen 
irgend  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  mit  sich  bringt,  und 
iann  die  Lösung  der  Gleichungen,  zu  denen  uns  die  Uebertragung 
in  die  Dynamik  führt.  Wir  wollen  uns  daher  nicht  dabei  aufhal- 
«n,  eine  dieser  Fragen  zu  discutiren,  sondern,  bevor  wir  diesen 
Theil  unseres  Gegenstandes  für  einige  Zeit  verlassen,  nur  noch 
einige  Beispiele  betrachten,  die  keine  grosse  Schwierigkeit  darbieten. 
>ie  schon  entwickelten  Principien  werden  im  übrigen  Theil  dieses 
Verkes  beständig  benutzt  werden,  und  werden  wir  noch  oft  Gelegen- 
Leit  finden,  ihren  Nutzen  und  die  Art  und  Weise,  wie  sie  anzuwen- 
len  sind,  an  Beispielen  zu  erläutern. 

Wir  wollen  mit  dem  Fall  einer  Wage  beginnen,  deren  nähere 
Jntersuchung  uns  (§  431)  noch  obliegt. 

572.  Beispiel  I.  Die  Wage.  —  Wir  nehmen  an,  die  Ver- 
indongslinie  der  Punkte,  in  welchen  die  Wagschalen  an  die  Arme 

Fig.  24.  befestigt  sind,    stehe    senkrecht 

auf  der  Linie,  welche  den  Schwer- 
punkt des  Balkens  mit  dem 
Unterstützungspunkt  verbindet. 
Offenbar  darf  der  Schwerpunkt 
des  Balkens  nicht  in  die  Spitze 
der  Schneide  fallen,  auf  welcher 
der  Balken  ruht,  da  derselbe 
anst  in  jeder  Lage  im  Gleichgewicht  sein  würde.  Wir  wollen 
rstens  voraussetzen,  die  Arme  seien  von  ungleicher  Länge. 

Es  sei    0  der   ünterstützungspunkt,   Ö  der  Schwerpunkt,   M 
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die  Masse  dea  Balkens,  und  es  werde  angenommen,  derselbe  komnij 
wenn  die  Schalen  die  Gewichte  P  und  Q  enthalten,  in  einer  Laj 
zur  Ruhe,  die  mit  der  horizontalen  Richtung  einen  Winkel  0  bi 

det  (Fig.  24). 
« 

Empfindlichkeit.  —  Nehjnen  wir  die  Moment«  in  Beziebüi 
auf  den  Punkt  0  und  setzen  dabei  der  Einfachheit  wegen  vorsi 
die  Kräfte  seien  nach  dem  in  §  220  erläuterten  Princip  genicssd 
80  erhalten  wir 

Q{AB,cos{>  +  OA.sin&)  +  M.OG.sin^ 

=  P{AC.cos»  —  OA.sind). 
Hieraus  ergibt  sich  i 

tan» P.AC-Q.AB 

{P-\-Q).OA-\-M.OG 

Wenn  die  Arme  gleich  sind,  so  geht  dies  über  in  ' 

/      «*  {P-Q)AB  I 

Danach  ist  die  Empfindlichkeit  (§  431)  der  Wage  um  so  gröi^ 
(1)  je  länger  die  Arme  sind,  (2)  je  kleiner  die  Masse  des  Baik« 
ist,  (3)  je  näher  der  Unterstützungspunkt  der  Verbindungslij 
der  Punkte  ist,  in  welchen  die  Schalen  an'  dem  Balken  befed 
sind,  (4)  je  näher  der  ünterstützungspunkt  dem  Schwerpunkt  i 
Balkens  liegt.  Wenn  der  ünterstützungspunkt  in  der  Yerlj 
dungslinie  der  Aufhängungspunkte  der  Schalen  liegt,  so  ist  j 
Empfindlichkeit  für  dieselbe  Differenz  der  Belastungen  der  Scj 
len  unabhängig  von  der  Grösse  dieser  Belastungen.  | 

Stabilität.  —  Um  die  Stabilität  zu  bestimmen,  haben  wiri 
Dauer  der  Oscillationen  zu  suchen,  welche  eintreten,  wenn  die  Wl 
eine  geringe  Ablenkung  aus  der  Gleichgewichtslage  erfalirt^  1 
Rücksicht  auf  ein  späteres  Capitel  wird  sich  zeigen,  dass  die  (9 
chung  der  Bewegung  näherungsweise 

{MÄ-^H-  (P+  Q)AB^]'^+  QgiAB  cos  ^+  OA  sin») 

+  Mg  OG  sin»  —  Pg  (AC  cos»  —  OA  sin»)  =  0 

ist,  wo  k  den  Gyrationsradius  (§  281)  des  Balkens  bezeichnet.  W 
den  die  Arme  und  ihre  Belastungen  als  gleich  vorausgesetzt, 
erhalten  wir  für  die  Dauer  einer  unendlich  kleinen  Oscillation 


'V 


Jffe«  +  2P.  AB' 
{2P.0A  +M,0  0)g 
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ür  eine  gegebene  Belastung  ist  die  Stabilität  also  am  so  grösser, 
i)  je  kleiner  die  Länge  des  Balkens  ist,  (2)  je  kleiner  seine  Masse 
*»  (3)  je  kleiner  sein  Gyrationsradius  ifet,  (4)  je  weiter  der  Unter- 
fützungsponkt  von  dem  Balken  und  von  dem  Schwerpunkt  dessel- 
Bn  entfernt  ist.  Diese  Erfordernisse  sind,  mit  Ausnahme  der  zwei- 
n,  den  für  die  Empfindlichkeit  ermittelten  direct  entgegengesetzt, 
nd  daher  bleibt  nichts  Anderes  übrig,  als  einen  angemessenen 
ompromiss  zu  schliessen.  Je  geringer  aber  die  Masse  des  Bai- 
en s  ist,  um  so  besser  ist  die  Wage,  sowohl  hinsichtlich  der  Em- 
findlichkeit,  als  auch  der  Stabilität. 

Die  oben  gegebene  allgemeine  Gleichung  zeigt,  dass  die  Em- 
findlichkeit  zunimmt,  wenn  man  die  Länge  und  den  Gyrations- 
idius  eines  Armes  verringeii;  und  zugleich  die  entsprechende  Be- 
istung  in  solchem  Grade  Yergrössert,  dass  das  Gleichgewicht  erhal- 
30  bleibt.     Diese  Form  der  Wage  ist  zuweilen  von  Nutzen. 

Beispiel  IL  Eine  Stange  auf  einer  glatten  Stütze.  — 
)ie  Gleichgewichtslage  einer  Stange  AB  zu  finden,  welche  auf 
mem  glatten  horizontalen  Balken  D  ruht  und  mit  ihrem  tieferen 
Ende  gegen  eine  dem  Balken  parallele  glatte  verticale  Wand  drückt. 
Die  Figur  25  stellt  einen  Verticaldurchschnitt  der  Stange  dar, 
ie  offenbar  in  einer  zur  Mauer  und  dem  Balken  senkrechten  Ebene 
legen  muss.  Das  Gleichgewicht  ist  augenscheinlich  instabil. 
:  Es  wirken  in  diesem  Falle  nur  drei  Kräfte,  nämlich:  der  Druck 
i  der  Wand  auf  die  Stange ,  in  horizontaler  Richtung ;  der  Druck 
des  Balkens  auf  die  Stange,  senkrecht  zu  derselben;  das  Gewicht 
der  Stange,  welches  im  Schwerpunkt  derselben  yertical  nach 
^ten  zieht.  Ist  die  halbe  Länge  a  der  Stange  und  der  Abstand 
\  pig  25.  ^   ^®8   Balkens   von   der   Wand 

bekannt,  so  haben  wir,  um  die 
Gleichgewichtslage  zu  fixiren, 
nur  den  Winkel  GAB  zu  be- 
stimmen, den  die  Stange  mit 
der  Wand  bildet.  Wird  dieser 
Winkel  d'  genannt,  so  ist  AD 
h 
sind- 

Um  die    Gleichgewichtsbedingungen   zu  ermitteln,  haben  wir 
}  in  eine  horizontale  und  eine    verticale  Componente  zu  zerjegen. 
I^urch  erhalten  wir  zunächst  die  Bedingungen 
})  R  —  8  cos  d-  =  0, 

?)  W  —  8  sin  d-  =  0, 


^ 
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Weiter  nehmen  wir  die  Momente  in  Beziehung  auf  A  und  erhÄlten 

S.AD  —^W.a  sin  d-  =  0, 
oder 

(3)  S.h  —  W,a  sin^O-  =  0. 

Da  diese  drei  Gleichungen  nur  die  drei  unbekannten  Grössen  B,S,9 
enthalten,  so  bestimmen  sie  die  Aufgabe  vollständig.  Aus  (2)  und 
(3)  folgt 

sin^  -ö"  =  — ,    wodurch  d"  bestimmt  wird. 


a 
Dann  ist  nach  (2) 


W 


sin  ^ ' 


und  endlich  nach  (1) 

Rz=:  Scos&  =  W  coian  ». 

Beispiel  III.  Eine  Stange  auf  rauhen  Stützen.  —  Ab 
Zusatz  wollen  wir  noch  den  Fall  betrachten,  in  welchem  die  Wand 
und  der  Balken  des  vorigen  Beispiels  rauh  sind,  und  zwar  sei  ^ 
der  Coefficient  der  statischen  Reibung  für  beide.  Wenn  die  St*ii^ 
in  die  Gleichgewichtslage  gebracht  wird,  die  wir  eben  für  den  Fall 
in  welchem  keine  Reibung  eintreten  kann,  bestimmt  haben,  so  wirti 
auch  unter  den  jetzt  vorliegenden  Verhältnissen  keine  Reibung  im 
Leben  gerufen  werden ,  da  die  Stange  nicht  das  Bestreben  hat, 
eine  Bewegung  anzunehmen,  ein  solches  Bestreben  also  auch  nicbt 
zu  überwinden  ist.  Wird  das  Ende  Ä  der  Stange  immer  weit« 
nach  unten  gerückt,  so  wird  immer  mehr  Reibung  erweckt,  um  (U? 
Streben  der  Stange,  zwischen  der  Wand  und  dem  Balken  hinunt<'r- 
zufallen,  zu  überwinden.  Endlich  gelangen  wir  zu  einer  Grenzlage, 
über  welche  hinaus  der  Endpunkt  A  nicht  gebracht  werden  daii 
ohne  dass  die  Stange  wirklich  hinunterfiele.  In  dieser  Lage  wiii* 
die  Reibung  in  A  nach  oben  und  ist  fimal  so^gross,  als  der  Druck 
auf  die  Wand.  Die  Reibung  in  D  ist  (i  mal  so  gross,  als  der  Druck 
auf  die  Stange,  und  wirkt  in  der  Richtung  DB.  Setzen  wir  ii 
diesem  Falle  2iGAD  =  d'i,  so  gehen  unsere  drei  Gleichttzig«o 
über  in 

(li)  El  +  (iSi  sin^i  —  Si  cos  f^i  =  0, 

(2,)  W  —  (iRi  —  Si  sin  d^i  =  0, 

(3i)  Sib  —  Wa  sm"  ^i  =  0. 

Da  die  Richtungen  beider  Reibungskräfte  durch  A  gehen,  so  e^ 
scheint  keine   derselben    in  (3i).     Dies  ist   der  Grund ,  wamm  « 
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zweckmässiger  ist,  die  Momente  in   Beziehang  auf  A  zu  nehmen, 
als  in  Beziehang  auf  irgend  einen  anderen  Pankt. 

Werden  Bi  und  Si  aus  diesen  Gleichungen  eliminirt,  so  erhal- 
ten wir  die  Formel 


(4.) 


1  —  -r  sin^  -ö"!  =  fi  —  sin'*  d'i  (cos  d^i  —  (i  sin  ^i), 


aus  der  sich  d'i  bestimmen  lässt.  Ist  das  geschehen,  so  liefert  (3i) 
den  Werth  von  Si  und  jede  der  beiden  anderen  Gleichungen  den 
Werth  von  i?i. 

Wird  der  Endpunkt  Ä  der  Stange  von  der  Lage  aus^  in  wel- 
cher ohne  Mitwirkung  der  Reibung  Gleichgewicht  besteht,  in  die 
Höhe  gei-ückt,  so  nimmt  die  Stange  das  Bestreben  an,  auf  der  an- 
deren Seite  des  Balkens  hinunterzufallen.  Je  höher  Ä  rückt,  desto 
mehr  Reibung  wird  erweckt,  bis  die  Stange  eine  durch  den  Winkel 
^2  bestimmte  Lage  annimmt,  in  welcher  die  Reibung  ihren  grösB- 
ten  Werth,  das  u  fache  des  Druckes,  erreicht.  Auf  diese  Weise  fin- 
den wir  eine  zweite  Grenzlage  für  die  Stabilität.  Zwischen  bei- 
den Grenzlagen  befindet  sich  die  Stange  überall  im  Gleichgewicht. 

Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  dass  die  Richtung  der  Reibung 
in  diesem  zweiten  Falle  stets  derjenigen  im  ersteren  Falle  entge- 
gengesetzt ist,  und  dass  man  dieselben  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung beider  Grenzlagen  benutzen  kann,  wenn  man  den  analyti- 
schen Kunstgriff  anwendet,  das  Zeichen  von  fi  zu  andern.  Auf' 
diese  Weise  erhalten  wir  aus  (4i)  für  '9'2  die  Gleichung 

1  —  —  stV'&2  =  —  /lA  - «n> 0"2 (cos ^a  +  fiwn^a). 

Beispiel  IV.  Ein  Block  auf  einer  raiihen  Ebene.  —  Ein 
Block,  dessen  Grenzflächen  senkrecht  auf  einander  stehen,  liegt  auf 
einer  rauhen  Horizontalebene,  und  es  wirkt  auf  ihn  eine  horizontale 

Fig.  26. 

*• 
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Kraft,  deren  Wirkungslinie  von  zwei  verticalen  Grenzflächen  gleich 
Veit    entfernt   ist.      Man    soll    bestimmen,    wie    gross    die    Kraft 


104 


Abstracte  Dynamik. 


sein  mu88,  damit  sie  zur  Ei*zeagimg  einer  Bewegung  genüge,  und 
untersuchen,  ob  diese  Bewegung  in  einem  Gleiten  oder  einem  Um- 
fallen des  Blockes  besteht. 

Wenn  die  Kraft  P  den  Körper  umzuwerfen  strebt,  bo  leuchtet 
ein,  dass  derselbe  sich  um  die  Kante  Ä  drehen  wird;  daher  wirken 
der  Druck  R  der  Ebene  und  die  Reibung  S  an  dieser  Kante.  Un- 
sere statischen  Bedingungen  sind  natürlich 

R=  W, 
S  =P, 

Wh  =  Pa, 

wo  b  die  halbe  Länge  des  Blocks  und  a  der  Abstand  der  Kraft  P 
von  der  Ebene  ist.     Daraus  folgt 

a 
Nun  kann  S  nicht  grösser  als  fiR  sein;  folglich  darf  —    nicht   grös- 
ser als  fi  sein,  wenn  es  möglich  sein  soll,  den    Körper  durch  eine 
horizontale  Kraft  in  der  für  P  gegebenen  Linie  umzustürzen. 

Dieses  Problem  und  andere  der  Art  lassen  sich  mittels  einer 
einfachen  geometrischen  Construction  lösen,'  welche,  wie  sich  leicht 
ersehen  lässt,  bloss  eine  graphische  Darstellung  des  obigen  Ver- 
fahrens ist.  Wenn  wir  nämlich  die  Richtungen  der  einwirkenden 
Kraft  und  des  Gewichtes  bis  zu  ihrem  Durchschnitt  in  H  yerlän- 
gern  und  in  Ä  einen  Winkel  BAK  construiren,  dessen  Cotangente 
gleich  dem  Reibungscoefficienten  ist,  so  wird  die  Kraft  den  Körper 
umzustürzen  suchen  oder  nicht,  je  nachdem  H  über  oder  unter  AK 
liegt. 

B  e  i  B  i  e  1  V.  Unterstützung  einer  Masse  durch  swei  Binge. 
die  um  einen  rauhen  Pfosten  gehen.  —  Eine  Masse,  etwa  eb 

Thor,  wird  von  zwei  Ringen  A  und 
B  getragen,  welche  lose  um  einen  rau- 
hen yerticalen  Pfosten  gehen.  YTemi 
Gleichgewicht  besteht,  so  muss  offen- 
bar in  A  der  dem  Thore  am  nachstai 
liegende  und  in  B  der  vom  Thore  am 
weitesten  entfernte  Theil  des  Ringes 
mit  dem  Pfosten  in  Berührung  sein. 
Die  auf  die  Ringe  ausgeübten  Druck- 
kräfte B  und  S  werden  augenschein- 
lich die  in  der  Figur  angegebenen 
Richtungen  A  C,  CB  haben.     Wenn 
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;  Masse  nur  der  Einwirkung  der  Schwerkraft  unterliegt,  so  muss 
5  Wirkungslinie  ihres  Gewichtes  W  durch  den  Punkt  C  gehen 
564),  und  es  leuchtet  ein,  dass,  wie  klein  auch  der  Reibungs- 
dfficient  sein  mag  (wenn  überhaupt  nur  eine  Reibung  vorhanden 
),  Gleichgewicht  immer  möglich  ist,  wenn  der  Abstand  des  Schwer* 
nkts  vom  Pfosten  gross  genug  ist  im  Vergleich  zum  Abstände  der 
iden  Ringe. 

Wenn  die  Masse  gerade  im  Begriff  ist  hinabzugleiten,  so  wird 

9  Reibung  in  ihrer  vollen  Kraft  ins  Leben  gerufeu,  und  jeder 

r  Winkel,  welchen  22  und  8  mit  dem  Horizont  bilden,  ist  gleich 

m  Ruhe  winkel.     Ziehen  wir  dieser  Bedingung  gemäss  ÄC,  B  Cj 

ist  die  Bedingung   fürs   Gleichgewicht,  dass  der    Schwerpunkt 

nicht  zwischen  dem  Pfosten  und  der  durch  C  gehenden  Verti- 

len  liege.     Liegt  ö,  wie    in  der  Figur,   in  dieser  Verticallinie, 

wird  eine  in  Qi  nach  oben  zu,  oder  eine  in   Q^  nach  unten  zu 

irkende   Krafb   das   Streben   der  Masse,   hinunterzufallen,    aufhe- 

tn;  dagegen  wird  eine  in  Q^  nach  oben  zu  oder  in  Qi  nach  unten 

I  gerichtete  Kraft  ein  sofortiges  Gleiten  bewirken. 

Durch  eine  ähnliche  Untersuchung  lässt  sich  der  Druck  einer 
shieb-  oder  Zugvorrichtung  bestimmen  und  der  Punkt  ermitteln, 
i  welchem  eine  Kraft  angreifen  muss ,  um  Bewegung  zu  erzeugen, 
rir  überlassen  dies  dem  Leser. 

573.  Nachdem  wir  so  in  Kürze  das  Gleichgewicht  eines  star- 
ai  Körpers  betrachtet  haben,  wollen  wir,  bevor  wir  uns  zur  Unter- 
ichung  der  Deformation  elastischer  fester  Körper  wenden,  einige 
ebergangsfalle  behandeln,  in  deren  jedem  eine  besondere  Yoraus- 
itzung  der  Betrachtung  zu  Grunde  gelegt  wird,  wodurch  eine  be- 
achtliche Menge  analytischer  Schwierigkeiten  vermieden  werden. 
674.  Gleichgewicht  einer  biegsamen  und  unausdehn- 
Wen  Schnur.  —  Ausgezeichnete  Beispiele  dieser  Art  liefert  die 
tfttik  einer  biegsamen  und  unausdehnbaren  Schnur  oder  Kette,  die 
tt  ihren  beiden  Endpunkten  befestigt  und  der  Einwirkung  beliebi- 
er  Kräfte  unterworfen  ist.  Die  Curve,  in  welcher  die  Kette  in 
%end  einem  Falle  herabhängt,  soll  eine  Kettenlinie  genannt 
werden,  obgleich  dieser  Ausdruck  gewöhnlich  nur  im  Falle  einer 
)eichformigen  Schnur  gebraucht  wird,  auf  welche  keine  Kraft  aus- 
^  der  Schwere  wirkt. 

575.  £8  sind  drei  XJntersiichungsmethoden  möglich.  — 
"ir  können  die  Gleichgewichtsbedingungen  jedes  Elements  einzeln 
betrachten,  oder  auch  die  allgemeine  Bedingung  (§  292),  dass  im 
'Alle  eines  beliebigen  conservativen   Kräftesystems    die  gesammte 
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potentielle  Energie  ein  Minimum  ist,  anwenden;  endlich  könna 
wir  auch,  namentlich  wenn  die  Schwere  die  einzige  äassere  Krall 
ist,  das  Gleichgewicht  eines  endlichen  Theils  der  Kette  betrachte]^ 
der  dann  als  ein  starrer  Körper  behandelt  wird  (§  564). 

576.  Gleichungen  des  Gleieligewiclita  in  BesielLiuig  mI 
die  Tangente  und  die  osoulatorische  Ebene.  —  Die  erste  die- 
ser drei  Methoden  liefert  für  die  Kettenlinie  im  ganz  allgemdiMi 
Falle  unmittelbar  die  drei  folgenden  Gleichungen  des  Gleichge 
wichts:  — 

(1)  Das  Verhältniss  der  Aenderung  der  Spannung  in  einea 
Curvenbogen  zur  Länge  dieses  Bogens  ist  gleich  der  für  die  Längoj 
einheit  genommenen  tangentialen  Componente  der  einwirkend^ 
Kraft. 

(2)  Die  Krümmungsebene  der  Schnur  enthält  die  normal^ 
Componente  der  einwirkenden  Kraft,  und  der  KrümmungsmittcH 
punkt  liegt  auf  der  Seite  des  Bogens,  nach  welcher  diese  Kraft  niciii 
hinwirkt. 

(3)  Die  Krümmung  ist  in  jedem  Punkte  gleich  der  lur  M 
Längeneinheit  genommenen  noimalen  Componente  der  einwirkende 
Kraft,  dividirt  durch  die  Spannung,  welche  die  Schnur  in  demai 
ben  Punkte  hat. 

Der  erste  dieser  Sätze  sagt  einfach,  dass  ein  unendlich  klein 

Element  der  Schnur  sich,  was  eine  tangentiale  Bewegung  betriQ 

im  Gleichgewicht  befindet.     Die  beiden  anderen  Sätze  drücken  m 

dass  die  Componente  der  an  den  beiden  Endpunkten  eines  uneodj 

lieh  kleinen  Bogens  vorhandenen  Spannungen,  genommen  längs  da 

durch  den  Mittelpunkt  dieses  Bogens  gehenden  Normalen,   dirn 

entgegengesetzt  und  gleich  der  normalen  Componente  der  einwifj 

kenden  Kraft  und  gleich  dem  ganzen  Betrage  derselben  für  den  6o^ 

gen  ist.    Denn  die  Ebene  der  Tangenten,  in  welchen  jene  Spannai^ 

gen  wirken,  ist  (§  8)  die  Krümmungsebene.     Ist  nun  ^  der  "Winlal 

zwischen  beiden  Tangenten  (oder  der  unendlich  kleine  Winkel, 

eher  dem  von  ihren  positiven  Richtungen  gebildeten  Winkel  an 

fehlt)  und  T  das  arithmetische  Mittel  ihrer  Grössen,  so  ist  die 

der  Halbimngslinie  des  von  ihren  positiven  Richtungen  gebildi 

Winkels    genommene    Componente    ihrer  Resultante    genau   gla 

2  T  sin  V2  d-  oder,  da  -Ö"  unendlich  klein  ist,  gleich  T».     Wir 

halten  folglich  Td^  =  Nds,  wenn   ds  die  Länge  des  Bogens 

Nds  die  gesammte  auf  ihn  wirkende  normale  Kraft  ist.     Nach  § 

8s 
haben  wir  aber  d"  z=  — ,  wenn  Q  der  Krümmungsradius  ist,  mi 
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und  dies  ist  die  oben  in  (3)  in  Worten  Eusgesprochene  Gleichung. 

577.  Integral  der  Spannung.  —  Aus  §  576  (1)  sehen  wir, 
dass,  wenn  die  auf  einen  jeden  Punkt  der  Schnur  einwirkenden 
Kraft«  ein  conservatiyes  System  bilden,  und  wenn  alle  gleichen 
unendlich  kleinen  Längselemente  der  Schnur  eine  Kraft  von  dersel- 
ben Grösse  und  derselben  Richtung  erfahren,  sobald  sie  durch  eine 
Bewegung  der  Schnur  in  gleiche  Lage  gebracht  werden ,  die  Dif- 
ferenz der  Spannungen  der  Schnur  in  irgend  zweien  ihrer  Punkte 
in  der  Gleichgewichtslage  gleich  der  Differenz  der  Potentiale  (§  485) 
der  Kräfte  in  den  von  diesen  Punkten  eingenommenen  Lagen  ist. 
Welches  daher  auch  die  Lage  ist,  in  der  das  Potential  gleich 
Null  gerechnet  wird,  die  Spannung  der  Schnur  ist  in  jedem  Punkte 
gleich  dem  Werthe,  den  das  um  eine  Constante  vermehrte  Potential 
am  Orte  jenes  Punktes  hat. 

578.  Gleichungen  des  Gleichgewichts  in  cartesischen 
Coordinaten.  —  Statt  die  Componenten  der  Kräfte  in  der  Rich- 
tung der  Tangente  und  senkrecht  zu  dieser  Richtung  zu  nehmen, 
können  wir  dieselben  sämmtlich  parallel  einer  beliebigen  festen 
Richtung  zerlegen.  Wir  finden  auf  diese  Weise,  dass  die  für  die 
Einheit  der  Länge  der  Schnur  genominene  Componente  der  einwir- 
kenden Kraft  in  jedem  Punkte  gleich  dem  Verhältniss  der  Abnahme 
der  der  festen  Richtung  dieser  Componente  parallelen  Spannung 
zur  Einheit  der  Länge  der  Schnur  ist.  Wählen  wir  daher  drei  be- 
liebige zu  einander  senkrechte  feste  Richtungen,  so  erhalten  wir 
drei  Differentialgleichungen,  welche  für  die  analytische  Behandlung 
der  Kettenlinien  mittels  der  Methode  der  rechtwinkligen  Coordina- 
ten geeignet  sind. 

Diese  Gleichungen  sind 

de  \     äs/ 


0) 


ds  \     dsJ 
4a  \     da/ 


wo  8  die  Län^  der  Schnur  von  einem  beliebigen  Punkte  an ''bis  zu  einem 
Punkte  P  bezeichnet,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  x,  y,  z  sind; 
X,  Yf  Z  sind  die  für  die  Masseneinheit  der  Schnur  genommenen  Com- 
ponenten .der  in  P  angreifenden  Kräfte;  a  ist  die  Masse  eines  in  P  lie- 
genden Elements  der  Schnur,  dividirt  durch  die  Länge  dieses  Elements; 
endlich  ist  T  die  Spannung  der  Schnur  im  Punkte  P. 


108  Abstracte  Dynamik. 

Mittels  dieser  Gleichiinfi^en  ktvnn  man  die  Sätze  (l),  (2)  und  (:{)  dei 
§.576  auf  folgende  Weise  analytisch  beweisen:  —  Werden  die  Gleichaa- 
gen  addii*t,  nachdem  die  erstff  mit  dx^  die  zweite  mit  dy^  die  dritte  mit 
ds  multiplicirt  worden  ist,  so  folgt,  der  Relation 

dx  j  dx  .  dy  ,dy  .  dz  ,dz        .,    ,  dx^  +  rfw*  +  dz'^ 

wegen, 

(2)    d7=  — <r(Xda;+r(^y  +  ^d^)=-.<r(x^+r|^  +  ^^)di. 

und  diese  Foi-mel  enthält  den  Satz  (I)  des  §  576.     Wird   weiter  rf T  nni 
T  eliminirt,  so  erhalten  wir 

-y  (dy  /  ^  _1_  ^  j  dy\    ,    y/dz^^  dx <?«  ,  dz\ 

/o\  I     ^^*     ^*       ^*     ds)  \d8     ds       "Ss     dsj 

'        \ds      da       ds     ds/         ^ 

diese   Gleichung  zeigt   (§§  9,  26),  dass  die  Resultante  von  X,  Y,  Z  a 

der  osculatorischen  Ebene  liegt,  und  ist  folglich  der  analytische  Anddrock 

von  §  576  (2).    Werden  endlich  die  Gleichungen  (1)  addirt,  nachdem  dui 

dx  du  dz 

die  erste  mit  d  -r- ,  die  zweite  mit  d  -=^  ,  die  dritte  mit  d  -5—     multipÜ- 

ds*  ds  ds 

'  cirt  hat,  so  ergibt  sich 

\         ds   '  ds    '  dsJ 


(4)  r  =  -  <r 


imd  dies  ist  der  analytische  Ausdruck  von  §  576  (3). 

579.  Methode  der  Energie.  —  Dieselben  Gleichungeo  ^ 
Gleichgewichts  lassen  sich  aus  der  Bedingung  herleiten,  welcher  <ik 
Energie  im  Falle  des  Gleichgewicht«  genügen  muss;  analytisch  g^ 
schieht  dies  leicht  mittels  der  Methoden  der  Variationsirechnang. 

Es  sei  F  das  Potential  der  äusseren  Kräfte  im  Punkte  (x,  y,  z)  fs 
die  Einheit  der  Masse  der  Schnur.  Bann  ist  die  potentielle  Kneig» 
einer  beliebig  gegebenen  Länge  der  Schnur  in  irgend  einer  wirklick* 
Lage  zwischen  zwei  gegebenen  festen  Pxmkten  gleich 

JVüds. 

Dies  Integral,  das  für  die  gegebene  Länge  der  Schnur  zwischen  den  «<■ 
gebenen  Punkten  zu  nehmen  ist,  muss  ein  Minimum  sein,  wäbrend  du 
unbestimmte  Integral  5,  von  einem  Endpunkt  an  bis  zum  Punkte  (x,y,»! 
genommen,  durch  die  Aenderungen  der  liagen  dieses  Punktes  nicht  ge- 
ändert wird.    Nach  den  Principien  der  Variationsrechnung  mu»  <J*b*' 

^  fVads  +fx&ds  =  0 

sein,  wo  X  eine  zu  eliminirende  Function  von  x^  y,  z  ist. 
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•  Nnn  ist  c  eine  Function  von  ä,  und  da  s  sicli  nicht  ändert,  wenn  ic,  y,  -^ 
n  Ä-|-<fa?,  y+-<^y,  -?  +  <f-8r  (die  Coordinaten,  welche  derselbe  Punkt  der 
Kette  in  einer  anderen  Lage  hat)  übergehen,  so  erhält  man 

cr(cr7)  =  ü9V  z==  —  c  {X&x-{-  Ydy  +  Zdz). 

Pemer  ist 

-  ,    dxddx  +  dyddy  -f-  dzdSs 

'da 

Wenn  wir  diese  beiden  Formeln  auf  die  vorige  Gleichung  anwenden  und 
las  letzte  Glied  derselben  auf  die  gewöhnliche  Weise  partiell  integi'iren, 
io  erhalten  wir 


ds 
and  hieraus  endlich 


+  [.Z  +  |j(T;rTl|^)]^^)  =  o. 


da 

d^ 
da 


Wird  hierin  T  für  V  a  -\'  X  geschrieben ,  so   stimmen   diese  Gleichungen 
mit  §  578  (1)  überain. 

580.  Die  gemeine  Kettenlinie.  —  Die  Form  der  gemeinen 
Kett«nlinie  (§  574)  kann  natürlich  mit  Zugrundelegung  der  Diffe- 
rentialgleichnngen  (§  Ö78)  der  Kettenlinie  im  Allgemeinen  unter- 
sucht werden.  Es  ist  aber  zweckmässig  und  lehrreich,  diese  Curve 
sa  behandeln,  ohne  eins  der  schon  erhaltenen  Resultate  zu  be- 
nutzen, nnd  dadurch  eine  Erläuterung  der  in  §  575  dargelegten 
dritten  Methode  zu  geben. 

Dritte  Methode.  —  Wenn  die  Kette  im  Gleichgewicht  sich  befin- 
det, so  können  wir  voraussetzen,  ein  beliebiger  Bogen  derselben  werde 
starr,  ohne  dass  das  Gleichgewicht  gestört  wird.  Die  einzigen  auf  die- 
sen starren  Körper  wirkenden  Kräfte  sind  die  Spannungen  in  seinen  End- 
punkten nnd  sein  Gewicht.  Die  Bichtungen  dieser  drei  Kräfte  müssen 
nach  §  564  einer  Ebene  angehören,  und  da  eine  derselben  vertical  ist, 
so  liegt  die  ganze  Curve  in  einer  Yerticalebene.  Diese  Ebene  sei  die  x  z 
Ebene,  nnd  es  seien  Xq,  -PqJ  a^i,  z-^  die  Coordinaten  der  Endpunkte  de«  als 
starr  angesehenen  Bogens,  a^  und  a-^  Bogenlängen  von  einem  beliebig  ge- 
wählten Curvenpnnkte  an  bis  zu  den  Punkten  (rBo,  z^^  (a^i,  -?i),  endlich 
7*0  und  7j  die  Spannungen  in  diesen  Punkten.  Nehmen  wir  dann  die 
horizontalen  Componenten  der  Kräfte,  so  finden  wir 


'•(drl  -  '^ (ds),' 
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T  (■,— )  i«t  folglich   in  der  ganzen   Curve  oonstant.     Ferner  fahren  die 
verticalen  Componenten  der  Kräfte  zu  der  Oleii^ong 

wenn  das  Gewicht   der  Masseneinheit  als  Einheit  der   Kraft  genommes 
wird. 

Ist  also  Tq  die  Spannong  im  tiefeten  Pnnkte  der  Curve,  wo  —  =  *• 

and  s  =  0  ist,  and  T  die  Spannong  in   einem   beliebigen    Punkte  {x.  a 
der  Curve,  so  erhalten  wir 


Hieraus  folgt 

oder 
(2) 


<P« ds  -1  /  /de\^ 


Die  Integration  dieser  Gleichung  liefert 

und  die  Constante  ist  Null,  wenn  wir  den  Anfangspunkt  so  wählen,  das 

dz 
X  =  0   i8t,   wenn   man  -=—  =  0  hat,  d.  h.  da,  wo  die  Kette  horizontsl 

ax 

ist.     Es  ist  dann 

(3) 

folglich 


ü+V^^W-'^-'. 


a  a 


und  wir  erhalten  durch  nochmalige  Integration 

TT     ,  £  _?-•. 

^  -I-  C"  =  ^  (e^o    +  €    7-0  \ . 

Hierfür  kann  man 

(4)  e  =  ±  (c«  +  e     a^ 

schreiben,  die   gewöhnliche   Gleichung  der  Kettenlinie,  wenn   die  xAxt 

T 

in  der  Entfernung  a  oder  -Ö  unter  dem  hoi-izontalen  Element   der  Kett* 

ö" 

angenommen  wird. 

T 

Die  Coordinaten  dieses  Elements  sind  danach  ar  =  0,  ^  =r  —    =  ti. 

if 

Der  letztere  Ausdruck  zeigt,  dasH 
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IS  also  die  Spannung  ini  tiefsten  Punkt  der  Kette  (und  somit  auch  die 
rizontale  Componente  der  Spannung  in  jedem  Punkte)  gleich  dem  Ge- 
cht  einer  Länge  a  der  Kette  ist. 

Nun  ist   jT  =  Tq  ;t--  [nach  (l)]=iaz  [nach  (4)],  und  daraus  schlies- 

i  wir  Folgendes:  — 

Die  Spannung  in  einem  Punkte  ist  gleich  dem  Gewicht  eines 
leils  der  Kette,  welcher  gleich  der  verticalen  Ordinate  dieses  Punk- 
t  ist. 

581.  Entsprechendes  kinetisches  Problem.  —  Aus  §  576 
gt  unmittelbar,  dass,  wenn  ein  Massenpunkt,  der  die  Einheit 
r  Masse  enthält,  irgend  eine  Kettenlinie  entlang  mit  einer  Ge- 

iwindigkeit  s  bewegt  wird,  welche  gleich  dem  numerischen  Maass 
der  Spannung  in  jedem  Punkte  ist,  die  diese  Bewegung  des  Punk- 
I  erzeugende  Kraft  mit  der  Resultante  der  an  demselben  Orte 
f  die  Kettenlinie  einwirkenden  äusseren  Kraft  in  derselben  Rieh- 
Dg  liegt  und  gleich  dem  Product  aus  T  in  die  für  die  Län- 
neinheit  genommene  Grösse  dieser  Kraft  ist.  Denn  wenn  wir  mit 
die  Tangentiale  und  (wie  früher)  mit  N  die  normale  Componente 
r  in  irgend  einem  Punkte  P  der  Kettenlinie  thätigen,  für  die  Län- 
meinheit  genommenen  Kraft  bezeichnen,  so  ist  nach  §  576  (1)  8 

B  für  die  Längeneinheit,  folglich  Ss  die  für  die  Zeiteinheit  ge- 

«nmene  Grösse  der  Variation  von  8.     Es  ist  also 

s  =  Sa  =  8  T, 

er  (§  259)  die  tangentiale  Componente  der  auf  den  in  Bewegung, 
findlichen  Punkt  einwirkenden  Kraft  ist  gleich  8T.  Weiter  ist 
cb  §  576  (3) 

Q         Q 

ier  die  Centrifugalkraft  des  in  Bewegung  befindlichen  Punktes  in 
m  Krümmungskreise  seiner  Bahn,  d.  h.  die  normale  Componente 
r  auf  ihn  wirkenden  Kraft,  ist  gleich  NT,  Endlich  hat  diese 
raft  nach  (2)  dieselbe  Richtung  wie  N,  Wir  sehen  daher ,  dass 
6  Richtung  der  gesammten  auf  den  Punkt  wirkenden  Kraft  die- 
tbe  ist,  wie  diejenige  der  Resultante  von  8  und  Ny  und  dass  ihre 
rosse  das  T-ÜLche  der  Grösse  dieser  Resultante  ist. 

Oder  nehmen  wir  in  der  Differentialgleichung  des  §  578 

^  =dt 
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an,  so  ergibt  sich 

welche  Pormebi  denselben  Schiusa  gestatten. 

Wenn  <r  constant  ist  und  die  Kräfte  einem  conservativen  ST!4aa 
angehören,  so  haben  wir  nach  §  578  (2),  wenn  V  das  Pot-ential  in  einoi 
beliebigen  Punkte  der  Schnur  ist, 

r  =  a  F  -I-   C. 

Ist  also  Z7  =  Va  (<r  F  -|-  C)^^  so  gehen  jene  Gleichungen  über  in 

d^___dUd^____dU    d^____  dU  ! 

d(2  —         dx'   dt^~~         dy'    dt^^         dz' 

Die  Integrale  dieser  mit  der  Kettenlinie  verträglichen  Gleichungen 
nur  die,  für  welche  die  Constante  der  Energie  so  beschaffen  ist,  da» 

8«  =  2  C  hat. 

m 

582.     Beispiele.  —  Wir  sehen  somit,  wie  man  ans  den 
geläufigeren    Problemen    der  Kinetik    eines  Massenpnnktes  oni 
telbar  merkwürdige  Fälle  von   Kettenlinien  herleiten  kann.    YTi 
z.  B.  ein  Massenpnnkt  nnter  der  Einwirkung  einer   constant^n 
parallelen  Linien  wirkenden  Kraft  steht,  so  bewegt  er  sich  (Ü 
Vin)   in   einer  Parabel  von   verticaler    Axe,  und  seine  Geschrt 
digkeit   ist   in  jedem  Punkte  gleich   derjenigen,   welche  die  Ki 
erzeugt,  wenn  sie  einen  Weg  hindurch   wirkt,  welcher  gleich 
Abstände  des  Punktes  von  der  Direktrix  ist.     Wird  dieser  AI 
mit  z  und  die  constante  Kraft  mit  /  bezeichnet ,  so  ist  in  der 
hörigen  parabolischen  Kettenlinie 

und  die  auf  die  Kettenlinie  wirkende  Kraft  ist  der  Axe  parallel  fli| 
für  die  Längeneinheit  gleich 

f^    oder     y  L.  ' 

V2fe  y    2z 

Wenn  also  die  auf  die  Kettenlinie  wirkende  Kraft  die  Schwere  M 
so  muss  ihre  Axe  vertical  (der  Scheitel  ist  bei  stabilem  GleichgewieM 
natürlich  unten)  und  die  für  die  Längeneinheit  genommene  }hd 
in  einem  beliebigen  Punkte  der  Quadratwurzel  des  Abstandes  ^ 
ses  Punktes  von  der  Direktrix  umgekehrt  proportional  sein.  Ptf 
aus  geht  hervor,  dass  das  Gesammtgßwicht  irgend  eines  Bogens  dtf 
Horizontalprojection  desselben  proportional  ist.  Weiter  werden  ^ 
später  bei  der  Betrachtung  der  Cometenbewegungen  beweisen,  dtf 
sich  ein  materieller  Punkt  in  einer  Parabel  bewegt,  wenn  eine  m 
einem  festen  Punkte  hin   gerichtete   Kraft  «uf  ihn   wirkt,  die  «^ 


V 
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-Kungekehrt  wie  das  Quadrat  des  Abstandes  von  diesem  Punkte  än- 
dert, und  wenn  seine  Geschwindigkeit  diejenige  ist,  die  er  durch 
einen  Fall  von  einer  unendlich  entfernten  Ruhelage  aus  erlangt  ha- 
"ben  würde.     Da  diese  Geschwindigkeit  in  einem  Abstände  r  gleich 

2  a 

ist,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  §  581 ,  dass  eine  Schnur  in 

derselben  Parabel  herabhängt,  wenn  sie  unter  dem  Einflüsse  einer 
nach  demselben  Centrum  hin  gerichteten  Eraffc  von  der  Grösse 

steht  Wenn  aber  die  Länge  der  Schnur  zwischen  den  beiden 
festen  Punkten  geändert  wird,  während  die  Centralkraft  noch  dem- 
selben Gesetze  folgt,  so  wird  die  geänderte  Kettenlinie  nicht,  mehr 
parabolisch,  sondern  die  Bahn  eines  materiellen  Punktes  sein,  auf 
w^elchen  eine  Centralkraft  von  der  Grösse 

(<'+Vf)VS 

wirkt;  denn  die  Spannung  ist  jetzt  im  Abstände  r  vom  Anfangs- 
punkte nicht  mehr  1/  — ^,  sondern  (§581)  C  -|-  l/  —  • 

583.  Umkehrung  der  Aufgäbe.  —  Wenn  es  sich  darum 
handelt,  die  gegen  einen  gegebenen  festen  Punkt  gerichtete  Kraft 
zu  bestimmen,  unter  deren  Einwirkung  eine  Schnur  in  einer  belie- 
big gegebenen  ebenen  Curve  herabhängt,  deren  Ebene  diesen  festen 
Punkt  enthält,  so  können  wir  die  Antwort  unmittelbar  aus  der  Lö- 
sung des  entsprechenden  Problems  der  Theorie  der  „centralen  Kräfl^e" 
entnehmen.  Aber  auch  die  aUgemeinen  Gleichungen,  §  578,  lassen  sich 
immer  mit  Leichtigkeit  anwenden,  wie  z.  B.  auf  den  folgenden  um- 
gekehrten Fall  der  Gravitationskettenlinie,  der  zuweilen  von  Nutzen 

ist:  — 

Man  soll  den  Querschnitt  für  jeden  Punkt  einer  aus 

gleichförmigem  Material  bestehenden  Kette  von  der  Be- 
schaffenheit bestimmen,  dass,  wenn  ihre  Endpunkte  fest 
sind,  die  von  ihrem  Gewichte  erzeugte  Spannung  in  jedem 
Punkte  der  Stärke  (d.  i.  der  Grösse  des  Schnittes)  in  die- 
sem Punkte  proportional  sei.  Ferner  soll  man  die  Form 
der  Curve  bestimmen,  in  welcher  die  Kette  herabhängt, 
und  welche  man  die  Kettenlinie  gleichförmiger  Stärke 
nennt. 

Thomson  u.  Tait,  theoretische  Physik.    IT.  8 
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Da  hier  die  Schwere  die  einzige  äassere  Kraft  ist,  so  befiadet  sui 
die  ganze  Kette  in  einer  Yerticalebene.  Eine  horizontale  Linie  die>«r 
Ebene  wollen  wir  znr  xAxe  nehmen.  Ist  /i  das  für  die  LängeneinLeh 
genommene  Gewicht  der  Kette  im  Punkte  (rc,  e),  so  gehen  unsere  Gfci- 
chungen  [§  578  (l)]  über  in 

Der  Voraussetzung  nach  ist  aber  T  proportional  /i,  also  etwa  T  =  ^«. 
Ist  also  /U0  der  Werth,  welchen  fi  in  dem  am  tiefsten  gelegenen  Pukii 
hat,  so  folgt  aus  der  ersteren  Gleichung 

ds 

und  mit  Bücksicht  hierauf  geht  die  zweite  Gleichung  über  in 

d    (dz\  __\    da 

ds  \dx)        h  dx' 

oder  .In  ' 

dx^       6  L    ^  \dx)  J 

Eine  erste  Integration  liefert  jetzt 

dz        X 
dx       b 

und  wir  brauchen  keine  Constante  hinzuzufügen,  wenn  wir  die  d;Axe  i» 
wählen,  dass  sie  die  Curve  in  ihrem  tiefsten  Punkte  berührt.  Wird  4* 
letzte  Gleichung  integrirt,  so  folgt 

und  auch,  hier  ist  keine  Constante  hinzvizufugen,  wenn  der  tiefste  Posb 
der  Curve  zum  Coordinatenanfangspunkt  genommen  wird.  Diese  Gla- 
chung  kann  auf  die  Form 

gebracht  werden,  und  diese  Form  lässt  erkennen ,  dass  die  Curve  vwii^ 
cale  Asymptoten  hat,  deren  Horizontalabstand  von  einander  nb  betiifi!^ 
Danach  ist  es  leicht,  für  beliebige  Data  über  die  Dehnbarkeit  und  <&* 
specifische  Schwere  des  angewandten  Materials  die  grosste  in  irgcai 
einem  Falle  erreichbare  Spannweite  zu  berechnen. 

584.    Eine  biegsame  Schnur  auf  einer  glatten  ruche.— 

Wenn  eine  vollkommen  biegsame  Schnur  über  eine  glatte  Obe^ 
fläche  gespannt  wird,  und  wenn  in  allen  ihren  Punkten  keine  »a- 
dere  Kraft,  als  der  Widerstand  dieser  Oberfläche  auf  sie  wirkt,  »^ 
wird  sie,  falls  sie  sich  in. stabilem  Gleichgewicht  befindet,  eine  liiü«! 
bilden,  von  welcher  jedes  beliebige  Stück  kleiner  ist,  als  jede  andere 
zwischen  denselben  Punkten  auf  der  Oberfläche  gezogene  Linie. 
Denn  (§  564)  ihr  Gleichgewicht  kann  weder  gestört,  noch  insUfcö 


isiaiiK  lesier  innriiaissigT^  A^xfr»., 


*  <  i» 


gemacht  werden,  dadurch  dass  man  in  spvei  beliebigen  Punkten,  in 
denen  sie  anf  der  Oberfläche  ruht,  Haken  über  sie  setzt,  durch  di^ 
sie  frei  hindurchgleiten  kann,  und  f&r  den  zwischen  diesen  Punkten 
liegenden  Theil  ist  die  Bedingung  des  stabilen  Gleichgewichts  die 
eben  angegebene. 

Da  in  diesem  Falle  keine  tangentiale  Kraft  auf  die  Schnur 
-wirkt,  und  da  die  Kormalkr'aft,  der  sie  unterliegt,  die  Kichtung  der 
an  die  Oberfläche  gezogenen  Normalen  hat,  so  muss  (§  576)  ihre 
OBculatorische  Ebene  die  Oberfläche  überall  unter  rechten  Winkeln 
Bcbneiden.  Diese  Betrachtungen,  dib  sich  leicht  in  die  reine  Geo- 
metrie übertragen  lassen,  fuhren  zur  Fundamental-Eigenschaft  der 
aaf  irgendwelchen  Oberflächen  gezogenen  geodätischen  Linien.  Die 
analytischen  Untersuchungen  der  §§  578,  579  bilden,  wenn  man  sie 
auf  den  Fall  einer  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  über  eine  ge- 
gebene glatte  Oberfläche  gespannten  Kette  von  nicht  gegebener 
Lffinge  anwendet,  den  directen  analytischen  Beweis  dieser  Eigen- 
schaft. 

In  diesem  Falle  liegt  es  auf  der  Hand,  dass  die  Spannung  der 
Schnur  in  allen  Punkten  die  nämliche«  und  dass  der  Druck,  welchen 
die  Oberfläche  auf  die  Schnur  ausübt  [§  576  (3)],  in  jedem  Punkte 
der  Krümmung  derselben  proportional  ist. 

585.  Eine  biegsame  Schnur  auf  einer  rauhen  Fläche.  — 
Da  keine  der  vorhandenen  Oberflächen  vollkommen  glatt  ist,  so 
kann  eine  Schnur  oder  Kette  sich  in  Ruhe  befinden,  auch  wenn  sie 
längs  einer  so  langen  geodätischen  Linie  auf  einem  convexen  star- 
ren Körper  ausgespannt  ist,  dass  die  Länge  zwischen  ihren  End- 
punkten kein  Minimum  ist.  In  der  Praxis,  wie  z.  B.  beim  Binden 
einer  Schnur  um  eine  Kugel,  ist  es  aber  zur  dauernden  Sicherheit 
nöthig,  in  einer  Beihe  von  Punkten,  die  so  nahe  an  einander  liegen, 
dass  jeder  freie  Theil  der  Curve  auf  der  Oberfläche  ein  wirkliches 
Minimum  werde,  Häkchen  oder  dergleichen  anzubringen  und  da- 
durch die  Schnur  zu  verhindern,  zur  Seite  abzugleiten. 
y  ^  586.  Ein  um  einen  rauhen  Cylinder  gewundenes  SeiL — 
Einen  in  der  Praxis  wichtigen  Fall  dieser  Art  liefert  die  Betrach- 
tung eines  um  einen  rauhen  Cylinder  gewundenen  Seils.  Wir  wol- 
len voraussetzen,  dasselbe  liege  in  einer  zur  Axe  senkrechten  Ebene, 
da  wir  durch  diese  Annahme  die  Frage  erheblich  vereinfachen,  ohne 
die  Anwendbarkeit  der  Lösung  merklich  zu  beeinträchtigen.  Zur 
Vereinfachung  wollen  wir  weiter  annehmen,  dass  auf  das  Seil  keine 
Kräfte  wirken,  ausser  den  Spannungen  und  der  Reaction  des  Cy- 
linders.     In  der  Praxis  ist  dies  der  Voraussetzung  äquivalent,  dass 

8* 
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die  Spannungen  und  die  Reactionen  sehr  gross  seien  im  Yergleidi 
pit  dem  Gewicht  des  Seils  oder  der  Kette.  Biese  Voranssetzimg 
ist  freilich  in  einigen  wichtigen  FäUen  nnznlässig,  besonders  in 
Fällen,  wie  sie  bei  der  Anwendung  des  Princips  auf  die'  beim  Le- 
gen unterseeischer  Kabel  benutzten  Hemmungen,  auf  Dynamometer 
und  auf  Winden  mit  horizontalen  Axen  vorkommen. 

Wenn  B  der  Widerstand  in  Richtung  der  Normale  ist,  den  di« . 
Längeneinheit  der  Schnur  in  irgend   einem  Punkte  vom  Cy linder 
erfahrt,  wenn  femer  T  und  T  -\-  d  T  die  Spannungen  in  den  End- 
punkton eines  Bogens  Ss  sind,  und  wenn  dO'^er  Winkel  zwischen 
den  Richtungen  dieser  Spannungen  ist,  so  haben  wir,  wie  in  §  576. 

und  die  ins  Leben  gerufene  Reibung  ist  offenbar  gleich  d  T.  WeoB 
das  Seil  im  Begriff  ist,  eine  gleitende  Bewegung  anzunehmen,  so  i 
hat  die  Reibung  ihren  grössten  Werth,  und  dann  können  im  setaes 

dT=  fiiJds  =  fiTd^.  I 

Durch  Integration  folgt  hieraus 

und  diese  Formel  zeigt,  dass  die  Spannung  des  Seils  für  gleiche 
successive  Gesammtkrümmungen  (§  10)  in  geometrischer  Pn>- 
gression  zunimmt.  Um  eine  Vorstellung  davon  zu  geben,  wie  grose 
die  Spannung  auf  diese  Weise  werden  kann,  wollen  wir  fi  =0,5: 
d'  =  IC  annehmen;  dann  ist 

T  =  To  c®'^''  =  4,81  To  (näherungsweise). 

Wenn  also  das  Seil  drei  Mal  um  den  Pfosten  oder  Cylinder  gewin- 
den  wird,  so  stehen  die  Spannungen  seiner  Endpunkte  im  Augen- 
blick, wo  es  im  Begriff  ist,  eine  Bewegung  anzunehmen,  in  den 
Yerhältniss 

(4,81)«  :  1  oder  ungefähr  12390  :  1. 

Wir  sehen  daraus,  wie  ein  einziger  Mann  mittels  der  Reibung  leicht 
die  Bewegung  des  grössten  Schiffes  hemmen  kann,  dadurch  dass  er 
einfach  ein  Seil  mehrmals  um  einen  Pfosten  wickelt.  In  ähnlicher 
Weise  wird  die  Reibung  in  vielen  anderen  Fällen,  namentlich  bei 
Dynamometern,  mit  grossem  Nutzen  angewandt. 

587.  Mit  Hülfe  der  vorhergehenden  Betrachtung  kann  der 
Leser  leicht  selbst  die  Formeln  für  die  Lösung  des  aUgemeineo 
Problems  ausarbeiten,  in  welchem  ein  einer  rauhen  Oberfläche  anf- 
liegendes Seil  unter  der  Einwirkung  beliebiger  Kräfte  steht.    Die^ 
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Formeln  sind  nicht  so  wichtig  oder  interessant,  dass  sie  hier  Platz 
finden  sollten. 

588.  Elastische  Drahte*  --  fiinen  länglichen  Körper  von 
elastischem  Material  werden  wir  der  Kürze  wegen  allgemein  einen 
Draht  nennen.  Ein  bis  zu  irgend  einem  Grade  gebogener  oder 
^etdrillter  Draht  bietet,  wenn  nur  der  Krümmungsradius  und  der 
reciproke  Werth  der  Drillung  (§  119)  überall  sehr  gross  sind  im 
Vergleich  mit  der  grössten  Querdimension,  einen  Fall  dar,  in  wel- 
chem, wie  wir  sehen  werden,  die  Lösung  der  allgemeinen  Gleichun- 
gen für  das  Gleichgewicht  eines  elastischen  festen  Körpers  entwe- 
der in  endlichen  Ausdrücken  angegeben,  oder  auf  yergleichsweise 
leichte  Fragen  reducirt  werden  kann,  die  hinsichtlich  der  mathema- 
tischen Bedingungen  mit  einigen  der  elementarsten  Probleme  der 
Hydrokinetik,  der  Elektricität  und  der  Wärmeleitung  übereinstim- 
men. Diese  Probleme  sind  übrigens  nur  zu  dem  Zwecke  zu  lösen, 
um  gewisse  von  dem  Querschnitt  des  Drahtes  und  der  elastischen 
Beschafifenheit  seiner  Substanz  abhängige  Constanten  zu  bestimmen, 
welche  ein  Maass  für  seinen  Widerstand  gegen  eine  Biegung  und 
Drillung  liefern.  Wenn  die  Biegungs-  und  Drilhmgsconstanten,  wie 
wir  jetzt  voraussetzen,  durch  theoretische  Berechnung  oder  auf  expe- 
rimentellem Wege  bestimmt  sind,  so  wird  die  Untersuchung  der  Ge- 
stalt und  der  Drillung  einer  beliebigen  Länge  des  Drathes,  unter  der 
Einwirkung  beliebiger  Kräfte,  welche  keine  Verletzung  der  oben  aus- 
gesprochenen Bedingung  hervorbringen,  ein  Gegenstand  der  mathe- 
matischen Analysis,  dessen  Behandlung  nur  die  Principien  und 
Formeln  aus  der  Geometrie  oder  Kinematik  erfordert,  welche  die 
Theorie  der  Krümmung  (§§  5  bis  13)  und  der  Drillung  (§§  119 
bis  123)  ausmachen. 

589.  Bevor  wir  auf  die  allgemeine  Theorie  der  elastischen 
festen  Körper  eingehen,  werden  wir  nach  dem  in  §  573  angegebe- 
nen Plane  die  dynamischen  Eigenschaften  eines  vollkommen  elasti- 
schen Drahtes  untersuchen  und  seine  Gleichgewichtsbedingungen  be- 
stimmen. Wir  lassen  dabei  keine  andere  Bedingung  oder  Beschrän- 
kung der  Umstände,  als  die  in^§  588  angegebene  zu,  und  setzen 
keine  besondere  Beschafifenheit  der  Substanz  (isotropische  oder  kry- 
stallinische,  faserige  oder  blättrige  Structur)  voraus.  Der  folgende 
kurze  geometrische  Excurs  ist  eine  passende  Einleitung:  — 

590.  Znsammensetsung  und  Zerlegung  von  Krümmun- 
gen in  einer  Curve.  —  Wie  man  Krümmungen  mit  einander  oder 
mit  Drillungen  geometrisch  verbindet,  erhellt  aus  den  oben  gegebe- 
nen Definitionen  und  Principien  über  die  Krümmung  (§§  5  bis  13) 
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nnd  Drillimg  (§§  119  bis  123)  and  ans  der  in  §  96  erörterten  Zn- 
sammensetznng  von  Winkelgeschwindigkeiten.  Wenn  z.  B.  eiic 
Linie  0  T  eines  starren  Körpers  beständig  der  Tangente  PT  in 
einem  Punkte  F  parallel  bleibt ,  der  sich  mit  der  Einheit  der  Ge- 
schwindigkeit längs  einer  ebenen  oder  gewundenen  Curve  hewegt, 
so  besitzt  der  Körper  um  eine  zu  0  T  und  zum  Krümmungsradiii 
senkrechte  Aze  (d.  h.  senkrecht  zur  osculatorischen  Ebene)  eine 
Winkelgeschwindigkeit,  die  numerisch  gleich  der  Krümmung  iii 
Ausserdem  kann  man  den  Körper  mit  einer  beliebigen  Winkelge- 
schwindigkeit um  0  T  rotiren  lassen.  Wenn  z.  B.  eine  Linie  Oi 
.desselben  beständig  einer  QuerHnie  (§120)  PÄ  parallel  bleiU,. 
so  wird  die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  des  starren 
Körpers  um  0  T  in  jedem  Augenblick  gleich  der  Drillung  (§  120) 
sein,  welche  in  diesem  Punkte  der  Gurre  die  Querlinie  um  dem 
Tangente  erfährt.  Weiter  kann  die  Winkelgeschwindigkeit  um  Öi 
in  Componenten  um  zwei  Linien  OK,  OL  zerlegt  werden ,  die  a 
einander  und  zu  OT  senkrecht  sind,  und  die  Gesammtkrümmung 
der  Curve  lässt  sich  demgemäss  in  zwei  Krämmungscomponentei 
zerlegen ,  deren  Ebenen  beziehungsweise  senkrecht  zu  jenen  bei- 
den Linien  sind.  Die  Grösse  jeder  dieser  Krämmungscomponentei 
ist  natürlich  gleich  dem  Product  aus  der  Gesammtkrummui^g  in  da 
Cosinus  des  Neigungswinkels  zwischen  ihrer  Ebene  und  der  oect- 
latorischen  Ebene,  und  somit  leuchtet  ein,  dass  jede  Krümmimg»- 
componente  einfach  die  Krümmung  der  Protection  der  gegebena 
Curve  auf  die  Ebene  der  Componente  ist*).^ 

591.  Gesetze  der  Biegung  und  Torsion.  —  Die  yoUsUn- 
dige  Theorie  der  elastischen  Drähte  zeigt,  wie  man  die  Constaiita 
des  Widerstandes,  den  der  Körper  einer  Biegung  und  Torsion  eair 
gegensetzt,  aus  der  Form  seines  Querschnitts  und  den  geeigneta 
Daten  in  Betreff  der  elastischen  Eigenschaften  seiner  Substanz  theo- 
retisch bestimmen  kann.  Ausserdem  lehrt  sie  einfach,  dass  der  un- 
ter der  Einwirkung  der  Kräfte  stehende  Draht,  so  lange  seine  De- 
formation die  in  §  588  angegebene  Grenze  nicht  überschreitet,  fol- 
genden Gesetzen  gehorcht:  — 


*)  Die  Krümmung  der  Projection  einer  Curve   auf  eine   Ebene,   die  mit  itt 
osculatorischen  Ebene  den  Winkel  «  bildet,  ist  —  cottt,     wenn    die    Ebene  Jff 

Tangente  parallel  ist,  und  1— ,   wenn    die   Ebene    der   Hauptnormale  (oder 

dem  Radius  der   absoluten  Krümmung)  parallel    ist.     Es   ist   nicht   schwer,  jeJei 
dieser  Ausdrücke  zu  beweisen. 
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Die  geBammte  Wechs^wirkimg  zwischen  den  Tbeilen  des  Drah- 
tes zn  beiden  Seiten  des  Qaerschnitts  in  irgend  einem  Punkte  (es 
ist  dies  natürlich  die  Wirkung  der  Masse,  welcher  der  Schnitt- 
ebene unendlich  nahe  auf  der  einen  Seite  liegt,  auf  die  Masse,  welche 
sich  in  unendlich  kleiner  Entfernung  auf  der  anderen  Seite  der 
Schnittebene  befindet)  werde  auf  eine  einzige  durch  irgend  einen 
Punkt  des  Schnittes  gehende  Kraft  und  auf  ein  einziges  Kräftepaar 
reducirt.    Dann  sind 

I.  die  Drillung  und  Krümmung  des  Drahtes  in  der  Nähe  dieses 
Schnittes  von  der  Kraft  unabhängig  und  hängen  nur  Ton  dem  Kräfte- 
paare ab. 

II.  Die  Krümmungen  und  die  Grössen  der  Drillung,  die  Yon  mehre- 
ren Kräftepaaren  einzeln  erzeugt  werden,  geben  als  geometrische  Resul- 
tante diejenige  Krümmung  und  Drillung,  die  durch  eine  der  Resultante 
jener  Kräftepaare  gleiche  Wechselwirkung  wirklich  erzeugt  werden. 

593.     Wir  fügen  hinzu,  obgleich  es  für  unseren  jetzigen  Zweck 
nicht  nöthig  ist,  dass  es  in  dem  Querschnitt-  einen  bestimmten  Punkt 
▼on   der  Beschaffenheit  gibt,  dass,  wenn  man  ihn  als  den  Punkt 
wählt,  in  welchen  die  Kräfte  versetzt  werden,  ein  höherer  Grad  der 
Annäherung  für  die  Erfüllung  dieser  Gesetze  erlangt  wird,  als  wenn 
irgend  ein    anderer  Punkt    des  Schnittes   gewählt  würde.    Diesen 
Punkt,  der,  wenn  der  Querschnitt  des  Drahtes  aus  einer  gleichförmi- 
gen Substanz  besteht,  der  Trägheitsmittelpunkt  der  Schnittfläche 
ist,    werden  wir  allgemein  den  elastischen  Mittelpunkt  oder   den 
Mittelpunkt  der  £lasticität  des  Schnittes  nennen.     Derselbe  hat  die 
folgende  wichtige  Eigenschaft:  —  Die  Verbindungslinie  der  elasti- 
schen Mittelpunkte  oder,  wie  wir  sie  nennen  werden,  die  elastische 
Centrallinie  ändert  ihre  Länge  nicht  merklich,  weni^  man  den  Draht 
innerhalb  der  (§  588)  angegebenen  Grenzen  einer  beliebigen  Bie- 
gnng  und  Drillung  unterwirft.     Die  Ausdehnung  oder  Zusammen- 
xiehung,  welche  die  yemachlässigte  resultirende  Kraft  erzeugt  (wenn 
diese  überhaupt  eine  solche  Richtung  hat,  dass  sie  eine  derarij^ge 
Wirkung  heryorbringt),  wird  bewirken,  dass  die  Linie,  die  in  al- 
ler Strenge  ihre  Länge  unverändert    beibehält,  in  jedem  ^ 
Theil  des  Drahtes,  der  eine  endliche  Krümmung  hat,  nur  unendlich 
wenig  von  der  elastischen  Centrallinie  abweicht.    In  jedem  geraden 
Drahttheil  wird  es  freilich  offenbar  keine  Linie  geben,  die  ihre 
Länge  unverändert  beibehielte;   da  aber  die  ganze  Verlänge- 
rung im  Vergleich  mit  den  Wirkungen,  mit  denen  wir  es  zu  thun 
haben,  unendlich  klein  sein  würde,  so  bildet  dieser  Fall  keine  Aus- 
nahme von  dem  ausgesprochenen  Satze. 
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593.  Botationen»  welche  einei^  Biegung  und  Tonioo 
entsprechen.  —  Betrachten  wir  jetzt  einen  Draht  von  übenfl 
gleichförmiger  Substanz  und  Form,  der  von  Natur  gerade  ist  Dmtk 
seine  noch  gerade  elastische  Gentrallinie  denken  wir  uns  zwei  be- 
liebige zu  einander  senkrechte  Coordinatenebenen  gelegt,  welche 
den  durch  P  gehenden  Normalsohnitt  in  den  Linien  PK  und  PI» 
schneiden.  Diese  beiden  Linien  (von  denen  wir  annehmen,  dass  sie 
zu  der  Substanz  gehören  und  sich  mit  derselben  bewegen)  werden 
mit  einander  und  mit  der  Tangente  PT  an  die  Gentrallinie  Win- 
kel bilden,  deren  jeder  nur  unendlich  wenig  von  einem  Rechten  ab- 
weicht, wie  auch  der  Draht  innerhalb  der  angegebenen  Grenaen 
gebogen  oder  gedrillt  wird.  Es  seien  nun  x  und  k  die  KrAmmongi- 
componenten  (§  Ö90)  in  den  beiden  durch  PT  gelegten  zu  PK^ 
PL  senkrechten  Ebenen,  und  r  die  Drillung  (§  120)  des  Drahte« 
in  P.  Wir  haben  in  §  590  gesehen,  dass,  wenn  sich  P  mit  der 
Einheit  der  Geschwindigkeit  die  Gurve  entlang  bewegt,  ein  starrer 
Körper  mit  drei  rechtwinkligen  Goordiuatenaxen  0^,  0  ^L^  0/. 
welche  beständig  PK^  PL^  PT  parallel  bleiben,  beziehungsweise 
die  Winkelgeschwindigkeiten  x,  A,  r  um  diese  Axen  haben  wird. 
Wenn  also  der  Punkt  P  und  die  Linien  PK,PL,PT'm  Rohe 
bleiben,  während  der  Draht  von  seinem  anfanglichen  Zustande  am 
in  einen  anderen  Zustand  gebogen  und  gedrillt  wird,  so  werden 
die  durch  irgend  einen  P  unendlich  nahe  liegenden  Punkt  P  g^ 
henden  Goordiuatenaxen  PE!,  P' L\  P' T*  eine  Rotation  erleiden, 
die  aus  x.PP'  um  P K\  X.PP  um  P' L'  und  t.PP  um  Pt 
besteht. 

594.  Potentielle  Energie  der  elastischen  Kraft  in  einea 
gebogenen  und  gedrillten  Drahte.  —  Betrachten  wir  jetxt  die 
ins  Leben  gerufenen  elastischen  Kräfte,  so  sehen  wir,  dass,  wenn 
dieselben  ein  conservatives  System  bilden,  die  zum  Biegen  nnd 
Drillen  eines  Drahttheils  aus  seinem  undeformirten  in  seinen  wirk- 
lichen Zustand  erforderliche  Arbeit  nur  von  seiner  Gestalt  in  di^ 
s'en  beiden  Zuständen  abhängt.  Bezeichnet  demnach  io,PP  <» 
Grösse  dieser  Arbeit  für  die  unendlich  kleine  Länge  PP'  des  Dr»!»- 
tes,  so  muss  w  eine  Function  von  x,  A,  r  sein ;  wenn  also  JT,  A  ^ 
die  Gomponenten  des  resultirenden  Eräftepaars  aller  Kräfte  be«ad>* 
nen,  die  auf  den  durch  P  gehenden  Schnitt  wirken  müssen,  o» 
den  Theil  PP'  in  seinem  deformirten  Zustande  zu  erhalten,  so  tf" 
gibt  sich  aus  §§  240,  272,  274,  dass 

(1)  K8%  =  S^w,   LdX  =  dxw,    TSt  =  SxW 
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ist,  wo  ^jr^y  ^X^j  ^t^  die  Zonajimen  von  w  sind,  welche  bezie- 
hiiMgsweiBe  den  unendlich  kleinen  Zunahmen  Ax,  8X^  dr  von  x,^,tr 
entsprechen. 

596.  Wie  sehr  nun  auch  die  Gestalt  irgend  einer  endlichen 
Läng'e  des  Drahtes  geändert  werden  möge,  die  Bedingung  des  §  588 
fordert  offenbar,  dass  die  Aenderung  der  Gestalt  in  jedem  unendlich 
kleinen  Theil,  d.  h.  die  Deformation  (§  154)  der  Substanz  überall 
sehr  klein  sei  (sie  müsste  unendlich  klein  sein,  wenn  die  Theorie  in 
aller  Strenge  sollte  angewendet  werden  können).  Mit  Rücksicht 
hierauf  zeigt  das  Princip  der  Superposition  von  Krümmungen  und 
Drillnngen  (§  591,  II),  dasB,  wenn  jede  der  Grössen  x,  A,  t  in  einem 
Yerhältniss  vergrössert  oder  verringert  wird,  jede  der  Grössen  Ä^X,  T 
in  demselben  Yerhältniss  zu-  oder  abnimmt,  folglich  w  in  dem  Qua- 
drat dieses  Verhältnisses;  denn  der  Winkel,  durch  welchen  jedes 
Kräftepaar  wirkt,  ändert  sich  in  demselben  Yerhältniss  wie  die  Grösse 
des  Paars.  Algebraisch  ausgedrückt  heisst  dies:  tio  ist  eine  homogene 
quadratische  Function  von  x,  A,  r. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir,  wenn  JL,  JB,  6*,  a,  6,  c  sechs  Constan- 
ten  bezeichnen, 

(2)  w  =z  1/j  (^xa-)-5Aa4-Cra  +  2a;if  +  25tx  +  2cxA); 
folglich  ist  nach  §  594  (l) 

iK  =  Ax  +.'cÄ  4-  hz 

(3)  Ix  =  cjc  +  J?A  +  ar 

lr=  ft«  +  aA  +  Cr. 

Durch  die  bekannte  Reduction  der  homogenen  quadratischen  Function 
können  diese  Ausdrucke  natürlich  auf  die  folgenden  einfachen  Formen 
gebracht  werden:  — 


(*) 


w  =  Vi,  (^,0«-f-ili,«,«  +  ^ö.«) 


ig  —  A^  "3, 


wo  öl,  Ög,  6g  lineare  Functionen  von  x,  A,  t  sind,  und  wenn  man  diese 
Functionen  darauf  beschränkt,  dass  sie  die  Ausdrücke  für  die  um  drei 
zu  einander  senkrechte  Axen  genommenen  Componenten  der  als  Winkel- 
geschwindigkeiten um  die  Azen  PK^  PLy  PT  angesehenen  Botatiouen 
X,  A,  T  sind,  so  sind  die  Lagen  der  neuen  Axen  P  Q\y  PQit  P  Qs  nnd 
die  Werthe  von  Ai^  A^,  A^  bestimmt;  die  letzteren  sind  nämlich  die 
Wurzeln  der  aus  (A,  B^  C,  a,  6,  c)  gebildeten  kubischen  Determinanten- 
gleichung  des  §  181  (11).    Wir  schliessen  daraus  Folgendes:  — 

596.  Die  drei  Hauptaxen  der  torquirenden  Bieg:ung.  — 
Ea  gibt  im  Allgemeinen  durch  jeden  Punkt  P  der  Mittellinie  eines 
Drahtes  drei  bestimmte,  zu  einander  senkrechte  Bichtungen  PQv 
PQq^  ^Qh  von  der  Besoha£Fenheit,  dass,  wenn  man  auf  irgend  zwei 
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Theile  des  Drahtes  in  Ebenen,  die  zu  einer  dieser  Richtongen  senk- 
recht sind,  entgegengesetzte  Eräftepaare  wirken  lässt,  jeder  dazwi- 
schen liegende  Theil  eine  Rotation  in  einer  Ebene  erfahrt,  die  den 
Ebenen  der  Paare  parallel  ist.  Die  Momente  der  Eräftepaare,  die 
erforderlich  sind,  nm  eine  Rotation  von  dör  Einheit  der  Gesehiriii- 
digkeit  um  'diese  drei  Axen  zu  erzeugen,  werden  die  Hauptwider* 
Standsmomente  des  Drahtes  gegen  eine  Deformation  (tor* 
quirende  Biegung)  genannt.  Sie  sind  die  Elemente,  die  vir  ia 
der  vorstehenden  Untersuchung  mit  ili,  ^3,  A3  bezeichnet  habei. 

597.  Wenn  der  in  §  593  vorgestellte  starre  Körper  TrägHeitS' 
momente  von  der  Grösse  Ai,  Ä2,  Äs  um  drei  durch  0  gehenda 
Hauptaxen  hat,  die  beständig  den  durch  P  gehenden  Haüptwide^ 
standsaxen  parallel  bleiben,  während  P  sich  mit  der  Einheit  der 
Geschwindigkeit  den  Draht  entlang  bewegt,  so  wird  das  Momeit 
seiner  Bewegungsgrösse  um  irgend  eine  Axe  gleich  dem  Momesi 
der  Componente  des  Deformationskräftepaars  um  die  durch  Pgi* 
hende  parallele  Axe  sein.  Dies  ergibt  sich  aus  der  UebereinstiB* 
mung  der  vorhergehenden  Formeln  mit  denen,  die  wir  obUi 
(Cap.  IX)  für  das  Moment  der  Bewegungsgrösse  eines  rotirend« 
starren  Körpers  erhalten  werden. 

598.  Die  drei  Hauptspiralen.  —  Die  Form,  welche  dff 
Draht  annimmt,  wenn  er  unter  der  Einwirkung  von  Kräftepaarei 
die  um  eine  der  drei  Hauptaxen  drehen,  zur  Ruhe  kommt,  ist  1* 
türlich  eine  gleichförmige  Schraubenlinie,  deren  Axe  eine  zu  dies* 
Uauptaxe  parallele  Linie  ist,  und  welche  einem  Cylinder  aufliegt» 
dessen  Radius  durch  die  Bedingung  bestimmt  wird,  dass  die  g«* 
Rotation,  die  das  eine  Ende  des  Drahtes  ans  seinem  undeformirtfl 
Zustande  erfahrt,  während  das  andere  Ende  festgehalten  wird,  gleÜ 
der  von  dem  einwirkenden  Kräftepaar  erzeugten  Rotation  ist 

Es  sei  l  die  Länge  des  Drahtes  von  einem  festgehaltenen  End«^ 
bis  zum  anderen  Ende  JE',  wo  ein  Kräftepaar  L  in  einer  Ebene  Ti*» 
welche  auf  der  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Drahtes  gehend« 
Hauptaxe  PQi   senkrecht  steht.     Da  die  Grösse  der  Rotation  f5r  & 

Längeneinheit  -j^  beträgt  [§  595  (4)] ,  so  beläuft  sie  sich  im  Ganjen  td 

j_^.  pies  ist  daher  der  Steigungswinkel   der  Schraubenlinie  auf**; 

Cylinder,  dem  sie  aufliegt.  Bezeichnet  also  r  den  Radius  dieses  Crü«' 
ders  und  f^  die  Neigung  der  Schraubenlinie  gegen  die  Axe  desselW 
(es  ist  dies  die  Neigung  von  P  Qi  gegen  die  Länge  des  Drahtes),  » ^ 
halten  wir 
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LI       -    .    . 

r  -T-  =  l  8tn  ti^ 

f<r)lglich 

(6)  r  =  — i-j — *  • 

599.  Fall,  in  welchem  die  elastlBChe  Centrallinie  eine 
Hormalaxe  der  Torsion  iat»  —  In  den  für  die  Praxis  wichtigsten 
Fällen,  namentlich  in  denjenigen,  in  welchen  die  Substanz  isotro- 
pisch ist  (was  bei  den  gewöhnlichen  Metalldrfthten  nahezu  der  Fall 
ist),  oder  in  Stftben  oder  Stangen  von  faseriger  oder  krystallinischer 
Stmetor,  bei  denen  eine  Axe  der  elastischen  Symmetrie  die  Längs- 
richtung des  Körpers  hat,  fallt,  wie  wir  später  sehen  werden,  eine 
der  drei  N'ormalaxen  der  torquirenden  Biegung  mit  der  Länge  des 
Drahtes  zusanlmcn,  und  die  beiden  anderen  sind  senkrecht  zu  der- 
selben ;  die  erstere  Axe  ist  eine  Axe  reiner  Torsion,  die  beiden  letz- 
teren sind  Axen  reiner  Biegung.  Daher  bringen  Kräftepaare,  welche 
um  die  Axe  des  Drahtes  nach  entgegengesetzten  Richtungen   dre- 
hen, nur  eine  Drillung  hervor,  die  von  keiner  Biegung  begleitet  ist, 
während  Kräftepaare,  die  in  einer  der  beiden  Hauptbiegungsebenen 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  wirken,  den  Draht  in  einen  Kreis 
umbiegen.     Die  angebogene  gerade  Linie ,  die  der  Draht  unter  der 
ersteren  Yoraussetzung  bildet,  und  die  Kreisbogen,  in  die  er  durch 
Kräftepaare  in  den   beiden  Hauptebenen   der  Biegung  verwandelt 
wird,  sind  die  drei  Hauptspiralen  des  allgemeinen  Problems  in  die- 
sem Falle. 

600.  Fall  gleicher  Biegsamkeit  in  allen  Richtungen.  — 
In  dem  noch  specielleren  Falle,  in  welchem  zwei  Hauptwiderstands- 
momente gegen  eine  Biegung  gleich  sind,  ist  jede  durch  die  Länge 
des  Drahtes  gehende  Ebene  eine  Hauptebene  der  Biegung  und  der 
Widerstand  gegen  eine  Biegung  in  allen  gleich.  Dies  ist  offenbar 
bei  einem  gewöhnlichen  runden  Draht  oder  Stab  der  Fall,  oder  bei 
einem  Draht  von  quadratischem  Durchschnitt.  Wir  werden  später 
sehen,  dass  es  sich  ebenso  mit  einem  Stabe  von  isotropischem  Mate- 
rial nnd  von  einem  beliebig  geformten  Normalschnitt  verhält,  der 
um  alle  in  seiner  Ebene  durch  seinen  Trägheitsmittelpunkt  gehen- 
den Axen  kinetische  Symmetrie  (§  285)  hat. 

601.  Wenn  in  diesem  Falle  das  eine  Ende  des  Drahtes  oder 
Stabes  festgehalten  wird,  während  man  auf  das  andere  Ende  in  ir- 
gend einer  Eb^ne  ein  Kräftepaar  wirken  lässt,  so  wird  eine  gleich- 
i5rmige  Spirale  um  eine  zur  Ebene  des  Paares  senkrechte  Axe 
erzeugt  werden.     Die  zur  Axe  der  Spirale  parallelen  Linien  der 
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Substanz  sind  aber  nicht  ihren  anfanglichen  Lagen  parallel,  wie  es 
(§  598)  in  jeder  der  drei  Haaptspiralen  des  allgemeinen  Problems 
der  Fall  ist,  und  die  Linien,  welche  auf  der  Oberfläche  des  Drahtes 
der  Richtung  parallel  gezogen  sind,  die  der  Draht  hat,  wenn  er 
gerade  ist,  werden  nicht  Spirallinien  von  gleicher  Steigung,  wie  bei 
jeder  der  Hauptspiralen  des  allgemeinen  Problems,  sondern  ▼erwan- 
deln sich  gewissermaassen  in  secundäre  Spiralen,  welche  die  toi 
der  Centrallinie  des  deformirten  Drahtes  gebildete  Haupispirale  nm* 
kreisen.  Wenn  wir  endlich  im  vorliegenden  Falle  voraussetzen,  der 
Normalschnitt  des  Drahtes  sei  kreisförmig,  und  gleichförmige  Spira* 
len  längs  seiner  Oberfläche  ziehen,  wenn  er  in  der  angenommenen 
Art  deförmirt  ist  (zwei  dieser  Spiralen  sind  z.  B.  die  Linien,  in  de- 
nen er  von  dem  angeschriebenen  und  dem  umschriebenen  Gylinder 
berührt  wird),  so  werden  diese  Linien  nicht  gerade,  sondern  um  da 
Draht  gehende  Spiralen,  wenn  demselben  gestattet  wird,  in  seines 
natürlichen  geraden  und  ungedriUten  Zustand  zurückzukehren. 

Id  §  595  möge  P  Qi  mit  der  Centrallinie  des  Drahtes  zuBammen- 
fallen  nnd  Ai^=  A^  A2  =  Aq  =  B  sein,  so  dass  A  den  Widerstand  gegea 
eine  Torsion,  B  denjenigen  gegen  eine  Biegung  misst.  Während  djis 
eine  Ende  des  Drahtes  festgehalten  wiM,  wirke  auf  das  andere  Ende 
um  eine  Axe,  die  mit  der  Länge  einen  Winkel  ^  bildet,  ein  Kräftepaar 
G  ein.  Dann  werden  die  für  die  Längeneinheit  genommenen  GroeseD 
der  Drillung  und  Biegung  nach  §  595  (4)  beziehungsweise 

G  cos  d^         ^     G  sin  * 
____    rmi    —5— 

sein.    Da  die  letztere  Grosse  dasselbe  wie  die  Krümmung  ist  (§  9),  nnd 

da  die  Spirale  die  Neigung  d-  gegen  ihre  Axe  hat,  so  folgt   [§  126,  oder 

S  siti  ^ 
§  590,  Anmerkung],  dass  jz der   Krümmungsradius   der  Projection 

der  Spirale  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene,  d.  h.  der  Badius  des 
Cylinders  ist,  dem  die  Spirale  aufliegt. 

602.  Deformation  eines  Drahtes  in  eine  gegebene  8pi^ 
ralform  und  eine  gegebene  Drillung.  —  Ein  Draht,  der  in 
allen  Richtungen  von  gleicher  Biegsamkeit  ist,  kann  offenbar  in 
irgend  einer  festgesetzten  Spiralform  erhalten  and  in  einem  belie- 
higen  Grade  gedrillt  werden,  dadurch  dass  man  das  eine  Ende  fest- 
hält and  am  anderen  Ende  eine  bestimmte  Kraft  and  ein  bestimm- 
tes Kräftepaar  anbringt.  Die  Richtang  der  Kraft  muss  der  Axe  der 
Spirale  parallel  sein,  nnd  die  Kraft  mass  mit  dem  Kräftepaar|^ein 
System  ausmachen,  für  welches  diese  Linie  die  Central  axe  (§559) 
ist;  denn  sonst  könnte  nicht  in  jedem  Normalschnitt  der^Spirale 
dasselbe  System  von  Kräften  sein,  die  einander  das  Gleichgewicht 


Statik  fester  und  flüssiger  Körper.  125 

lalien.  Man  erkennt  alles  dieses  leicht,  wenn  man  voraussetzt,  dem 
Draht  werde  erst  durch. irgend  welche  Mittel  die  angegebene  Defor- 
mation ertheilt,  und  es  werden  sodann  an  seinen  Enden  senkrecht 
EU  seiner  Axe  zwei  starre  Ebenen  starr  befestigt,  welche  ihrerseits 
inrch  eine  in  der  Axe  liegende  Stange  in  starrer  Verbindung  ste- 
hen. Der  dann  sich  selbst  überlassene  spiralförmige  Draht  muss 
nothwendig  im  Gleichgewicht  sein,  obschon  sein  Gleichgewicht,  wenn 
er  (fOr  seine  Form  und  den  Grad  seiner  Drillung)  zu  lang  ist,  in- 
stabil sein  kann.  Die  Kraft  in  der  Bichtung  der  Centralaxe  und 
das  Kraftepaar  bestimmen  sich  durch  die  Bedingung,  dass  aus  dem- 
selben, wenn  die  Kraft  nach  Poinsot's  Verfahren  in  den  elastischen 
Mittelpunkt  irgend  eines  Normalschnittes  yersetzt  wird,  zwei  Kräfte- 
paare  erhalten  werden,  die  zusammen  den  elastisooen  Kräftepaaren 
der  Biegung  und  Torsion  äquivalent  sind. 

£8  sei  a  die  Neigung  der  Spirale  gegen  die  zu  ihrer  Axe  senkrechte 
Ebene,  r  der  Radius  des  Cylinders,  auf  dem  sie  liegt,  t  die  für  die  Län- 
geneinheit genommene  Grösse  der  DriUung,  welche  der  Draht  in  seiner 

C08^  IX 

Spiralform  besitzt.   Dann  ist  die  Krümmung  (§  126)  gleich  ,  und  ihre 

£beue  in  irgend  einem  Punkte  der  Spirale  mnss  mit  der  zur  Axe  senk- 
rechten Ebene  den  Winkel  a  einschliessen ,  da  sie  die  Tangente  an  die 
Spirale  und  den  Durchmesser  des  durch  jenen  Punkt  gehenden  Cylinders 
enthält.  Folglich  sind  die  in  dieser  und  in  der  durch  die  Axe  des  Cy- 
linders gehenden  Ebene  genommenen  Componenten  des  Biegungs-Kräfte- 
paars  beziehungsweise 

Bcos^a                    -    Bcos^a 
cos  a  und  stn  a. 

r  r 

In  denselben  Ebenen  sind  die  Comi)oneDten  des  Torsions-Kräftepaars 

At  sin  a    und    — Ät.cos  a. 
Die  Gleichgewichtsbedingungen  sind  daher 

G  = cos  a  -^  At  stn  « 

*■ 

—  Brz=z stn  a  —  At  cos  «, 

und  diese  Formeln  geben  die  expUdten  Werthe  des  erforderten  Kräfbe- 

paars   O  und  der  Kraft  Ä,   welche  letztere   als  positiv  gerechnet  wird, 

wenn  sie  so  gerichtet  ist,  dass  sie  die  Spirale  ausspannt,  oder  wenn  die 

Enden  des  oben  vorausgesetzten  starren  Stabes  durch  die  an  den  Enden 

der  Spirale  befestigten  Platten  einwärts  gedruckt  werden. 

Wenn  wir  .6  =  0  machen,  so  gelangen  wir  wieder  zu  dem  oben  in 

§  601   betrachteten  Falle.    Wird  andererseits    6r  =  0  vorausgesetzt,   so 

folgt 

l   B  cos^a 

r  A   sin  « 
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and 

-,  B  cos^a  At 

M  =  — 


r^  sin  a       rcosa 
Wir  Bchliessen  daraus:  — 

603.  BeBtimmimg  der  Brillong,  durch  welche  die  Wl^ 
kung  auf  eine  einzige  £ralt  reducirt  wird.  —  Ein  in  alla 
Richtnngen  gleich  biegBamer  Draht  kann  durch  eine  einfache  in  der 
Richtung  seiner  Axe  wirkende  Kraft  zwischen  zwei  starren  PUtt«, 
die  mit  seinen  Enden  starr  verbanden  sind,  in  einer  beliebigen  fot^ 
gesetzten  Spiralform  erhalten  werden,  voraosgesetzt  dass  ihm  rar 
gleich  ein  gewisser  Grad  von  Drillung  ertheilt  ist.  Diese  Kraft  be- 
stimmt sich  durch  die  Bedingung,  dass  ihr  Moment  in  Beaehuf 
auf  die  durch  irgend  einen  Punkt  der  Spirale  zu  der  durch  densel' 
ben  Punkt  gehenden  osculatorischen  Ebene  senkrechte  Linie  de« 
zurückbiegenden  Elasticitätskräftepaar  gleich  und  cntgegengeaetrf 
sein  muss.  Die  Grösse  der  Drillung  ist  (nach  der  einfachen  Glei- 
chung der  Torsion)  diejenige,  welche  dem  Moment  der  so  bestimmt« 
Kraft  in  Beziehung  auf  die  in  irgend  einem  Punkte  an  die  Spink 
gelegte  Tangente  entspricht.  Da  die  Richtung  der  Kraft,  der  T<r> 
hergehenden  Bedingung  gemäss,  eine  solche  ist,  dass  die  Enden  der 
Spirale  zusammengepresst  werden,  so  ist  die  Richtung  der  Dnllnf 
im  Drahte  der  Richtung  der  Windung  (§  9)  seiner  Centrallinie-eo(- 
gegengesetzt. 

(i04.  Spiralfedern«  —  Die  Principien  und  Formeln  (§§  5^ 
603),  mit  denen  wir  uns  bisher  beschäftigt  haben,  lassen  sich  nr 
mittelbar  auf  die  Theorie  der  Spiralfedern  anwenden.  Bevor  vir 
daher  unsere  Untersuchung  der  elastischen  Curven  schliessen,  wtf* 
den  wir  einen  kurzen  Excurs  über  diesen  merkwürdigen  und  prak* 
tisch  wichtigen  Gegenstand  machen. 

Eine  gewöhnliche  Spiralfeder  besteht  aus  einem  gleichformigAl 
Draht,  der  im  undeformirten  Zustande  die  Form  einer  regelmiff' 
gen  Schraubenlinie  hat;  die  Hauptaxen  der  Biegung  und  Tors« 
sind  überall  in  Beziehung  auf  die  Curve  ähnlich  gelegen.  Wetf; 
die  Spiralfeder  richtig  gebraucht  wird,  so  wirken  an  Armen  odsi 
Platten,  die  an  den  Endpunkten  starr  befestigt  sind,  Kräfte  W 
solcher  Beschaffenheit  auf  sie  ein,  dass  die  Form,  auf  die  diese  Kriiij 
sie  bringen,  immer  noch  eine  regelmässige  Schraubenhnie  im 
Diese  Bedingung  wird  offenbar  erfüllt,  wenn  man  (während  dtf 
eine  Ende  festgehalten  wird)  auf  das  andere  Ende  eine  unendli4| 
kleine  Kraft  und  ein  unendlich  kleines  Kräftepaar  in  der  Richtaa 
der  Axe  und  in  einer  zur  Axe  senkrechten  Ebene  wirken,  and  dil 
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Kraft  nnd  das  Eräftepaar  sodann  allmälig  bis  zu  einer  beliebigen 
Grösse  zunehmen  lasst,  während  sie  beziehungsweise  immer  in  der 
Elichtang  der  Axe  der  geänderten  Spirale  nnd  in  der  zu  dieser  Axe 
lenkrechten  Ebene  bleiben.  Es  würde  jedoch  nutzlose  Mühe  ver- 
ursachen, das  Problem  detaiUirt  auszuarbeiten,  ausser  für  den  Fall 
[§  599),  in  welchem  eine  der  Hauptaxen  mit  der  Tangente  an  die 
Centrallinie  zusammenfallt  und  daher  eine  Axe  reiner  Torsion  ist, 
[n  der  Praxis  entsprechen  auch  die  Spiralfedern  immer  dieser  Be- 
üngung,  Einen  anderen  interessanten  Fall  erhalten  wir  durch  die 
innahme  (die  sich  praktisch  leicht  realisiren  lässt,  aber  nicht  erfüllt 
lein  dar^  wenn  man  eine  gute  Spiralfeder  haben  will),  der  Normal- 
ichnitt  des  Drahtes  sei  so  gestaltet  und  in  Beziehung  auf  die  Spi- 
rale so  gelegen,  dass  die  Ebenen  des  grössten  und  des  kleinsten 
Biegungswiderstandes  gegen  die  Tangentialebene  des  Gylinders 
ichräg  geneigt  sind.  Wird  auf  eine  solche  Spiralfeder  an  ihren 
EInden  in  der  regelmässigen  Weise  eingewirkt,  so  muss  sie  sich  in 
ihrer  ganzen  Länge  um  einen  gewissen  Betrag  um  ihre  elastische 
Centrallinie  drehen,  damit  das  hervorgebrachte  Biegungskräftepaar 
genau  in  der  osculatorischen  Ebene  der  neuen  Spirale  liege,  was, 
wie  wir  sofort  sehen  werden,  der  Fall  sein  muss.  Aber  Alles,  was 
nns  bei  dieser  merkwürdigen  Wirkung  interessirt,  wird  später 
(§  624)  im  Falle  eines  offenen  Kreisbogens,  welcher  durch  ein  in 
seiner  Ebene  drehendes  Kräftepaar  in  einen  Kreisbogen  von  grösse- 
rem oder  kleinerem  Radius  deformirt  wird,  eingehend  behandelt 
werden,  und  wollen  wir  uns  der  Kürze  und  Einfachheit  wegen  bei 
der  Betrachtung  der  Spiralfedern,  die  wir  jetzt  beginnen,  auf  die 
Falle  beschränken,  in  welchen  der  Draht  einer  Biegung  in  jeder 
Richtung  denselben  Widerstand  leistet,  oder  in  welchen  die  beiden 
Hauptebenen  deft  (grössten  und  kleinsten  oder  des  kleinsten  und 
grössten)  Widerstandes  gegen  eine  Biegung  in  jedem  Punkte  be- 
nehnngsweise  mit  der  Tangentialebene  des  Cylinders  und  der 
die  Centrallinie  des  Drahtes  berührenden  Normalebene  zusammen- 
fallen. 

605,  Wenn  die  auf  das  bewegliche  Ende  der  Feder  in  der 
Bichtnng  der  Axe  wirkende  Kraft  nachPoinsot's  Verfahren  (§555) 
in  irgend  einen  Punkt  der  elastischen  Centrallinie  versetzt  wird,  so 
Hefert  sie  ein  Kräftepaar  in  der  durch  jenen  Punkt  und  die  Axe 
der  Spirale  gehenden  Ebene.  Die  Resultante  dieses  "Kräftepaars 
und  des  Paars,  das,  wie  wir  voraussetzen,  an  dem  beweglichen  Ende 
in  der  zur  Axe  der  Spirale  senkrechten  Ebene  dreht,  ist  das  wirk- 
same Biegungs-  und  Drillungskräftepaar,  und  da  dasselbe  in  einer 
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zur  Tangentialebene  an  den  Cylinder  senkrechten  Ebene  liegt,  n 
mus8  diejenige  Componente  desselben,  welche  die  Biegnng  eRcogi 
gleichfalls  senkrecht  zu  dieser  Ebene  sein,  folglich  in  der  oscnlato- 
rischen  Ebene  der  Spirale  liegen.  Dieses  componirende  Kräftcfwir 
nnterhält  daher  einfach  eine  Krümmung,  welche  Ton  der  natürlickei 
Krümmung  des  Drahtes  verschieden  ist,  während  das  andere  Erifte- 
paar,  dessen  Ebene  senkrecht  zur  Gentrallinie  ist,  reine  Toraoi 
unterhält.  Die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  sind  der  blo« 
mathematische  Ausdruck  dieser  Ergebnisse. 

Wird  wie  früher  (§  602)  jedes  der  Biegnngs-  und  TorsionsknUe- 
paare  in  Componenten  zerlegt,  deren  Ebenen  durch  die  Axe  der  8pink 
gehen  und  senkrecht  zu  derselben  sind,  so  erhalten  wir 

O  =  Bl -SJ  C08  af  -^  At  8%n  a* 

(7)  {—  Er  =  B( »j  8tn  a'  —  At  cos  €^ 

C08a  sina       co8<xq  sinoQ  ,      ,    « 
t  = ^ fi  (nach  §  126); 

darin  bezeichnet  A  den  Torsion swiderstand,  B  den  Widerstand,  welcba 
der  Draht  in  der  osculatorischen  Ebene  der  Spirale  einer  Biegnng  t*- 
gegensetzt;  Tq  den  Badius  des  Cylinders  und  Oq  die  Neignng  der  Spinli 
gegen  denselben,  so  lange  sie  nicht  deformirt  ist;  r  und  tt  dieselben  IV 
rameter  der  Spirale »  wenn  sie  unter  der  Einwirkung  der  in  der  Bklk' 
tung  der  Axe  thätigen  Kraft  R  und  des  Kräftepaars  O  steht;  endlidit 
die  Grösse  der  Brilluug  beim  Uebergange  aus  dem  nndeformirten  in  Jd 
deformirten  Zustand. 

Biese  Gleichungen  geben  die  expliciten  Ausdrucke  der  Knft  nil 
des  Kräftepaars,  die  erforderlich  sind,  um  eine  bestimmte  Aenderong  dfl 
Spirale  zu  erzeugen ;  sie  bestimmen  aber  auch  die  Parameter  a',  f'  dffj 
geänderten  Curve,  faUs  die  Kraft  und  das  Kräftepaar  gegeben  sind. 

Da  es  hauptsächlich  die  äussere  Wirkung  der  Feder  ist,  die  nnc  iB 
praktischen  Anwendungen  interessirt ,  so  wollen  wir  die  Parameter  «,  f 
der  Spirale  durch  die  folgenden  Annahmen  eliminiren:  — 

II  C08  a 
X  =  l  stn  a^  g>  =  
XQ=l8tnaQ,  g>Q=           ^; 

darin  bezeichnet  l  die  Länge  des  Drahtes;  g)  den  Winkel  zwischen  ^ 
Ebenen,  welche  durch  die  beiden  Enden  des  Drahtes  und  die  Axe  gehm: 
X  den  Abstand  der  Ebenen,  welche  durch  die  Endpunkte  gehen  nvd  xtf 
Axe  senkrecht  sind ;  gf>Q  und  Xq  bezeichnen*  für  den  undeformirten  Zr 
stand  dasselbe,  was  g)  und  x  im  defoi*mirten  Zustande,  so  dass  wir  (f>4 
und  (igno?  ^o)  ^1^  ^^^  Coordinaten  des  beweglichen  Endes  in  Beziehuiiir  ^ 
das  feste  in  beiden  Lagen  der  Feder  ansehen  können.  Die  vorberg^b'*' 
den  Gleichungen  gehen  durch  diese  Annahmen  über  in 
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fahrt  fort,  solche  kleine  Kreishogen  zu  zeichnen,  deren  Radien  in 
entsprechender  Weise  zunehmen,  wie  die  Abstände  ihrer  Mittel- 
punkte von  der  Richtung  der  Krafb  kleiner  werden.  Die  beige- 
fügten Figuren  sind  aber  nicht  in  dieser  Weise,  sondern  einfach 
nach  den  Formen  gezeichnet,  welche  eine  flache  Stahlfeder  wirk- 
lich annahm;  die  Feder  war  so  schmal,  dass' ihre  Gestalt  in  den 
Fällen,  in  welchen  einige  ihrer  Theile  einander  kreuzten,  durch  die 
dadurch  bedingte  Windung  der  Curve  (§  7)  nicht  sehr  gestört  wurde. 
Die  Art  der  Anlegung  der  Kraft  ist  hinlänglich  in  den  Figuren 
angedeutet  worden:. 

G-leiohung  der  ebenen  elastiflohen  Curve.  —  Es  sei  die  Bich- 
timg  der  Kraft  die  ds-Axe  und  ^  der  Krümmungsradius  in  irgend  einem 
Punkte  {Xj  y)  der  Curve,  Dann  verwandelt  sich  die  oben  ausgesprochene 
dynamische  Bedingung  in 

(l)  ^y  =  I  =  a» 

wo  JB  den  Biegimgswiderstand,  T  die  Spannung  der  Feder  und  a  einen 
von  diesen  Elementen  abhängigen  linearen  Parameter  der  Curve  bezeich- 
net.   Nach  der  gewöhnlichen  Formel  für  q—^  ist  daher 


(2)  y  = 


«■g 


o+a* 


Wird  dies  mit  2dy  multiplicirt  und  darauf  integrirt,  so  folgt 

2aa 
(3)  y«  =  C  - 


(l  +  iieV«' 


dxV 
und  endlich 

was  die  Gleichung  der  Curve  in  Form  eines  elliptischen  Integrals  ist. 
Wird  in  dem  ersteren  Integral,  (3),  j^  =  0  gesetzt ,  so  erhält  man 

(5)  y  =  ±(Ci:2aa)'/«; 

das  obere*  Zeichen  innerhalb  der  Klammer  liefert  Punkte  des  grössten 
Abstandes  von  der  Axe,  das  untere  Zeichen  Punkte,  für  welche  dieser 
Abstand  ein  Minimum  ist,  wenn  es  reelle  Punkte  der  Art  gibt.  Folglich 
gibt  e«,  wenn  C  <  2  a*  iat,  zu  beiden  Seiten  der  Linie  der  Kraft  Punkte, 
welche  von  dieser  Linie  gleiche  grösste  Abstände  haben ,  aber  keine  reel- 
len Punkte,  für  welche  die  Abstände  Minima  ^seien ;  hierin  sind  also  die 
in  den  Figuren  28  bis  32  (a.  f.  8.)  dargestellten  Fälle  enthalten.  Wenn 
dagegen  C  >  2a*  ist,  so  gibt  es  sowohl  reelle  Minima  als.Maximaj  dies 
ist  also  der  Fall  der  Figur  34.  Wir  bemerken,  dass  die  analytischen 
Gleichungen  in  diesem  Falle  zwei  congroente   abgesonderte  Curven  um- 
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hat,  da  die  Länge  von  O^r  Eina  ist,   in  Beziehung  auf  die  Axen  OX, 
0  Y,  0  Z  beziehungsweise  die  Momente 

0,    5  ^f-,     _  Rp.. 

ds  ds 

Folglich  sind  die  Momente  der  hierdurch  in  irgend  einer  Zeit  erzeugten 
BewegungBgrösse  (es  sind   dies  einfach   ihre  Zeitintegrale),  da  9  =  ^  ist, 

Ö,  B{z—Zol  — Ä(t/  — yü)i 
«renn  (^q,  Zq)  und  (y,  z)  die  Coocdinaten  von  P  zu  Anfang  und  zu  Ende 
der  Zeit  sind.  Dies  sind  aber  genau  die  Zunahmen,  welche  die  compo- 
uirenden  Kräftepaare  der  torquirenden  Biegung  im  Drahte  von  der  ersten 
Bur  zweiten  Lage  von  P  erfahren.  Wenn  also  die*  componirenden  Mo- 
mente der  Bewegungsgrösse  des  Körpers  beim  Beginn  der  Zeit  gleich 
den  componirenden  Kräftepaaren  der  torquirenden  Biegung  des  Di*ahtes  im 
Punkte  (Xqj  y^,  Zq)  sind,  so  wird  die  Wii-kung  der  Kraft  Ä,  während  der 
Punkt  0  festgehalten  wird,  darin  bestehen,  dass  das  Moment  seiner  Be- 
wegungsgrösse beständig  mit  dem  Kräfbepaar  der  torquirenden  Biegung  des 
Drahtes  in  Uebereinstimmung  erhalten  bleibt,  und  dass  folglich  seine 
Linien  0^2*,  O^Kf  0  ^L  den  entsprechenden  durch  P  gehenden  Linien 
im  Drahte  pariJlel  bleiben,  welcher  von  P  mit  der  Einheit  der  Greschwin- 
digkeit  durchlaufen  wird. 

Dieser  sehr  bemerkeuswerthe  Satz  ist  von  Kirchhoff  entdeckt 
worden,  dem  wir  auch  die  erste  ganz  allgemeine  Untersnchnng  über 
die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  eines  elasti- 
schen Drahtes  verdanken*). 

610.  Der  auf  diese  Weise  dargelegte  Vergleich  zwischen  dem 
statischen  Problem  der  Biegung  und  Drillung  eines  Drahtes  und 
dem  kinetischen  Problem  der  Botation  eines  starren  Körpers  liefert 
eine  interessante  Veranschaulichung  oder  gewissermaassen  graphi- 
sche Darstellung  eines  jeden  dieser  Vorgänge  durch  den  andern. 
Den  Nutzen,  der  hierdurch  für  eine  vollständige  geistige  Aneignung 
beider  Gegenstände  erwächst,  muss  Jeder  empfinden,  der  den  Ge- 
winn an  physikalischer  Einsicht  höher  schätzt,  als  das  mechanische 
Durcharbeiten  mathematischer  Ausdrücke,  welcher  letzteren  Arbeit 
sich  in  der  letzten  Zeit  leider  so  Viele  gewidmet  haben,  die  zu 
besseren  Dingen  in  der  Wissenschaft  befähigt  waren. 

Im  Capitel  IX,  wo  wir  uns  mit  dem  kinetischen  Problem  be- 
Bonders  beschäftigen,  werden  wir  Gelegenheit  haben,  die  Rotationen 
lu  untersuchen,  welche  den  Spiralen  der  §§  601  bis  603  entspre- 
chen, und  auch  den  allgemeinen  Charakter  der  elastischen  Curven 


♦)  Grelle'»    Journal  1859.      Ueber    das    Gleichgewicht    und    die    Bewej^ung 
eines  anendlich  dünnen  elastischen  Stabes. 
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anzugeben,  welche  einigen   der  weniger  einfachen   Fälle  yon  Rota- 
tionsbewegung entsprechen. 

611.    Das  gemeine  Pendel  und  die  elastische  Curre.  - 
Für  jetzt  beschränken  wir  uns  auf  ein  Beispiel,  welches,  soweit  es 
den  Vergleich  zwischen   dem  statischen  und  dem  kinetischen  Pro- 
blem betrifft,  das  einfachste  von  allen  ist  —  die  elastische  Curre 
von  Johann   BernouUi  und    das    gemeine    Pendel.      Auf  eiiieii 
gleichförmigen  geraden  Draht,  der  entweder  in  allen  Ebenen  seine 
ganze  Länge  hindurch  gleich  biegsam  ist,  oder  in  zwei  Ebenen  seine 
ganze  Länge  hindurch  Richtungen  des  grössten  und  kleinsten  Bie- 
gungswiderstandes hat,  wirken  in   einer  dieser  Ebenen  eine  Knft 
und  ein  Kräftepaar  ein,  die  am   einen  Ende  entweder  direct,  oder 
vermittels  eines  mit  demselben  starr  verbundenen  Armes  angreifen, 
während  das  andere  Ende  festgehalten  wird.     Die  Kraft  und  d» 
Kräftepaar  können  natürlich  (§  ^58)  auf  eine  einzige  Kraft  redocirt 
werden;  der  äusserste  Fall,  in   welchem  sich  bei  dieser  Redncdoe 
statt  einer  Kraft  ein  Kräftepaar  ergibt,  ist  mathematisch  insofern 
im  allgemeinen  Fall  enthalten,  als  das   Kräftepaar   einer  in  eines 
unendlich    grossen   Abstände    wirkenden    unendlich    kleinen  Kraß 
äquivalent  ist.    Um  jede  Beschränkung  des  Problems  zu  vermeidei. 
müssen  wir  voraussetzen,    diese  Kraft   wirke    auf  einen   mit  dea 
Drahte  starr  verbundenen  Arm,  obschon  die  Kraft  in  jedem  Falk, 
in  welchem  ihre   Richtung  den   Draht  schneidet,  direct  in  dieaei 
Schnittpunkt  versetzt  werden   kann,  ohne  dass  dadurch  die  Um- 
stände  für  den  Drahttheil  zwischen  diesem  Punkt«   und  dem  festei 
Ende  geändert  würden.     Unter  diesen  Umständen  wird   der  DraM 
in  eine  Curve  gebogen,  welche  ganz  in   der  durch  das  feste  Ende 
und  die  Richtung  der  Kraft  gehenden  Ebene  liegt,  und  deren  Kras- 
mung  (§  599)  in  jedem  Punkte,  wie   zuerst  Johann  Bernonlb 
gezeigt  hat,  einfach  dem   Abstand  des  Punktes  von  der  RichtoBf 
der  Kraft  proportional   ist.     Die  Curve,  welche  dieser  BedingvDf 
genügt,  hat  offenbar  zwei  unabhängige  Parameter,  von  denen  d«f 
eine  passend  als  die  mittlere  Proportionale  a  zwischen  dem  ErüB- 
muugsradius    in   irgend    einem    Punkte   und    dem    Ab8t4ind  diesrt 
Punktes  von  der  Richtung  der  Kraft  angesehen  wird,  während  dtf 
andere  der  grösste  AbstaAd  h  des  Drahtes  von   der  Kraftlinie  ii^ 
Wenn  man  irgend  einen  Werth  für  jeden  dieser  Parameter  wiUt, 
so  ist  es  leicht,  die '  entsprechende  Curve  mit  einem  hohen  Gr»d< 
von  Genauigkeit  zu  verzeichnen.     Man  beginnt  mit  einem  IdeineB 
Kreisbogen,  welcher  eine  in   der   gegebenen  grössten  Entfernnnf 
von  der  Kraftliuie  gezogene  Gerade  am  einen  Ende  berührt,  voi 
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Beispiel  1.  —  Fnr  eine  Spirale  von  45"  Neigung  ist 

ar«  =  %  I«  und  «^  =  %  J,; 
die  Formeln  gehen  also  über  in 

(12)  { 

i  =  V»  17  [(-*  -  Ä)  <f«  +  (4  +  -B)  r«r,,]. 

$8  ist  sehr  lehrreich,  diesen  Fall  sorgföltig  zu  studiren  und  nöthigen- 
falls  dnrch  ein  Modell  zu  erläutern,  das  sich  aus  gewöhnlichem  Eisen- 
oder Btahldraht  leicht  herstellen  lässt. 

Beispiel  2.  —  Es  sei  y  sehr  klein.  Wir  können  dann  das  Qua- 
drat dieser  Grösse  vernachlässigen  und  erhalten  g»  =  — ,  also 

T 

L  z=z  -j  ^  q)  und  22  =f~ä  <^a;. 

Die  erstere  dieser  beiden  Formeln  ist  einfach  die  Gleichung  der  directen 
Biegung  (§  595).    Die  Interpretation  der  zweiten  Formel  ist  folgende:  — 

608.  Spiralfeder  von  unendlich  kleiner  ü'eigung.  Tor- 
flionswage.  —  Bei  einer  Spiralfeder  von  unendlich  kleiner  Neigung 
gegen  die  zu  ihrer  Axe  senkrechte  Ebene  ist  die  in  dem  beweg- 
lichen Ende  durch  eine  in  der  Axe  dor  Spirale  wirkende  Kraft  her- 
vorgebrachte Verschiebung  eine  einfache  geradlinige  Translation  in 
der  Richtung  der  Axe  und  gleich  der  Länge  des  Kreisbogens,  durch 
welchen  eine  gleich  grosse  Kraft  das  freie  Ende  eines  dem  Radius  des 
Cylinders  gleichen  starren  Hebelarmes  fortbewegen  würde,  welcher 
den  Draht  zu  torquiren  hätte;  dabei  ist  angenommen,  dass  der  Draht 
der  Spirale  gerade  gestreckt  worden  sei,  sein  eines  Ende  vollkommen 
festgehalten  werde,  und  dass  der  Hebel  am  anderen  Ende  normal 
zur  Lange  des  Drahtes  und  so  befestigt  sei,  dass  er  sich  nur  um 
eine  mit  der  Axenlinie  des  Drahtes  zusammenfallende  Axe  drehen 
kann.    Dieser^  Ausspruch  rührt  von  J.  Thomson*)  her,    welcher 

*)  Camb.  u.  Dubl.  Math.  Joam.  1848. 
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zeigte,  dass,  wenn  man  eine  Spiralfeder  von  unendlich  kleiner 
Neigung  ausspannt,  die  ausgeübte  Wirkung  und  die  benutzt«  elasti- 
sche Eigenschaft  dieselben  wie  bei  einer  Torsionswagc  sind,welcli# 
denselben  Draht,  aber  gerade  gestreckt,  enthält  (§  433).  Die« 
Theorie  ist,  wie  J.  Thomson  experimentell  zeigte,  für  die  meisten 
praktischen  Anwendungen  hinlänglich  genau,  da  die  gewöhnlidi 
angefertigten  und  gebrauchten  ^Spiralfedern  von  sehr  kleiner  Nei- 
gung sind.  Es  ist  nicht  schwer,  aus  den  vorhengehenden  Formeln 
in  jedem  Falle  die  für  die  vorhandene  Neigung  erforderliche  Come- 
tion  zu  finden.  Das*  Fundamentalprincip ,  dass  Spiralfedern  haoj^- 
sächlich  vermittels  der  Torsion  wirken,  scheint  zuerst  von  Binet  is 
Jahre  1814  entdeckt  worden  zu  sein*). 

609.  Eirchhoffs  Vergleioh  der  Biegung^  und  DiilliiB{ 
eines  Drahtes  mit  der  Rotation  eines  starren  Körpers.  - 
Wir  kehren  jetzt 'zum  Falle  eines  gleichförmigen  Drahtes  znrüd;. 
der,  wenn  Nichts  auf  ihn  einwirkt,  gerade  und  ungedrillt  (ik 
cylindrisch  oder  prismatisch)  ist,  und  nehmen  an ,  es  wirke  auf  d« 
Draht,  dessen  eines  Ende  in  einer  gegebenen  Richtung  festgebaltci 
wird,  keine  Kraft  von  aussen ,  ausser  derjenigen  eines  am  andern 
Ende  befestigten  starren  Rahmens,  auf  welchen  in  einer  gegebei« 
Linie  A  B  eine  Kraft  IR  und  in  einer  zu  dieser  Linie  senkreclit^ 
Ebene  ein  Kräftepaar  G  wirkt.  Die  Gestalt  u^d  die  Drillung, 
der  Draht  haben  wird,  wenn  er  sich  im  Gleichgewicht  befindet,  wei 
den  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  in  jedem  Punkte  P  seil 
Länge  die  Torsion  und  die  Biegung  die  sind,  welche  das  Krafl^paH 
G  in  Verbindung  mit  dem  durch  Versetzung  der  Kraft  JB  nadi  1 
erhaltenen  Kräftepaare  erzeugt.  Es  folgt  daraus,  dass  der  stin« 
Körper  des  §  597,  der  sich  in  der  vorgeschriebenen  Weise  um  ^ 
festen  Punkt  0  bewegt,  und  der  nur  einer  constanten  in  dem  Punkt*| 
^T  \n  einer  zu  AB  parallelem  Linie  ^TD  angreifenden  Kraft  ttui 
der  Grösse  Ä  unterworfen  ist,  sich  weiter  in  der  vorgeschrieben*« 
Weise  bewegen  wird,  wenn  man  ihn  in  irgend  einem  Augenblifl! 
sich  selbst  überlässt. 

Dies  zu  beweisen,   nehmen   wir  an,   der  Körper  werde  geiKUX««r 

sich  in  der  vorgescliriel^enen  Weise  zu  bewegen,  und  zugleich  wirke  •■ 

ihn  die  Kraft  R  in  der   Linie  ^TD.     Nehmen  wir   dann  die  CoordiD4t«t^ 

Axe   OX  parallel  dieser  Linie  an  und   bezeichnen   mit  x,  y,  z  die  Ct^ 

d  X      d  V       d^ 
dinaten  von  P  zu  irgend  einer  Zeit  t.  so  sind  -5—,    -r- ,    1—  die  B^^ 

as      as      aA 

tungscosinuß.  von    (),T,   und  die  in   der  Linie  ,TD   wirkende  Kraft  ' 
*)  St.   Venant,  Comptos  Rendus.  Sept.   1864. 
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+  -js  (^9>  —  Xoipo)x 


^  =  -^  {y(Z«-^^)9>-V(/^"a:,»)^o)         '"'' 


V 


Hier  sehen  wir,  dass  Ldg)  4*  Bdx  das  Differential  einer  Function  der 
beiden  anabhängig  Veränderlichen  x,  (p  ist.  Wird  diese  Function  mit  JE 
bezeichnet,  so  erhalten  wir 


(10) 


■»=  %  §  {y{i*-x')v  -  v(P-x«) 

+ y2  ]5-  (^  «p — «0  «Po)*, 

X*   —    "3 —  I      ■*•   —    j —  » 


ein  Besuhat,  das  wir  aus   dem   allgemeinen   Princip  der  Energie   leiclit 
hätten  herleiten  können,  und  zwar  auf  folgende  Weise:  — 

606.     Die  potentielle  Energie  der  deformirten  Feder  ist,  wie 
man  leicht  aus  §  595  (4)  ersieht,  * 

y,[B{lS  —  TSoy  +  AT^]h 

wenn  Ä  den  Widerstand  gegen  eine  Torsion,  B  den  Widerstand 
gegen  eine  Biegung  in  der  Erümmungsebene,  73  und  ISq  die  Krüm- 
mungen des'  Drahtes  im  deformirten  und  undeformirten  Zustande 
und  r  die  Drillung  des  Drahtes  im  deformirten  Zustande  bezeich- 
nen; dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Drillung  im  undeformirten 
Zustande  Null  sei.  Die  Kraft  in  der  Richtung  der  Axe  und  das 
Kräftepaar,  die  erforderlich  sind,  um  zu  bewirken,  dass  die  Axe  der 
von  der  Feder  gebildeten  Spirale  irgend  eine  gegebene  Länge  habe, 
und  dass  die  durch  ihre  Enden  und^ie  Axe  gelegten  Ebenen  irgend 
einen  gegebenen  Winkel  einschliessen,  sind  natürlich  (§  272)  gleich 
den  Aenderungen  der  potentiellen  Energie,  genommen  beziehungs- 
weise für  die  Einheit  der  Aenderung  dieser  Coordinaten.  Man  hat 
aber  sorgfältig  zu  beachten,  dass  die  Bewegung  etwas  complicirt 
wird,  wenn  man  die  mit  dem  einen  Ende  der  Feder  starr  verbun- 
dene Platte  festhält,  so  dass  die  Tangente  an  diesem  Ende  fixirt 
wird,  und  die  Bewegung  der  anderen  Platte  so  regulirt,  dass  die  , 
zwischen  beiden  Platten  liegende  Feder  beständig  genau  spiralför- 
mig erhalten  wird;  denn  wenn  sich  die  Form  der  Feder  ändert,  so 
ändern  sich  auch  der  Radius  des  Cylinders,  die  Neigung   der  Axe 
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der  Spirale  zu  der  festen  Richtung  der  Tangente  am  fcsten  Ende 
und  die  Lage  des  Punktes,  in  welchem  die  Axe  von  der  Ebene  ge- 
schnitten wird,  welche  senkrecht  zu  ihr  steht  und  durch  das  feste 
Ende  der  Feder  geht.  Die  wirksamen  Componenten  einer  be- 
liebigen unendlich  kleinen  Bewegung  des  beweglichen  Endes  sind 
seine  Verschiebung  parallel  der  augenblicklichen  Lage  der  Axe  der 
Spirale  und  seine  Rotation  um  diese  Axe  (zwei  Grade  von  Frei- 
heit); ausserdem  wird  dieses  Ende  im  Allgemeinen  eine  nnendlidi 
kleine  Verschiebung  in  einer  gewissen  Richtung  und  eine  BoUtioo 
i^m  eine  gewisse  Linie  erfahren,  Ton  denen  jede  zu  dieser  Axe  senk- 
recht ist  und  aus  den  beiden  Graden  von  freiem  Bewegimg  durth 
die  Bedingung  bestimmt  wird,  dass  die  Gurve  eine  genaue  Spirale 
bleibt. 

607.  Beim  praktischen  Gebrauch  der  Spiralfedern  ist  diese 
Bedingung  nicht  streng  erfallt,  sondern  statt  dessen  gewöbnlicb 
einer  der  beiden  folgenden  Plane  befolgt:  — 

(1)  Man  lässt  eine  einfache  Eüraft  allein  wirken,  die  m 
bestimmte,  so  weit  es  möglich  ist  in  der  Axe  der  undeformiitei 
Spirale  liegende  Punkte  der  beiden  Enden  von  einander  entfcnl 
oder  einander  nähert;  oder 

(2)  Man  hält  das  eine  Ende  fest  und  lässt  das  andere,  ohie 
eine  Rotation  zu  gestatten,  in  einer  festen  Richtung  fortgleiten,  die 
so  weit  es  möglich  ist,  mit  der  Richtung  der  Axe  der  undeformirteD 
Spirale  zusammenfallt.  Die  vorstehende  Untersuchung  lässt  üä 
auf  die  unendlich  kleine  Verschiebung  jedes  dieser  beiden  Fälle  An- 
wenden: im  Falle  (1)  ist  das  Kräflepaar  gleich  Null  gesetzt,  und  ia 
Falle  (2)  ist  die  Rotationsbewegung  um  die  augenblickliche  Axe  da 
Spirale  gleich  Null. 

Für  unendlich  kleine  Verschiebungen  sei  in  (10) 

<p  =  ^Q  ^  dg>  und  a?  =  a?o  +  <^*i 
Bo  dasB  jetzt 

dE       ^       dE 


d&  g>^  d&x  \ 

ist.     Dann  erhalten  wir,  wenn  in  jeder  Formel  nur  die  Glieder  vom  t»  \. 
drigsten  Grade* in  Beziehung  auf  Sx  und  ^<p  beibehalten  weiden,  und« 
und  (p  statt  Xq  und  g?©  geschrieben  wird, 
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Nehmen  wir  Z^  =  0,    Jifo  =  0,    2Vo  =  0,    «o  =  0,    A)  =  0,    yo  =  ö» 
$0  ^0,    i7o  =  0,    Co  =  0  an,  so  ergibt  sich  Folgendes :  — 

615.  In  dem  einfachen  und  wichtigen  Falle  eines  von  Natur 
geraden  Drahtes,  auf  den  in  seiner  ganzen  Länge  beliebig  vertheilte 
Kräfte,  aber  keine  Kräftepaare  wirken,  besteht  die  in  einem  yöllig 
freien,  weder  von  einer  Kraft,  noch  von  einem  Kräftepaar  ange- 
griffenen £nde  erfüllte  Bedingung  darin,  dass  sowohl  die  Krüm- 
mung, als  auch  die  Grösse  ihrer  Variation,  genommen  für  die  vom 
Ende  aus  gerechnete  Einheit  der  Länge,  an  diesem  Ende  Null  ist. 
Mit  anderen  Worten:  Die  Krümmungen  in  Punkten,  welche  dem 
Ende  unendlich  nahe  liegen,  verhalten  sich  im  Allgemeinen  wie  die 
Quadrate  (in  besonderen  Fällen  wie  gewisse  höhere  Potenzen)  ihrer 
Abstände  vom  Ende.  Dieselben  Gesetze  gelten  'für  die  von  den 
Kräften  hervorgebrachte  Aenderung    der  Krümmung,   wenn  der 

.  undeformirte  Draht  nicht  gerade  ist,  wenn  aber  die  übrigen  Um- 
stände die  oben  angegebenen  sind. 

616.  Ein  gerader  Stab  wird  tmendlloh  wenig  gebogen.  — 
Um  ein  sehr  einfaches  Beispiel  des  Gleichgewichts  eines  Drahtes 
zu  geben,  welcher  Kräften  unterworfen  ist,  die  in  seiner  ganzen 
Länge  wirken,  wollen  wir  voraussetzen,  der  Draht  sei  von  Natur 
gerade,  und  die  Richtungen  der  einwirkenden  Kräfte,  sowie  die 
Axen  der  Kräftepaare  seien  sämmtlich  senkrecht  zu  seiner  Länge, 
die  Kräfte  und  Kräftepaare  aber  nicht  gross  genug,  um  dem  Draht 
eine  mehr  als  unendlich  wenig  von  einer  Geraden  abweichende  Form 
zu  geben.  Damit  weiter  diese  Kräfte  und  Kräftepaare  keine  Tor- 
sion erzeugen,  mögen  die  drei  Axen  der  torquirenden  Biegung  senk- 
recht zum  Draht  und  parallel  demselben  sein.  Wir  werden  aber 
das  Problem  nicht  noch  mehr  durch  die  Annahme  beschränken,  der 
Schnitt  des  Drahtes  sei  gleichförmig,  da  wir  dadurch  einige  der 
für  die  Praxis  wichtigsten  Anwendungen  (auf  Wagebalken,  Hebel 
in  Maschinerien,  Balken  in  der  Architektur  und  Ingenieurkunst) 
ausBchliessen  würden.  Es  ist  lehrreicher,  die  Gleichungen  des 
Gleichgewichts  für  diesen  Fall  direct  zu  ermitteln,  als  sie  aus  den 
Gleichungen  herzuleiten,  die  oben  für  das  weit  umfassendere  allge- 
meine Problem  ausgearbeitet  sind.  Das  besondere  Princip  für  den 
vorliegenden  Fall  lautet  einfach:  In  jeder  durch  die  Länge  des 
Drahtes  gehenden  Ebene  ist  der  nach  der  Länge  des  Drahtes  ge- 
nommene zweite  Differentialquotient  des  Biegungskräftepaars  überall 
gleich  der  für  die  Längeneinheit  genommenen  einwirkenden  Kraft, 
vermindert  um  den  ersten  Differentialquotienten  des  einwirkenden 
Kräftepaars.      Im    Verein   mit  den  directen   Gleichungen   (§   699) 
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zwischen  den  Gomponenten  der  Biegnngskräftepaare  liefert  dies  die 
erforderten  Gleichungen  des  Gleichgewichts. 

In  der  Figur  35,  welche  einen  Schnitt  des  Drahtes  in  der  Ebene  xy 
darstellt,   sei   0 P  =  X,   PP'  =  dx.    Femer   mögen    y  und  iV  die  fir 

Fig.  35. 
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die  Einheit  der  Länge  des  Drahtes  gerechneten  Gomponenten  der  einwir- 
kenden Kraft  und  des  einwirkenden  Kräilepaars  in  der  Ebene  der  Zeifh- 
nung  sein,  so  dass  Y^x  und  Ndx  die  Grössen  der  Kraft  und  des  Kräfte 
paars  in  dieser  Ebene  sind ,  welchen  die  Theile  des  Drahtes ,  zwischeo  P 
und  P  wirklich  ausgesetzt  sind. 

Die  "Wechselwirkung  zwischen  den  zu  beiden  Seiten  des  durch  P  ge- 
henden Normalschnitts  liegenden  Theilen  der  Substanz  lässt  sich  anf 
eine  Kraft*)  und  ein  Kräftepaar  reduciren.  Die  den  Axen  O  T"  und  02 
parallelen  Gomponenten  der  Kraft  seien  wie  friilier  (§  614)  ß  und  y,  die 
in  den  Ebenen  XOY  und.  XOZ  genommenen  Gomponenten  des  Kr&fte- 
paars  C  und  rj;  die  entsprechenden  Grössen  für  P  seien  /9',  y*  und  f,  f'. 
Die  zwischen  diesen  beiden  Schnitten  befindliche  Substanz  ist  im  Gleich- 
gewicht unter  diesen  von  der  zu  beiden  Seiten  unmittelbar  daran  gren- 
zenden Materie  ausgeübten  Einwirkungen  und  unter  der  Wirkung  der 
Kraft  und  des  Kräfbepaars,  die  sie  von  aussen  angreifen.  Die  Compooes- 
ten  der  letzteren  in  der  Ebene  XOY  sind  beziehungsweise  gleich  Tix 
und  Ndx.  Folglich  erhalten  wir  für  das  Gleichgewicht  des  Theils  PP 
rücksichtlich  der  zu   0  F  parallelen  Kräfte  die  Bedingung 

—  ß  +  Y&x  +  /J'  =  0, 

und  rücksichtlich  der  in  der  Ebene  XOY  wirkenden  Kräftepaare 

das  Glied  ßdx  in  der  zweiten  Gleichung  ist  das  Moment  des  KraitepJiw»» 
welches  von  den  nur  unendlich  wenig  versclnedenen  Kräften  /?,  ß^  geba- 
det wird,  die  in  entgegengesetzt-parallelen  Richtungen  durch  P  und  P 
gehen.     Nun  ist 


ß" 


_«  =  ^ 


df 


/»  =  -  rfa,  und  f  -  f  =  ^  <r«; 


folglich  liefern  die  vorhergehenden  Gleichungen 


*)  piese  Kräfte,  von  denen  jede  in  der  Ebene  des  Schnittes  des  festen  Kör- 
pers ihren  Sitz  hat,  welche  die 'Theile  der  Substanz  trennt,  zwischen  den«  «i* 
wirken,  sind  eine  Art  Schiebu  ngekrät'te.     Siehe  unten  §  662. 
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"       ^  d8      V^  ^  daJ  da  ^\^  ^dsJ  ds 

Entsprechende  Ausdrücke  erhält  man  für  ß  und  y,  und  durch  Einsetzung 
derselben  in  (I)  folgt 

^=-f.kif-(«+i;)T:+(^+fDS 

Ausserdem  erhalten  wir  aus  (2) 

Um  den  ma^ematisohen  Ausdruck  der  Umstände  zu  vervollständigen^ 
erübrigt  nur  noch ,  die  Gleichungen  der  torquirenden  Biegung  einzufüh- 
ren. Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  in  dem  durch  P  gehenden  Normal- 
schnitt zwei  beliebige  zu  einander  senkrechte  Linien  PÄ",  PL  der  Sub- 
stanz des  Drahtes  als  Coordinatenaxen  an.  Die  Componenten  der  Krüm- 
mung (§  589)  in  den  zu  diesen  Linien  senkrechten  und  durch  die  Tan- 
gente P  T  gehenden  Ebenen  seien,  wem  der  Draht  undeformirt  ist,  Xq,  A^, 
wenn  er  deformirt  ist,  x,  X.  Femer  werde  die  Grösse  der  Drilluug  (§  119), 
welche  jede  der  Coordinatenaxen  um  die  Tangente  von  Punkt  zu  Punkt 
den  Draht  entlang  hat,  mit  r^  bezeichnet,  wenn  der  Draht  undeformirt 
ist,  mit  T  im  entgegengesetzten  Falle,  so  dass  t  —  Zq  die  Grösse  der 
durch  die  einwirkenden  Kräfte  in  P  erzeugten  Drillune;  ist.  Dann  erhal- 
ten wir  [§  595  (3)] 

IV  +  i?m'+  Cn'=  c  (x-xo)  +  5(A-^)  +  a  (r-To) 


(6) 


1^  ff  +  '^  ff +  f  Ts  =M«-'^o)4-«  (A~^>)-f  C(r-To). 


wo  (hm,n\  (Vm'n'l  (^.  ff »  ff)  die  Richtungen  von  PK,  PL,  PT 
bezeichnen,  so  dass 

da  ~r      da  ^      da.         '       da    *  da    ^         da 

IV  +  mm*  +  nn'  ="  0 

/a  ^  ,„2  ^  n»  =  1,    V^  -f  TO'a  -f  n'a  =  i 

ist. 

Werden  jetzt,  wie  in  §  593,  Linien  0,K,  0 ,L,  0 ^T  gezogen,  jede  von 
der  Längeneinheit  und  beständig  parallel  PK,  PL,  PT,  und  lässt  man 
den  Punkt  P  die  Curve  mit  der  Einheit  der  Gejichwindigkeit  durchlau- 
fen, so  ist  die  parallel  zu  O  ^T  genommene  Geschwindigkeitscomponente 
von^i,  oder  die  parallel  zu  O  fK  und  mit  dem  entgegengesetzten  Zeichen 
genommene  Geschwindigkeitscomponente  ■  Von  ^T  gleich  x  (§  593).  Da 
Aehnliches  für  X  und  r  gilt,  so  ist 
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(8) 


j  dx 
da 
ds 

,  dx 
da 
da 

dl 


+  w' 


+  m 


da 


=  +0'l7+*'l7  +  «'S) 


i2« 

(2s 


+  «' 


da 

da 


'3 

da 


Die  Gleichungen  (7>  rednciren  (Z,  m,  n),  (!',  m'  n')  auf  ein  Tariibda 
Element;  es  ist  dies  die  Coordinate,  durch  welche  die  Lage  der  SubiUoz 
des  Drahtes  in  Beziehung  auf  die  Tangente  irgend  einen  Punktes  da 
Centr^curve  bestimmt  wird.  Weiter  drücken  die  Gleichungen  (8)  x,  i, ' 
durch  diese  Coordinate  und  die  drei  cartesischen  Coordinaten  Xy  y,  £  tod 
P  aus.  Die  über  den  ungezwängten  Zustand  des  Drahtes  festgeseUtas 
Bestimmungen  liefern  Xq,  Xq^  Tq  als  Functionen  von  a.  Dann  geben  di^ 
Gleichungen  (6)  jede  der- Grössen  |,  ly,  C  ausgedrückt  durch  «,  die  ti« 
Coordinaten  und  die  nach  a  genommenen  Differentialqnotienten  denetbes. 
Werden  diese  Werthe  in  (4)  und  (5)  eingesetzt,  so  erhallen  ^ir  mt 
Differentialgleichungen,  welche  in  Verbindung  mit 

dx^    .    dv*    ,    dz* 


da^  ^  da*  ^  da* 

die  fünf  Gleichungen  ausmachen,  vermittels  welcher  die  fünf  nnbekans* 
ten  Grössen  (die  vier  Coordinaten  und  die  Spannung  T)  sich  durch  $  mv 
drücken  lassen,  oder  vermittels  welcher ,  nach  Elimination  von  t  and  J, 
die  beiden  Gleichungen  der  Curve  gefunden  und  die  Coordinate  för  des 
Grad  der  Drehung  des  Normalschnitts  um  die  Tangente  durch  x,  y.  • 
ausgedrückt  werden. 

Die  Grenzbedingungen  für  irgend  welche  bestimmten  ümstinde 
lassen  sieh  mittels  der  Gleichungen  (2)  leicht  mathematisch  ausdräcken. 
Wenn  z.  6.  eine  gegebene  Kraft  und  ein  gegebenes  Kräftepaar  direct  sb 
einem  freien  Ende  angebracht  sind,  oder  wenn  das  Problem  auf  eiiMS 
Theil  des  Drahtes  beschränkt  ist,  der  nach  einer  Richtung  hin  imPonkt« 
Q  aufhört,  und  wenn  auf  den  durch  Q  gehenden  Normalschnitt  des  be- 
trachteten Drahttheils  in  Folge  der  jenseits  Q  angreifenden  Kräfte  eine 
gegebene  Kraft  {te^,  /So»  7o)  ^^^cl  ein  gegebenes  Kräftepaar  (^,  i^q,  C«)  ^' 
wirken ,  so  werden  die  Gleichungen ,  welche  die  Grenzbedingungen  av 
drücken,  folgende  sein^ 


(10) 


{=^=«0. 


1  =  %. 


f  =  fo. 


~  d7  =  -^  +  (>'»d?  "''o  df) 

-f^=^»+(^oif-«.i?) 


wenn  a  ■=  a^ 


darin  bezeichnet  a^  die  Läng^  des  Drahtes  von  dem  Punkte  an,  Ton  wel- 
chem aus  8  gemessen  wird ,  bis  ziim  Punkte  Q,  und  Lq,  Mq,  Nq  sind  die 
Werthe  von  L,  M,  N  \i\  Q. 
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verglichenen  starren  Körper  wirkende  Kraft  die  in  der  Verticalen 
durch  den  Schwerpunkt  wirkende  Schwerkraft  sein.  Daher  ist  es 
zweckmässig,  nicht  die  £inheit  als  die  Geschwindigkeit  für  den 
Vergleichnngspnnkt  anf  dem  gebogenen  Drahte  zn  wählen,  sondern 
die  Geschwindigkeit,  welche  die   Schwerkraft  in  einem  Körper  er- 

d 
zeugen  würde ,  der  einen  Weg  von  der  Hohe  7-  hindurch  fällt,  und 

diese  Constante  a  (§  611)  ist  dann  die  Länge  des  isochronen  ein- 
ziehen Pendels.  Wenn  also  die  Kraftlinie  einer  elastischen  Curve 
Tertical  gehalten  wird  und  ein  Punkt  P  sich  mit  einer  constanten 

Geschwindigkeit  von  der  Grrösse  Vy«  (wo  a  die  mittlere  Propor- 
tionale zwischen  dem  Krümmungsradius  in  irgend  einem  Punkte 
und  dem  Abstände  dieses  Punktes  von  der  Kraftlinie  ist)  durch  die- 
selbe bewegt,  so  wird  die  Tangente  in  P  beständig  einem  einfachen 
Pendel  von  der  Ljpge  a  parallel  sein,  das  ihr  in  irgend  einem  Au- 
genblick parallel  gerichtet  und  mit  der  nämlichen  Winkelgeschwin- 
digkeit in  Bewegung  gesetzt  ist.  Die  Figuren  28,  ...,  32  entspre- 
chenden Vibrationen  des  Pendele.  Die  Figur  33  entspricht  dem 
Falle,  in  welchem  das  Pendel  gerade  seine  Lage  instabilen  Gleich- 
gewichts nach  Ablauf  einer  unendlich  langen  Zeit  erreichen  würde. 
Die  Figur  34  entspricht  Fällen,  in  welchen  das  Pendel  unaufhörlich 
mit  periodisch  zu-  und  abnehmender  Geschwindigkeit  in  einer 
Richtung  herumfliegt.  Der  Grenzfall,  in  welchem  die  elastische 
Cunre  kreisförmig  ist,  entspricht  einem  Pendel,  das  mit  einer  un- 
endlichen Winkelgeschwindigkeit  herumfliegt,  die  im  Laufe  einer 
Umdrehung  natürlich  nur  eine  unendlich  kleine  Aenderung  erleidet. 
Ein  bemerkenswerthes  Ergebniss  ist,  dass  die  Rectification  der 
elastischen  Curve  dasselbe  analytische  Problem  ist,  wie  die  Bestim- 
mung der  Zeit,  welche  das  Pendel  zur  Beschreibung  eines  beliebig 
gegebenen  Winkels  gebraucht. 

614.  Ein  Draht  von  beliebiger  Form  unter  der  Einwir- 
kung beliebig  vertheilter  Kräfte  und  Eräftepsare.  —  Bisher 
haben  wir  unsere  Untersuchung  der  Form  und  der  Drillung  eines 
in  gezwängtem  Zustande  befindlichen  Drahtes  auf  einen  solchen 
Theil  desselben  beschränkt,  der  selbst  keiner  unmittelbaren  Einwir- 
kung äusserer  Kräfte  ausgesetzt  ist,  sondern  nur  von  seinen  Enden 
her  die  Wirkung  zweier  sich  gegenseitig  .im  Gleichgewicht  haltender 
Kraftsysteme  fortleitet  und  überträgt.  Auf  diese  Weise  haben  wir 
Yon  der  Untersuchung  ausgeschlossen  die  für  die  Praxis  wichtigen 
Fälle  einer  Curve,  welche  durch  ihr  eigenes  Gewicht,  oder  durch 
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die  Gentrifugalkraft  deformirt  wird,  oder  welche  Gleichgewichts- 
bedingongen  von  der  Art  erfüllt,  wie  wir  sie  spater  bei  der  Auf- 
stellung der  Bewegangsgleichungen  nach  dem  D'Alemberi'scheo 
Princip  zu  benutzen  haben  werden.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einer 
Yöllig  allgemeinen  Erforschung  des  Gleichgewichts  einer  Gurre,  die 
in  ihrer  ganzen  Lange  gleichförmig  ist,  oder  nicht;  die  im  unge- 
zwängten  Zustande  gerade  oder  beliebig  gebogen  und  gedrillt  ist; 
die  durch  keine  Bedingung  hinsichtlich  der  Lagen  der  drei  Haapt- 
axen  der  torquii'enden  Biegung  (§  ö 96)^  beschränkt  ist,  und  auf  die 
beliebig  vertheilte  Kräfte  und  Kräftepaare  einwirken. 

Es  seien  (tj  ß,  y  die  Componenten  der  Elrafb  und  I,  %  C  die  Con^ 
nenten  des  Kräftepaars,  aus'  denen  die  Wechselwirkung  zwisches  der 
Materie  auf  der  einen  und  der  anderen  Seite  des  durch  den  Punkt  (x,jf,2) 
gehenden  Normalschnitts  besteht.  Dann  sind  die  Componeoten  für  dei 
durch  {x-^dx,  y  +  *^y»  ^-^d^:)  gehenden  Normalschnitt 

a  +  ^Ss,     ß  +  ^'<f»,     »'  +  ^*.. 
^    da       '      '^    '    ds       *      '    ^    da 

^  +  ^da,     r^  +  p-dä,     c  +  -^  <r«. 
^    da  '   ^    da        *  '     ds 

Sind  also  X  (fs,  Y&a^  Zda  und  Lda,  Mdä^  Nda  die  Compouenten  da 
Kraft  und  des  Kräftepaars,  welche  auf  den  zwischen  jenen  Nomialschnlt- 
ten  liegenden  Theil  da  des  Drahtes  einwirken,  so  erhalten  wir  (§  551)  für 
das  Gleichgewicht  dieses  Theils  des  Drahtes 

(,)  -X=^^,^Y  =  ^,-Z  =  ^ 

^  ^  ds  *  da'  da 

und  (wenn  die  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung,  wir  d^6t^ 
vernachlässigt  werden) 

—  Xcfs  =  ^  <fs  +  y(fy  —  ßds,  u.  s.  w., 
oder 


(2) 


r         dl    ,        dji 

f*  ds 

-^-f^+^l:- 

dx 
"^  da 

-^='.«+^^:- 

da 

Aus  diesen  sechs  Gleichungen  (l)  und  (2)  lassen  sich  «,  /9,  y  mittels  ♦!« 
folgenden  zweckmässigen  Annahme 

^^^  ""  da^  ^  da^^  da  '^'^ 

eiiminiren,  wo  T  die  Componente  der  Kraft  bedeutet,  welche  auf  Aa 
Normalschnitt  längs  der  Tangente  an  die  Mittellinie  wirkt.  Hieniu.'»  nad 
aus  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  (2)  ergibt  sich 


( 
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fassen,  die  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  der  Kraftlinie  liegen,  und  von 
denen  nur  eine  in  der  Figur  gezeichnet  ist. 

Der  Fall  C  =  2«^  endlich  ist  der  der  Fig.  33.  Für  ihn  nimmt  das 
letzte  Integral  eine  logarithmische  Form  an.   Es  ist  nämlich 

/ydy  r       2d^dy 

oder,  wenn  man  die  Integrationen  ausführt  und  die  Constante   so  wählt, 
das8  die  y  Aze  die  Axe  der  Symmetrie  werde, 

(6)  X  =  -  (4a«-y«)V4+  a  log^^±^^:=^. 

y 

Wenn  das  Badical  mit^  den  angegebenen  Zeichen  genommen  wird,  so 
stellt  diese  Gleichung  den  Zweig  dar,  welcher  vom  Scheitel  aus  zuerst  zur 
negativen  Seite  der  y  A^e  geht,  dieselbe  dann  in  dem  Doppelpunkte  durch- 
kreuzt xmd  sich  darauf  der  positiven  Seite  der  x  Axe  immer  mehr  nähert, 
so  dass  diese  eine  Asymptote  wird.  Der  andere  Zweig  wird  durch  die- 
selbe Gleichung  dargestellt,  wenn  man  darin  das  Zeichen  des  Badicals 
an  jeder  Stelle  umkehrt. 

Wir  brauchen  wohl  kaum  zu  bemerken,  dass  sich   das  Zeichen  von 

1  -|-  -=iL  )    in  (3)  für  einen  die  Curve  stetig  durchlaufenden  Punkt  nur 
dx^/ 

*dii 
dann  ändern  kann,  wenn  ;?-  unendlich   wird.    Die  Interpretation  wird 

erleichtert,  wenn  man 

g=*«n*.oder(x  +  ||;f=-co.. 

setzt,  wodurch  (3)  auf 

(7)  y^  =  2a^  C08  ^  +  C 

reducirt  wird. 

Wenn  jetzt  C7>  2a8  ist  (der  Fall,,  in  welchem  es,  wie  wir  oben 
sahen,  sowohl  Minimal-  als  Maxiinalwerthe  von  y  zu  einer  Seite  der  Linie 
der  Kraft  gibt),  so  kann  der  Werth  von  &  unbegrenzt  wachsen.  Der- 
selbe nimmt  natürlich  für  einen  Punkt,  der  die  Curve  stetig  durchläuft, 
stetig  zu;  seine  Zunahme  für  eine  vollständige  Periode  beträgt  2n 
(Fig.  34). 

Wenn  C  <  2*a*  ist,  so  hat  9-  in  den  Punkten,  in  welchen  die  Curve 
die  Linie  der  Kraft  schneidet,  gleiche  positive  und  negative  Werthe. 
Diese  Werthe,  welche  die  Formel 

■^  a  er 

(8)  ^^^  *  =  -  ?^ 

liefert,  sind  stumpf,  wenn  C  positiv  ist  (Fig.  30),   spitz,  wenn    C  negativ 
ist  (Fig.  28).    Der  grösste  negative  Werth  von  C  ist  natürlich  —  2  a*. 

Wenn  wir  C  =  —  2  a^  4"  2»^  annehmen,  so  wird,  wie  wir  aus  (7) 
sehen,  ^  b  der  grösste  positive  oder  negative  Werth  von  y  sein,  imd 
wenn  wir  voraussetzen,  dass  h  sehr  klein  im  Vergleich  zu  a  ist,  so  er- 
halten wir  den  Fall  einer  gleichförmigen  Feder,  welche  wie  ein  Bogen 
durch  eine  zwischen  ihren  Enden  ausgespannte  Schnur  schwach  gebogen  ist. 
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612.  Schwach  gebogener  Stab.  —  Ein  wichtiger  besonde- 
rer Fall  Ist  der  der  Figur  28,  welcher  einem  gebogenen  Stabe  (Bo- 
gen zum  Schieseen)  entspricht,  der  überall  einer  Biegung  denselbea 
Widerstand  entgegensetzt.  Wenn  die  Grösse  der  Biegung  klein  ist, 
so  lässt  sich  die  Gleichung  leicht  bis  zu  jedem  erforderten  Grade 
der  Genauigkeit  näherungsweise  integriren.  Wir  wollen  die  Art, 
wie  man  in  dieser  Untersuchung  zu  yerfahren  hat,  bloss  skizsireiL 

Es  sei  e  der  grösste  Abstand  von  der  Aze,  welcher  x  =  0  enuprichL 
Dann  liefert  y  =  e  sofoi-t  ^  ==  0  and  die  Gleichmig  (3)  geht  ober  in 

e«  —  y»  =  2 


"'('  -  v%)- 


woraus 

(^^  dy_V;n72V4a2_ea  +  ya 

folgt.  Um  eine  erste  Annäherung  zu  erhalten ,  lassen  wir  e^  —  y'  io  i^ 
dem  Factor  fort,  in  welchem  auch  die  Grösse  a^  vorkommt,  und  erhalto 

dx  a 

oder,  da  y  =  6,  wenn  o;  =  0  ist, 

OH 
(10)  y  :i=^  e  cos  — , 

die  Gleichung  der  harmonischen  oder  Sinus-Linie,  welches  die  ein£Kli^ 
von  einer  vibrirenden  Schnur  oder  einem  Pianofortedraht  angenomnMC» 
Form  ist. 

Um  genauere  Näherungswerthe  zu. erbalten,  können  wir  für  y  in  des 
Factoren,  wo  es  ausgelassen  war,  den  in  (10)  gegebenen  Werth  substito- 
ren,  u.  s.  w.    Auf  diese  Weise  ergibt  sich  näherungsweise 


oder 


dy       Vc»— y2  /     ,    se»     .  ^x\ 
dx  a        \     '    8a2         a/' 

dy       __dx  /     ,     3  6»         se^  2 x\ 

^S  -T  V  "*"  leP  ""  16^  ^"^^  T/ 


woraus  durch  Integration 

y        a;  /      ,      Se^\        3««     .    2x 
arccos  ^  =  -  (i  +  ^  -  j^  «n  - 

und 

ix   /,     ,      3C'\1     ,36«        .     X      .      2X 

folgt. 

613.     Da  wir  im  Besonderen  das  gewöhnliche  Pendel  fär  da« 
entsprechende    kinetische  Problem   wählen ,  so   mnss  die  auf  ^ 
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dx 

mid  hieraos  folgt  durch  Elimination  von  ß 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  für  die  Kräfte  und  Eräftepaare  in  der 
Ebene  XOZ 

^^^  dx^-        dx   ^  ^» 

die  Kräftepaare  in  dieser  Ebene  werden  als  positiv  gerechnet,  wenn  sie 
aus  der  Bichtung  von  OX  in  derjenigen  von  OZ  zu  drehen  streben 
[es  ist  dies  der  in  §  551  getroffenen  XJebereinkunft  entgegengesetzt;  letz- 
tere empfiehlt  sich  immer,  wenn  die  drei  Axen  symmetrisch  behandelt 
werden]. 

Da  der  Draht  nur  unendlich  wenig  von  der  geraden  Linie  OX  ab- 
weicht, so  sind  die  Krümmungscomponenteh 

4-^„  in  der  Ebene  XOY 
dx* 

und 

d^z 

j-j  in  der  Ebene  XOZ, 

folglich  die  Gleichungen  der  Biegung 

^  -  -^  5i5  +  *  555 

■~  ^  dx^'^^  dx^ ' 

wo  B  und  C  die  Biegungswiderstände  (§  596)  in  den  Ebenen  xy  und  xz 
sind  und  a  der  Coefficient  dst,  welcher  das  in  jeder  dieser  Ebenen  durch 
die  Einheit  der  Krümmung  in  der  anderen  erzeugte  Kräftepaar  ausdrückt ; 
diese  drei  Grössen  a,  B,  C  sind  im  AJlgemeinen  als  gegebene  Functionen 
von  X  anzusehen.  Durch  Einsetzung  dieser  Ausdrücke  für  C  und  17  in 
(2)  und  (3)  erhalten  wir  die   gesuchten  Gleichungen  des  Gleichgewichts. 

617.  Fall  unabhängiger  Biegungen  in  zwei  Ebenen.  — 
Wenn  die  Richtungen  des  grössten  nnd  des  kleinsten  Biegungs- 
widerstandes  in  allen  Theilen  des  Drahtes  in  zwei  Ebenen  liegen, 
so  werden  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  dadurch  vereinfacht, 
dass  man  diese  Ebenen  zu  Coordinatenebenen  X 0  Y,  XOZ  nimmt. 
Die  Biegung  in  jeder  derselben  hängt  dann  einfach  von  den  in  ihr 
wirkenden  Kräften  ab,  und  auf  diese  Weise  zerfallt  das  Problem 
Ton  selbst  in  die  beiden  von  einander  ganz  unabhängigen  Probleme, 
die  Gleichungen  der  Biegung  in  den  beiden  Hauptebenen  zu  inte- 
griren  und  dadurch  die  Projectionen  der  Curve  auf  zwei  feste  Ebe- 

Thomson  n.  Tait,  theoreüBche  Physik.    II.  \() 
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nen  zn   bestimmen,  deren  Lage  übereinstimmt  mit  derjenigen,  die 
sie  bei  gerade  gestrecktem  Draht  haben. 

Wenn  in  diesem  Falle  X  OY,  XOZ  in  der  angegebenen  Weise  ge- 
wählt werden,  so  ist  a  =  0.  Die  Gleichungen  der  Biegung  (4)  gehea 
also  eiufacli  über  in  ; 

und  durch  Einsetzung  dieser  Ausdrücke   in  (2)  und  (3)   erh&lt   man  ah 
Differentialgleichungen  der  Curve 

wo 

ist.  Hier  sind  ^  und  3  im  Allgemeinen  als  bekannte  Functionen  too  m 
anzusehen,  die'' durch  (6)  explicit  gegeben  werden;  es  sind  die  für  dii 
Einheit  der  Länge  des  Drahtes  gerechneten  zum  Drahte  senkrechta 
Componenten  der  einfachen  Kräfte,  welche  dieselbe  Gestalt  hervorbri» 
gen  würden,  wie  die  Kräfte  und  Kräftepaare,  die  nach  unserer  Voravt 
Setzung  auf  den  Draht  in  seiner  ganzen  Länge  wirklich  einwirken 
Weiterhin,  in  der  Theorie  des  Magnetismus,  werden  wir  ein  merkwürdi- 
ges Beispiel  der  durch  (6)  ausgedrückten  Belation  antreffen.  Inzwisebei 
bemerken  wir  nur,  dass,  obgleich  die  Gestalt  des  Drahtes  nicht  merklid^ 
geändert  wird,  wenn  man  statt  der  auf  den  Draht  vertheilten  Krftfte  uni 
Kräftepaare  in  geeigneter  Weise  vertheilte  einfache  Kräfte  aubstitaiz^ 
doch  die  in  den  Normalschnitten  wirkenden  Schiebungskräfte,  wie  aiaj 
(1)  hervorgeht,  durch  diese  Aenderung  der  umstände  vollständig  ge&fr; 
dert  werden.  Wenn  der  Draht  gleichförmig  ist,  so  sind  B  and  C  eooi 
staut,  und  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  werden  I 

dx^  "■  B'   äx*   *"  C  I 

Das  einfachste  Beispiel  erhält  man,  wenn  man  jede  der  Grössen  ^  ^^ 
3  als  constant  ansieht;  es  ist  dies  der  interessante  und  nützliche  Fa^ 
eines  gleichförmigen  Balkens,  der  überall,  ausser  wo  er  durch  sein^ 
Stützen  getragen  oder  gedrückt  wird,  nur  durch  sein  eigenes  Gewidid 
eine  Einwirkung  erleidet.  Beschränken  wir  unsere  Au&nerksamkeit  aia 
die  Biegung  in  der  einen  Hauptebene  X  OY  imd  nehmen  an,  dieselbe 
sei  vertical,  so  dass  ^  =  gw  ist,  wenn  w  die  in  der  Längeneinheit  enfe 
haltene  Masse  bezeichnet,  so  erhalten  wir  als  vollständiges  Integral  w 
türlich 

(8)  2/  =  ^  (Vw  ^*  +  Kx^  +  K'x^  +  K'x  4-  K"')',  I 

darin  bezeichnen  K,  JT',  u.  s.  w.  die  vier  Integrationsconstanten.  DieM 
werden  durch  die  Grenzbedingungen  bestinunt,  welche  z.  B.  darin  besttebeai 
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können,  dass  der  "Wertli  von  y  und  -r^   in    jedem    Ende    gegeben    ist. 

Die  Bedingung-  kann  auch  (wie  z.  B.  im  Falle  einer  Planke,  welche  mit 
ihren  beiden  Enden  einfach  auf  zwei  Schneiden  /ruht  und  sich  um  jede 
frei  drehen  kann)  darin  bestehen,  dass  die  Krümmung  in  jedem  Ende 
▼erschwinde,  so  dass  wir,  wenn  die  durch  die  Stützpunkte  gehende  Linie 
nur  Axe  OX.  genommen  wird, 

(29«/  l,  wenn  o;  =  0  und  wenn  ;e  =  Z  ist, 

erhalten,  wo  {  die  Länge  der  Planke  ist.    Die  Lösung  ist  dann 

Setzen  wir  also  x  =  Val,  so  ergibt  sich 

gw     Sl^ 

^  jB     16.24 

|fir  die  Entfernung,  um  welche  der  Hittelpunkt  von  der  die  Stützpunkte 
verbindenden  Geraden  abgelenkt  wird. 

Wir  können  auch,  wie  im  Falle  einer  Planke,  die  in  ihrem  Mittel- 
Imnkte  (wo  o;  ^  0  vorausgesetzt  wird)  auf  einer  Schneide  ruht  oder  an 
tinem  in  ihrer  Mitte  befestigten  Seile  hängt, 

y  =  0  ) 

,  wenn  «  =  0  ist, 


pmd 


=1 


dx 


wenn  x  =:  Y^^  ^^^  [siehe  oben  § 614  (10)}, 


haben.   In  diesem  Falle  ist  die  Lösung  für  die  positive  Hälfte  der  Planke 

(10)  y  =  ¥"  '/24   {X^-2lX^  +  %l^X^). 

Wird  hierin  x  =  Vg  ?  gesetzt,  so  ergibt  sich  ^ 

gw       Sl* 
B   '  16. 

Wir  erhalten  also  das  folgende  Resultat: 


^         B      16.24 


618.  Senkungen  der  nicht  unterstütEten  Theile  einer 
Planke.  —  Wenn  ein  Stab,  Balken  oder  eine  Planke  von  gleich- 
förmiger Substanz  auf  einer  einzigen  im  Mittelpunkte  angebrachten 
Stütze  ruht,  so  beträgt  die  Senkung  der  Enden  nur  %  ^^^  Sen- 
kung, die  der  Mittelpunkt  erleidet,  wenn  der  Körper  auf  zwei  an 
seinen  Enden  angebrachten  Schneiden  ruht.  Daraus  folgt,  dass  die 
erstere  Senkung  Vs  und  die  letztere  %   deijenigen  Senkung  oder 

10* 
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Erhebung  beträgt,  welche  eine  dem  halben  Grewicbt  des  Stabes  gif 
Kraft  erzeugt,  wenn  sie  am  einen  Ende  yertical  nach  unten  oder 
wirkt,  während  der  Mittelpunkt  in  einer  horizontalen  Lage 
halten  wird.  Dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  der  ganze  K( 
ruhe  anfangs  auf  einer  in  seiner  Mitte  angebrachten  Stütze,  naii 
seien  sodann  unter  die  Enden  zwei  Stützen  gesetzt,  die  man 
lig  erhöht  habe,  bis  der  Druck  vom  Mittelpunkt  gänzlich  foi 
nommen  sei.  Während  dieser  Operation  bleibt  der  Mittel] 
fest  und  horizontal,  während  eine  bis  zur  Hälfte  des  Gewichts 
nehmende  Kraft,  die  an  jedem  Ende  yertical  nach  oben  wirkt, 
selbe  auf  eine  Höhe  hebt,  welche  gleich  der  Summe  der  Sei 
in  den  beiden  oben  angegebenen  Fällen  ist.  Natürlich  kami 
dies  Resultat  auch  direct  beweisen,  indem  man  die  absoluten  Wi 
der  Senkung  in  jenen  beiden  Fällen,  wie  wir  sie  oben  ermittelt 
ben,  mit  den  Resultaten  der  in  §  611  gegebenen  Theorie  der 
sehen  Curven  Fig.  29  vergleicht.  Das  Resultat  lässt  sieh 
folgendermaassen  aussprechen:  Die  Senkung  der  Mitte  eines  gic 
formigen  Stabes,  der  auf  Stützen  an  seinen  Enden  ruht,  wird 
Verhältniss  von  5:13  vergrössert,  wenn  man  eine  seinem  Gei 
gleiche  Masse  auf  seine  Mitte  legt,  und  wenn  der  Stab  an 
in  seiner  Mitte  befestigten  Seile  hängt,  so  wird  die  Senkung 
Enden  im  Verhältniss  von  3  zu  11  vergrössert,  wenn  man 
jedes  Ende  eine  dem  halben  Gewicht  des  Stabes  gleiche 
hängt. 

619.     Das'  im  Falle  eines  vollkommen  starren  festen  Ei 
unbestimmte*)  (§  668),  für  die  Praxis  wichtige  Problem,  die 
theilung  des  Gewichts  eines  festen  Körpers  auf  seine  Stützpi 
zu  bestimmen,  wenn  mehr  als  zwei  derselben  in  einer  vertic 
Ebene  liegen,  oder  wenn  überhaupt  mehr  als  drei  Stützen  voi 
den  sind,  kann  mittels  der  vorstehenden  Resultate  vollständig 
werden  für  einen  gleichförmigen,  elastischen,  von  Natur 
Stab,  welcher  auf  drei  oder  mehr  Punkten  ruht,  die  alle  nahezu 
einer  Horizontallinie  vollkommen  gesicherte  Lagen  haben. 

Wenn  i  Stützpunkte  vorhanden  sind,  so  bilden  die  i  —  1 
theile,  welche  der  Reihe  nach  zwischen  diesen  Punkten  liegen, 
die  beiden  Endtheile  «  -|~  1  Curven;  diese  Curven  sind  durch 

*)  Wir  brauchen  wohl  kaum  zu  bemerken ,    dass  eine  Unbestimmtheit  ii 
Natur  nicht  existirt.     Wie  eine  solche  in  den  Problemen  der    abstracten  Di 
vorkommen  kann  und  dann  dadurch  beseitigt  wird,  dass  man  noch  weitere 
Schäften  der  Materie  in  Rechnung  zielit,  wird  auf  eine  lehrreiche  Weise  duwk 
im  Texte  angegebenen  Umstände  erläutert. 
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sehiedene  algebraische  Gleichungen  [§617  (8)]  ausgedrückt,  von 
denen  jede  vier  willkürliche  Constanten  enthält.  Zur  Bestimmung 
dieser  Gonstanten  ergeben  sich  im  Ganzen  4i  +  4  Gleichungen, 
'welche  die  folgenden  Bedingungen  ausdrücken:  — 

L  Die  Ordinaten  der  inneren  Enden  des  ersten  und  des  letz- 
ten Stabtheils  und  die  Ordinaten  beider  Enden  jedes  der  übrigen 
Theile  sind  beziehungsweise  gleich  den  gegebenen  Ordinaten  der 
entsprechenden  Stützpunkte  [2  *  Gleichungen]. 

n.  Die  Curven  zu  beiden  Seiten  jedes  Stützpunktes  haben 
in  dem  Uebergangspunkt  von  der  einen  zur  andern  zusammen- 
fallende Tangenten  und  gleiche  Krümmungen  [2  i  Gleichungen], 

in.  Die  Krümmung  und  ihr  für  die  Einheit  der  Länge  längs 
des  Stabes  genommener  Differentialquotient  ist  in  jedem  End- 
punkte Null  [4  Gleichungen]. 

Danach  ist  die  Gleichung  jedes  Theils  der  Curve  vollständig 
bestimmt,  und  nach  §  616  ergibt  sich  weiter  die  Schiebungskraft 
für  jeden  Normalschnitt.  Die  Differenz  zwischen  den  Schiebungs- 
kräften in  den  zu  beiden  Seiten  eines  Stützpunktes  liegenden,  an- 
einander grenzenden  Stabtheilen  ist  natürlich  gleich  dem  Druck, 
dem  dieser  Punkt  ausgesetzt  ist. 

620.  Die  Losung  dieses  Problems  für  den  Fall,  in  welchem 
sswei  der  Stützpunkte  in  den  Endpunkten  liegen  und  der  dritte 
sich  mitten  zwischen  beiden  befindet,  entweder  genau  in  der  Ver- 
bindungslinie derselben,  oder  um  eine  gegebene  sehr  kleine  Strecke 
über  oder  unter  dieser  Linie,  ergibt  sich  sofort,  ohne  jede  analyti- 
sche Untersuchung,  aus  den  in  §  618  ausgesprochenen  besonderen 
Etesoltaten.  Setzen  wir  nämlich  voraus,  der  Stab  sei  anfangs  ganz 
von  den  in  seinen  Endpunkten  angebrachten  Stützen  getragen,  und 
darauf  allmalig  durch  eine  unter  seine  Mitte  gesetzte  Stütze  in  die 
Höhe  gedrückt  worden,  so  wird  diese  Stütze  eine  Kraft  zu  ertragen 
haben,  welche  dem  Wege,  durch  den  sie  vom  Nullpunkt  aus  gehoben 
wurde,  einfach  proportional  ist,  bis  das  ganze  Gewicht  den  Endpunk- 
ten abgenommen  ist  und  von  der  Mitte  getragen  wird.  Die  ganze 
Strecke,  um  welche  die  Mitte  während  dieses  Processes  steigt,  ist, 

wie   wir  fanden,  -=r'  ,g  ^j  ♦  '^^  diese   Gesammterhöhung   ist   V5 

ß     16.24 

der  Senkung  der  Mitte  in  der  ersteren  Lage.    Wenn  also  die  Stütze 

der  Mitte  z.  B.  genau  in  der  Verbindungslinie  der  Endstützen  fixirt 

wird,  BO  trägt  sie  %  des  Gesammtgewichts  und  überlässt  jeder  der 

letzteren  '/i^.     Wenn  die  Stütze  der  Mitte  von  der  Yerbindungs* 
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linie  der  Endpunkte  um  Vi6  des  Weges  herabgelassen  wird,  den  sie 
herabgelassen  werden  mässte,  um  von  jedem  Druck  befreit  zu  ver> 
den,  so  trägt  sie  gerade  Vs  ^^^  Gesammtgewichts  und  jedes  Ende 
hat  gleichfalls  ^.3  zu  tragen. 

621.    Botation  eines  Drahtes  um  seine  elastische  Cen* 
trallinie.    Elastisches  Universalgelenk.  —  Ein  Draht  tod  gkh 
eher  Biegsamkeit  in  allen  Richtungen,  der  im  ungezwangten  Zastande 
gerade  ist,  lässt  sich,  nachdem  man  ihn  beliebig  gebogen  und  gedriSt 
hat,  ohne  den  geringsten  Widerstand  um  seine  elastische  Centnl- 
curve  drehen ,  da  seine  Gleichgewichtsbedingungen  auf  keine  Weise 
verletzt  werden,  dadurch  dass  er  so  in  seiner  ganzen  Lange  gleidh 
massig  gedreht  wird.  Die  nützliche  Anwendung  dieses  Princips  aof  die 
Erhaltung  einer  gleichen  angularen  Bewegung  in  zwei  um  verschie- 
dene Azen  rotirenden  Körpern  wird  in  der  Praxis  durch  die  NoÜiirei- 
digkeit  etwas  erschwert,  jedes  Drahtende  vollkommen  zu  befestig« 
und  so  zu  adjustiren,  dass  daselbst  die  Tangente  an  die  elastis^ 
Gentralcurve  genau  in  die  Richtung  der  Rotation  saxe  falle.    Wen 
aber  diese  Bedingung  streng  erfüllt  und  der  Draht  von  genau  gleicher 
Biegsamkeit  in  allen  Richtungen  und  im  ungezwangten  (§  658)  Zi- 
stande  völlig  gerade  ist,  so  überträgt  er  gegen  jeden  constanta 
Widerstand  eine  genau  gleichförmige  Bewegung  von  einem  um  ein 
Axe  rotirenden  Körper  auf  einen  zweiten  solchen  Körper,  dessen  Affi 
gegen  die  des  ersteren  beliebig  geneigt  ist  und  mit  derselben  niefat 
in  einer  Ebene    zu   liegen  braucht.      Wenn   beide   Axen  in  ein« 
Ebene  liegen,  wenn  kein  Widerstand  gegen  die  Rotationsbewegnuf 
vorhanden  ist,  und  wenn  endlich  die  Schwerkraft  nur  eine  geringi 
Wirkung   auf  den  Draht  ausübt,  so  wird   derselbe  eine  der  to** 
schiedenen  Formen    der   ebenen    elastischen    Curve    von    Johaoi 
Bernoulli  (§  612)  annehmen.     Wie  sehr  aber  auch  der  Draht  vot 
dieser  Form  abweichen  möge  —  sei  es  nun ,  weil  die  Axen  nicht  ii 
einer  Ebene  liegen ;  oder  in  Folge   der  Torsion,  welche  die  üeber 
tragung  eines  Kräftepaars  von  einem  Schaft  zum  anderen  begleite 
und  Reiche,  wenn  die  Axen  einer  Ebene  angehören,  den  Draht  oot^ 
wendig  aus  derselben  hinauslenkt ;  oder  in  Folge  der  Schveiv  -* 
die  elastische  Gentralcurve  wird  in  Ruhe  bleiben,  während  derDn^ 
in  jedem  Normalschnitt   um   sie   mit  einer  gleichförmigen  WinW* 
geschwindigkeit  rotirt,  die  gleich  der  Winkelgeschwindigkeit  j«d« 
der  beiden   durch  ihn  verbundenen  Körper  ist.     In   dem  CftpW 
über  die  Eigenschaften  der  Materie  werden  wir  sehen,  was  ffli« 
freilich  schon  aus  dem  Umstände  leicht  schliessen  kann,  dtfs  ^ 
Feder  eines  Ghronometers  zwanzig  und  mehr  Jahre  hindurch  3u^ 
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Bewegungen  vollfiihrt,  dass  die  ünvollkommenheit  in  der  Elastici- 
tät  eines  Metalldrahts  keinen  solchen  Grad  erreicht,  der  die  prak- 
I  tische  Anwendung  dieses  Princips    onmöglich   machte,   sogar   bei 
einem  Mechanismus,  der  dauerhaft  sein  soll. 

Wir  müssen  aber  bemerken,  dass,  wenn  die  Rotation  zu  schnell 
ist,  das  Gleichgewicht  des  um  seine  ungeänderte  elastische  Central- 
curve  rotirenden  Drahtes  instabil  werden  kann.  Mau  entdeckt  dies 
unmittelbar  durch  Experimente  (die  zu  sehr  merkwürdigen  Erschei- 
nungen fahren),  wenn  man,  wie  es  oft  bei  der  Erläuterung  der  Kinetik 
der  gewöhnlichen  Rotation  geschieht,  einen  starren  Körper  an  einen 
Stahldraht  hangt,  dessen  oberes  Ende  unaufhörlich  schnell  herum- 
gedreht wird. 

622.     Wenn  der  Draht  nicht  von  genau  gleicher  Biegsamkeit 
in  allen  Richtungen  ist,  so  wird  in  der  mitgetheilten  angularen  Be- 
wegung eine  periodische  Ungleichheit  stattfinden,  derenPeriode 
eine  halbe   Umdrehung  jedes  Körpers  ist.     Oder  wenn  der  Draht 
im  ungezwängten  Zustande  nicht  ganz  gerade  ist,   so  wird  eine  pe- 
riodische Ungleichheit  eintreten,  welche  die  ganze  Umdrehung  zur  x 
Periode  hat.     Mit  anderen  Worten:  Wenn  q>  und  q>'  die  Winkel 
sind,  durch  welche  die  beiden  Körper  gleichzeitig  rotiren,  während 
ein  constant  arbeitendes  Kräfkepaar  vom  einen  zum  anderen  durch 
den  Draht  hindurch  fortgepflanzt  wird,  so  ist  (p  —  g)'  nicht  Null, 
wie    im  Falle   des   exacten  elastischen  Universal -Biegungsgelenks, 
sondern  eine  Function  von  sin  2  q)  und  cos  2  g> ,  wenn  der  erstere 
Fehler  allein  existirt,  oder  eine  Function  von  sin  (p  und  cos  9>,  wenn 
der  zweite  Fehler  allein  oder   im   Verein  mit  dem  ersteren  da  ist. 
Wenn  der  Draht  im  ungezwängten  Zustande  nicht  stärker  gebogen 
ist,  als  man  in  der  Praxis  leicht  verhüten  kann,  so  kann  die  durch 
seine  Biegung  erzeugte  Ungleichmässigkeit  der  Wirkung  wahrschein- 
lich ohne  Schwierigkeit  zur  Genüge  dadurch  beseitigt  werden,  dass  \ 
man  den  Draht  am  einen  oder  an  beiden  Enden  eine  etwas  geneigte 
Lage  gegen  die  Axe  des  rotirenden  Körpers  gibt,  an  dem  er  be- 
festigt wird.  Aber  diese  Betrachtungen  führen  uns  zu  einem  Thema, 
welches  in  sich  selbst  schon  ein  weit  grösseres  Interesse  trägt,  als 
dasjenige  ist,  welches  es  möglicherweise  in  Anwendungen  auf  die 
Praxis  erlangen  könnte.     Die  einfachen    Fälle,    die    wir   darlegen 
werden,  sind  Beispiele  für  drei  Arten  der  Wirkung,  von  denen  jede 
allein  oder  verbunden  mit  einer  andern  oder  auch  zugleich  mit  bei- 
den anderen  im  Gleichgewicht  eines  Drahtes  vorkommen  kann,  der 
nicht  der  Bedingung  entspricht,  in  allen  Richtungen  gleich  biegsam 
und  im  ungezwängten  Zustande  gerade  zu  sein. 
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623.    Rotation  eines  in  einen  Beifen  umgebogenen  ge- 
raden Drahtes  um  seinen   elastischen  Centralkreis.  —  Ein 

gleichförmiger  Draht,  der  im  ungezwängten  Zustande  gerade  ist, 
wird  gebogen,  bis  seine  beiden  Enden  zosammenstossen ;  diese  fin- 
den werden  dann  so  aneinander  befestigt,  dass  die  beiden  entspre- 
chenden Enden  der  elastischen  Centralcurve  eine  und  dieselbe  gerade 
Linie  berühren.  Welches  dann  auch  die  Form  des  Normalschnitte  und 
die  Beschaffenheit  der  Substanz  ist  —  dieselbe  sei  krystallinifidi 
oder  nicht  — ,  der  Draht  muss,  wenn  er  sich  im  Gleichgewicht  befin- 
det, einen  genauen  Kreis  bilden  (wofern  man  Störungen  durch  die 
Schwere  vermeidet).  Man  soll  nun  bestimmen,  was  geschehen 
muss,  damit  sich  der  ganze  Draht  gleichförmig  durch  irgend  einen 
Winkel  um  seinen  elastischen  Centralkreis  drehe. 

Wenn  der  Draht  Ton  genau  gleicher  Biegsamkeit  in  allen  Rich- 
tungen ist*),  so  wird  er,  wie  wir  gesehen  haben  (§  621),  dieser  Ejn- 
wirkung  gar  keinen  Widerstand  leisten,  abgesehen  natürlich  vod 
dem  Widerstände,  der  in  seiner  Trägheit  beruht,  und  wenn  er  ein- 
mal in  Bewegung  gesetzt  ist,  so  dass  er  sich  in  dieser  Weise  mit 
einer  beliebigen,  grossen  oder  kleinen  Winkelgeschwindigkeit  be- 
wegt, so  würde  er  sich  für  immer  unverändert  weiter  bewegen,  wenn 
er  vollkommen  elastisch  wäre,  und  wenn  die  Luft  oder  eine  andere 
die  Axe  berührende  Materie  keinen  Widerstand  leistete.  j 

Um  jede  Beschränkung  des  Problems  zu  vermeiden,  müssen^ 
wir  voraussetzen,  der  Draht  sei  von  solcher  Beschaffenheit,  dass, 
wenn  er  auf  irgend  eine  Weise  gedrillt  und  gebogen  wird,  die  po- 
tentielle Energie  der  ins  Leben  gerufenen  Elasticitäts  -  Wirkung, 
genommen  für  die  Einheit  der  Länge,  eine  quadratische  Function 
der  Drillung  und  zweier  Erümmungscomponenten  (§§  690,  595) 
mit  sechs  willkürlich  gegebenen  Coefßcienten  ist.  Da  aber  da 
Draht  keine  Drillung  besitzt**),  so  verschwinden  im  vorliegenden 
Falle  drei  Glieder  dieser  Function,  und  es  bleiben  nur  die  dm 
Glieder,  welche  die  Quadrate  und  das  Product  der  Krümmung^ 
componenten  enthalten;  die  Ebenen,  für  welche  diese  Componcn- 
ten  genommen  sind,  stehen  auf  zwei  in  einem  beliebigen  Nor- 
malschnitte   gelegten    zu    einander    senkrechten    Coordinatenaxeo 


♦)  In  diesem  Falle  hätte  man  ihn  offenbar  vor  dem  Zusammenlegv'n  a«BW 
Enden  drillen  können,  ohne  dass  dadurch  die  kreisförmige  Fonn  geändert  voi^ 
den  wäre ,  die  er  annimmt ,  wenn  man  ihn  nach  der  Verbindung  seiner  Eaie* 
sich  selbst  überlässt. 

**)  Wir  haben  dies  vorausgesetzt,  damit  der  Draht  eine  Kreisform  annehiM: 
in  dem  wichtigen  Falle  gleicher  Biegsamkeit  in  allen  Richtungen  würde  die  1«U* 
t«re  Bedingung  offenbar  erfüllt  sein,  sogar  wenn  Drillung  vorhanden  wir«. 
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senkrecht.  Die  Lage  dieser  Axen  wird  zweckmässig  so  gewählt, 
dasB  das  Prodnct  der  Erümmungecomponenten  verschwindet;  dann 
werden  die  zu  diesen  Coordinatenaxen  senkrechten  Ebenen  die 
Ebenen  des  grössten  und  kleinsten  Biegungswiderstandes  sein,  wenn 
der  Draht  frei  von  Drillnng  erhalten  wird*). 

Es  bietet  keine  Schwierigkeit  dar,  die  allgemeinen  Gleichungen  des 
§614  zur  Ausdrückong  dieser  umstände  anzuwenden  und  die  vor- 
gelegte Frage  zu  beantworten.  Wir  überlassen  dies  dem  Leser  als 
eine  analytische  Uebung  und  schlagen  einen  kürzeren  Weg  zu  dem» 
selben  Ziele  ein,  indem  wir  direct  das  Princip  der  Energie  anwenden. 

Es  sei  Vs  (Bx^  -f-  CX^)  die  potentieUe  Energie  für  die  Eiuheit  der 

Län^e,  wenn  x  nnd  X  die  KrümmungBComponenten   in  den  Ebenen  des 

grössten  nnd  kleinsten  Bieg^ongswiderstandes  sind,  so  dass,  wie  iu  §  617, 

B  nnd  C  die  Biegangswiderstände  in  diesen  Ebenen  messen.    Wenn  nun 

der  Draht  irgendwie  in  Bohe  gehalten  wird,  so   dass  diese  Ebenen  in 

iedem  seiner  Punkte  mit  der  Ebene  seines  elastischen  Centralkreises  die 

n  11. 

Winkel  ip  und  —-  —  g>  bilden,  so  würden  wir  «  =  —  cos  ^,  X  =-wn  jp 

erhalten,  wo  r  den  Badius  jenes  Kreises  bezeichnet.  Folglich  ist,  da  die 
ganze  Länge  2nr  beträgt, 

(l)  E  =z  n  (—  co8^  q>-\ «tn'-*  ^y 

Wir  wollen  nun  voraussetzen,  auf  jeden  unendlich  kleinen  Theil  des 
Drahtes  wirke  ein  Kräftepaar  in  der  Normalebene,  und  es  sei  L  die 
Grösse  dieses  Kräftepaars  far  die  Einheit  der  Länge.  Dasselbe  muss  um 
den  ganzen  Bing  herum  gleichförmig  sein,  damit  die  Kreisform  erhalten 
bleibe.  Lassen  wir  jetzt  das  Kräftepaar  so  variiren,  dass,  nachdem  die 
Botation  einmal  begonnen  hat,  ^  mit  einer  beliebigen  constanten  Win- 
kelgeschwindigkeit zunimmt,  so  ist  die  Gleichung  der  in  der  Zeiteinheit 

geleisteten  Arbeit  (§§  240,  287) 

^  •        dE        dE  • 
2nrL9>  =  -j^=.-^<p. 

folglich  nach  (1) 

■r        B — C  B — G  ^.    _ 

—  i  =  -j5—  8tn  g>  costp  =     g^a     ^**  ^  g>. 

Daraus  geht  Folgendes  hervor:  — 

Damit  die  Ebenen  des  grössten  Biegungswiderstandes  des  Rin- 
ges beständig  einen  Kegel  berühren,  der  einen  beliebigen  Winkel 


♦)  Wenn,  wie  es  gewöhnlich  der  Fall  ist,  der  Draht  aus  tsotropischem  Ma- 
terial (s.  unten  §  677)  besteht,  oder  eine  Nonnalaxe  (§  596)  in  der  Richtung  sei- 
ner elastischen  Centrallinic  hat,  so  wird  eine  Biegung  kein  Streben  nach  Drillung 
crxeugen.  Mit  anderen  Worten:  die  Producte  der  Drillung  in  die  Krilmmungs- 
componenten  werden  aus  dem  quadratischen  Ausdruck  der  potentiellen  Energie 
rerMhwinden,  oder  die  elastische  Centrallinie  ist  eine  Axe  reiner  Torsion.  Der 
betrachtete  Fall  wird  aber,  wie  im  Text  gezeigt  wird,  durch  diese  Beschränkung 
nicht  vereinfacht. 
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(p  mit  der  Ebene  des  Ringes  einschliesst,  ist  in  der  Normalebene 
durch  jeden  Punkt  ein  Eräftepaar  erforderlich,  welches  proportsoml 
sm  2  9>  ist,  eine  solche  Richtung  hat,  dass  <p  verhindert  wird  zum- 
nehmen,  und  welches,  wenn   (p  =  V4  ^  i^^i  ^  ^^^  Einheit  der 

Ringlänge  ^     beträgt.     Hieraus  ersehen  wir,  dass  es  zwei  Li- 

gen stabilen  Gleichgewichts  —  es  sind  dies  diejenigen,  in  denei 
die  Ebene  des  kleinsten  Biegnngswiderstandes  in  der  Ebene  d« 
Ringes  liegt  —  und  zwei  Lagen  instabilen  Gleichgewichts  gibt  — 
es  sind  dies  diejenigen,  in  denen  die  Ebene  des  grössten  Biegnngs- 
widerstandes in  der  Ebene  des  Ringes  liegt. 

624.  Rotation  eines  im  nngezwängten  Zustande  kreü- 
förmigen,  in  allen  Bichtnngen  gleich  biegsamen  Drahtes  um 
seinen  elastischen  Centralkreis.  —  Ein  Draht  von  gleichioma- 
ger  Biegsamkeit  in  allen  Richtungen,  der  im  ungezwängten  Zu- 
stande einen  Kreisbogen  vom  Radius  a  bildet,  wird  gebogen,  M 
seine  Enden  zusammentreffen,  die  dann  wie  in  §  623  verbunda 
werden,  so  dass  das  Ganze  ein  kreisförmiger  Ring  vom  Radius  f 
wird.  Man  soll  das  Eräftepaar  bestimmen,  welches  diesen  Ring 
in  einer  Lage  festhält,  die  er  dadurch  erreicht,  dass  er  in  jedes 
Normalschnitt  von  der  Lage  stabilen  Gleichgewichts  au»  um  & 
Centrallinie  durch  einen  beliebigen  Winkel  ff  rotirt  (letztere  ist  lu- 
türlich  die  Lage,  in  welcher  die  von  Natur  concave  Seite  des  Dn^ 
tes  auf  der  concaven  Seite  des  Ringes  liegt,  indem  die  natürlick 
Krümmung  entweder  vermehrt  oder  vermindert,  aber  nicht  umg** 
kehrt  wird,  wenn  man  den  Draht  zu  einem  Ringe  umbiegt).  W«* 
den  wir  das  Princip  der  Energie  ganz  wie  im  vorhergehenden  P»rf 
graphen  an,  so  finden  wir,  dass  das  Kräftepaar  in  diesem  Falle  pw 
portional  sin  fp  ist  und,  wenn  9  =  Va  ä  ist,  fär  die  Einheit  der 

Länge  des  Ringes  —  beträgt ,  wo  B  den  Biegungswideratand  be- 

Qif 

zeichnet. 

Denn  die  potentielle  Energie  ist  in  diesem  Falle 
(2)  E-nrB  {(-i  -  j  cos  (p^  +  (^  sin  ^)  , 


z=:  nrB  (-^ CO«  ^  +  -«) 

\a^       ar  r-*/ 


und 

^  l     dE        B     , 

(3)  L  =  - —  j—  =  —  8%n  ip. 

^  *  2nr  dg>        ar 
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Wenn  jeder  Theil  des  Ringes  halb  herumgedreht  [worden  ist, 
so  dass  die  yon  Natur  concave  Seite  des  Drahtes  die  couTeze  Seite 
des  Binges  bildet,  so  befindet  sich  der  Draht  natürlich  in  einer  Lage 
instabilen  Gleichgewichts. 

625.  Ein  im  undeformirten  Zustande  kreisförmiger 
Draht  von  ungleicher  Biegsamkeit  in  vevsclüedenen  Bichtun- 
gen  wird  in  eine  andere  Kreisform  gebogen  durch  an  sei- 
nen Enden  angreifende  Kräftepaare,  die  einander  das  Gleich- 
Se'wioht  halten.  —  Ein  Draht  von  ungleicher  Biegsamkeit  in  ver- 
schiedenen Richtungen  wird  so  geformt,  dass  er  im  ungezwängten 
Zustande  einen  Kreisbogen  vom  Radius  a  bildet,  während  die 
Ebene  seines  grössten  Bieguugs Widerstandes  in  jedem  Punkte  einen 
Kegel  berührt,  der  mit  der  Ebene  des  Drahtes  einen  Winkel  cc  ein- 
Bchliesst.  Seine  Enden  werden  dann  zusammengebracht  und,  wie 
in  §§  623,  624,  verbunden,  so  dass  das  Ganze  ein  geschlossener 
kreisförmiger  Ring  von  einem  beliebig  gegebenen  Radius  r  wird. 
Man  soll  die  neue  Neigung  (p,  welche  die  Ebene  des  grössten  Bie- 
gnngswiderstandes  gegen  die  Ebene  des  Ringes  annimmt,  und  das 
Kräftepaar  G  bestimmen,  welches  in  der  Ebene  des  Ringes  zwischen 
den  zu  beiden  Seiten  irgend  eines  Normalschnittes  liegenden  Mas- 
sentheilchen  wirkt. 

Die  beiden  Gleichungen  zwischen  den  Componenten  des  Kräfte- 
paars und  den  Componenten  der  Krümmung  in  den  Ebenen    des 
grössten  und  kleinsten  Biegungswiderstandes  bestimmen  die  beiden 
unbekannten  Grössen  des  Problems. 
DieRe  Gleichungen  sind 

B  (—  €08  ^ €08  cc\  =  Gco8  q> 


(4) 


C  ( —  sin  fp  —  —  8in  « j  =  G^  s»n  5p, 


dA  —  €08  (t  und  —  8in  n  die  Componenten  der  natürlichen  Krümmung 

11                     11 
in  den  Hauptebenen,  folglich  —  €08  9? €08  a  und  —  «tn  (p 9in  a 

die  Aenderungen  der  Krümmung  in  diesen  Ebenen  sind,  welche  die  ent- 
sprechenden Componenten  G  cos  g>  und  G  sin  g>  des  Kräftepaars  G  unter- 
halten. 

Soweit  es  sich  um  die  Lage  handelt,  in  welche  der  Draht  durch 
die  Rotation  um  seine  elastische  Centralcurve  übergeht,  kann  das 
Problem  durch  eine  Anwendung  des  Princips  der  Energie  gelöst 
werden,  welche  die  Entwicklungen  der  §§  623,  624  als  besondere 
F&lle  nmfasst. 
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£b  sei  L  die  für  die  Längeneinheit  des  Ringes  genommene  GrOne 
des  Kräftepaares,  welches  in  jedem  Normalschnitt  von  aussen  her  ange- 
bracht werden  muss,  um  die  Ebene  des  grössten  Biegungswiderstandea  in 
jedem  Punkte  unter  Irgend  einem  gegebenen  Winkel  g)  gegen  die  Ebene 
des  Binges  geneigt  zu  halten.  Wenn  der  Bing  so  gehalten  wird,  so 
haben  wir  wie  früher  (§§  623,  624)  für  die  potentielle  Energie  der  Ela- 
sticitätswirkung  in  ^^n^elben 

(5)  E=.nr  [b  (?^  -  ^-2t?y  +  C(^^  -^)'}' 

folgUch 


(6) 


-.  1     dE 

2nr  d<p 

f j>  /CO8  y  co8a\  sing)   .  ^  /sin y  f>tng\  eo8 tp \ 

Setzen  wir  diesen  Ausdnick  gleich  Null,  so  erhalten  w^ir  dieselbe  Glei- 
chung, die  sich  aus  (4)  durch  Elimination  von  G  ergibt.  Dieselbe  be- 
stimmt die  Belation,  die  zwischen  g>  und  r  bestehen  muss,  damit  der 
Bing,  wenn  sein  Badius  aus  a  in  r  übergegangen  ist,  in  sich  selbst 
(d.  h.  ohne  jede  Anwendung  eines  Kräftepaars  im  Kormalschnitt)  im 
Gleichgewicht  sei.  Die  vorliegende  Methode  hat  den  Vorzug,  dass  sie 
die  Unterscheidung  der  Lösungen,  was  die  Stabilität  oder  Instabilität 
des  Gleichgewichts  betrifft,  erleichtert,  da  (§  291)  für  ein  stabiles  Gleich« 
gewicht  E  ein  Minimum ,  für  ein  instabiles  Gleichgewicht  ein  Maxi- 
mum ist. 

Um  einen  besonderen  Fall  zu  betrachten,  nehmen  wir  C  =  00  an, 
was  das  Problem  bedeutend  vereinfacht.  Die  Glieder  in  (5)  and  (6), 
welche  C  als  Factor  enthalten,  werden  in  diesem  Falle  ungereimt  und 
fordern  natürlich,  dass 

sin  (p  sina  

r  a     "" 

sei.  Für  diesen  Fall  ist  aber  die  frühere  Methode  klarer  und  besser; 
denn  die  zweite  der  Gleichungen  (4)  liefert  sofort  das  eben  erhalten« 
Besultat,  und  dann  bestimmt  die  erstere  der  Gleichungen  (4)  den  Wertli 
von  Gf  wenn  derselbe  bestinunt  werden  soll.  Wir  gelangen  so  za  dem 
im  folgenden  Paragraphen  ausgesprochenen  Ergebniss:  — 

626.  Auflegung  einer  abwickelbaren  Fläche  auf  einen 
EegeL  —  Es  sei  ein  gleichförmiger  Reifen  gegeben,  welcher  rid 
in  jedem  Punkte  nur  in  einer  Tangentialebene  an  seine  elastisdie 
Centrallinie  biegen  lässt  und  so  geformt  ist,  dass  er,  frei  yon  Zwang, 
(wenn  er  z.  B.  in  irgend  einem  Nonnalschnitt  durchschnitten  ist 
nnd  keine  Einwirkung  von  anderen  Körpern  erfährt),  einen  Kreis 
vom  Radius  a  bildet,  und  dass  zugleich  die  Ebenen,  in  denen  er 
unbiegsam  ist,  überall  einen  gegen  die  Ebene  dieses  Kreises  geneig- 
ten Kegel  berUhren.  Es  wird  dies  ganz  nahezu  bei  einem  gewöhn- 
lichen Reifen  von   dünnem  Eisenblech   der  Fall  sein,   der  einen 
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ooniBchen  Gefass  oder  einem  Ende  einer  Tonne  von  gewöhnlicher 
Form  aufgelegt  ist.  Ein  solcher  Reifen  werde  verkürzt  (oder  ver- 
längert), in  einen  Kreis  vom  Radius  a  gebogen  und,  nachdem  seine 
Enden  in  der  gewöhnlichen  Weise  aneinander  genietet  sind  (§  623), 
sich  selbst  überlassen,  so  dass  keine  Kraft  von  aussen  her  auf  ihn 
wirkt.     Wenn  er  zur  Ruhe  gekommen  ist,  wird  die  Ebene,  in  der 

er  sich  nicht  biegen  lässt,  den  Winkel  q>  =  aresin  {'-sma\  mit 

der  Ebene  seiner  Ejreisform  bilden,  und  das  Elasticitätskräftepaar, 
welches  in  dieser  Ebene  zwischen  den  zu  beiden  Seiten  irgend 
eines  Normalschnitts  liegenden  Massentheilen  wirkt,  wird 

^ B    fco8q> cos  a\ 

cos(p\r  a   ) 

sein.  Diese  Resultate  ergeben  sich  sofort,  wenn  man  beachtet,  dass 
die  Componente  der  Krümmung  in  der  Ebene  der  Unbiegsamkeit 

in  jedem  Punkte  imveränderlich  von  demselben  Werthe  sein 

a 

mns8,  wie  im  gegebenen  ungezwängten  Zustande  des  Reifens,  und 

dass  das  componirende  Kraftepaar  Q  cos  (p  in  der  zur  Ebene  der 

völligen  unbiegsamkeit  senkrechten  Ebene  so  beschaffen  sein  muss, 

cos  OL 

dass  die  Componente  der  Krümmung  in  dieser  Ebene  sich  aus 

in  £«!^  verwandle. 

r 

Der  grösste  Kreis,  in  welchen  sich  ein  solcher  Reifen  verwan- 
deln  kann,  ist  natürlich   der   vom   Radius  —, .     Für  diesen  ist 

svn  a 

9>  =  Va  ^1  ^der  die  Fläche,  in  welcher  in  keinem  Punkte  eine  Bie- 
gung möglich  ist  (in  praktischen  Fällen  die  Fläche  des  Metallblatts), 
wird  die  Ebene  des  Kreises.  Es  ist  daher  (7=  oo,  und  dies  zeigt, 
dass,  wenn  man  in  der  dargelegten  Weise  einen  Reifen  anfertigt, 
der  nur  unendlich  wenig  von  dieser  Bedingung  abweicht,  das  in 
jedem  Normalschnitt  wirkende  innere  Kräftepaar  unendlich  gross 
sein  wird,  was  offenbar  richtig  ist. 

627.  Biegung  einer  ebenen  elastischen  Platte.  —  Ein  an- 
derer wichtiger  und  interessanter  Fall  lässt  eich  mittels  einer  der 
auf  die  elastischen  Drähte  angewandten  ganz  ähnlichen  Methode 
leicht  behandeln,  nämlich  das  Gleichgewicht  einer  ebenen  elastischen 
Platte,  die  durch  Kräfte  gebogen  wird,  welche  gewissen  unten  (§  632) 
angegebenen  Bedingungen  unterworfen  sind.     Vorher  ist  es  zweck- 
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mäBsig,    einige    Definitionen    nnd    einleitende    Betrachtungen   zu 
geben. 

(1)  Eine  Fläche  eines  festen  Körpers  ist  eine  Fläche, 
welche  immer  durch  die  nämlichen  Massenpunkte  des  Körpers  geht 
wie  derselbe  auch  deformirt  werden  möge. 

(2)  Die  MitteMäche  einer  Platte  ist  die  Fläche,  welche  durch 
alle  die  Punkte  derselben  geht,  die,  wenn  sie  frei  von  Zwang  ist, 
in  einer  Ebene  mitten  zwischen  ihren  beiden  ebenen  Seitenflächen 
liegen. 

(3)  Ein  >Normalschnitt  einer  Platte  oder  eine  zu  einer  Platte 
normale  Oberfläche  ist  eine  Fläche,  welche,  wenn  dieselbe  frei  von 
Zwang  ist,  deren  Seitenflächen  und  alle  denselben  parallelen  Ebenen 
unter  rechten  Winkeln  schneidet,  und  welche  daher  im  undeformir- 
ten  Zustande  nothwendig  entweder  eine  einzige  Ebene  oder  eine 
cylindrische  (oder  prismatische)  Oberfläche  ist. 

(4)  Die  Deflexion  irgend  eines  Punktes  oder  kleinen  Theils 
der  Platte  ist  der  Abstand  seiner  Mittelfläche  von  der  an  die  Mittel« 
fläche  in  irgend  einem  in  ihr  passend  gewählten  Anfangspunkte  ge- 
legten Tangentialebene. 

(5)  Die  Inclination  der  Platte  in  einem  Punkte  ist  die  Nei- 
gung der  Tangentialebene  an  die  durch  diesen  Punkt  gehende 
Mittelfläche  gegen  die  im  Anfangspunkt  gelegte  Tangentialebene. 

(6)  Die  Krümmung  einer  Platte  in  einem  Punkte  oder  in 
einem  kleinen  Theil  ist  die  Krümmung,  welche  ihre  Mittelfläche 
daselbst  hat. 

(7)  In  einer  Fläche,  welche  nur  unendlich  wenig  von  einer 
^bene  verschieden  ist,  nennt  man  die  Krümmxmg  gleichförmig, 
wenn  die  Krümmungen  in  zwei  parallelen  Normalschnitten  gleich 
sind,  wo  auch  diese  Normalschnitte  gelegt  werden. 

(8)  Jeder  Durchmesser  einer  Platte,  oder  Abstand  in  ^einer 
Platte,  die  unendlich  wenig  von  einer  Ebene  abweicht,  heisst  end- 
lich, wofern  er  nicht  ein  unendlich  grosses  Vielfache  des  mit  der 
grössten  Inclination  multipHcirten  kleinsten  Krümmungsradius  ist 

Unter  der  Yoraussetzimg,  dass  die  im  Anfangspunkt  gelegte  Tangeff- 
tialebene  zur  Ebene  X  OT  gewählt  werde,  sei  {x,  y,  z)  irgend  ein  Puuit 
der  Mittelfläche  der  Platte,  %  die  Inclination  derselben  in  diesem  Punkte 

und  —  ihre  Krümmang  in  einem  durch  denselben  gehenden  Kormalschnitt, 

welcher  mit  Z OX  den  Winkel  ^  einBchliesst.    Dann  ist 
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und,  wenn  t  nnendlicli  klein  ist, 

Diese  Formeln  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  |,  iy,  C  seien  die  Coordina- 
ten  irgend  eines  Punktes  der  Fläche,  welcher  (o;,  y,  z)  unendlich  nahe 
liegrt.     Dann  ist  nach  den  Elementen  der  Differentialrechnung 

Es  sei  non 

I  =  ^  CO«  9?,    »y  =  ^  «tn  ffy 
~so  dass  wir 

C  =  -4^  +  Yq-S^*»  wo 

(3)       p  =  35  ''^  ^  +  Sp  *•*•  ^  ^^ 

erhalten.  Dann  ist  nach  der  Formel  für  die  Krümmung  einer  ebenen 
Cnrve  (§  9) 

\  S  1 

r  =  iT»  oder,  da^  unendlich  klein  ist,  —  =Ä 

und  damit  ist  (2)  bewiesen. 

Daraus  folgt,  dass  die  durch 

W  z  =  Va  (^Ä»  +  2ca;y  +  By^) 

dargestellte  Oberfläche  eine  Fläche  gleichförmiger  Krümmung  ist,  wenn 
A,  By  c  im  ganzen  Gebiet,  das  den  Werthen  von  (x,  y)  eingeräumt  wird, 
constant  sind;  diese  Werthe  werden  durch  die  Bedingung  beschränkt,  dass 
Ax  -\-  cy  und  ex  •\'  By  überall  unendlich  klein  sein  müssen. 

628.  Die  Biegung^  darf  nicht  derartig  sein,  dass  eine 
Dehnung  der  Mittelfläche  eintritt,  die  in  einem  endlichen 
VerhftltnisB  zu  der  jeder  Seitenfläche  steht.  —  Wenn  eine 
ebene  Oberfläche  in  irgend  eine  nicht  abwickelbare  (§  139)  Fläche 
deformirt  wird,  so  muss  sie  einen  gewissen  Grad  yon  Ausdehnung 
oder  Contraction  erleiden.  Eine  wesentliche  Bedingung  für  die 
Theorie  der  elastischen  Platten,  zu  der  wir  uns  alsbald  wenden 
werden,  besteht  aber  darin,  dass  die  Grösse  der  auf  diese  Weise 
nothwendigen  Ausdehnung  oder  Contraction  in  der  Mittelfläche 
in  jedem  Falle  äusserst  klein  ist  im  Vergleich  mit  der  aus  der 
Krümmung  herrührenden  Ausdehnung  oder  Contraction  der  beiden 
Seitenflächen  (§  141).  Wenn  wir  den  Fall  ausschliessen ,  in  welchem 
die  Fläche  so  deformirt  wird,  dass  sie  sich  nur  unendlich  wenig 
von  einer  abwickelbaren  unterscheidet,  so  ist  diese  Bedingung  der 
folgenden   äquivalent:  —  • 
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An  allen  Stellen,  die  einen  endlichen  Abstand  [§  627 
(8)]  vom  Anfangspunkt  haben,  ist  das  Yerhältniss  der 
Deflexion  zur  Dicke  eine  unendlich  kleine  Grösse. 

Wenn  wir  den  Ausdruck  „Deflexion*  nicht  auf  die  in  §  627 
(4)  gegebene  Bedeutung  beschränken,  sondern  auf  den  Abstand  tod 
irgend  einer  wirklich  abwickelbaren  Fläche  ausdehnen ,  so  wird  der 
ausgeschlossene  Fall  natürlich  demselben  Ausspruch  subsumiri 

Obgleich  die  Wahrheit  dieser  Bemerkung  auf  der  Hand  liegt, 
so  ist  es  doch  zu  empfehlen,  sie  durch  Bestimmung  der  Grössen 
der  angegebenen  Ausdehnung  und  Contraction  zu  beweisen. 

629.  Ausdehnung  einer  Ebene  durcli  synclastische  oder 
anticlastische  Biegung.  —  Wir  nehmen  an,  eine  gegebene  ebene 
Fläche  sei  in  eine  krumme  Form  gebogen,  ohne  dass  die  Ton 
einem  besonderen  Punkte  0  der  Fläche  ausgehenden  Linien  irgend 
eine  Ausdehnung  oder  Contraction  erlitten  hätten.  Man  soll  die 
Ausdehnung  oder  Contraction  längs  des  Umfangs  eines  Kreises  be- 
stimmen, der  um  0  als  Mittelpunkt  mit  einem  beliebigen  Radios  f 
auf  der  undeformirten  Ebene  beschrieben  ist.  Wenn  ma^  die  Ata» 
dehnung  in  jedem  Theil  des  Kreises  und  nicht  bloss  die  Gresammt- 
ausdehnung  ermitteln  soll,  so  muss  noch  eine  Angabe  über  die  Art 
der  Biegung  gemacht  sein.  Diese  soll  der  Einfachheit  wegen  za- 
nächst  darin  bestehen,  dass  irgend  ein  Punkt  P  der  gegebenen 
Fläche  sich  während  der  Deformirung  in  einer  zu  der  durch  0  ge- 
henden Tangentialebene  senkrechten  Ebene  bewegt. 

Es  seien  a,  d-  die  Polar-Coordinaten  von  P  in  seiner  anfängliches 
Lage  und  r,  9-  diejenigen  der  auf  die  durch  0  gehende  TangentialebeBa 
genommenen  Projection  seiner  Lage  in  der  gebogenen  Fläche;  femer  ms 
z  der  Abstand  dieser  Lage  von  der  Tangentialebene  durch  0.  Dann  wird 
ein  Element  ad 9'  des  undeformirten  Kreises  auf  der  gebogenen  Fläche 

und  wir  erhalten  somit  für  die  Ausdehnung  (d.  i.  das  Yerhältniss  der 
Verlängerung  zur  ursprünglichen  Länge)  dieses  Elements 

^^^  *  ~  W  "^  d^d9^  "^  dNL9^)    "■  ^• 

Bezeichnet  also  E  das  Yerhältniss  der  Yerlängerung  des  ganzen  umfange» 
zu  der  anfänglichen  Länge  desselben ,  oder  die  mittlere  Ausdehnung  des 
Umfanges,  so  ist 

WO  z  und  r  als  bekannte  Funclioueu  von  9  augenoninien  wenlen  miUscJ^ 
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Wenn  -wir  nns  jetzt  auf  Abstände  von  0  beschränken,  innerhalb  welcher 
die  Kriunmang  der  Oberfläche  nicht  merklich  ungleichjförmig  ist,  so  er- 
gibt sich 

(3)  4r  =  1^  und  r  =  ^  «tn  I  =  a  ^1  —  y«  ~  +    u.  s.  w.), 

wenn  q  der  Krümmungsradius  des  durch  0  und  P  gehenden  Normal- 
schnitts ist;  und  wenn  wir  ^  in  einer  der  Linien  gleich  Null  setzen,  in 
welchen  die  Tangentialebene  von  den  Hauptnormalebenen  (§  130)  geschnit- 
ten wird,  so  erhalten  wir 

^     Q       9i  Q2  '^   \Qi  ^  9^  ^  '^\9\      qJ 

wo   Qif  Qi   die  Hauptkrümmungsradien  sind.    Folglich  verschwindet  der 

Ausdruck    <,  , ^q  unter  dem  Wurzelzeichen,  wenn  wir  keine  Glieder  neh- 

men,  welche  eine  höhere  als  die  erste  Potenz  des  kleinen  Bruchs  -^  eut- 
halten,  und  für  diesen  Grad  der  Annäherung  ist 

.  =  [■-.  v.^  +.'  (i-±)'.-....«...}*  -  ■ 

oder  endlich  nach  (4)  und  nach  einigen  Beductionen 

(^)  *  =  - y. '"{^,^'^^(i-r7^'""''+Hvr-i^'  """*'}■ 

Wird  dies  in  (2)  eingesetzt,  so  folgt 

(6)  e  =  -  Ve  -^. 

9i92 

Der  so  ausgedrückte  Gesammtbetrag  der  Ausdehnung  wird  sich,  wie  aus 

(5)  hervorgeht,  gleichförmig  über  den  Umfang  vertheilen,  wenn  man  nicht 

jeden  Punkt  P  zwingt,  in  der  durch    0  gehenden  zu   XOY  senkrechten 

Ebene  zu  bleiben,  sondern  ihm  gestattet,  in  der  Richtung  des  Umfanges 

durch  eine  Strecke  von  der  Grösse 

Buszuweichen.     Aus  (6)  schliessen  wir  Folgendes :  — 

630.     Wenn  ein  ebenes  Flächenstück  überall  gleichförmig  ge- 

)gen  wird,  ohne  dass  in  irgend  einem  durch  einen  gewissen  Punkt 

selben  gehenden  Radius  eine  Ausdehnung  stattfindet,  während 

der  Peripherie  jedes  um  denselben  Punkt  als  Mittelpunkt  be- 

chriebenen  Kreises  eine  gleichmässige  Ausdehnung  oder  Contrac- 

ion  erfolgt,  so  ist  die  Grösse   dieser  Ck)ntraction  (die  da,  wo  die 

Firknng  in  einer  Ausdehnung  besteht,  als  negativ  gerechnet  wird) 

leich  dem  Yerhältniss  von  einem  Sechstel  des  Quadrats  des  Radius 
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des  Kreises  zu  dem  Rechteck  ans  dem  grössten  und  dem  kleinsten 
Krümmungsradius  der  Normalschnitte  der  Flache;  oder,  was  dasselbe 
ist,  gleich  dem  Yerhältniss  yon  zwei  Dritteln  des  Rechtecks  sob 
der  grössten  und  der  kleinsten  Deflexion  der  Peripherie  yon  der 
im  Gentrum  gelegten  Tangentialebene  der  Oberfläche  zum  Quadrat 
des  Radius;  oder  endlich  gleich  dem  Yerhältniss  von  einem  Drittel 
der  grössten  Deflexion  zum  grössten  Krümmungsradius. 

Wenn  die  so  gebogene  Fläche  die  Mittelfläche  einer  Platte 
von  gleichmässiger  Dicke  ist,  und  wenn. jede  im  nndefonnirten  Zu- 
stande zu  dieser  Fläche  senkrechte  ^Linie  der  Substanz  auch  nadi 
der  Biegung  auf  der  Fläche  senkrecht  steht,  so  ist  die  Ausdehnung 
auf  der  convexen  und  die  Gontraction  auf  der  concaven  Seite  in 
jedem  Normalschnitt  offenbar  gleich  dem  Yerhältniss  der  halbei 
Dicke  zum  Krümmungsradius.  Der  Yergleich  dieses  Ergebnisset 
mit  der  letzten  Form  des  vorhergehenden  Ausspruchs  beweist,  da«, 
wenn  die  zweite  der  beiden  in  §  628  angegebenen  Bedingungen  er- 
füllt ist,  auch  die  erstere  erfüllt  sein  wird. 

631.  Sat8  Yon  Gauss  über  die  Biegung  knunmer  Flä- 
ohen.  —  Wenn  eine  schon  in  der  angegebenen  Weise  gebogen« 
Fläche  aufs  Neue  gebogen  und  auf  eine  Form  gebracht  wird,  die 
immer  noch  den  vorgeschriebenen  Bedingungen  genügt,  oder  wesD 
einer  gegebenen  krummen  Oberfläche  irgend  eine  andere  Form  ge-| 
geben  wird,  dadurch  dass  man  sie  denselben  Bedingungen  gemitt;' 
biegt,  so  ist  die  in  den  Umfangen  der  concentrischen  Kreise  dnrdi 
diese  Biegung  erzeugte  Gontraction  natürlich  gleich  der  Zunahm 
im  Werthe  des  im  vorhergehenden  Paragraphen  angegebenen  Ter- 
hältnisses.  Wenn  also  eine  krumme  Fläche  auf  irgend  eine  anderttj 
Form  gebracht  wird,  ohne  dass  in  einem  ihrer  Theile  eine  Ausdelt- 
nung  erfolgt,  so  bleibt  das  Rechteck  aus  den  beiden  Hauptkritan-i 
mungsradien  in  jedem  Punkte  unverändert.  Dies  ist  der  bei 
Satz  von  Gauss  über  die  Biegung  von  krummen  Flächen,  den 
in  mehr  analytischer  Weise  in  dem  einleitenden  Capitel  (§  150) 
wiesen  haben. 

632.  Beschränkungen  binsiehtlioli  der  Kräfte  und 
gungen  in  der  elementaren  Theorie  der  elastischen  Flatteiu 
Wir  beginnen  jetzt  ohne  weitere  Einleitung  die  Theorie  der 
gung  einer  ebenen  elastischen  Platte  und  lassen  zunächst  die 
schränkenden  Bedingungen  folgen,  die  wir  in  (§  627)  zu  geben 
sprochen  haben. 

(1)     Die  irgend  einer  Linie  in  der  Ebene  der  Platte 
len  Componenten  der  Kräfte,  welche  von  aussen  her  auf 
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einen  von  einer  Normalfläclie  [§  627  (3)]  begrenzten  Theil  der  Platte 
wirken,  sind  entweder  verscliwindend  oder  anf  Kraft epaare  redu- 
cirbar.  Mit  anderen  Worten :  Für  jeden  von  einer  Normalfläcbe  um- 
grenzten Tbeil  der  Platte  ist  die  algebraische  Summe,  solcher  Com- 
ponenten  Null. 

(2)  Die  Hauptkrümmungsradien  der  Mittelfläche  sind  überall 
unendlich  grosse  Vielfache  der  Dicke  der  Platte. 

(3)  Die  Deflexion  ist,  innerhalb  einer  endlichen  Entfernung 
Yom  Anfangspunkt,  nirgends  mehr  als  ein  unendlich  kleiner  Bruch- 
theil  der  Dicke. 

(4)  Die  Dicke  der  Platte  und  die  ElasticitätscoefQcienten  der 
Substanz  brauchen  nicht  in  allen  Punkten  dieselben  zu  sein;  wenn 
sie  aber  überhaupt  variiren,  so  muss  dies  von  Punkt  zu  Punkt  con- 
tinuirlich  geschehen,  und  es  darf  innerhalb  eines  endlichen  Flächen- 
stücks  der  Platte  nicht  eine  dieser  Grössen  an  einer  Stelle  unver- 
gleichlich grösser  als  an  einer  anderen  Stelle  sein. 

633.  Angabe  der  Besultate  der  allgemeinen  Theorie.  — 
Die  allgemeine  Theorie  der  elastischen  festen  Körper,  die  wir  später 
behandehi  werden,  zeigt,  dass,  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind, 
die  Vertheilung  der  Deformation  durch  die  Platte  die  folgenden 
Eigenschaften  besitzt,  deren  Angabe  an  dieser  Stelle  zwar  für  das 
besondere  Problem,  zu  dem  wir  uns  wenden,  nicht  nöthig  ist,  aber 
uns  befähigen  wird,  die  darin  angewandten  Principien  voUständig 
zu  verstehen  und  zu  würdigen. 

(1)  In  jedem  Theil  der  Platte ,  wo  die  Krümmung  von  end- 
licher Grösse  ist,  ist  die  Ausdehnung  eines  Theils  der  Mittelfläche 
unendlich  klein  im  Vergleich  mit  der  jeder  Seitenfläche. 

(2)  Die  Massenpunkte  in  jeder  geraden  Linie,  welche  zu,  der 
Platte  senkrecht  ist,  wenn  dieselbe  eine  Ebene  bildet,  bleiben 
in  einer  Geraden,  welche  senkrecht  zu  den  gekrümmten  Oberflächen 
ist,  die  von  den  Seitenflächen  der  Platte  und  den  dazwischen  lie- 
genden parallelen  Ebenen  der  Substanz  nach  der  Biegung  gebildet 
werden.  Folglich  haben  die  Curven^  in  welchen  diese  Oberflächen 
von  irgend  einer  durch  diese  Linie  gehenden  Ebene  geschnitten 
werden,   einen  Punkt  dieser  Linie  zum  gemeinschaftlichen  Krüm- 

ungsmittelpunkt. 

(3)  Die  Gesammtdicke  der  Platte  bleibt  in  jedem  Punkte  un- 
erandert;  aber  die  halbe  Dicke  vermindert  sich  auf  einer  Seite 
es  ist  dies  die  convexe  Seite,  wenn  die  Krümmung  synclastisch  ist) 

d  vergröBsert  sich  um   ebenso  viel   auf  der  anderen  Seite   der 
ittelfläche;  diese  Ab-  und  Zunahmen  lassen  sich  mit  den  Yerlän- 

U* 
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gerungen  und  Verkürzungen  von  Strecken  yergleichen,  welche  gleich 
der  halben  Dicke  und  auf  den  beiden  Seitenflächen  der  Platte  ab- 
getragen sind. 

634*  Angabe  der  Gesetze  für  die  Biegung  elastisclier 
Platten.  —  Die  Folgerungen  aus  der  allgemeinen  Theorie,  sof 
welche  wir  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung 
einer  elastischen  Platte  gründen  werden,  sind  folgende :  — 

Es  möge  eine  von  Natur  ebetie  Platte  so  gebogen  werden,  daai 
sie  eine  Fläche  von  überall  gleichförmiger  Krümmung  [§  627  (7)] 
bildet,  während  die  einwirkenden  Kräfte  und  die  Grössen  der  Yo^ 
Schiebung  den  Bedingungen  und  Beschränkungen  des  §  632  geni- 
gen.    Unter  dieser  Voraussetzung  gelten  folgende  Sätze:  — 

(1)  Die  Richtung  der  gegen  jeden  Schnitt  der  Platte  wirken- 
den Kraft  ist  in  jedem  Punkte  der  an  die  benachbarte  Mittelfläcbe 
gelegten  Tangentialebene  parallel. 

(2)  Die  gegen  irgend  welche  parallelen  Normalschnitte  1^^ 
kenden  Kräfte  haben  in  allen  Punkten  gleiche  Neigung  gegen  die 
Richtungen  der  Normalschnitte  (d.  h.  diese  Kräfte  wirken  in  Rick- 
tungen,  welche  parallel  sein  würden,  wenn  die  Platte  nngeboga 
wäre^  und  welche  thatsächlich  nur  in  Folge  der  durch  die  Biegusg. 
in  den  Normalschnitten  hervorgebrachten  unendlich  kleinen  Abvei- 
chungen  vom  Parallelismus  abweichen.) 

(3)  Die  Grössen  der  in  einem  Normalschnitt  oder  in  beliebi- 
gen parallelen  Normalschnitten  auf  gleich  grosse  unendlich  kleine 
Flächenstücke  wirkenden  Kräfte  sind  einfach  den  Abstanden  dieser 
Flächenstücke  von  der  Mittelfiäche  der  Platte  proportional. 

(4)  Die  Kräftecomponenten  längs  der  jTangentialebenen  der 

f'ig-  36.  Normalschnitte  sind  gleich  und  haben  ii 

^^^^    ■"^^-.^.^  zu  einander  senkrechten  Schnitten  ent- 

y^  ^"^x        gegengesetzte  Richtungen.  Den  Bewet 

/  -  ^  ^  \     findet  man  in  §  661.    [Die  Bedeatang; 

}    welche  hier  der  Ausdruck  „entgegen- 
I    gesetzte  Richtungen"  hat,  ist  aus  der 
J    Figur  36  zu  entnehmen,  wo  die  Pfet 
/      spitzen   die   Richtungen    angeben,  ii 
/        denen  die  zu  beiden  Seiten  jedes  Nor* 
X^^^  ^^  malschnitts    liegenden    SubstanzUieik 

sich  fortbewegen  würden,  wenn  di» 
Substanz  durch  jeden  der  Normalschnitte ,  welche  durch  die  pimk* 
tirtcn  Linien  dargestellt  werden,  wirklich  durchschnitten    würde,] 
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(5)  Aus  dem  Gesetz  der  Superposition  kleiner  Verschiebungen 
erkennen  wir,  dass,  wenn  die  einwirkenden  Kräfte  sämmtlich  verdop- 
pelt oder  in  /irgend  einem  anderen  Yerhältniss  geändert  werden, 
sich  die  Krümmung  in  jedem  Normalschnitt  und  alle  in  (1),  (2), 
(3),  (4)  näher  bestimmten  inneren  Kräfte  in  demselben  Yerhältniss 
ändern,  während  die  Aenderung  der  potentiellen  Energie  der  inne- 
ren Kräfte  dem  Quadrate  dieses  Verhältnisses  proportional  wird. 

635.  Eräftepaare,  gegen  einen  ganzen  Normalschnitt  wir- 
kend. —  Jeder  Theil  der  Platte,  welcher  von  einem  Normalschnitt 
durch  den  Umfang  eines  geschlossenen  Polygons  oder  einer  geschlosse- 
nen Gurve  der  Mittelfläche  begrenzt  wird,  erleidet  von  der  um  ihn 
her  liegenden  Masse  der  Platte  die  Einwirkung  von  Kräften,  welche, 
wie  aus  §  634  (3)  unmittelbar  hervorgeht,  sich  auf  eine  Schaar 
von  Kräftepaaren  reduciren  lassen,  indem  man  sie  für  jedes  der 
unendlich  kleinen  Rechtecke  zusammenfasst,  in  welche  man  dch 
den  umgrenzenden  Normalschnitt  durch  Normallinieri  getheilt  vorstel- 
len kann.  Aus  §  634  (2)  folgt,  dass  die  so  erhaltene  Kräftepaar- 
Yertheilung  längs  jedes  geraden  Theils  der  Umgrenzung  (wenn  ein 
solcher  vorhanden  ist)  gleichförmig  und  in  allen  parallelen  Theilen 
der  Umgrenzung  für  gleiche  Längen  von  der  nämlichen  Grösse  ist 

636.  Die  Componenten  der  Drillnng  um  zwei  beliebige 
SU  einander  senkrechte  Axen  sind  gleich.  —  Aus  §  634  (4) 


Fig.  37. 


folgt,  dass  die  Kräftepaar -Compo- 
nenten, deren  Axen  senkrecht  zur 
Umgrenzung  sind,  in  auf  einander 
senkrechten  Theilen  der  Umgren- 
zung gleich  gross  sind  und  in  Rich- 
tungen drehen,  deren  gegenseitiges 
Yerhältniss  die  kreisförmigen  Pfeile 
der  Figur  37  angeben;  d.  h.  die 
Richtungen  sind  solche,  dass,  wenn 
die  Axe  nach  der  Regel  des  §  234 
fftr  einen  Punkt  der  Umgrenzung 
von  dem  betrachteten  Theil  der  Platte  aus  nach  aussen  zu  gezo- 
gen ist,  sie  f&r  jeden  Punkt,  in  welchem  die  Umgrenzung  senkrecht 
SU  ihrer  Richtung  in  dem  erster en  Punkte  ijst,  nach  innen  zu  ge- 
Bogen  werden  muss. 

637.  Hauptaxen  der  Biegungsreaction.  —  Wir  können 
jetzt  beweisen,  dass  es  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Normal- 
Bchnitte  gibt,  in  welchen  die  Kräftepaar-Componenten ,  deren  Axen 
senkrecht  auf  diesen  Schnitten  stehen,  verschwinden,  und  dass  die 
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Eräftepaar-Componenten,  deren  Axen  mit  diesen  Schnitten  sosam- 
menfallen,  die  gröBsten  nnd  die  kleinsten  Werthe  haben. 

Es  sei  OAB  ein  rechtwinkliges  Dreieck  der  Platte.  An  den  Seiten 
OA,  OB,  AB  wirken  beziehungsweise  die Krftftepaare  J  nnd  U,  Kund 
n,  O  und  H.    Die  Grösse  jedes  Paares  wird  gerechnet  för  die  Lftngcm- 

Fig.  38. 

T 


Cpn 


^.-e- 


einheit  der  Seite,  auf  die  es  wirkt,  nnd   die  Azen  nnd  Bichtimgen  der 

verschiedenen  Paare  sind,  wenn  jedes   als  positiv  gerechnet  wird,  durch 

die  kreisförmigen  Pfeile    der    Fig.    38  angegeben.     Ist    dann   AS  =z  a, 

BAO  =z  g),  so  sind  die  Gesammtbeträge  der  Ejr&fbepaare   an  den  drei 

Seiten  beziehungsweise 

Ja  cos  q>f    na  cos  <p, 

Ka  sin  g>,   Ha  sin  q>^ 

Ga,  Ha. 

Werden  die  beiden  letzteren  nach  den  Axen    OX  nnd  0  Y  zerlegt,  so 

erhalten  wir 

Ga  cos  g>  —  Ha  sin  g>  um  OX, 

Ga  sin  q>  -\-  Ha  cos  gi    ^     OY. 

Das  Gleichgewicht  des  in  Rede  stehenden  Theils  der  Platte  würde  aber 
nicht  gestört  werden,  wenn  derselbe  starr  werden  sollte  (§  564);  fo]g^ 
muss 

iGaeosg)  —  Ha  sin  g>=:Jacosq>-\-  na  sin  ^  für  die  Kräftepaam  am  OX 

\Gasing> '\'Hacosg>  =  Kasing>+nacosgf    ,     ,  ,  ,    öl 

■ein.    Hieraus  folgt  unmittelbar 

{G  z=:  j  cos^  q>  -\-  2  n  sin  g>  COS  ^  •]-  K  wn'  g> 
H  =  (K — J)  sin  g)  cos  g>  -\-  n  {cos^  g>  —  sin^  gf). 

Mithin  geben  die  Werthe  von  9),  für  welche  H  verschwindet,  G  asiB« 
grössten  imd  kleinsten  Werthe,  und  da  sie  durch  die  Gleichung 

(3)  lan2y==-y^^/_^ 

bestimmt  werden,  so  beträgt  ihr  Unterschied  V^  n. 


(2) 
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Eine  Modification  dieser  Formeln,  die  sich  als  nützlich  erweisen  wird, 
erhalten  wir,  wenn  wir' 

(4)  ,     .r=i/,  (jr  +  ^,  e=%(jf-^) 

setzen.    Bann  redadrt  sich  (2)  aof 

,  -  ö  =  -J  +  ir  «f n  2  9?  —  ö  CO«  2  flp 

(5)  __ 

H^zz  n  C08  2  g>  4-  ^9in  2  q>, 

und  diese  Formeln  gehen  üher  in 

|(7  =  -r+Äco52(gE)-a) 

'  l-ff=      —  Ä  «n2  (9)  —  o), 

wo  a  [es  ist  dies  ein  durch  (3)  gegebener  Werth  von  g>]  und  Sl  so  ge- 
wählt sind,  dass 

JI  =  i2  «tn  2  a,    9  =  —  iZ  cos  2  a, 
(7) 

folglich  natürüch  Ä  =  (JT«  +  ea)Vt 

ist.  Diese  Untersuchttng  beweist,  dass  wir  das  ganze  in  Bede  stehende 
System  innerer  Kräfte  auf  folgende  zweckmässige  Weise  zusammenfassen 
dürfen:  — 

638.  Definition  der  synclastischen  und  der  antielasti- 
BChen  Beaction.  —  Die  Wirkung,  welche  Jeder  Theil  der  Platte 
durch  die  zwischen  ihm  und  der  ihn  überall  umgebenden  Masse 
der  Platte  wirkenden  Kräfte  erfahrt,  nennen  wir  [in  Ueberein- 
stimmung  mit  dem  allgemeinen  Gebrauch  dieses  unten  (§  658) 
definirten  Ausdrucks]  eine  elastische  Beaction.  Dieselbe  kann 
ak  aus  zwei  verschiedenen  Elementen  bestehend  angesehen  wer- 
den: —  (1)  einer  Bynclastischen  Reaction  und  (2)  einer  anticlasti- 
schen  Reaction. 

(1)  Die  synclastische  Reaction  strebt,  die  Platte  um  jede 
in  der  Ebene  derselben  gezogene  gerade  Linie  direct  und  gleich 
stark  zu  biegen.  Es  ist  zweckmässig,  unter  der  Grösse  der  syncla- 
stischen  Reaction  die  Grösse  27  des  Kräftepaares  zu  verstehen,  wel- 
ches wechselseitig  zwischen  den  zu  beiden  Seiten  eines  beliebigen 
geraden  Normalschnitts  von  der  Einheit  der  Länge  liegenden  Sub- 
fltanztheilen  wirkt  Ihre  Wirkung  würde,  wenn  die  Platte  in  allen 
Richtungen  gleich  biegsam  wäre,  darin  bestehen,  in  allen  Normal- 
Bchnitten  gleiche  Krümmung  zu  Erzeugen  (d.  h.  die  Platte  auf  die 
Gestalt  einer  Kugel  zu  bringen). 

(2)  Die  anticlastische  Reaction  besteht  aus  zwei  gleich 
grossen  entgegengesetzt  gerichteten  einfachen  Biegungsreactionen 
nm  zwei  Reihen  paralleler  gerader  Linien,  die  in  der  Ebene  der 
Platte  auf  einander  senkrecht  stehen.  Ihre  Wirkung  würde,  wenn 
die  Platte  in  allen  Richtungen  gleich  biegsam  wäre,  eine  gleich- 
förmige anticlastische  Ejrümmung  mit  gleichen  convexen  und  con- 
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caven  Tbeilen  sein.  Ihre  Grösse  wird  gemessen  durch  die  Groeae  Sl 
des  Eräftepaares,  welches  die  Wechselwirkung  darstellt  zwischen  den 
Substanztheilen  zu  beiden  Seiten  eines  geraden  Normalschnitt«  yon 
der  Einheit  der  Länge,  welcher  einer  jener  beiden  Schaaren  yon 
Linien  parallel  ist.  Sie  ruft  Kräftepaare  yon  derselben  Grösse  £1 
ins  Leben  zwischen  den  Substanztheilen  zu  jeder  Seite  eines  Normal- 
schnitts yon  der  Einheit  der  Länge,  welcher  einer  der  beiden  linien- 
Schaaren  parallel  ist,  die  den  rechten  Winkel  zwischen  den  ersteren 
Linien  halbiren;  aber  diese  letzteren  Kräftepaare  sind  nicht  senk- 
recht zur  Ebene  des  Normalschnitts,  sondern  drehen  in  dersel- 
ben. Dies  wird  bewiesen  und  erläutert  durch  die  Fig.  39,  welche 
Fig.  39.  (als  ein  besonderer  Fall  der  Fig.  38 

;  und   der  Gleichungen  (1)  des  §  637) 

das  Gleichgewicht  eines  rechtwinklig- 
gleichschenkligen Dreiecks  darstellt, 
auf  welches  um  jede  Kathete  als  Axe 

ein  Kräftepaar  yon  der  Grösse  ÄlA^ 
und  um  eine  zur  Hypotenuse  senk- 
rechte Axe  ein  drittes  Kraftepaar  H 
einwirkt. 

Wenn  zwei  Paare  rechtwinkliger 
Axen,  yon  denen  jedes  die  durch  das  andere  gebildeten  rechten 
Winkel  halbirt,  als  Coordinatenaxen  angenommen  werden,  so  kann, 
wie  die  yorhergehenden  Formeln  [§  637  (5)]  zeigen,  eine  anticlasti- 
sche  Reaction,  welche  ein  beliebiges  drittes  Paar  rechtwinkliger 
Linien  zu  Axen  hat,  nach  der  gewöhnlichen  Cosinusformel,  wean 
man  darin  jeden  Winkel  y erdoppelt,  in  zwei  Reactionen  zerlegt 
werden,  deren  Axen  beziehungsweise  mit  den  beiden  Paaren  yon 
Coordinatenaxen  zusammenfallen.  Daraus  geht  heryor,  dass  zwei 
beliebige  anticlastische  Reactionen  durch  dieselbe  geometrische  Con- 
struction  wie  die  Kräfte  in  eine  einzige  zusammengesetzt  werden 
können.  Diese  Construction  ist  an  Linien  auszuführen,  welche  einen 
doppelt  so  grossen  Winkel  als  die  entsprechenden  Axen  der  beiden 
gegebenen  Reactionen  einschliessen ,  und  die  Lage  der  Axen  der 
resultirenden  Reaction  wird  bestimmt,  indem  man  jeden  Winkel  dfcr 
erhaltenen  Figur  halbirt. 

639.  Geometrische  Analogien.  —  Eine  ganz  entsprechoide 
Reihe  yon  Sätzen  gibt  es  natürlich  für  die  Krümmung  einer  Ober 
fläche.  So  ist  dem  in  §  637  (3)  für  Biegungsreactionen  bewiesenen 
Satze  der  oben  (§  130)  hergeleitete  Satz  yon  Euler  über  die  Krüm- 
mung einer  Fläche  analog,  und  die  Definitionen  und  Sätze,  welche 
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den  auf  ihn  gegründeten  und  aus  ihm  hergeleiteten  analog  sind, 
können  leicht  ohne  weitere  Erläuterungen  oder  Beweise  verstanden 
irerden. 

Es  sei 

lie  Gleichung  einer  gekrümmten  Oberfläche  in  miendlich  kleiner  Entfer- 
rang  vom  Pmikte  0,  wo  sie  von  der  Ebene  YOX  berührt  wird.  Die 
Erümmong  der  Fläche  kann  man  ansehen  als  zusammengesetzt  aus  einer 
sylindrischen  Krümmung  Xf  deren  Axe  parallel  OX  ist,  einer  cylindri- 
ichen  Krümmung  x,  deren  Axe  parallel  0  Y  ist,  und  einer  anticlastischen 
Crnmiaüng  TJ,  deren  Axe  die  Winkel  XOY^  YOX'  halbirt.  Wenn  also 
iede  der  Grössen  XJ  und  X  verschwände,  so  würde  die  Oberfläche  cylin- 

Irisch  sein;  ihr  Krümmungsradius  wäre  dann  —  und    ihre    erzeugenden 

lütden  paraUel  OY,  Wenn  jede  der  Grössen  *  und  X  verschwänden,  so 
lätten  wir  ein^  anticlastische  Krümmung;  es  gäbe  dann  zwei  Schnitte 
gleicher  Maximalkrümmung;  die  Bichtungen  dieser  Schnitte  würden  die 
BFinkel  XOY  und  YOX*  halbiren  und  der  Krümmungsradius  in  jedem 

kdmitt  gleich  --  sein. 

Setzen  wir  jetzt 

i)  *  =  %(«  +  *),    *  =  Vj(x-i). 

lo  geht  die  Gleichung  der  Fläche  über  in 

S)  g  =  %  {^(«^  +  y')  +  *  («^  -  y^  +  2iira?y}, 

ider  in 

(e  =.  1/3  {<r  +  ^  CO«  2  ^  4-  ^  *»*»  2  gp}  r* 
Iwenn  x  =^  r  C08g>f    y  z=z  t  sin  q>  ist, 

ider  endlich  in 

iz  =  Va  {(f  -\-  to  cos  2  (g>  —  «)}  r» 
\wenn  ^  ==  a>  cos  2ce,  77  =  oi  sin  2a  ist. 

in  diesen  Formeln  misst  <r  die  sphärische  Krümmung;  ^  und  Tff  sind  die 
widen  Componenten  der  anticlastischen  Krümmung,  genommen  in  Bezie- 
lung  auf  das  Axenpaar  X'  X,  Y  Y  und  das  andere  Paar,  welches  die 
BVinkel  des  ersteren  halbirt.  Die  Besultante  von  &  und  TSr  ist  eine  anti- 
dagtische  Krümmung  a>,  deren  Axen  im  Winkel  XOY  einen  Winkel  « 
nit  OX  und  im  Winkel  YOX'  einen  gleich  grossen  Winkel  «mit  OY 
lüden. 

640.  Die  beim  Biegen  einer  Platte  geleistete  Arbeit.  — 
Wenn  die  Bezeichnungen  der  §§  637,  639  beibehalten  werden,  so  ist 
he  auf  irgend  ein  Flächenstück  A  der  Platte,  welches  unter  der 
Einwirkung  einer  Reaction  (K,  ji,  77)  eine  Krümmungsändemng 
dx,  ÄA,  dlS)  erfahrt,  ausgeübte  Arbeit 

1)  {Kdx  +  JdX  +  211  Jh)  A, 
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oder 

(2)  (2^<f<r  +  2eS^  +  2  IT <f BT) -4, 

wenn,  wie  früher, 

^'  U  =  V,  («  +x),   *  =  y,  («  -a) 

ist. 

Es  sei  nun  PO J^O'  ein  rechtwinldiger  Theü  der  Platte,  de»« 
Mittelpunkt  in  0  ist,  und  dessen  Seiten  Q' P,  P*  Q  paraUel  OX,  wShimd 
O'P',  QP  paraUel  0  T  sind.    Ist  dann 

die  Gleichung  der  gekrünunten  Flache,  so  erhalten  wir 

folglich  weicht  die  Tangentialebene  in  {x,  y)  von  der  Ebene  XOY  darch 
eine  unendlich  kleine  Rotation 

(xx  4-  vry  um  0  y 

ab,  und  die  Rotation  von  XOY  bis  zur  mittleren  Tangentialebene  Ar 
alle  Punkte  der  Seite  P  Q  oder  P'  Q'  beträgt 

^  Vj  Q'P.x   um  0 Fund 

4=%  C'P.«r    ,    OX. 

Wenn  also  die  Tangentialebene  Z  0  F  in  0  fest  bleibt,  während  di« 
Krümmung  von  (x,  W,  X)  in  (x  -{-  dx,  Vf  +  cfüT,  )l  -|-  SX)  übergeht,  « 
wird  die  Arbeit,  welche  die  über  die  Seite  PQ  vertheilten  Kräftepaaie 
PQ.K  und.  PQ.  n  leisten,  von  denen  das  erstere  um  0 F,  das  xwöt« 
um  OX  dreht,  gleich 

Va  Q'P.PQ.  {Kdx  +  ndnf) 

sein.  Eine  gleich  grosse  Arbeit  werden  die  gleichen  und  entgegengesetz- 
ten Kräftepaare  leisten,  welche  über  die  eine  gleiche  und  entgegengesetiU 
Rotation  erleidende  Seite  Q' P  vertheilt  sind.  Auf  ähnliche  Wei«  «• 
halten  wir  für  die  Gesammtarbeit,  welche  auf  die  Seiten  P*  Q  und  Q'P 

ausgeübt  ist, 

PQ.Q'P{ndW  +  JdX). 

Folglich  ist  die  auf  alle  vier  Seiten  des  Rechtecks  ausgeübte  OesaniDt- 
arbeit 

PQ.Q'P.{K&x  +  2IldTsr  +  JdX), 

und  damit  ist  der  Satz  bewiesen;  denn  man  kann  jedes  gegebene  Flach«* 
stück  der  Platte  in  unendlich  kleine  Rechtecke  getheilt  denken. 

Es  ist  eine  lehrreiche  Uebung,  das  Resultat  zu  bewahrheiten,  inden 
man  mit  der  Betrachtung  eines  von  einer  beliebig  gegebenen  Gurre  be 
grenzten  Plattentheils  beginnt  und  die  Ausdrücke  (1)  des  §  637  anwende 
welche  für  die  auf  einen  beliebigen -unendlich  kleinen  Theil  d«  der  Um- 
grenzung, dessen  Lage  durch  (a?,  y)  ausgedrückt  ist,  wirkenden  Kriftfr 
paare 
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dx  ,  ^  d 


(5) 


liefern.  Wie  wir  aber  soeben  (4)  gesehen  haben,  ist  die  Rotation,  welche 
die  im  Punkte  {x,  y)  an  die  Platte  gelegte  Tangentialebene  erfährt,  wenn 
die  EZrünunung  ans  {x  JSf,  X)  in  (x  -{-  &  x,   VF  -\-  ^Vf,  X  •}-  &X)  übergeht, 

(xdx  4-  y<^w  um  or 

^*^  [x&w+y&X     ,     OX, 

wo  voransgesetzt  wird,  dass  die  Tangentialebene  an  die  Platte  in  0  ihre 
Biohtung  nicht  verändert;  folglich  ist  die  auf  den  Theil  ds  der  Kante 
aasgeübte  Arbeit 

Die  gesuchte  Arbeit  ist  das  über  die  ganze  umgrenzende  CorTe'  genom- 
mene Integral  dieses  Ausdrucks,  also /gleich 

(Kdx  4-  2nSVf  +  JdX)  Ä; 


denn  es  ist 


und 


«  =  0, 
wenn  jedes  Integral  um  die  ganze  geschlossene  Curve  genommen  wird. 

641.  Partielle  BiffBrentialgleichtingen  der  beim  Biegen 
einer  elastischen  Platte  geleisteten  Arbeit.  —  Wir  wollen  jetzt 
die  Elasticitätskräfte  betrachten,  welche  durch  die  Biegung  (x^ZS^  X) 
der  Platte  ins  Leben  gerufen  werden.  Die  Biegung  wird  von  der 
Lage  aus  gerechnet,  in  welcher  die  Platte  ungezwängt  ist  (sie  hat 
dann  die  Form  einer  Ebene  oder  eine  nur  unendlich  wenig  davon 
abweichende  Form).  Bezeichnet  w  die  für  die  Flächeneinheit  der 
Platte  genommene  ganze  Grösse  der  potentiellen  Energie  jener 
Kräfte,  so  erhalten  wir,  wie  im  Falle  des  in  §  594  behandelten 
Drahtes, 

(7)  KÖü  •=  d^w,  yi8X  =  dxw,  2n8vs  =  dmfß, 
oder  nach  der  anderen  Bezeichnung 

(8)  2£d6  =  8ffW,  2  edd' =  0^10,211  dVi  =  dmto.] 

darin  bezeichnen,  wie  oben  dargelegt,  K  und  A  die  einfachen  Bie- 
gongsreactionen  (gemessen  durch  die  für  die  Längeneinheit  genom- 
mene Grösse  des  Biegungskräffcepaars)  um  Linien,  welche  bezie- 
hungsweise   OY   und    OX   parallel    sind;    11  die    anticlastische 
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Reactioii,  deren  Axen  mit  OX  und  0  Y  einen  Winkel  von  45*  ei*" 
schliessen;  2J  und  &,  welche  zusammen  K  und  jd  äquivalent  sina 
die  synclastische  Reaction  und  die  anticiastische  Keaction  mit  dei 
Axen  OX  und  0  Y.  Auch  sehen  wir,  wie  in  §  595,  dass,  von  wrt 
eher  Beschaffenheit  auch  die  Substanz  der  Platte  sein  mag^  —  div 
selbe  sei  isotrop  oder  äolotrop  (§  677)  —  ic  eine  homogene  Fun» 
tion  zweiten  Grades  der  drei  Krümmungscomponenten  (x,  X,  '^ 
oder  (ö,  d",  TS)  sein  muss.  Hieraus  und  aus  (7)  oder  (8)  £^elit  her- 
vor, dass  die  Coefficienten  in  den  linearen  Functionen  der  drei 
Krümmungscomponenten,  welche  die  zur  Erhaltung  dieser  KranH 
mung  erforderlichen  Reactionscomponenten  ausdrücken,  den  gewöhiH 
liehen  Bedingungen  genügen  müssen,  durch  welche  die  GresammtzaU 
von  neun  auf  sechs  reducirt  wird. 

Bezeichnen  A,  B^  C,  a,  h^  c  sechs  von  der  Beschaffenheit  der  festea 
Substanz  and  der  Dicke  der  Platte  abhängende  Gonstanten,  so  erhaltcs 
wir 

(9)  w  =  Va  {Äx^  +  BX^  4-  CüT»  +  2aXm  +  2bmx  +  2c«Ä). 
folglich  nach  (7) 

K  =:  Ax  +  cX  +  bW 

(10)  J  =  ex    +  BX+aW 

2n  =  bx  -f  aA  4-  Cw, 

Werden  diese  Grössen  nach  §  640  (3)  transfonnirt,  so  wird  to  durch  r, 
d-y  IS  ausgedrückt : 

(11)  «7  =  1/2  {(^4.-B  +  2c)<ra4-(il  +  JB  — 2c)l^2+Clsr2-}-2(6— o)^» 

+  2  (6  +  a)  ffüT  4-  2  (^  —  JB)  c^), 
und 

2  -T  =  (^  -f  J5  +  2c)  <r  -f  (il  —  5)  ^  4-  (6  +  o)  w 

(12)  26  =  (4  —  JB)or  4-  (^  4-  B  —  2c)  *  4-  (6  —  a)  «r 

2/r=  (6  4-  a)if  +  (6  — a)^  +•  Cts, 

Diese  letzteren  Formen  sind  besonders  nützlich,  indem  sie  unmittelbar 
die  Belationen  zeigen,  welchen  die  Coefficienten  in  dem  im  folgenden 
Paragraphen  betrachteten  wichtigen  Falle  genügen  müssen. 

642.    Fall  gleicher  Biegsamkeit  in  allen  Bichtungen.  — 

Wenn  die  Platte  in  allen  Richtungen  gleich  hiegsam  ist,  so  muss 
eine  synclastische  Reaction  eine  sphärische  Krümmung  erzengen; 
eine  anticiastische  Reaction  dagegen ,  welche  ein  beliehiges  Paar  in 
der  Platte  liegender  zu  einander  senkrechter  Linien  zu  Axen  hat, 
wird  eine  anticiastische  Krümmung  erzeugen,  welche  diese  Linien 
zu  Schnitten  gleicher  Maximalkrümmung  auf  den  entgegengesetz- 
ten Seiten  der  Tangentialebene  hat.  Bei  jeder  dieser  beiden  Wir- 
kungen ist    die   Grösse    der  Krümmung    einfach    der  Grösse  der 
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Reaction  proportional.  Bezeichnen  also  1^  nnd  t  zwei  von  der  Zn- 
samniendrückbarkeit  nnd  Starrheit  der  Snbstanz,  wenn  dieselbe 
isotrop  ist  (s.  unten  §§  677,  680),  nnd  von  der  Bicke  der  Platte  ab- 
hängende Gbe£ßcienten,  so  erhalten  wir 

(13)  2=J&Ö,    0  =  ld^,   n  =  tis, 
folglich  [§  640  (2)] 

(14)  w  =  ^6^  +  1  (^»  +  VS^). 

Mithin  genügen,  wenn  in  aUen  Bichtnngen  gleiche  Biegsamkeit  vor- 
handen ist,  die  Goefficienten  in  den  aUgemeinen  Ansdrücl^en  dee  §  641 
den  folgenden  Bedingungen:  — 

(15)  a  =  0,    6  =  0,    ul  =  J?,  2  (il  —  c)  =  0, 

und  zwischen  ihnen  nnd  den  zuletzt  eingeföhrten  Coefficienten  ^  und  f 
bestehen  die  Belationen:  *— 

(16)  Ä  +  C  =  ^,      Vg  C  =  il   —  c  =  I. 

643.  Biegnni^  einer  Platte   durch  beliebige  Krfifte.  — 

Wir  wollen  jetzt  das  Oleichgewicht  einer  unendlich  grossen  Platte 
betrachten,  die,  yon  Natur  eben,  durch  irgendwie  angreifende,  nur 
den  Bedingungen  des  §  632  unterworfene  Kräfte  auf  eine  andere 
Form  gebracht  ist.  Die  Substanz  kann,  was  die  Elasticitat  in  yer- 
Bchiedenen  Richtungen  betrifft,  von  jeder  möglichen  Beschaffenheit 
Bein,  und  die  Platte  braucht  weder  hinsichtlich  dieser  Beschaffen- 
heit, noch  hinsichtlich  ihrer  Dicke  in  ihren  verschiedenen  Theilen 
homogen  zu  seip,  wenn  sie  nur  um  jeden  Punkt  herum  innerhalb 
eines  Gebiets,  dessen  Lange  gross  ist  im  Vergleich  zur  Dicke  in 
jenem  Pimkte,  in  beiden  Hinsichten  annähernd  homogen  ist  [§  632  (4)]. 

644.  Es  seien  OX^  OY  rechtwinklige  (üoordinatenaxen  in  der 
'  Ebene,  welche  die  Platte  anfänglich  bildet,  und  z  die  unendlich 

kleine  Verschiebung  aus  dieser  Ebene,  welche  der  Plattenpunkt 
(op,  y)  unter  der  Einwirkung  beliebiger  Kräfte  erfährt,  deren  wirk- 
same Oomponenten  auf  folgende  Weise  bestimmt  werden:  —  Wir 
betrachten  einen  Theil  E  der  Platte,  der  von  einer  .Kormalfläche 
begrenzt  ist,  welche  die  Mittelfläche  in  einer  ein  unendlich  kleines 
Flächenstück  ö  in  der  Nähe  des  Punktes  (x,  y)  umschHessenden 
Linie  schneidet.  Die  Summe  der  senkrecht  im  XOY  genommenen 
Oomponenten  der  Kräfte,  welche  auf  die'  ganze  in  der  Nähe  des 
Punktes  (rr,  y)  liegende  Masse  yon  JE?  wirken,  bezeichnen  wir  mit 
Z6\  femer  seien  L<i^  Mö  die  Kräftepaarcomponenten  um  OX  und 
OF,  die  man  erhält,  wenn  man  nach  Poinsot  die  Kräfte  aus  allen 
Punkten  des  für  einen  Augenblick  als  starr  angesehenen  Theils  E 
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in  einen  Punkt  von  E  versetzt,  als  welchen  man  passend  den  Trig- 
heitsmittelpunkt  der  Fläche  ö  des  zugehörigen  Theils  der  Mitt^ 
fläche  annimmt.  Diese  Kraft  und  diese  Kräftepaare  müsßen  in  Ver- 
bindung mit  den  inneren  Kräften  der  Elasticität,  welche  die  umge- 
bende Masse  durch  die  Umgrenzung  hindurch  auf  die  Masse  toh  S 
ausübt ,  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  genügen  (§  564),  die 
man  erhält,  wenn  man  E  als  starren  Körper  behandelt,  und  der 
Theil  E,  der  in  Wirklichkeit  nicht  starr  ist,  muss  die  Krümmmig 
annehmen,  welche  nach  §  641  die  den  letzterwähnten  Kräften  entspre- 
chende Biegungsreaction  hervorruft.  Mathematisch  ansgedräckt 
liefern  diese  Bedingungen  fünf  Gleichungen ,  aus  denen  man  durch 
Elimination  der  vier  die  inneren  Kräfte  bestimmenden  Elemente 
eine  einzige  partielle  Differentialgleichung  für  z  in  x  und  y  erk&H, 
welche  die  gesuchte  Gleichung  des  Gleichgewichts  ist. 

Gleichungen  des  Gleiohgewlohts  einer  durch  irgend  weleh» 
Kräfte  gebogenen  Platte.  —  Es  sei  c  ein  Rechteck  PQP'Q^,  des« 
Seiten  &x  parallel    OX  und  dy  parallel  OY  sind.    Femer   seien  aif 


Fig.  40. 


o'  (f  y  die  nur  unendlich  wenig  tos 
einander  verschiedenen  zor  Pbtti 
in  den  beziehungsweise  durch  P^ 
und  Q  F*  gehenden  Kormalflicba 
senkrechten  Schiebungskräfte;  & 
entsprechenden  Grössen  für  P  Q  hb^ 
r  Q'  seien  ß,  ff.  Dann  ist  natnilkk 

Es  hat  dies  auf  den  als  starr  suge* 
sehenen  Theil  E  der  Platte  denEii- 
fluss,  dass  durch  die  Hittelpankt* 
von  QP',  Ö'P'  in  der  Bichtung  der  positiven  B  die  Kräfte  u/iTy,  fit 
und  durch  die  Mittelpunkte  von  P  Q' ,  P  Q  in  der  Bichtung  der  negati- 
ven z  die  Kräfte  ady,  ßSx  wirken.  Mithin  tragen  sie  zum  Gle}chg^ 
wicht  des  als  starr  angesehenen  Körpers  E 

die  OZ  parallele  Kraftcomponente 

(^  -  „)  eyJr  {pf  -  ß)  ix  oder  (^  +  ^)  &xiy, 

das  Kräftepaar  ady  .dx  um  0  T  und 

ßdx.dy    „     OX 

bei  (in  den  beiden  letzten  Ausdrücken  ist  die  Differenz  zwischen  n  nnd  o^t 
sowie  zwischen  ß  und  ß'  natiirlich  vernachlässigt).  Drücken  weiter  I. 
J^  n,  nach  dem  System  des  §  637,  die  Biegimgsreaction  in  (x,  y)  wa.  » 
erhalten  wir  folgende  unendlich  wenig  von  einander  verschiedene  oad 
entgegengesetzte  Kräftepaare,  welche  auf  die  Paare  entgegengesetzter 
Seiten  wirken,  und  deren  Differenzen,  in  Componenten  um  OX  und  Oi 


r 
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gemeasen,  das   dem   Theil  E  als  starren  Körper    ^bliebeine  Bestreben, 
nch  zn  drehen,  ausdrücken:  — 


nm  0  X 


\dy 


iy.Sx  yon  den  Seiten  PQ,  Q'P'   ans 


nm    OT 


oder  im  Ganzen 


dn  .     . 


PQ'^QP' 


n  I 


»  I 


Folglich  liefern  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  zwischen  diesen  nnd 
den  anf  E  als  starren  Körper  wirkenden  äusseren  Kräften,  wenn  wir  den 
gemeinschaftlichen  Factor  dxSy  fortlassen. 


(») 


'    dx        dy 
'         ^     dy  ^    dx 


Die  erste  dieser  Gleichungen  geht,  wenn  darin  a  und  ß  durch  ihre  aus 
der  zweiten  und  dritten  Gleichung  genommenen  Werthe  ersetzt  werden, 
aber  in 


(2) 


'       dxdy   '    dy^  dx        dy 


dx*   '    "  dxdy   '    dy^  da; 

Bezeichnen  nun,  nach  dem  System  des   §  639,  «,  Jt,  il  die  Krümmungs- 
eomponenten  der  Platte,  so  ist  natürlich 

d^g 

A    rr^    —        IST    —    — 

dx* 


(3) 


folglich  liefern  die  Gleichungen  (10)  des  §  641 

d*ß    .        ^  j_  ;.  _d^^ 
dx*  "^  ^  dy« 


W 


x  =  ^^;-=k  +  c^-f6 


2n  =  b 


dp 

d^ 
da;^ 


dy2 


d^  dy 

da^ 
dx  dy 

d*z 
dxdy  ' 


Durch  jESinsetzung  dieser  Werthe  in  (2)  erhalten  wir  die  gesuchte  Diffe- 
rentialgleichung der  defonnirten  Oberfläche.    Wenn  keine  beschränkende 
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Yoraimetziiiig  gemacht  wird  (§  643),  so  mösBen  wir  A^  B,  C,  a^  h^em 
gegebene  Fnnctloiieii  yon  x  und  y  ansehen.  In  dem  fnr  die  Praxis  vi« 
tigen  Falle  einer  homogenen  Platte  sind  diese  Grossen  Constant^,  n^ 
die  gesuchte  Oleichnng  wird  die  lineare  partielle 
vierter  Ordnung  mit  oonstanten  Coefficienten:  — 

dM       dL 


(5) 


z=z  Z  --- 


dx        dy 


Fnr  den  Fall  gleicher  Biegsamkeit  in  allen  Bichtnngen  geht  diese  Gki- 
chnng  nach  §  642  (13)  über  in 


(6) 


"^Kdx^^     dx^dy^^  dy^)""^       dx        d^ 


645.  Orensbedingungen.  —  Um  die  Grenzbedingongen  fir 
eine  Platte  von  endlichen  Dimensionen  zu  ermitteln,  können  vir 
dieselbe  zunächst  als  einen  Theil  einer  anendlichen  Platte  be- 
trachten, welcher  von  einer  Normalflache  begrenzt  wird,  die  duck 
eine  auf  der  Mittelfläche  gezogene  geschlossene  Gnrve  geht  D» 
vorhergehende  Untersuchung  führt  uns  unlnittelbar  zu  Ausdrücket 
für  die  Erafb  und  das  Kräftepaar,  die  auf  irgend  einen  Theil  der 
umgrenzenden  Normalfläche  wirken.  Wenn  dann  der  in  Rede  ato^ 
hende  Theil  aus  der  Platte  wirklich  ausgeschnitten  wird,  und  i 
seinem  Rande  Kräfte  und  Kräffcepaare  angebracht  werden,  die  bA 
den  erhaltenen  identisch  sind,  so  wird  sein  Elasticitätszustand  ii 
allen  Punkten  bis  zum  normalen  Rande  hin  absolut  unverändai 
bleiben.  Die  Erfüllung  dieser  Bedingung  erfordert  drei  Gleichni- 
gen,  welche  ausdrücken,  (1)  dass  die  am  Rande  angebrachte  Sdiie- 
bungskraft  (d.  i.  die  Tangentialkraft  in  der  den  Rand  bildenda 
Normalfläche),  welche  nothwendigerweise  die  Richtung  der  Normal- 
linie  an  die  Platte  hat,  von  der  erforderlichen  Grosse  sei,  uai 
(2.  und  3.)  dass  die  um  zwei  beliebige  Linien  in  der  Ebene  der 
Platte  genommenen  Componenten  des  auf  jeden  kleinen  Theil  da 
Randes  wirkenden  Kräftepaars  yon  der  erforderlichen  Grösse  sei^ 
Diese  drei  Gleichungen  wurden  von  Poisson  als  für  den  yoUstis- 
digen  Ausdruck  der  Grenzbedingungen  nothwendig  gegeben.  Kirch* 
hoff  hat  aber  gezeigt,  dass  sie  zu  Viel  ausdrücken,  und  dass  xvei 
Gleichungen  genügen.  Wir  werden  dies  dadurch  beweiseot 
dass  wir  Folgendes  zeigen:  Wenn  eine  Platte  von  endlicher  Grösse 
in  einem  beliebigen  Reactionszustande  oder  frei  von  Reaction  gegt- 
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ben  ist,  so  können  wir  auf  dieselbe  um  Axen,  die  überaU  zu  ihrer 
normalen  Randfläche  senkrecht  sind,  beliebig  vertheüte  Kräftepaare 
wirken  lassen,  ohne  dass  die  Platte,  ausser  in  unendlich  kleinen 
Abständen  vom  Rande,  eine  Aenderung  erlitte,  vorausgesetzt  dass 
zugleich  senkrecht  zur  Platte  in  bestimmter  Weise  vertheilte  Kräfte 
auf  den  Rand  wirken,  deren  Grösse  und  Vertheilung  sich  aus  der 
Vertheilung  der  Kräftepaare  berechnen  lassen. 

Ks  sei  Xr=  (fs  ein  in   einem  Punkte   {x,  y)   liegendes  unendUch 
kleine«  Element  ^einer  auf  der  Mittelfläche   einer  unendlichen  Platte  gezo 


Pig.  41. 


(1)       C  = 


genen  Curve.  Femer  seien  PX  und  PY  beziehungs- 
weise parallel  der  x  und  der  y  Axe  und  2i  YXP=  ^. 
Bezeichnet  dann  Cef»  die  Schiebungskraft  Inder  durch 
&s  gehenden  Normalfläche  der  Platte,  und  sind,  wie 
oben  (§  644),  «.  PY  und  ß.PX  die  Schiebungskräfte 
in  den  Normalflächen  durch  PY  und  PX,  so  muss, 
wenn  das  als  starr  vorausgesetzte  Dreieck  FPX  im 
Gleichgewicht  sein  soll  (§  564), 

C<fÄ=:«.Pr+/J.PX,  folglich  C  =  (t8ing)  +  ßco8ip 

sein.  Substituiren  wir  für  «  und  ß  ihre  Werthe  aus 
§  644  (1),  so  erhalten  wir 


Bezeichnen  weiter  Q6b  und  J?<f»  die  um  XY  und  um  eine  zu  X  Y 
senkrechte  in  der  Ebene  der  Platte  liegende  Axe  genommenen  Componen- 
ten  des  Kräftepaars,  welches  durch  die  (f  s  enthaltende  Normalfläche  wirkt, 
so  folgt  [§  637  (2)] 

(2)  G  •=  A  cos^  g)  -{-  2  n  sin  q>  C08  g)  -\-  K  sin^  g>, 

(3)  H  =  (K  —  A)  ein  g>  cos  qf  -\-  n  (cos^  g)  —  sin^  g)). 

Wenn  man  hier  unter  (C,  (r,  'S)  die  Einwirkungen  entsprechender  äusse- 
rer Kräfte  auf  den  Rand  verstände,  nachdem  die  Platte  bis  auf  den 
von  einer  geschlossenen  Curve,  von  welcher  cT*  ein  Element  ist,  um- 
grenzt«!  Tbeil  entfernt  wäre,  so  würden  diese  drei  Gleichungen  dasselbe  aus- 
drücken wie  die  Gleichungen,  durch  welche  Poisson  die  Grenzbedingun- 
gen darstellt.  Endlich  mögen  8<^«,  (iSs,  ^Ss  die  zur  Platte  senkrechte 
Kraft  und  die  Componenten  des  Kräftepaars  bezeichnen,  welches  man  in 
irgend  einem  Punkte  (o;,  y)  eines  freien  Randes  auf  die  Länge  ^s  der 
Mittelcurve  wirklich  einwirken  lässt.  Wie  wir  alsbald  (§  648)  sehen  wer- 
den, wird  dann,  wenn 


(♦) 


»5 


ist,  die  Platte  überall,  ausser  in  den  dem  Rande  unendlich  nahe  liegenden 
Theilen,  in  demselben  Reactionszustande  sein,  als  wenn  (C*  Q^  H)  die  Wir. 
knng  auf  den  Rand  ist.     Wenn  wir  also  C  i^^id  H  aus   diesen    vier  Glei- 
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chungen  eliminiren ,  so  bleiben  uns   zwei  Gleichungen  [die  Gleichang  (2) 
unverändert  und  eine  neue  Gleichung],  nämlich 


(5) 


fG  =  J  co8^  g)-\~2  n  8in  g)  cos  g>-\-K  8tn^  g> 

8+ll=-(«+ff+S)«"»-(^+ 

d 


+ 


ds 


dA  .  dn\ 
dy  ^   dxj^'"^      V^  '    dy '^  dxJ 

[{K  —  J)  sin  q>  cos  g}  -]-  IT  (cos^  g?  —  «n*  ^)], 


und  dies  sind  Kirchhoff' s  Granzgleichungen. 

646.  Vertheilung  von  Sohiebungskrftften,  welche  di^ 
selbe  Biegung  erzeugen  wie  eine  gegebene  Vertheilung  vo& 
Kräftepaaren,  deren  Axen  zur  Umgrenzung  senkrecht  sind.- 

Der  am  Ende  des  letzten  Paragraphen  ausgesprochene  Satz  ist  lut 
dem  folgenden  äquivalent:  —  Es  lässt  sich  eine  gewisse  Yertbei- 
lung  normaler  Schiebungskräfle  auf  den  Rand  einer  endlichen  PUtte 
bestimmen,  welche  dieselbe  Wirkung  erzeugt,  wie  eine  behehig  ge- 
gebene Vertheilung  von  Kräftepaaren  um  Axen,  die  überall  za  dff 
den  Rand  bildenden  Normaliiäche  senkrecht  sind.  Dies  zu  bevQ- 
sen,  wollen  wir  annehmen,  dass  in  entgegengesetzten  Richtungen  i 
beiden  Seiten  der  Mittellinie  und  parallel  zu  derselben  in  den  Lioia 
EF,  E'F'  gleiche  Kräfte  wirken,  welche  die  vorausgesetzte  Erifte- 
paarvertheilung  ausmachen.  Dabei  ist  festzuhalten,  dass  die  Erifti 
längs  ihrer  Wirkungslinien  wirklich  vertheilt  nnd  nicht,  wie  in  dtf 
abstracten  Dynamik  idealer  starrer  Körper,  in  beliebigen,  gleicligil% 


Fig.  42. 


welchen,  Punkten  dieser  Lonien 
gebracht  sind;  die  für  die  EinM 
der  Länge  genommene  Grosse  dtf 
Kraft  ist  in  den  benachbarten  Tb* 
len  der  beiden  Linien  zwar  dii 
muss  jedoch  den  Rand  entlang  » 
von  Punkt  zu  Punkt  ändern, 
die  Kräftepaarvertheüung  nicU 
gleichförmig  sei.  Endlich  kömMSj 
wir  voraussetzen,  dass  die  in  tej 
entgegengesetzten  Richtungen  v* 
kenden  Kräfte  nicht,  wie  es  Fig'^ 
zeigt,  auf  zwei  Linien  beschitoW 
sondern  über  die  beiden  Hl3Ä*n 
des  Randes  zu  beiden  Seiten  wa* 
Mittellinie  verbreitet  sind.  Weiter  muss,  wie  in  §  634  (3)  ang«g«i 
ben  ist,  die  Grösse  dieser  Kräfte  in  gleichen  unendlich  kleinen  Bi«»^ 
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ten  ffBüc  verscliiedene  Abstände  von  der  Mittellinie  diesen  Abständen 
proportional  sein,  wenn  die  gegebene  Eräftepaarvertheilong  mit 
der  in  §  645  mit  H  bezeichneten  vollständig  übereinstimmen  soll. 

Wir  denken  uns  jetzt  Linien  qner  durch  den  Rand  gezogen, 
-welche  auf  seinen  Grenzlinien  senkrecht  stehen ;  dadnrch  werde  der 
gaxize  Band  in  unendlich  kleine  Rechtecke  zertheilt;  eins  derselben  sei 
A  JB  CD  (Fig.  42).     In  einem  dieser  Rechtecke  bringen  wir  ein  Sy- 
stem von  Kräftepaaren  an,  die  einander  das  Gleichgewicht  halten ;  das 
System  bestehe  aus  passend  yertheilten  Eräftepaaren,  welche  dem  der 
Fläche  des  Rechtecks  zugehörigen  Theil  der  gegebenen  Kräftepaar- 
vertheilung  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  und  einem  Paar  ein- 
zelner Kräfte  in  den  Linien  AD,  CBy  die  gleiche  und  entgegen- 
gresetzte  Momente  haben.    Dieses  System  kann  offenbar  keine  merk- 
liche Störung  (Reaction  oder  Deformation)  in  der  Platte  verursachen, 
ausser  innerhalb  eines  mit  den  Seiten  des  Rechtecks  vergleichbaren 
Abstandes.     Wenn  also  in  allen  Rechtecken,  in  die  man  den  Rand 
zertheilt  hat,  dasselbe  geschehen  ist,  so  wird  die  Platte  nur  rings- 
herum nach  innen  zu  bis  zu  einem  unendlich  kleinen  Abstände  vom 
Bande  hin  gestört  Auf  diese  Weise  ist  aber  die  gegebene  Kräftepaar- 
vertheilung  entfernt  (da  ihr  durch  ein  System  passend  vertheilter 
Kräfte  direct  das  Gleichgewicht  gehalten  wird,  welche  überall  den 
Kräften,  aus  denen  sie  besteht,  gleich  und  entgegengesetzt  sind),  und 
es  bleibt  nur  die  Reihe  der  in  den  Querlinien  angebrachten  Kräfte. 
In  jeder  Querlinie  wirken  zwei  dieser  Kräfte,  die  aus  den  in  den 
beiden  Rechtecken,  fUr  welche  diese  Linie  eine  gemeinschaftliche 
Seite  ist,  ausgeführten  Operationen  herrühren,   und  nur  die  Diffe- 
renz beider  Kräfte  bleibt  wirksam.     Wir  sehen  somit,  dass  die  ge- 
gebene Kräftepaarvertheilung,  wenn  sie  den  Rand  entlang  gleich- 
förmig ist,  entfernt  werden  kann,  ohne  dass  der  Zustand  der  Platte, 
ausser  in  dem  dem   Rande  unendlich  nahe  liegenden  Theile,   ge- 
stört würde.     Mit  anderen  Worten:  — 

647.  Gleichförmig  verth  eilte  Torsionskräffcepaare  erzeu- 
gen keine  Biegung.  —  Eine  gleichförmige  Yertheilung  von 
Kräftepaaren  längs  des  ganzen  Randes  einer  endlichen 
*latte,  überall  um  Axen  in  der  Ebene  der  Platte  und 
lenkrecht  zum  Rande,  erzeugt  keine  Verzerrung  oder 
;eaction  der  Platte  im  Ganzen,  sondern  eine  Verzerrung, 
lie  sich  ringsherum  vom  Rand  aus  nach  innen  zu  nur  auf 
.nendlich  kleine  Entfernungen  erstreckt.  Die  Wahrheit 
lieses  bemerkenswerthen  Satzes  erhellt  auch,  wenn    wir  erwägen, 

12* 
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dass  das  Streben  einer  solchen  Kräftepaarvertheilong  nar  dann  be- 
stehen kann,  die  beiden  Grenzlinien  des  Randes  unendlich  wenig  is 
entgegengesetzten  Bichtongen  um  die  I^läche  der  Platte  zu  zieheiL 
Später  werden  wir  die  dadurch  in  der  Nähe  des  Randes  erzeugt« 
Deformation  genau  bestimmen  und  finden,  dass  dieselbe  vom  Rande 
aus  einwärts  äusserst  rasch  abnimmt  und  in  Abständen,  welche 
grösser  als  die  doppelte  Dicke  der  Platte  sind,  praktisch  unmerk- 
lich wird. 

648.  Vertheilung  der  Schiebungskräfte,  welche  dieeelbe 
Biegung  wie  Tonionskräftepaare  erseugen.  —  Es  seien  auf 
dem  Rande  einer  Platte  um  Axen,  die  überall  in  der 
Ebene  der  Platte  und  senkrecht  zum  Rande  sind,  Kräfte- 
paare vertheilt,  welche  für  die  Einheit  der  Läng^e  det 
Randes  eine  beliebig  gegebene  Grösse  haben.  Dann  wird 
die  Biegung  der  Platte  im  Ganzen  unverändert  bleibea 
und,  ausser  in  den  dem  Rande  unendlich  nahelieg^endea 
Theilen,  auch  keine  Störung  der  Reaction  oder  der  De- 
formation erzeugt  werden,  wenn  man  die  Eräftepaare 
entfernt  und  statt  eines  jeden  eine  zur  Platte  senkrechte 
Kraft  anbringt,  deren  Grösse,  genommen  für  die  Einheit 
der  Länge  des  Randes,  gleich  ist  der  für  dieselbe  Ein- 
heit genommenen  Grösse  der  Aenderung  des  entsprechen- 
den Kräftepaars. 


In  Fig.  42  (§  646)  sei  AB  =  ds.  Ist  dann  H  die  für  die 
einheit  des  Bandes  genommene  Grösse  des  zwischen  AB  und  BC  gege- 
benen Kräftepaars,  so  ist  der  Betrag  desselben  fiir  das  Bechteck  AB  CD 
gleich  H&8]  folglich  muss  H  die  Grösse  der  längs  AD,  CB  elngeJÜla^ 
ten  Kräfte  sein,  damit  dieselben  ein  Kräftepaar  von  dem  geforderten  Ho- 
ment  ausmachen.  Bezeichnet  in  ähnlicher  Weise  H'  ds  die  GrÖeae  d» 
Kräftepaars  in  dem  auf  der  anderen  Seite  von  B  C  liegenden  anst^ 
den  Bechteck,  so  wird  H'  die  aus  demselben  herrührende  Kraft 
welche  in  B  C  und  H  entgegengesetzt  wirkt.  Es  bleibt  also  in  B  C  n 
eine  der  Differenz  H'  —  H  gleiche  Kraft  wirksam. 

Wenn  wir  voraussetzen,  dass  s  (eine  längs  des  Bandes  von  einem  be- 
liebigen Nullpunkte  aus  gemessene  Grösse)  in  der  Bichtung  von  A  nack 
B  wächst,  so  erhalten  wir 

H'-H  =  ^is. 

dH   . 
E.  bleiben  uns  also  einzelne  Kräfte  übrig,  die  gleich  -j^  *,    «ad.    «rf 

deren  Bichtungen  senkrecht  quer  durch  den  Band  gehen;  jede  ist  vom 
der  folgenden  um  die  Strecke  da  entfernt.  Diese  Kräfte  können  wir, 
ohne    eiue    Störung    (ausgenommen    iu     unendlicher    Xähe    des    Bande« 
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hervorzubringen,  durch  continuirlich  vertheilte  Querkräfte  ersetzen,  welche 

j  -rr 

für  die  Längeneinheit  -7~   betragen.      Damit  ist    unser    Satz    bewiesen. 

dB 
Wenn  -j —  positiv  ist,  so  wirken  diese  Kräfte  in  der  Bichtung  der  nega- 
tiven Z',  daraus  ergibt  sich  unmittelbar  die  in   §  645  (4)J[au8gedräckte 
Form  des  Satzes. 

649.  Kreisförmige  Deformation.  —  Als  erstes  Beispiel  der 
Anwendung  dieser  Gleichungen  wollen  wir  den  einfachen  Fall  einer 
gleichförmigen  Platte  von  endlicher  oder  unendlicher  Ausdehnung 
betrachten,  auf  welche  eine  in  concentrischen  Kreisen  symmetrisch 
vertheilte  Last  und,  wenn  es  nöthig  ist,  am  Rande  passend  ange- 
brachte Kräfte  symmetrisch  einwirken. 

Es  sei  der  symmetrische  Mittelpunkt  zum  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  gewählt,  und  ein  beliebiger  Punkt  P  habe  die  Polar-Ooordinaten 
r,  9-,  so  dass 

X  ^::z  r  cos  &,  y  z=  r  sin  d^ 

ist.  Das  zweite  Glied  der  Formel  (6)  des  §  644  wird  eine  Function  von 
r  sein,  die  wir  jetzt  der  Kürze  wegen  einfach  durch  Z  bezeichnen  wol- 
len (es  ist  dies  die  Grösse  der  Last  für  die  Einheit  der  Fläche,  wenn  die 
auf  jeden  kleinen  Theil  wirkenden  Kräfte  sich  auf  eine  einzige  durch 
nigend  einen  Punkt  dieses  TheUs  gehende  Normalkraft  reduciren  lassen). 
Da  jetzt  z  eine  Function  von  r  und,  wenn  u  eine  beliebige  Function  von 
f  bezeichnet,  wie  wir  früher  [§  491  (e)]  gesehen  haben, 

^  "        r  dr\   drj 
ist,  so  geht  die  Gleichung  (ö)  des  §  644  über  in 

<•)  T  77 1*-  df  [7  Ä  (♦•f;)])  =  ^ 

Daraus  folgt 

1    +  %  C  (log  r  -  i)  ra  +  Vi  C'r^+  C"  log  r  +  C"; 

dies  ist  das  vollständige  Integral  mit  den  vier  willkürlichen  Constanteu. 
Die  folgenden  Ausdrücke,  die  aus  Zwischeuintegralen  hergeleitet  sind, 
verdienen  schon  jetzt  unsere  Beachtung,  insofern  sie  für  das  vollständige 
Verständuiss  der  Lösurtg  förderlich  sind;  zudem  werden  wir  uns  später 
einiger  derselben  bedienen,  um  die  Grenzbedingungen  auszudrücken.  Die 
io  (7)  gebrauchte  Bezeichnung  wird  in  §  650  erklärt  werden;   —   Es  ist 

(Die  Inclination,  dividirt  durch  den  Badius;  oder  die  Krümmung 

/»v      in  einem  zum  Radius  senkrechten  Noi-malschnitt) 
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(Die  Krümmung  in  einem  den  Radios  enthaltenden  Schnitt) 


dr2 


•dr 


=  -  TT«/  rär/'-^frZär  +  ^J^f  rZär 


+  Va  C  {log  r  -\-  %)  +  V,  C  - 


21 


(5) 


(«) 


(Die  Summe  der  Krümmungen  in  zu  einander 
senkrechten  Schnitten) 

V^^=^^fj^frZdr  ^  C  log  r  +  C. 

.  ä^z   .         dz 


dr^ 


+  c 


rdr 


A  —  c 


=  G 
dr 


*dr 


(7) 


(8) 


+  1/2  C  {(Ä  +  c)  log  r  +  %  {A  ~  c)| 
+  1/2  C'  (^  +  c)  -  C"  (.1  -  c)  ^5, 

y  <^2^    ,     ^    dz 

dr^    '        riir 

r  .         ^  d    n  dz\   ,  dG        jt    d   „^  j, 

^  '  dr  \r  dr/    '    dr  dr     . 

=  i   /•r^dr+  C-. 
r  t/  r 


r  ./  ■        r 

Die  Formehl  (6)  und  (8)  drücken  der  Bezeichnung  des  §  645  gemäss  d»$ 
Kräftepaar  und  die  Schiebungskraft  aus,  welche  auf  die  NonnalfläclM 
wirken,  die  die  Mittelfläche  der  Platte  im  Kreise  vom  Radius  r  schnei- 
det. Sie  lassen  sich  analytisch  aus  unserer  Lösung  (2)  herleiten  venniv 
tels  der  Formeln  (2),  (3)  und  (l)  des  §  645,  wenn  man  §  644  (4)  nai 
§  642  (15)  zu  Hülfe  nimmt.  Die  Arbeit  wird  natürlich  bedeutend  abge- 
kürzt, wenn  man  y  =  0  und  x  =  r  annimmt  und  die  Formebi  (3)  und 
(4)  des  vorliegenden  Paragraphen  benutzt.  Der  Leser  mag  diese  Rech- 
nung, mit  der  angegebenen  Abkürzung  oder  ohne  dieselbe,  zu  seiner 
Uebung  ausführen.  Es  ist  aber  lehrreicher,  das  Gleichgewicht  einer  ii 
concentrischen  Kreisen  symmetrisch  deformirten  Platte  direct  und  ohne 
Benutzung  bereits  erhaltener  Formeln  zu  bestimmen  und  so  in  der  Dar- 
legung eines  unabhängigen  Beweises  der  Formel  (6)  des  §  644  for  diesen 
Fall,  oder  der  Formel  (l)  des  §  640  Ausdrücke  für  die  Biegungv*  md 
Schiebungsreactionen  zu  finden. 

650.  Directe  BeBtimmung  der  kreisförmigen  Deforms- 
tion.  —  Eb  ist  klar,  dass  in  jedem  Theil  der  Platte  die  Normal- 
Schnitte  (§  637)  der  grössten  und  kleinsten,  oder  der  kleinsten  and 
grössten  Biegangskräftepaare  diejenigen  sind,  welche  durch  deo 
vom  symmetrischen  Mittelpunkt  0  aus  gezogenen  Radius  und  senk- 
recht zu  demselben  gehen.    Es  seien  in  dem  Abstände  r  yon  0  in 


(9) 
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dem  dorcli  den  Radins  gehenden  Schnitte  und  in  dem  zam  Radius 
senkrechten  Schnitte  beziehungsweise  die  Kräftepaare  L  und  Gr 
ihätig,  80  dass,  wenn  A  und  x  die  Krümmungen  in  diesen  Schnitten 
sind,  nach  §  641  (10)  und  §  642  (15) 

a  =  cx  4-  Ä7C 

ist.  Femer  sei  S  die  Schiebungskraft  (§  616,  Anmerkung)  in  dem 
kreisförmigen  Normalschnitt  vom  Radius  r.  Die  Symmetrie  erfor- 
dert, dass  in  radial  gerichteten  Normalschnitten  keine  Schiebungs- 
kräfte vorhanden  seien. 

Betrachten  wir  jetzt  ein  Element  E,  welches  von  zwei  Radien, 
die  einen  unendlich  kleinen  Winkel  öd'  mit  einander  bilden,  und 
▼on    zwei  concentrischen   Kreisen,    deren  Radien  r  —  ^/^  ör  und 
^  +  V»  '*'  sind,  begrenzt  wird,   so  sehen  wir,  dass  die  gleichen 
Kräftepaare  Xdr,  welche  auf  seine    radialen   Normalschnitte  um 
Azen  wirken,  deren  Richtungen  entgegengesetzt  und  um  den  un- 
endlich kleinen  Winkel  dd"  verschieden  sind,  eine  Resultante  von 
der  Grösse  LSröd'  um   eine  Axe   haben,   welche   senkrecht  zum 
mittleren  Radius  und  im  Falle  eines  positiven  L  nach  der  negati- 
ven Seite  zu   gerichtet  ist.     Femer  haben  die  an  Grösse  nur  un- 
endlich wenig  verschiedenen  Kraftepaare,  welche  auf  den  äusseren 
und  den  inneren  kreisförmigen  Rand  von  E  wirken,  eine  um  die- 
selbe Axe  drehende  Resultante  von  der  Grösse -z r  Sr:  es  ist 

dr 

dies  die  Differenz  der  Werthe,  welche  Gröd'  annimmt,  wenn  man 
r  —  y%  8r  und  r  +  Ya  Ar  für  r  setzt.  Endlich  haben  wir  noch 
das  Kraffcepaar  der  auf  den  äusseren  und  den  inneren  Rand  wir- 
kenden Schiebungskräfte,  von  denen  jede  nur  unendlich  wenig  von 
trdd  verschieden  ist;  das  Moment  dieses  Kräftepaars  ist  ^rSd'dr. 
Wenn  also  E  unter  der  Einwirkung  dieser  Kräftepaare  im  Gleich- 
gewicht sein  soll,  so  muss 

—  Lördd  +  ^^  dröd  +  irördd'  =  0, 

dr 

oder 

(.0)  •    -i  +  lffli  +  s,  =  o 

sein,  wenn  wir  voraussetzen,  was  wir  jetzt  zweckmässig  thun  dür- 
fen, dass  auf  keinen  Theil  der  Platte,  ihre  Ränder  ausgenommen, 
Eräftepaare  von  aussen  einwirken.     Betrachten  wir  weiter  die  auf 


184  Abstracte  Dynamik. 

E  wirkenden  Normalkräfte,  so   erhalten  wir   r— : —  dr  für  di« 

dr 

Samme  derjenigen,  welche  von  den  anstossenden  Theilen  der  Platt« 

ausgeübt  werden,  und  Zröd'ör  für  diejenigen,  welche  von  anderen 

Körpern  herrührt,  wenn  Z  wie  früher  die  für  die  Einheit  der  Fläcbci| 

der  Platte  genommene  Grösse  der  von  aussen  einwirkenden  Normal- 

kraft  bezeichnet.     Das  Gleichgewicht  dieser  Kräfte  fordert  also 

(U)  i|£)+zr  =  0. 

dr 

Substituirt  man  in  (11)  für  ^  den  aus  (10)  sich  ergebenden  Werth,! 

in  dem  Resultat  die  Ausdrücke  (9)  von  L  und  Q-  und  in  dem  letst- 

erhaltenen  Resultat  die  Ausdrücke,  welche  die  Differentialrechnanf 

.da  d*^z 

für  A  und  x  liefert  (es  sind  dies  — ;—  und  t^,  da   die  Platte  eine- 

rdr  dr^ 

Rotationsfläche  ist,  welche  sich  unendlich  wenig  von  einer  zur  Axe 

senkrechten  Ebene  unterscheidet),  so  gelangen  wir  schliesalicfa  zur 

Differentialgleichung  (1)  des  Problems.     Was  die  übrigen  Formela 

des  §  649  betrifft,  so  ergeben  sich  (6),  (7),  (8)  unmittelbar  aas  den 

Formeln  (9)  und  (10),  die  wir  jetzt  bewiesen  haben.     J3'=  0  folgt 

aus  der  Thatsache,  dass   die  radialen  und  kreisförmigen  Normal-» 

schnitte  die  Schnitte  grösster  und  kleinster  oder  kleinster  und  gröfis* 

ter  Krümmung  sind. 

651.     Bedeutung  der  einzelnen  Theile  des  Integrala.  — 

Wir  sind  jetzt  im  Stande,  die  Bedeutung  jeder  der  vier  willkür^ 
liehen  Constanten  zu  erkennen. 

(1)  C"  ist  natürlich. bloss  eine  Verschiebung  der  Platte,  die 
von  keiner  Deformation  begleitet  ist. 

(2)  C"  log  r  ist  eine  Verschiebung,  welche  überall   eine  anti- 
elastische  Krümmung  erzeugt,  und  zwar  sind  die  Krümmungen  in 

C" 
den  beiden  llauptschnitten  i— ;  dem  entsprechend  sind   die  Bie- 

gungskräftepaare  X  und  G  gleich  i  (-4  —  c)  ~'  Diese  Einwir- 
kung würde  eine  unendliche  ebene  Platte  mit  kreisförmiger  Oeff- 
nung  erfahren,  auf  deren  Rand  gleichmässig  Biegungskraftepaanr 
vertheilt  wären,  welche  in  jedem  Punkte  um  die  Tangente  als  Axe 
drehten.  Wir  erkennen  dies  aus  der  Thatsache,  dass  die  von  (T 
hervorgerufene  elastische  Reaction  in  der  Platte  nach  dem  umge- 
kehrten Quadrate  des  Abstandes  vom  Mittelpunkte  ihrer  Symmetrie 


Statik  fester  und  flüssiger  Körper.  185 

Abnimmt.  Es  ist  beachtenswerth,  dass,  obgleich  der  absolute  Werth 
C"  log  r  der  Deflexion  für  unendliche  Werthe  von  r  unendlich  ist, 
die  einschränkende  Bedingung  (3)  des  §  632  doch  nicht  verletzt 
wird,  vorausgesetzt  dass  C"  im  Vergleich  zur  Dicke  unendlich  klein 
ist.  Auch  lässt  sich  ohne  Mühe  beweisen,  dass  das  Gesetz  (1)  des 
§  633  in  der  That  durch  diese  Deflexion  erfüllt  wird,  sogar  wenn 
die  ganze  Verschiebung  genau  diesen  Werth  C"  log  r  und  eine  zur 
Ebene  in  ihrem  ungestörten  Zustande  genau  senkrechte  Richtung 
hat.  Für  diesen  Fall  ist  f  =  0,  oder  es  findet  keine  Schiebung 
statt. 

(3)  V*  C'*'*  ist  eine  Verschiebung,  die  einer  sphärischen 
Krümmung  entspricht  und  daher  einfach  eine  gleichmässige  syncla- 
stische  Reaction  [§  638  (2)]  erzeugt,  deren  Grösse  natürlich  [§  641 
(10)  oder  (11)]  gleich  A  -^  c^  dividirt  durch  den  Krümmungsradius, 
oder  gleich  (^  -f-  c)  X  ^  2  C  ist  und  mit  den  gleichen  Werthen 
übereinstimmt,  welche  die  Formeln  (6)  und  (7)  des  §  649  für  L  und 
fir  geben.  Auch  in  diesem  Falle  ist  5  =  0,  oder  es  ist  keine  Schie- 
hungskraft  vorhanden.  Eine  endliche  Platte  von  irgend  welcher 
Form,  auf  deren  ganzen  Rand  ein  gleichmässiges  Biegungskräfte- 
paar  wirkt,  wird  auf  diese  Weise  sphärisch  gebogen. 

(4)  ^/4  C  {log  r  —  1)  r^  ist  eine  Deflexion  in  dem  Kreise,  der 
vom  symmetrischen  Mittelpunkt   den  Abstand  r  hat,  welche  eine 

C 

Schiebongskraft  von  der  Grösse  —  A—  und  ein  Biegungskräftepaar 

Y 

V*  C\(A  +  c)  log  r  +  V.  {A  -  c)\ 
hervomift. 

652.  Biegung  eines  flachen  Ringes,  an  dessen  Bändern 
symmetrisch  vertheilte  Kräfte  angreifen.  —  Es  ist  jetzt  nur  noch 
eine  einfach  algebraische  Aufgabe,  die  Biegung  eines  flachen  Ringes 
oder  eines  von  zwei  concentrischen  Kreisen  begrenzten  Theils  einer 
ebenen  Platte  zu  ermitteln,  auf  welchen  beliebig  gegebene  Biegungs- 
kroftepaare  und  Querkräfte  wirken,  die  auf  seinen  äusseren  und  in- 
neren Rand  gleichmässig  vertheilt  sind.  Damit  Gleichgewicht 
stattfinde,  müssen  die  Kräfte  auf  dem  äusseren  und  dem  inneren 
Bande  entgegengesetzte  Richtungen  und  gleiche  Grössen  haben. 
Wir  haben  also  drei  willkürliche  Daten:  Die  Grössen  des  auf  jedem 
Rande  angebrachten  Kräftepaars,  genommen  für  die  Einheit  der 
Lange,  und  den  Gesammtbetrag  F  der  auf  jeden  Rand  wirkenden 
Kraft.     Aus  §  6öl  (4)  oder  §  649  (8)  sehen  wir,  dass 
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ist;  es  bleiben  also  nur  die  beiden  Constanten  C'  nnd  C*'  nnbekannti 
und  diese  bestimmen  sich  aus  den  beiden  Gleichungen,  die  man  er- 
hält, wenn  man  den  Ausdruck  von  G  [§  649  (6)]  gleich  den  Wer- 
then  setzt,  die  beziehungsweise  für  die  Werthe,  welche  r  im  äuase- 
ren  und  inneren  Rande  hat,  gegeben  sind. 

Beispiel.  —  Ein  kreisförmiger  Tisch  (von  isotropischem  Ma- 
terial) mit  einer  concentrischen  kreisförmigen  Oeffnung  wird  too 
seinem  äusseren  Rande  getragen,  der  einfach  auf  einem  horizonta- 
len Kreise  ruht;  über  seinen  inneren  Rand  ist  eine  Last  gleich- 
massig  yertheilt.  [Die  Aufgabe  bleibt  im  Wesentlichen  dieselbe, 
wenn  man  den  inneren  und  den  äusseren  Rand  gegen  einander  ver- 
tauscht.] Man  soll  die  von  dieser  Last  bewirkte  Deflezion  bestim- 
men (dieselbe  wird  natürlich  zu  der  unten  bestimmten,  ans  dem 
Gewicht  herrührenden  Deflexion  einfach  addirt).  Hier  muss  G  an 
jedem  Rande  verschwinden. 

Bind  a  und  a'  die  Badien  des  inneren  und  des  äusseren  Bandes,  so 
haben  wir 

%C{{Ä+c)  loga+y^  {A-e)}  +  '/jC^  +  c)  -  C"{Ä-e)  ^  =  o 

nnd  eine  zweite  Gleichung,  die  aus  der  letzten  entsteht ,  wenn  man  o' 
statt  a  schreibt.    Folglich  ist 

C"  (4  _  c)  (^  -i)  =  -  y,  C(Ä-\-c)  log± 

und 

yjC(44-c)  (a^  —  a'i)  =  —  y, C [(4  +  c) (a" lojr a  —  a*loga') 

+  y,  (A  -  c)  (a»  -  a'«)]; 

wenn  wir  für  C  den  Werth  (12)  benutzen,  so  erhalten  wir  auf  dies* 
Weise  [§  649  (2)] 

Wenn  wir  den  Factor  von  r^  auf  eine  passendere  Form  biingen  und  C^ 
so  wählen,    dass  die   Deflexion  von  der  Fläche  des  inneren  Bandes 
gerechnet  werde,  so  folgt  endlich 


(13) 


'  =Ä  H--'^  f.+  Sr^  '«>'  J  +  '/-H^)  " 


a^a*^  log  -, 
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Um  zu  zeigen,  wie  sich  die  elastische  Beaction  durch  die  Breite  des  Bin- 
ges  vertheilt,  schliessen  wir  hieraus  nach  §  649  (6) 

welcher  Ausdruck,  wie  es  der  Fall  sein  muss ,  für  r  •=:  a*  und  für  T=:^a 
verschwindet.    Weiter  ergibt  sich  nach  §  649  (8) 

(15)  {  =  ^ 

(dies  liefert  das  offenbar  richtige  Besultat,  dass  die  Gesammtgrösse  der 
Querkraft  in  jedem  concentrischen  Kreise  des  Binges  gleich  F  ist). 

653.  Biegung  eines  flachen  Ringes»  auf  dessen  ganze 
Flftche  eine  Last  symmetrisch  vertheilt  ist.  -—  Die  Aufgabe 
doB  §  652,  ausgedehnt  auf  den  Fall,  in  welchem  die  Last  nicht  auf 
einen  Band  beschrankt,  sondern  auf  irgend  eine  symmetrische  Weise 
Über  die  Oberfläche  des  Binges  vertheilt  ist,  wird  algebraisch  ganz 
ebenso  gelöst,  wenn  die  von  Z  abhängigen  und  in  den  verschiede- 
nen Ausdrücken  des  §  649  dargestellten  Grössen  durch  Integration 
gefunden  sind.  Wir  haben  aber  eine  wichtige  Bemerkung  zu 
machen:  In  Fällen,  in  denen  es  mehr  als  einer  continuirlichen  al- 
gebraischen oder  transcendenten  Function  bedürfte,  um  die  Verthei- 
lung  der  Last  über  den  ganzen  Theil  der  betrachteten  Platte  aus- 
zudrücken, wird  viel  unnütze  Arbeit  dadurch  vermieden,  dass  man 
in  diesen  Integrationen  Z  als  eine  discontinuirliche  Function  be- 
handelt.    Wenn  man  diesen  Plan  nicht  befolgt,  so  hat  man  die 

dg 
Ausdrücke  für  ^»  T">   Ö  und  %  füi'  jeden  ringförmigen  Theil   der 

Platte,  für  welchen  Z  continuirlich  ist,  einzeln  herzuleiten  und  ihre 
Werthe  zu  beiden  Seiten  jedes  Kreises,  der  zwei  solche  Theile 
trennt,  gleich  zu  setzen.  Wären  also  i  ringförmige  Theile  vorhan- 
den, die  in  dieser  Weise  einzeln  behandelt  werden  müssten,  so  wür- 
den 4i  willkürliche  Gonstanten  auftreten,  welche  man  durch  die 
4  (t —  1)  so  erhaltenen' Gleichungen  und  die  4  Gleichungen  zu  be- 
stimmen hätte,  welche  ausdrücken,  dass  Q  in  dem  äusseren  und 
dem  inneren  kreisförmigen  Band  die  für  die  einwirkenden  Biegungs- 
kräfliepaare  vorgeschriebenen  Werthe  (die  Null  oder  von  Null  ver- 
schieden sind)  hat,  und  dass  jeder  der  Grössen  £,  t,  in  dem  einen  oder 
anderen  dieser  Kreise  ein  vorgeschriebener  Werth  zukommt.  Die  bei 
Anwendimg  der  oben  erwähnten  geschickteren  Methode  in  Folge 
der  Discontinuität  von  Z  erforderliche  Mehrarbeit  beschränkt  sich 
aiif  die  sucaessiyen  Integrationen,  wobei  die  willkürlichen  Constanten, 
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deren  es  jetzt  nur  vier  gibt,  durch  die  BediBgongen  for  die  beiden 
äassersten  Ränder  bestimmt  werden. 

Beispiel.  —  Ein  kreisrunder  Tisch  (von  isotropischem  Ma- 
terial) mit  einer  kreisrunden  concentrischen  Oefinung  wird  von  sei- 
nem äusseren  oder  inneren  Rande  getragen,  welcher  einfach  auf 
einer  horizontalen  kreisförmigen  Stütze  ruht,  und  ist  mit  einer 
gleichförmig  über  einen  ringförmigen  Theil  seiner  Oberfläche  ver- 
theilten  Masse  belastet;  dieser  Ring  erstreckt  sich  von  dem  inneren 
Rande  des  Tisches  nach  aussen  zu  bis  zu  einem  concentri8che& 
Kreise  von  einem  gegebenen  Radius  c.  Man  soll  die  Biegung  be- 
stimmen. 

Wir  nehmen  erstens  an,  die  Oefinung  des  Tisches  sei  ausgefällt;^  und 
derselbe  bilde  eine  vom  äusseren  Rande  bis  zum  Centrum  gleichförmig 
Platte.  Wird  dann  der  ganze  Kreis  vom  Badius  c  belastet,  so  daas  wai 
die  Einheit  seiner  Fläche  eine  constante  Last  w  kommt,  so  erhalten  vir 


Z^ 

wenn  r«-0 

w 

»     <c 

u> 

M    >c 

0 

I. 

Jr  Zdr  -1 
0 

n. 


/ir/..... 


0 


»4  wr« 


in. 


rZdr<^ 


>-/t/ 


ly. 


r-rJ-'^fTf"*^- 


V. 


Bas  Resultat  V.,  in  (2)  eingesetzt,  gibt  die  allgemeine  Lösung,  und  die 
Resultate  IV.,  HI.  und  II.,  in  (6)  und  (8)  eingesetzt,  liefern  die  ent- 
sprechenden Ausdrücke  für  G  und  C-  Wenn  wir  zunächst  vorauasetaea, 
der  so  erhaltene  Ausdruck  von  G  habe  für  jeden  der  beiden  Werthe 
r*,  r"  von  r  einen  beliebig  gegebenen  Werth,  und  f  habe  für  einen  die- 
ser Werthe  von  r  einen  beliebig  gegebenen  Werth,  so  erhalten  -wir  dr« 
einfache  algebraische  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  C,  (7,  O'  und 
lösen  ein  Problem,  welches  allgemeiner  als  das  vorgelegte  ist;  zu  letzte- 
rem gelangen  wir,  wenn  wir  die  vorgeschriebenen  Werthe  von  G  und  v 
Null  machen.  £in  auffallendes  Beispiel  für  die  Macht,  welche  die 
thematische  Analysis  durch  Einführung  discontinuirlicher  Functionen 
langt,  ist  die  Anwendbarkeit  des  Resultats  nicht  bloss  auf  den  betrach- 
teten Fall,  in  welchem  c  zvnschen  r'  und  f"  liegt,  sondern  auch  auf 
Fälle,  in  denen  c  kleiner  als  jede  dieser  Grössen  (dann  kommen  wir 
der  zu  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  behandelten  Fall), 
grösser  als  jede  derselben  ist  (dann  erhalten  wir  eine  Lösung,  die 
directer  finden  können,  wenn  wir  für  alle  Werthe  von  r  Z  =^  w  an- 
nehmen). 

Wenn  die  Platte  in  Wirklichkeit  bis  zu  ihrem  Hittelpunkt  continoir^ 
lieh  imd  in  der  ganzen  Fläche  des   Kreises  vom  Radius  c  gleichmassic 
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beUkstet  ist,  so  muss  C  =  0  und  C  =  0  sein,  damit  die  Werthe  von 
C  und  G  im  Mittelpunkt  nicht  unendlich  gi-oss  werden;  die  Gleichung^ 
ö  =  0  fnr  die  äussere  Grenze  der  Scheibe  liefert  dann  sofort  C  und 
vervollständigt  dadurch  die  Lösung.  Wenn  wir  endlich  voi*aussetzen, 
e  sei  nicht  kleiner  als  der  Badius  der  Scheibe«  so  erhalten  wir .  die  Lö- 
sung für  eine  gleichförmige  Kreisscheibe,  welche  an  ihrem  Bande  gleich- 
massig unterstützt  und  nur  durch  ihr  eigenes  Gei^ächt  deformirt  wird. 

654.  Seduction  des  allgemeinen  Problems  auf  den  Fall, 
in  welchem  die  Platte  ganz  unbelastet  ist.  —  Betrachten  wir 
jetzt  das  allgemeine  Problem:  —  lieber  eine  Platte  von  beliebiger 
Form  ist  in  irgend  einer  Weise  eine  Last  vertheilt,  und  am  Rai^de 
sind  beliebige  Kräfte  angebracht.  Dabei  ist  natürlich  die  Bedin- 
guxig  erfüllt,  dass  alle  von  aussen  einwirkenden  Eräfbe,  wenn  die 
Data  sich  nur  auf  solche  beziehen,  ein  System  ausmachen,  das  sich 
im  Oleichgewicht  befindet.  Man  soll  die  Biegung  der  Platte  be- 
stimmen —  so  können  wir  dasselbe  unmittelbar  auf  das  einfachere 
Problem  reduciren,  in  welchem  keine  Last  über  die  Fläche  vertheilt 
ist,  sondern  nur  am  Rande  beliebige  Eräfbe  wirken.  Wir  wollen 
den  Gang  der  mathematischen  Behandlung  bloss  skizziren. 

Zunächst  lässt  sich,  wie  für  einen  entsprechenden  Ausdruck  für  drei 
unabhängig  Veränderliche  in  §  491  (c),  leicht  beweisen,  dass 

ist;  darin  ist  q'  eine  beliebige  Function  zweier  unabhängig  Veränder- 
lichen od',  y'; 

Q  ist  dieselbe  Function  von  x,  y; 

D  bezeichnet  y  {(ä— x*)»  +  (y  — y')^}, 

und    yy  bezeichnet  die  Integration  über  eine  Fläche',  welche  alle  Werthe 

von  j/,  y*  enthält,  fnr  die  q'  nicht  verschwindet.    Folglich  ist 

/  d^  d^  \2 

wenn 

(3)  u  =  -^iff^^'^y'  logDffdx"dy"Z"  log  D* 

iit,  wo  ly  =  y  {(«"  —  a/)2  +  (y"  —  y'f)  ist  imd  Z'\  Z  die  Werthe 
einer  beliebigen  Function  zweier  imabhängig  Veränderlichen  für  (af\  y"), 
(x,  y)  bezeidmen.  Diese  Function  möge  die  Grösse  der  Last  für  die 
Flächeneinheit  bezeichnen  und  für  alle  nicht  in  der  Platte  liegenden 
Werthe  der  Coordinaten  verschwinden;  auch  nehmen  wir,  um  der  Muhe, 
die  Grenze»  bestimmen  zu  müssen,  aus  dem  Wege  zu  gehen,  an,  alle  In- 
tegrale erstreckten  sich  von  —  ot  bis  -j-  o°-  Dann  ist  -S"  =  u  eine  Lö- 
sung  unserer  Gleichung  (2);   folglich   muss  z  —  w  derselben    Gleichung 
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genügen,  wenn  das  zweite  Glied  weggelassen  wird ;  oder,  wenn  ]  «me  tll- 
gemeine  Lösung  von 

bezeichnet,  so  ist 

(5)  s  =  u  +  i 

die  allgemeine  Lösung  von  (2).  Die  Grenzbedingimgen  für  )  erhält  nu 
natürlich,  wenn  man  t*  -1-  8  für  z  in  die  direct  vorgeschriebenen  Greu- 
gleichongen  sabstitnirt,  welches  dieselben  auch  sein  mögen. 

655.  Das  Problem  ist  bisher  allgemein  nur  für  emen 
kreisförmigen  Sing  gelost.  —  Es  ist  den  Mathematikern  bis  jetzt 
nicht  gelangen,  dies  Problem  mit  völliger  Allgemeinheit  far  eine 
andere  Form  der  Platte,  als  für  einen  kreisförmigen  Bing  (oder  eine 
kreisförmige  Scheibe  mit  einer  concentrischen  kreisförmigen  Oeff- 
nnng)  zu  lösen.  Nachdem  wir  eine  ausführliche,  der  Beschränkung 
einer  symmetrischen  Yertheilung  der  Last  unterworfene  Lösung  dei 
Problems  für  diesen  Fall  gegeben  haben  (§§  640,  653),  wollen  vir 
die  Erweiterung  bloss  andeuten,  welche  die  Analysis  erfahren  mnss, 
um  für  jede  mögliche  nicht  symmetrische  Yertheilung  der  Biegung 
zu  passen.  Dieselbe  Untersuchung  wird  uns  unter  viel  einfacheren 
Bedingungen  noch  öfters  begegnen  und  in  Betreff  einiger  Punkte 
sorgfaltig  detaillirt  ausgeführt  werden,  wenn  wir  mit  wichtiges 
practischen  Problemen  beschäftigt  sein  werden,  welche  die  elektri- 
sche Wirkung,  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  und  die  Elektricitafs* 
und  Wärmeleitung  durch  cylindrische  Räume  betreffen. 

Wir  nehmen  den  Mittelpunkt  der  kreisförmigen  Grenzränder  al«  Ab- 
fangspunkt  für  Polarcoordinaten  an,  und  es  sei 

X  =  r  cos  0t    y  =  sin  6. 
Dann  folgt  leicht  durch  Transformation 

^  ^  dx^  '^  dy^  ^  r  dr  \  drj^  r^  de^' 

Setzen  wir 

(7)  log  r  =z  ^,    oder    r  =  c*, 

so  geht  dies  über  in 

Wird  also  wie  früher  -^-^  -|-  ■5-5  ™it  V^  bezeichnet,  so  ist 
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Beizt  mau  dies  gleich  Null,  so  erhält  man 


wenn  v  irgend  eine  Lösung  von 

d»^  "^  d0^ 


d^v    ,    d^v 
(11)  -TSa  +  •:7^  =  ^ 


bezeichnet.  Wenn  wir  uns  mit  den  elektrischen  und  den  übrigen  oben 
erwähnten  Problemen  beschäftigen  werden,  wird  sich  zeigen,  dass  eine 
f&r  die  vorliegende  wie  für  alle  Aufgaben,  welche  den  Ausdruck  wiUkür- 
ficher  Functionen  von  6  für  besondere  Werthe  von  \^  enthalten,  passende 
allgemeine  Lösung  dieser  Gleichung 

(12)        V  =  l{{AiC08ie-\-  Bi8tnte)e*^  +  (%co8ie+  »/«nta)«""^} 

0 

ist,  wo  A{,  Bi^  ^i^  fdi  Constanten  sind.  Dass  dies  eine  Lösung  ist,  lässt 
sich  augenblicklich  durch  Differentiation  bewahrheiten.  Daraus  ergibt 
sich  leicht  (imd  das  Besultat  lässt  sich  natürlich  auch  durch  Differen- 
tiation bewahrheiten) 

i  J^l  {(7+^5=75  M«  <^'  »Ö  +  Bi sin  iO)  e^*+*>^j 


(13) 


4-*Y  jia— (il,2)a  (*  ^^^  t  Ö  4-  »*  8in  iß)  e 


-  (t-a)^ 


—  Va  {%,  C08  6  +  «1  8in  6)  ^e^  +  v', 

wo  v'  irgend  eine  Lösung  von, (11)  ist,  die  man  zweckmässig  als  durch 
(12)  gegeben  annehmen  kann,  wenn  darin  die  accentuirten  Buchstaben 
ilj.  u.  8.  w.  zur  Bezeichnung  von  vier  neuen  Constanten  gebraucht  wer- 
den. Wenn  nun  die  willkürlichen  periodischen  Functionen  von  0  mit  der 
Periode  2  tt,  welche  als  die  Werthe  einer  Verschiebung,  oder  einer  Schie. 
bungskraft,  oder  eines  Kräftepaars  für  den  äusseren  imd  inneren  kreis- 
förmigen Band  gegeben  sind,  durch  den  Fourier 'sehen  Satz  [§77  (14)] 
in  einfachen  harmonischen  Beihen  ausgedrückt  werden,  so  liefern  die 
beiden  Gleichungen  [§  645  (5)]  für  jeden  Band,  wenn  man  sie  einzeln  auf 
die  Coefficienten  von  C08  i  0  und  sin  iß  in  den  so  erhaltenen  Ausdrücken 
anwendet,  acht  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  acht  Constanten  Äi^  H«, 

A. »'.  ^{, «;,  -B{, »{. 

656.  Bechteckige  Platte  an  abwechselnden  Ecken  belastet 
und  unterstützt.  —  Obgleich  das  Problem,  willkürliche  Grenzbedin- 
gnngen  zu  erfüllen,  für  rechteckige  Platten  noch  nicht  gelöst  worden 
ist,  80  gibt  es  doch  einen  besonderen  Fall  desselben,  welcher  besondere 
Anfinerksamkeit  verdient,  insofern  er  nicht  bloss  an  sich  interessant 
imd  für  praktische  Anwendungen  wichtig  ist,  sondern  auch  einen 
der  schwierigsten  Punkte  [§§  646,  648]  der  allgemeinen  Theorie 
in  eigenthümlicher  Weise  erläutert.       An    den  vier  Ecken   einer 
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rechtwinkligen  Platte  greifen  vier  gleiche  parallele  Kräfte   an,  dk 
senkrecht  zur  Platte  wirken  und  einander  dns  Gleichgewicht  halten, 

Fior.  43. 


Dadurch  wird  die  Platte  so  deformirt,  dass  sie  überall  eine  gleich- 
förmige anticlastische  Krümmung  hat;  die  Schnitte,  in  denen  keine 
Biegung  erfolgt,  sind  den  Seiten  parallel,  und  folglich  liegen  die 
Schnitte,  welchen  gleiche  und  entgegengesetzte  Maxima  der  Krüm- 
mung entsprechen,  in  den  Normalebenen,  welche  mit  den  Seitea 
einen  Winkel  von  45^  einschliessen.  Dies  folgt  unmittelbar  aof 
§648,  wenn  man  voraussetzt,  die  Ecken  seien,  wenn  auch  noch  so 
wenig,  abgerundet,  und  die  Kräfte  über  sie  hin  zerstreut 

Man  erhält  dies  Besultat  auch  auf  folgende  Weise:  —  Wir  denkcB 
uns  im  Rande  A  B  eine  unendliche  Anzahl  Normallinien  gezogen  and  in 
jeder  derselben  ein  Paar  entgegengesetzter  Kräfte,  von  denen  jede  gleicdb 
^2  -P  ist,  angebracht.  Dadurch  kann  der  Zustand  der  Platte  nicht  ge- 
stört werden.  Diese  Kräfte  machen  mit  den  Hälften  der  in  den  Eckes 
A  imd  B  nach  entgegengesetzten  Bichtungen  hin  wirkenden  einzelne^ 
Kräfte  P  ein  über  den  ganzen  Rand  AB  verbreitetes  Kräftepaar  ans» 
dessen  Axen  senkrecht  zur  Ebene  des  Randes  sind,  und  dessen  Moment 
für  die  Einheit  der  Länge  ^2  ^  beträgt.  Ebenso  machen  die  zweit« 
Hälften  der  Kräfte  P  in  den  Ecken  A,  B  mit  den  Hälften  derjenigen  ii 
C  imd  D  und  den  über  CA  und  DB  vertheilten  einander  das  Gleich- 
gewicht haltenden  Kräften  Kräftepaare  aus,  die  über  die  Ränder  CA  vnä 
DB  verbreitet  sind.  Endlich  bilden  die  zweiten  Hälften  der  Kräfte  in 
den  Ecken  C  und  D  im  Verein  mit  den  auf  CD  vertheilten  neuen  Kräf- 
ten ein  über  CD  verbreitetes  Kräftepaar.  Das  Moment  jedes  dieser  Kräite' 
paare  beträgt  für  die  Längeneinheit  des  Randes,  über  den  es  verbmwt 
ist,  Vi  P.  Ihre  Richtungen  stehen  in  der  in  §  638  (2)  angegebenen  Be- 
ziehung zu  einander;  wenn  man  daher  diese  Kräftepaai*«  sämmtüch  ver 
einigt,  so  verursachen  sie  eine  anticlastische  Reaction  von  der  O-röese 
Sl  =  1/2  P.    Das  Ergebniss  ist  folglich   (§  '642)  eine  gleichförmige  anti- 

p 

elastische  Deformation  vom  Betrage  ^2  JT*  deren  Azen  gegen  die  Bünder 

die   Neigimg   45®   haben,    d.   h.   (§    639)    eine   Biegung,    bei   welcher  die 
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P 

grÖBSten  Krümmongen  Vj  jr  betragen  und  nach  yerschiedenen  Seiten  der 

Tangentialebene  hin  in  den  Nonnalschnitten  von  den  angegebenen   Nei- 
gangen  liegen. 

657.  Uebergang  zu  Biegungen  von  endlicher  Grösse.  — 
Der  Uebergang  von  dieser  Lösung,  welche  sich  auf  die  Voraua- 
setzung  stutzt,  dass  die  grösste  Deflexion  nur  ein  kleiner  Bruchtheil 
der  Dicke  der  Platte  ist,  zur  Lösung  für  grössere  Biegungen,  bei 
welchen  Ecktheile  nahezu  in  abwickelbare  (thatsachlich  cjlindrische) 
Fläcjien  umgebogen  werden  und  ein  viereckiger  Centraltheil  sich 
nur  unendlich  wenig  von  der  Form  einer  Ebene  entfernt,  und 
ebenso  der  Uebergang  von  hier  zu  dem  äussersten  Falle  eines 
unendlich  dünnen  vollkommen  biegsamen  Bechtecks  von  unausdehu- 
barem  Stoffe  führen  zu  Problemen,  die  zu  den  merkwürdigsten  der 
physikalischen  Mathematik  gehören.  Den  erwähnten  äussersten 
t^all  kann  man  leicht  darstellen  und  beobachten,  wenn  man  ein 
sorgfältig  geschnittenes  (§  145)  Bechteck  von  Papier  nimmt  und  es 
an  feinen  Fäden  aufhängt,  die  an  zwei  gegenüberstehenden  Ecken 
befestigt  sind  und  parallel  gehalten  werden,  während  von  den  bei- 
den anderen  Ecken  zwei  gleiche  Gewichte  an  Fäden  herabhängen. 

658.  Elastische  Beactlon  oder  Zwang  von  Körpern.  — 
Die  in  §§  1Ö4  bis  190  gegebenen  Definitionen  und  Untersuchiingen 
Über  Deformation  der  Yolumenelemente  bilden  eine  kinematische 
Elinleitung  zur  Theorie  der  elastischen  festen  Körper.  Wir  müssen 
jetzt,  wo  wir  die  elementare  Dynamik  des  Gegenstandes  beginnen, 
die  Kräfte  betrachten,  welche  im  Innern  eines  festen  Körpers  ins 
Leben  gerufen  werden,  wenn  man  denselben  einer  Deformation 
unterwirft. 

[Um  diese  Kräfte  zu  bezeichnen,  wollen  wir  im  Deutschen 
statt  des  von  Bankine  (Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Jour- 
nal 1850}  vorgeschlagenen  und  von  den  englischen  Yerfassem 
adoptirtcn  Wortes  „stress"  den  Ausdruck  „elastische  Beaction 
oder  Gegenwirkung*^  (nämlich  gegen  die  Formveränderung) 
brauchen,  zum  Unterschied  von  dem  früher  (§  154)  eingeführten 
Ausdruck  „Deformation*'  (engl,  strain),  welcher  den  bloss  geome- 
trischen Begriff  einer  Volumen-  oder  Formänderung  enthält. 

Denselben  Ausdruck  „stress'^  werden  wir  zuweilen  auch  durch 
„Zwang"  wiedergeben,  wenn  es  sich  nämlich  um  die  Bezeichnung 
nicht  der  durch  die  Deformation  in  einem  Köi*per  hervorgerufenen 
Kräfte,  sondern  des  Zustandes  handelt,  in  welchen  der  Körper 
durch  das  Dasein  oder  Fehlen  dieser  Kräfte  versetzt  ist.     Demge- 

Thomton  n.  Tait,  Uieoretiiche  Physik,    n.  X3 
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mäsB  werden  wir  einen  Körper,  jenachdem  er  einen  elastifldieB 
Widerstand  leistet  oder  nicht,  gezwängt  (stressed)  oder  iisg€« 
zwängt  (unstressed)  nennen.]  (Die  Ueberseixer.) 

659.  Homogener  Zwang.  —  Wenn  in  irgend  einem  ThdU 
eines  unter  der  Einwirkung  von  Ejräften  stehenden  Eörpen  dorn 
Wechselwirkung  zwischen  den  Massentheilen,  die  zu  beiden  Seüd. 
eines  beliebigen  ebenen  Flächenstücks  liegen,  gleich  und  panJkt 
der  Wechselwirkung  zwischen  den  zu  beiden  Seiten  jedes  congioe»- 
ten  und  parallelen  ebenen  Flächenstücks  liegenden  Massentheilen  is^ 
so  nennen  wir  die  elastische  Reaction  in  jenem  Körpertheil  homogcB. 
Mit  anderen  Worten:  der  von  einer  Masse  erlittene  Zwang  ist  ii- 
nerhalb  eines  Raumes  homogen ,  wenn  alle  congruenten  und  äkir 
lieh  gelegenen  Massentheile  innerhalb  dieses  Raumes  in  deiisellM 
Sinne  und  mit  derselben  Intensität  von  Kräften  beeinflusst  werden 

660.  Vertheilung  der  Kraft  durch  feste  elastische  Eö^ 
per.  —  Um  die  Kraftvertheilung  über  die  Oberfläche  irgend 
Theils  einer  homogen  gezwängten  Masse  finden  zu  können,  m 
wir  die  Richtung  und  die  für  die  Flächeneinheit  genommene 
der  Kraft  kennen,  welche  durch  ein  den  Theil  in  beliebiger  Bich 
durchschneidendes  ebenes  Flächenstück  wirkt.  Wenn  wir  diese 
mente  für  drei  beliebige  in  drei  verschiedenen  Richtungen  liege 
Ebenen  kennen,  so  können  wir  sie  für  eine  Ebene  Yon  einer  bei 
bigen  anderen  Richtung  bestimmen.  Das  sieht  man  sofort, 
man  betrachtet,  was  für  das  Gleichgewicht  eines  Tetraeders  di 
Substanz  erforderlich  ist.  Die  Resultante  der  auf  eine  seiner  Seit» 
Rächen  wirkenden  Kräfte  muss  gleich  und  entgegengesetzt  sein  ^ 
Resultante  der  Kräfte,  welche  auf  die  drei  anderen  Seiten  wirki^ 
und  diese  letztere  Resultante  ist  bekannt,  wenn  die  Seiten; 
den  drei  Ebenen  parallel  sind,  für  deren  jede  die  Kraft  gegeben 

661.  Elemente,  welche  eine  elastische  Beaction  bes 
men.  —  Danach  ist  die  elastische  Reaction  in  einem  homogen 
zwängten  Körper  vollständig  ausgedrückt,  wenn  die  Richtung 
die  für  die  Flächeneinheit  genommene  Grösse  der  Kraft  gegel 
ist,  die  auf  jede  von  drei  verschiedenen  Ebenen  wirkt.  In  der 
lytischen  Behandlung  des  Gegenstandes  ist  es  im  Allgemeinen  zwecr 
massig,  diese  Coordinatenebenen  rechtwinklig  zu  einander  «o^ 
nehmen.  Wir  würden  aber  sofort  in  einen  Irrthum  gerathen, 
wir  nicht  bemerkten,  dass  die  hier  angegebene  Bestimmung  w 
Reaction  nicht  neun,  sondern  thatsächlich  nur  sechs  unabhH* 
gige  Elemente  enthält.  Denn  wenn  jede  der  einander  daaßl^i^ 
gewicht  haltenden  Kräfte,  welche  auf  die  sechs  Flächen  eines  Würfw 
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wirken,  in  drei  den  drei  Kanten  OX,  OY,  OZ  parallele  Componen- 
ten  zerlegt  wird,  so  erhalten  wir  im  Ganzen  18  Kräfte.  Senkrecht 
EU  jedem  Paar  gegenüberliegender  Flächen  wirken  zwei  gleiche  und 
direct  entgegengesetzte  Kräfte,  die  einander  folglich  das  Gleich- 
gewicht halten.  Die  zwölf  übrig  bleibenden  tangentialen  Compo- 
nenten  machen  drei  Paar  Kräftepaare  aus,  deren  Axen  die  Richtung 
der  drei  Kanten  haben,  und  yon  denen  je  zwei  einzeln  im  Gleich- 


Fig.  44. 
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gewicht  sein  müssen.  Die  Fig.  44 
stellt  die  beiden  einander  das  Gleich- 
gewicht haltenden  Kräfkepaare  dar, 
welche  OY  zur  Axe  haben.  Aus 
der  Betrachtung  derselben  schlies- 
sen  wir,  dass  die  auf  die  Flächen 
{zy)  parallel  OZ  wirkenden  Kräfte 
gleich  den  auf  die  Flächen  i^x)  pa- 
rallel OX.  wirkenden  Kräften  sind. 
Auf  ähnliche  Weise  erkennt  man, 
dass  die  auf  die  Flächen  {^x)  pa- 
rallel 0  Y  wirkenden  Kräfte  gleich 
den  auf  die  Flächen  {xz)  parallel 
OZ  wirkenden,  und  endlich  dass  die  auf  {xz)  parallel  OZ  wirken- 
den Kräfte  gleich  den  auf  [zy)  parallel  0  Y  wirkenden  sind. 

662.  Wenn  also  drei  beliebige  zu  einander  senkrechte  Coor- 
dinatenebenen  gewählt  sind,  so  können  wir,  um  eine  elastische 
Gegenwirkung  auszudrücken,  folgende  sechs  Elemente  nehmen:  die 
normalen  Componenten  P,  Q,  "R  der  auf  diese  Ebenen  wirkenden 
Kräfte  und  die  drei  beziehungsweise  zu  0 X,  0 F,  OZ  senkrechten 
tangentialen  Componenten  S,  T,  TJ  der  Kräfte,  welche  auf  die  bei- 
den Ebenen  wirken,  welche  beziehungsweise  in  OX,  OF,  OZ  zu- 
sammentreffen;  dabei  wird  jede  der  sechs  Kräfte  für  die  Flächen- 
einheit genommen.  Eine  normale  Componente  wird  als  positiv 
gerechnet  werden,  wenn  sie  die  zu  beiden  Seiten  ihrer  Ebene  lie- 
genden Substanztheile  zu  trennen  strebt.  P,  Q,  i2  werden  zuwei- 
ten einfache  Longitudinalreactionen,  S,  T,  V  einfache  Schiebungs- 
reactionen  genannt. 

Wir  wollen  jetzt  aus  diesen  Daten  auf  die  in  §  660  angegebene 
Weise  die  Kraft  bestimmen,  welche  auf  irgend  eine  durch  die  Richtungs- 
eosinofl  Z,  «,  n  ihrer  Normale  bestimmte  Ebene  wirkt.  Eine  solche 
Sbene  schneide  0 X,  OY,  OZ  in  den  drei  Punkten  X,  T,  Z,  Wenn 
dann  die  Fläche  X  FZ  für  einen  Augenblick  mit  A  bezeichnet  wird, 
■0  sind  die  Projectionen  von  A  auf  die   Coordinatenebenen,   nämlich  die 

18* 
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Flächen  TOZ,  ZOX,  XOY,  beziehangsweiM  gleich  AI,  Am,  Au. 
Wir  erhalten  folglich  für  das  Gleichgewicht  dea  von  jenen  vier  Drei- 
ecken begrenzten  materiellen  Tetraeders,  wenn  JP,  G,  H  die  Compono- 
ten  der  Kraft  bezeichnen,  welche  auf  die  Flächeneinheit  dea  ersten  Drei- 
ecks  XYZ,  wirkt, 

F.A  =  P.IA  "f  ü.mA  +  T.nA 

und  zwei  symmetrische  Gleichungen  für  die  OY  und  OZ  paralleleB 
Gomponenten.    Durch  Division  mit  A  ergibt  sich  daher 

IF  =  Pi  +  Um  +  Tn 
G  =  Ul  +  Qm  -^^  8n 
H  =  Tl  -\'  8m  ^  En. 
Diese  Ausdrücke  stehen  zu  dem  EUipsoid 

(2)  Pjc«  +  Qy«  -f-  Bs^  +  2  {8yz  +  Tkx  -f-  Vxy)  =  l 

in  der  bekannten  Belation,  nach  welcher,  wenn  wir 

X  -^^Ir^y  •=.  mr^    z  =  nr 

nehmen ,  und  wenn  A,  ^,  k  die  Kichtungscosinus  und  p  die  Länge  6m 
Ix}the8  vom  Centrimi  auf  die  im  Punkte  (or,  y,  s)  an  die  Oberfläche  d« 
EUipsoides  gelegte  Tangentialebene  bezeichnen, 


X 

ist.     Wir  schliessen  daraus  Folgendes:  — 


pr  pr  pr 


663.  BeBtimmung  der  elastischen  Beaction  mittels  einM 
Fläche  zweiten  Grades.  —  Für  jede  yollständig  beatimmtc 
elastische  Reaction  in  einem  festen  Körper  lässt  sicli  stets  eise 
Fläche  zweiten  Grades  ermitteln,  welche  den  Zwang  auf  folgende 
Weise  graphisch  darstellt:  — 

Um  die  Richtang  und  die  für  die  Flächeneinheit  genommeiM 
Grösse  der  Kraft  zu  finden,  welche  durch  irgend  eine  Ebene  in  das 
festen  Körper  wirkt,  ziehe  man  senkrecht  zu  dieser  £bene  eine 
Linie  vdm  Mittelpunkt  der  Fläche  zweiten  Grades  bis  an  ihre  Obei^ 
fläche.  Die  gesuchte  Kraft  ist  dann,  was  ihre  Grösse  betrifiBt,  glei^ 
dem  reciproken  Werth  des  Products  aus  der  Länge  dieser  Linie  in 
die  l^enkrechte  vom  Mittelpunkt  auf  die  durch  den  Schnittpankt 
gelegte  Tangentialebene,  und,  was  ihre  Richtung  betrifiPb,  senkreckt 
zur  letzteren  Ebene. 

664.  ITormalebenen  und  Axen  einer  elastUichen  Base- 
tion.  —  Daraus  geht  hervor,  dass  es  für  jeden  beliebigen  Reacdonft- 
zustand  drei  bestimmte  zu  einander  senkrechte  Ebenen  tod  der 
Beschafi'enheit  gibt,  dass  die  im  festen  Körper  durch  jede  derselbeo 
wirkende  Kraft  genau  senkrecht  zu  ihr  ist.     Diese  Ebenen  heisies 
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die  Haupt-  oder  Normalebenen  der  Reaction,  die  auf  sie  wirkenden 
für  die  Flftcbeneinbeit  genommenen  Kräfte  die  Haupt-  oder  IJIormal- 
zugkräfte  und  die  zu  ihnen  senkrechten  Linien  die  Haupt-  oder 
Normalaxen  oder  einfach  die  Axen  der  Reaction.  Die  drei  halben 
Haaptaxen  der  Fläche  zweiten  Grades  sind  gleich  den  reciproken 
Werthen  der  Quadratwurzeln  aus  den  Normalzugkräften.  Wenn 
jedoch  in  irgend  einem  Falle  jede  der  drei  Normalzugkräfte  nega- 
tiv ist,  so  empfiehlt  es  sich,  dieselben  als  positive  Druckkräfte 
anzusehen ;  die  reciproken  Werthe  der  Quadratwurzeln  dieser  Druck- 
kräfte sind  dann  die  Halbaxen  eines  reellen  Reactionsellipsoids, 
welches  die  Yertheilung  der  Kraft  in  der  oben  dargelegten  Weise 
darstellt»  wenn  man  die  Zugkräfte  überall  durch  Druckkräfte  ersetzt. 

665.  Varietäten  der  Beaotionsfläche  zweiten  Grades.  — 
Wenn  die  drei  normalen  Zugkräfte  sämmtlich  dasselbe  Zeichen  ha- 
ben, so  ist  die  Reactionsfläche  zweiten  Grades  ein  EUipsoid;  sind 
im  Besonderen  zwei  jener  Kräfte  oder  alle  drei  einander  gleich ,  so 
ist  die  Fläche  ein  Rotationsellipsoid  oder  eine  Kugel.  Wenn  eine 
jener  drei  Kräfte  negativ  ist,  während  die  beiden  anderen  positiv 
sind,  so  ist  die  Fläche  ein  einflächiges  Hyperboloid.  Ist  dagegen 
eine  der  normalen  Zugkräfte  positiv,  während  die  beiden  anderen 
negativ  sind,  so  ist  die  Fläche  ein  zweiflächiges  Hyperboloid. 

666.  Wenn  eine  der  drei  Hauptzugkräfte  verschwindet,  wäh- 
rend die  beiden  anderen  von  endlicher  Grösse  sind,  so  wird  die  Reac- 
tionsfläche zweiten  Grades  ein  Gylinder,  der  einen  Kreis,  eine  Ellipse 
oder  eine  Hyperbel  zur  Basis  hat,  je  nachdem  die  beiden  von  Null 
verschiedenen  Zugkräfte  gleich,  ungleich  und  mit  demselben  Vorzei- 
chen versehen,  oder  ungleich  und  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
▼ersehen  sind.  Wenn  von  den  drei  Hauptzugkräften  zwei  verschwin- 
den, so  degenerirt  die  Fläche  in  zwei  Ebenen,  und  die  Reaction 
heisst  in  diesem  Falle  (§  662)  eine  einfache  longitudinale  Reaction. 
Die  oben  (§  664)  angegebene  Theorie  der  Hauptebenen  und  Normal- 
zugkräfte lässt  sich  dann  in  folgenden  Satz  zusammenfassen:  Jede 
beliebige  Reaction  kann  angesehen  werden  als  aus  drei  einfachen 
longitudinalen  Reactionen  in  drei  zu  einander  senkrechten  Richtun- 
gen bestehend.  In  aUen  diesen  Fällen  bieten  die  geometrischen 
Interpretationen  keine  Schwierigkeit  dar. 

667.  ZusammensetBung  elastisoher  Reactionen.  —  Die 
Zusammensetzung  von  Reactionen  geschieht  natürlich  dadurch,  dass 
man  die  componirenden  Zugkräfte  auf  folgende  Weise  addirt:  — 
Wenn  (Pj,  Qu  Äi,  Si,  Tj,  ü^),    (Pj,  Qu  Ik,  S2,  Tj,  ^i),  u.  s.  w. 
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nach  §  662  eine  beliebig  gegebene  Anzahl  von  Reactionen  bezddi- 
nen,  die  gleichzeitig  in  einer  Substanz  wirken,  so  ist  ihre  GesamiDt- 
wirkung  dieselbe,  wie  die  einer  einzigen  Reaction,  welche,  in  eoi- 
sprechender  Form  ausgedrückt,  (S  P,  2  Q,  Z  By  £  8,  JS  T,  Z  Ü)  hL 

668.  Vergleich  der  Gesetse  der  Deformation  und  der 
Reaction.  —  Jeder  der  jetzt  in  Betreff  der  elastischen  ReactioDes 
ausgesprochenen  Sätze  (§§  659,  667)  lässt  sich  auf  unendliek 
kleine  Deformationen  anwenden,  wenn  man  für  eine  zu  irgend 
einer  Ebene  senkrechte,  für  die  Einheit  der  Fläche  genommene  Zug- 
kraft eine  für  die  Längeneinheit  genommene  Elongation  in  den 
Linien  der  Zugkraft  und  für  die  einer  beliebigen  Richtung  parallele 
Hälfte  der  tangentialen  Zugkraft  eine  auf  die  in  §  175  dar- 
gelegte Weise  gerechnete  Schiebung  in  derselben  Richtung  sab- 
stituirt.  Es  wird  eine  nützliche  Uebung  für  den  Leser  sein,  diese 
Uebertragung  für  jeden  einzelnen  jener  Sätze  eingehend  zu  stadires 
und  zu  rechtfertigen,  indem  er  die  Resultate  der  §§  171,  1^2,  173, 
174,  175,  185  in  geeigneter  Weise  modificirt,  so  dass  sie  för  an- 
endlich kleine  Deformationen  passen.  Wir  bemerken,  dass  die  nach 
der  Regel  des  §  663  gebildete  Fläche  zweiten  Grades,  welche  eine 
der  in  §§  665,  666  erwähnten  Varietäten  sein  kann,  nicht  dasselbe 
wie  das  Deformationsellipsoid  des  §  160  ist,  welches  seiner  Natur 
nach  immer  ein  Ellipsoid  ist  und  für  eine  unendlich  kleine  Defor- 
mation unendlich  wenig  von  einer  Kugel  abweicht. 

Der  Vergleich  des  §  172  mit  dem  (§  661)  in  Betreff  der  tan- 
gentialen Zugkräfte  erhaltenen  Resultate  ist  besonders  interessant 
und  wichtig. 

669.  Die  folgende  tabellarische  Zosammenstellung  der  eb- 
ander  entsprechenden  Elemente,  welche  für  rechtwinklige  Goordi- 
naten  eine  Deformation  und  eine  elastische  Reaction  auf  die  in  den 
vorhergehenden  Paragraphen  dargelegte  Weise  bestimmen,  wird 
das  Verständniss  der  Sache  befördern:  — 
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Componenien 
der 

Ebenen,  deren 

relative  Bewegung, 

oder  durch  welche 

die  Kraft  gerechnet 

wird. 

Bichtung 

der  relativen 

Bewegung 

I>eformation. 

Beaction. 

oder 
der  Kraft. 

e 

• 

/ 
9 

a 

b 
c 

P 

Q 

B 

s 

T 
U 

zx 

xy 

iyx 
\zx 

^y 
\^y 

xz 

\y^ 

X 

y 

z 

y 

z 
z 

X 
X 

y 

670.  Die  gegen  die  Beaction  eines  nachgiebigen  Körpers 
in  Beinern  Innern  geleistete  Arbeit.  —  Wenn  ein  Würfel,  dessen 
Yoimnen  gleich  Eins  ist,  unter  irgend  einer  Reaction  (P,  Q^  B,  S,  T,  U) 
die  nnendlich  kleine  einfache  longitndinale  Deformation  e  allein  er- 
fahrt, so  ist  die  auf  ihn  ausgeübte  Arbeit  Pe;  denn  von  den  OX 
parallelen  Kr&flecomponenten  P,  17,  T  leisten  bei  dieser  Deformation  ü 
imd  Tkeine  Arbeit.  Ebenso  sind  Qf,  Bg  die  Aasdrücke  für  die  Arbeit, 
wenn  anter  der  Einwirkung  derselben  elastischen  Reaiption  bezie- 
hangsweise  die  einfachen  longitadinalen  Deformationen  /  oder  g 
erlitten  werden.  Wenn  der  Würfel  weiter  eine  einfache  Schiebung 
a  erfährt,  so  sehen  wir,  dass  die  geleistete  Arbeit  Sa  ist,  ms^  die 
Schiebung  nun  (§  172)  als  ein  unendlich  kleines  Gleiten  der  Ebenen 
yx  parallel  y  oder  der  Ebenen  ßx  parallel  jb  angesehen  werden; 
die  geleistete  Arbeit  ist  Th,  wenn  die  Deformation  einfach  eine 
Schiebung  b  ist,  welche  entweder  in  den  Ebenen  ßy  parallel  OZ 
oder  in  den  Ebenen  Xy  parallel  OX  erfolgt;  die  Arbeit  ist  endlich 
üc,  wenn  die  Deformation  eine  Schiebung  c  der  Ebenen  xjb  oder 
yjB  ist,  welche  beziehungsweise  parallel  OXoder  0  Y  erfolgt.  Folg- 
lich ist  die  Gesammtarbeit ,  welche  die  Reaction  (P,  Q,  i^  S,  T,  17) 
auf  die  würfelförmige  Masseneinheit  ausübt,  indem  sie  die  Defor- 
mation (ö,/,<7,»,ft,c)  hervorbringt, 

(3)  Pe  +  «/  +  Ä^  +  Sa  4-  r&  +  ^c. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Wirkung  einer  solchen  elastischen 
Reactien,  insofern  diese  ein  System  yon  Eräftien  ist,  welche,  wenn  der 
«ngegri£fene  Massentheil  starr  ist,  einander  das  Gleichgewicht  halten, 
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keine  Arbeit  leisten  kann  (§  551),  wenn  sich  die  Masse  auf  irgend  I 
eine  Weise  bewegt,  ohne  eine  Formänderung  zu  erüabren.  Dahe: 
kann  keine  Yerscbiebung  oder  Rotation  des  Würfels,  welche  zugleidi 
mit  der  Deformation  erfolgt,  die  eben  gefundene  Grösse  der  geUi' 
steten  Arbeit  verändern. 

Wenn  jede  Kante  des  Würfels  nicht  die  Länge  Eins,  sondern 
eine  beliebige  Länge  p  hat,  so  ist  jede  Kraft  p^mal,  jede  relaÜTfi 
Verschiebung  p  mal,  folglich  die  verrichtete  Arbeit  p^  mal  so  groaii, 
als  oben  gerechnet  wurde.  Mithin  wird  auf  einen  Körper  von  irgend 
einer  Form  und  vom  Cubikinhalt  C,  welcher  überall  einem  gleich- 
massigen  Zwange  (P,  Q,  i?,  S,  T,  ü)  unterworfen  ist,  während  er' 
überall  gleichmässig  eine  Deformation  (e, /,  g^  a,  &,  c)  erfahrt,  eine 
Arbeit  von  der  Grösse 

(4)  CPe  +  Qf  +  Bg  +  Sa  +  Th  +  Uc)  C 
ausgeübt.  ; 

Die  Arbeitsleistung  längs  der  Oberfläche  eines  nacKgie- 
bigen  Körpers.  —  Man  beachte,  dass  dies  gleich  der  Arbeit  seinj 
muss,  welche  die  von  aussen  einwirkenden  Kräfte  auf  die  Grenzfl&chei 
des  Körpers  ausüben.  Denn  die  auf  irgend  einen  Massentheil  innere 
halb  des  Körpers  ausgeübte  Arbeit  ist  einfach  die  Arbeit-,  welche  dii^ 
den  Theil  ringsherum  berührende  Masse  auf  seine  Oberfläche  leistet|j 
da  keine  Kraft  von  aussen  her  auf  die  innere  Substanz  eine  Fem^ 
Wirkung  äussert.     Wenn  wir  uns  also  den  ganzen  Körper  in  ein« 
beliebige  Anzahl  Theile  zerlegt  denken,  von  denen  jeder  eine  be- 
liebige Form  hat,  so  reducirt  sich  die  Summe  der  auf  alle    diese' 
Theil^  ausgeübten  Arbeiten  auf  die  Gesammtarbeit,  welche  die  von 
aussen  auf  die  ganze  äussere  Oberfläche  des  Körpers  einwirkenden 
Kräfte  leisten;    denn  es  verschwinden  die  gleichen  positiven   und 
negativen  Grössen,  welche  die  Theile  der  Arbeit  ausdrücken,  die 
auf  jedes   Theilchen  von    den  ringsherum   liegenden  Theilen  aus- 
geübt und  von  den  letzteren  Theilen  bei  dieser  Wirkung  verbraucht 
werden. 

Die  analytische  Bewahrheitung  dieses  Ergebnisses  ist  lehrreich  fBr 
die  Syntax  der  mathematischen  Sprache,  durch  welche  die  Theorie  der 
Ueberleitung  der  Kraft  mathematisch  ausgedrückt  wird.  Es  seien  x,  jf,  ^ 
die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  innerhalb  des  Körpers,  W  der 
Gesammtbetrag  der  unter  den  oben   angegebenen  Umständen  geleisteten 

Arbeit,  und    fff  eine  Integration,  welche  sich  durch  den  ganzen  voni 

Körper  eingenommenen  Baum  erstreckt,  so  dass 

(5)  W  =  fff  (Pe+  Qf-}^Bg+  8a+  Tb+  Ü6)  dx  dy ds 

ist.    Bezeichnen  nun  a,  /9,  y  die  Gomponenten  der  Verschiebung,  welol» 
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Egend  ein  unendlich  nahe  an  {x,  y,  js)  liegender  Punkt  der  Substanz  er- 
Pttirt,  wenn  die  Deformation  (e,  /,  g^  a,  b^  c)  erfolgt,  sei  dieselbe  nun  eine 
jotationslose  (§  182),  bei  welcher  ein  gewisser  Punkt  des  Körpers  fest 
hleibt,  oder  eine  beliebige  mit  einer  unendlich  kleinen  Botation  yerbun- 
lene  Translation,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Formeln  (5)  des  §  181 
R>  andern,  dass  sie  für  unendlich  kleine  Deformationen  passen,  und  darin 
I  190  (e)  benutzen,  mit  Bücksicht  auf  unsere  jetzige  (§  669)  Bezeichnung 

da  ^ dß  d^ 

^-dx'  ^"dy'  ^^d^' 

^^  dz^dy'   ^       dx^dz'   ^       dy^ dx 
Werden  diese  Ausdrücke  in  (5)  eingesetzt,  so  folgt 

Bteraus  ergibt  sich  durch  Integration 

W=zff[(Pa+üß+Ty)dydz  +  (üa+Qß+Sy)dedx 

4-  (Ta  ^  Sß  +  By)  dx  dy], 

Oarin  sind  die  Grenzen  der  Integrationen  so  anzunehmen,  dass*  wenn  da 

rtn   Element  der  umgrenzenden  Oberfläche,    ff  eine  sich  über  dieselbe 

nratreckende  Integration  und  },  m,  n  die  Bichtungscosinns  der  in  irgend 
febiem  ihrer  Punkte  errichteten  Normale  bezeichnen,  der  Ausdruck  das- 
laibe  bedeutet,  wie  der  Ausdruck 

|Tr=//{(P«  -\.Uß+TY)l  +  (üa  +Qß  +  Sy)  m 

1  J^-(Ta-\^  Sß  +  By)n}  dfcr, 

irelcher,  wenn  man  die  Glieder  anders  gruppirt,  in 

W=zff{{Pl  +  171»  +.  Tn)  «  +  (ül  +  Qm  +  Sn)ß 

+  {Tl  +  Äi»4-  Bn)y}  de 

Kbergeht.  Das  zweite  Glied  dieser  Formel  drückt  nach  (l)  direct  die  Ar- 
beit ans,  welche  von  den  von  aussen  auf  die  Grenzfläche  wirkenden  Kräf- 
ten geleistet  wird. 

671.  Differentialglelohung  der  duroh  elastische  Beac- 
tion  geleisteten  Arbeit.  —  Wenn  wir  jetzt  yoraassetaen,  der 
Körper  gebe  irgend  einem  Zwange  (P,  Q,  12,  5,  T,  Ü)  nach  und 
setze  demselben  nur  den .  ihm  innewohnenden  Widerstand  gegen 
eine  Formänderung  entgegen,  so  wird  [nach  (4),  wenn  de^  df^  u.  s.w. 
statt  e,/,  u.  s.  w.  gesetzt  wird]  die  Di£ferentialgleichung  der  gelei- 
steten Arbeit 

(11)    dw  =  Pdt  -f  qdf  +  'Rdg  +  Sda  +  Tdh  +  Vdc 


[10) 
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sein,  wenn  t&  die  fär  die  Volnmeneinheit  genommene  Gesamnl- 
arbeit  bezeichnet,  die  in  irgend  einem  Theil  des  Körpers  verridittt* 
wird,  während  die  Substanz  dieses  Theils  eine  Deformation  (^/jt 
a,  2>,  c)  Yon  einem  anfänglichen  Zastande  aus  erfahrt,  den  man  ih 
deformationslos  betrachtet.  Wie  wir  später  in  dem  Capitel  Ab« 
die  Eigenschaften  der  Materie  sehen  werden,  drückt  diese  Gleichnsf 
die  Arbeit  aus,  die  in  einer  Flüssigkeit  durch  die  Yerzemngi^ 
reaction  (öder  die  Differenz  des  Drucks  in  verschiedenen  Bichtun« 
geleistet  wird,  wenn  dieselbe  gegen  die  allen  natürlichen  Fl 
keiten  innewohnende  Zähigkeit  arbeitet,  und  w  ist  dann  nadi 
Joule 's  Entdeckung  der  dynamische  Werth  der  in  dem 
erzeugten  Wärme.  Die  Gleichung  kann  auch  dazu  ange 
werden,  die  Arbeit  auszudrücken,  welche  bei  der  Defo; 
eines  unvollkommen  elastischen  festen  Körpers  oder  eines 
sehen  festen  Körpers  geleistet  wird,  dessen  Temperatur 
während  des  Processes  ändert.  In  allen  solchen  Anwendoni 
hängt  die  Reaction  zum  Theil  von  der  Geschwindigkeit  der  d 
inirenden  Bewegung,  oder  von  der  variirenden  Temperatur,  und 
nicht  oder  doch  nicht  ausschliesslich  von  dem  in  irgend  eim 
Augenblicke  vorhandenen  Deformationszustande  ab,  und  das  Sy 
ist  nicht  dynamisch  conservativ. 

672.     Vollkommene  Elasticität.  —  Definition.     Ein  ta 
kommen  elastischer  Körper   ist  ein  Körper,  welcher,  wenn  er 
irgend  einen  Deformationszustand  gebracht  ist,  zu  allen  Zeiten 
selben  Zwang  erfordert,  um  in   diesem  Zustande  zu  bleiben, 
lange  er  auch  deformirt  geblieben  sein  maJV'  oder  wie  schnell  er  ai 
aus  einem  Zustande  anderer  Deformation  oder  aus  seinem  undefc 
ten  Zustande  in  den  betrachteten  Zustand  versetzt  sein  mag.  ^i 
dem  in  §§  443,  448  angegebenen  Plane  für  die  Behandlung  der 
stracten  Dynamik  ignoriren  wir  hier  die  Temperaturändemngen 
Körper.     Wenn  wir  jedoch  die  Bedingung   hinzufügen,  das» 
Temperatur  absolut  unverändert  bleibe,  oder  dass  der  Körper 
den  Aenderungen  seiner  Deformation  eine  bestimmte  Temperst 
wieder  annehme,  so  erhalten  wir  eine  Definition  der  als  voUkoi 
Elasticität  bezeichneten  Eigenschaft,  welche  hervorragend  elasi 
Körper  in  hohem  Grade  besitzen;  in  aller  Strenge  genügen  di< 
Definition  alle  Flüssigkeiten;  es  genügen  ihr  vielleicht  auch 
reale    feste  Körper,  wie   homogene  Krystalle.      Insofern   aber 
elastische  Reaction  jeder  Art ,  welche  der  Körper  einer  Defbi 
entgegensetzt,  mit  seiner  Temperatur  variirt,  und  da  sogar  jede 
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>der  Abnahme  der  Deformation  in  einem  elastischen  Körper  noth- 
rendig*)  auch  von  einer  Aendemng  seiner  Temperatur  begleitet 
st  (ein  Ergebniss  der  Thermodynamik,  das  wir  später  herleiten 
rerden),  so  kann  selbst  ein  vollkommen  elastischer  Körper,  wenn 
»r  nach  einander  eine  Reihe  yon  Deformationen  erfahrt,  nicht  als 
dn  völlig  conserratives  System  wirken,  sondern  moss  im  Gegen- 
heil  durch  die  Fortleitong  nnd  Ausstrahlung  der  durch  diese  Tem- 
Mraturändenmgen  erzeugten  Wärme  einen  Verlust  von  Energie 
reranlassen. 

Wenn  man  aber  die  Deformations&nderungen  so  schnell  macht, 
lass  eine  merkliche  Temperaturausgleichung  durch  Leitung  oder 
Itrahlang  verhindert  werde  (das  geschieht  z.  6.,  wie  Stokes  ge- 
(eigt  hat,  bei  der  Ausbreitung  musikalischer  Töne  durch  die  Lufb), 
»der  wenn  man  dieselben  so  verlangsamt,  dass  man  durch  geeignete 
üttel  die  Temperatur  constant**)  erhalten  kann,  so  kann  man  be- 
rirken,  dass  jeder  in  hohem  Grade  oder  vollkommen  elastische 
iCörper  in  Wirklichkeit  nur  sehr  wenig  verschieden  von  einem  con- 
lervaüven  System  wirke. 

673.  Potentielle  Energie  eines  im  deformirten  Zustande 
erhaltenen  Körpers«  —  In  der  Natur  ist  daher  die  Gesammt- 
aprosse  w  der  Arbeit,  wie  wir  sie  oben  definirt  haben,  fdr  einen 
rollkommen  elastischen  Körper  unabhängig  (§  274)  von  der  Reihe 
1er  Configurationen  oder  Deformationszustände ,  durch  welche  der 
Körper  aus  der  ersten  in  die  zweite  der  angegebenen  Lagen  gebracht 
iein  mag,  wenn  ihm  nur  nicht  gestattet  ist,  seine  Temperatur  wäh- 
rend des  Processes  merklidi  zu  ändern. 

AnalytiBch  aosgedrückt  neisst  dies: —  Der  Ausdruck  (ll)|far  dto  muss 
las  Differential  einer  Function  der  als  unabhängig  Veränderliche  ange-. 
lehenen  Grossen  e,  /,  g,  a,  b,  c  sein,  oder,  was  dasselbe  ist,  w  ist  eine 
Ponction  dieser  Elemente  und 

Ip dto      ^ dw      p dw 
de'    ^  ""d/*        ^dg  ' 

Im  Anhang  C  werden  wir  zu  dieser  Theorie  zurückkehren  and  eine 
tmi&ssende  analytische  Behandlung  derselben  geben,  indem  wir  sie  nicht, 
auf  unendlich  kleine  Deformationen  beschränken,  für  welche  die  Bezeich- 
nung (e,  /,  . .  .)i  wie  sie  in  §  660  definirt  wiurde,  allein  passend  ist.  In- 
swischen  bemerken  wir  nur,  dass,   wenn  der  Gesammtbetrag  der  Defor- 


*)  „Od    the    Thermoelastic    and    Thermomagnetic    Properties    of    Matter" 
(W.  Thomson).    Qaarterly  Journal  of  Matbematics.    April  1855. 
♦♦)  Ibid. 
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mation  unendlich  klein  ist,  wenn  also  die  Componenten  der  elastisehei^ 
Beaction  sich  sämmtlich  in  gleichem  Yerhältniss  wie  die  Deformatioi» 
componenten  ändern»  so  oft  diese  letzteren  sämmtlich  in  demselheo  Its- 
stimmten  Yerhältniss  geändert  werden,  to  eine  homogene  qnadrttlsclw 
Function  der  sechs  Veränderlichen  e,  /,  g^  a,  5,  e  sein  moss,  veldK, 
wenn  («,  e),  (/,  f\.  --t  (^i  /)  i  •  •  •  Gonstanten  bezeichnen,  die  -  von  der  B» 
schaffenheit  der  Substanz  und  den  als  Coordinatenaxen  angenommeDai 
Bichtungen  abhängen,  folgendermaassen  geschrieben  werden  kann;  — 

-f  2(«,/)e/-f  2(e,^)«flr-|-2(c,a)ca4-2(«,6)e6-|-2(e,c)« 

+  ^(f.g)f9  +  ^(Aa)fa+2{f,h)fb  +  2(f,e)f(  \ 

4-2(^,a)^a-f2(^,6)^2>+2Mft 

+  2{a,b)ab  +  2{afi)ae 

+  2(5.c)W 

Die  21  Coefficienten  (e,6),  (/,/),...,  (&,c)  dieses  Ausdrucks  sind  die  21 
„Elasticitätscoefficienten",  von  denen  Green  zuerst  gezeigt  hat,  dass 
für  eine  vollständige  Theorie  der  Dynamik  eines  unendlich  klemen  De- 
formationen imterworfenen  elastischen  festen  Körpers  geeignet  und 
entbehrlich  sind.  Die  einzige  Bedingung,  der  man  diese  GoefficienM 
theoretisch  unterwerfen  kann,  besteht  darin,  dass  sie  w  für  beUebi|% 
positive  oder  negative,  Werthe  der  Deformationscomponenten  «,/.•«- 
nicht  negativ  werden  lassen  dürfen.  In  dem  Gapitel  über  die  Big«* 
Schäften  der  Materie  werden  wir  sehen,  dass  eine  von  HathemstUMi 
falsch  ausgearbeitete  fi^lfche  Theorie  (von  Boscovich)  zu  Belationci 
zwischen  den  Elasticitätsooefflcienten  geführt  hat,  die  experiment«n  ab 
unrichtig  erwiesen  worden  sind. 

Wird  mittels  der  Formel  (13)  w  aus  (12)  eliminirt,  so  erhalten  vir 

(P  =  {e,e)e  +  («,/)/  +  (e,g)g  +  (e,a)a  +  (e.6)6  +  {e,c)e 

Q  =  (/,e)e+  (/,/)/+  {f,g)g  -^(f.a^a  +  {f,b)b  +  (f,c)c 

U.   8.   W.  U.   8.   W. 

Diese  Gleichungen  drücken  die  sechs  Componenten  der  eis* 
stischen  Beaction  (P,  Q,  J2,  8^  T,  U)  als  lineare  Functionen  de^ 
sechs  Deformationscomponenten  (e, /,  ^,  a,  6,  c)  aus.  Z^räcbA 
den  36  Coefficienten  dieser  Functionen  bestehen  15  Gleichungen*),  * 
dass  nur  21  derselben  unabhängig  bleiben.  Das  blosse  Princip  der  Sap«^ 
Position  (welches  wir  oben  zum  Beweise  der  quadratischen  Form  ta 
to  benutzt  haben)  hätte  direct  angewendet  werden  können,  um  ]iD«at 
Formeln  für  die  Componenten  der  elastischen  Beaction  herzuleiten,  i* 
diese  Weise  sind  einige  Schriftsteller  dazu  gekonmien,  als  die  Gr 
einer  ganz  allgemeinen  Theorie  der  Blasticität  sechs  Gleichungen  t 
stellen,  welche  36  als  unabhängig  vorausgesetzte  Coefficienten  en 
Nur  mittelst  des  Princips  der  Energie  kann  man  aber,  wie  zuerst  Ort 
entdeckte,  die  15  Paare  dieser  Coefficienten  als  gleich  erweisen. 


(1*) 


*)  Nämlich 
(15)  (e,/)  =  ( /,  e), . .  .  (s,  a)  =  (a,  «),...  (6,  c)  =  (c, »). 
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Die  al^braiflche  Transformation  der  Gleichungen  (14),  welche  den 
Zweck  hat,  die  Deformationscomponenten  einzeln  als  lineare 
Functionen  der  Componenten  der  elastischen  Beaction  aus- 
JBudrücken,  Iftsst  sich  natürlich  direct  ausführen,  dadurch  dass  man 
aus  den  36  Coefücienten  die  nöthigen  Determinanten  bildet  imd  die  36 
erforderlichen  Quotienten  nimmt.  Aus  einem  bekannten  Satze  über  De- 
terminanten, den  wir  oben  [§313  (d)]  schon  angewandt  haben,  folgt, 
dass  wegen  der  15  Gleichheiten,  die  zwischen  je  zweien  der  Coef&cienten 
Ton  e,  f,  u.  8.  w.  in  (14)  bestehen,  15  Gleichheiten  zwischen  je  zweien 
dieser  Quotienten  stattfinden.    Bezeichnen  wir  demnach  mit 

[P.P],  [Ö,  Q] [P,Q] [Q,P],-- 

die  durch  jenes  Verfahren  gefundenen  86  Determinantenquotieuten 
[welche  somit  bekannte  algebraische  Functionen  der  anfänglichen  Ooef- 
fieienten  (e,  e),  (/,/), . . .  sind],  so  erhalten  wir 

le  =  [P^P]P+iP,  Q]  Q  +  [P,B]B  +  [P,ff]S-^[P,  r\  T-\-[P,  U]  ü 

{W=  IQ.  P]P+  [«.  <i]Q  +  [Q. «] « + [Q.  ^  5+  iQ.  ^  T+  [Q,  m  ü 

\  U.   8.   W.  U.   8.   W., 

und  diese  neuen  Coe£6cienten  genügen  den  15  Gleichungen 

(17)  [P.  «  =  [Q,  P],  [P,  B]  =  [S,  P], . . . 

Aus  dem,  was  wir  in  §  318  (d)  bewiesen  haben,  wo  Mar  es  mit  genau 
derselben  algebraischen  Transformation  zu  thun  hatten,   erkennen  wir, 

das»  [P,  P],  [C.  C], .  •  • ,  [Pf  Ql'"  einfach  die  Coeffloi«nten  von  pa,g« 

2PQ, ...  in  dem  Ausdruck  für  2«?  sind,  den  man  erh&lt,  wenn  man 
«,/»...  aus  (18)  eliminirt.    Bs  ist  also 

(18)  w=y,{[p,p]p«+[c,e]e?+-+2[i*.«rpö+a[p»J2]^Ä+-h 

und 

I        r^«^l    ^      rdwi  rdwi 

\' = [dpy  ■f = ml'  ^=[dB\' 

die  hier  gebrauchten  Klammem  sollen  die  unter  der  Voraussetzung,  dass 
to  als  Function  von  P,  Q,  u.  s.  w.  ausgedrückt  ist  [wie  in  (18)],  genom- 
menen partiellen  Differentialquotienten  von  denjenigen  der  Gleichungen 
(12)  unterscheiden,  welche  unter  der  Voraussetzung  genommen  werden, 
dass  w,  wie  in  (18),  als  eine  Function  von  e,  /, . . .  ausgedrückt  ist.  Wir 
erhalten  auch,  wie  in  §  813  (d), 

(20)  w  =  Vi  (Pe  ^  Qf-^-  Bg  +  Sa+-  Tb  +  Uc), 

welche  Formel  wir  gleich  anfangs  hätten  aufstellen  können,  da  sie  ein- 
fach den  folgenden  Satz  ausdrückt:  — 

674  Mittelwerth  der  Beaction,  —  Der  Mittelwerth  der 
Reaction,  welche  von  der  Elasticität  des  festen  Körpers  hervorgerufen 
wird,  sobald  dieser  ans  seinem  natürlichen  Zustande  in  einen  Zu- 
stand gebracht  wird ,  in  welchem  die  Deformation  (e,  f,  g,  a,  h,  c) 
beträgt,  ist  (wie  aus  der  vorausgesetzten  Anwendbarkeit  des  Princips 
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der  Superposition  mit  Notiiwendigkeit  hervorgeht)  genaa  gleicli  ds 
Hälfte  des  Zwanges,  dessen  es  bedarf,  um  den  Körper  in 
deformirten  Zustande  zu  erhalten. 

675.  Homogenität.  HoleciüLare  Constitiitioii  der  Eo^ 
per.  —  Ein  Körper  wird  homogen  genannt,  wenn  zwei  beUebig» 
congruente  Theile  desselben,  deren  einander  entsprechende  Liaiei 
parallel  nach  gleicher  Richtung  gewendet  sind,  nicht  die  geringili 
qualitative  Verschiedenheit  zeigen.  Dass  diese  Bedingmig  ohm 
jede  Beschränkung  hinsichtlich  der  Kleinheit  der  Theile  voUkoir 
men  erfüllt  werde,  lässt  sich  zwar  vorstellen,  wird  aber  nicht  afr 
gemein  von  ii'gend  einem  der  uns  bekannten  festen  oder  fldssigci 
Körper  als  wahrscheinlich  angenommen,  wie  sehr  dieselben  aaä 
homogen  zu  sein  scheinen.  Alle  Naturforscher  sind^  glauben  vir, 
der  Ansicht,  dass  die  Structur  der  Körper  eine  moleculare  a^ 
d.  h.  dass  in  zusammengesetzten  Körpern,  wie  Wasser,  Eis,  Berf 
krystall  u.  s.  w.,  die  sie  bildenden  elementaren  Substanzen  neben 
ander  liegen  oder  in  Gruppen  von  endlichen  Dimensionen  geoi 
sind,  und  dass  selbst  in  SÜ^rpem,  die  wir  einfache  nennen  (d.  L 
wir  chemisch  ni^t  in  mdere  Substanzen  zerlegen  können),  kei 
wahre  Homogenität  besteht.  Mit  anderen  Worten,  die  herrsclv 
Ansicht  ist  die,  dass  jede  uns  bekannte  Art  Materie  ein  mehr  odi 
weniger  grobkörniges  Gefilge  hat,  jltai  es -nun,  dass  ihre  Moleetii 
sichtbar  sind,  ähnlich  einem  Mauerwerk  aus  Ziegeln  oder  Haastai' 
neu,  oder  auch  wie  natürlicher  Granit  und  Sandstein;  oder  aber  da« 
ihre  Molecüle  zu  klein  [aber  nicht  unendlich  klein*)]  sind,  lii 
dass  man  sie  sehen  oder  direct  messen  könnte,  wie  die  scheinbar  ^ 
mogenen  Metalle,  die  continuirlichen  Krystalle,  die  Flüssigkeiten  ai 
die  Gase.  Wir  müssen  natürlich  zu  diesem  Gegenstande  in  d« 
Gapitel  über  die  Eigenschaften  der  Materie  zurückkehren  und  bnr 
chen  inzwischen- nur  zu  bemerken,  dass  die  Definition  der  Homo* 
genität  in  praktischer  Hinsicht  für  Massen  von  sehr  grossem  Ufl* 
fange  selbst  auf  Bausteine  oder  grobkörnige  Felsmassen,  bei  g«* 
ringerem  Umfange  noch  auf  Blöcke  gewöhnlichen  Sandsteins,  ^ 
einem  sehr  kleinen  Umfange  auf  die  anscheinend  homogenen  H^ 
talle**),  endlich,  wenn   man  Gefäge  von   äusserster  Feinheit  nw 


♦)  Wahrscheinlich  nicht  unbestimmhar  klein,  obgleich  ihre  Dimeo««"* 
unii  jetzt  noch  nicht  bekannt  sind. 

*♦)  Dieselben  sind  aber,  wie  neuerdings  DeviUe  und  Van  Troost  fpöfi 
haben,  bei  hohen  Temperaturen  porös  genug,  einen  sehr  freien  DurphgM?  ** 
Gase  zu  gestatten. 
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imwakrnelimbarer  Ungleichmässigkeit  verlangt,  auf  die  glasartigen 
Körper,  die  continnirlichen  Krystalle,  die  festgewordenen  Gummi, 
wie  Gnmmi  elasticum,  Gummi  arabicum,  u.  s.  w.  und  auf  die  Flüssig- 
keiten angewandt  werden  kann. 

676.  Isotrope  und  äolotrope  SubstanBen.  —  Die  Sub- 
stanz eines  homogenen  festen  Körpers  heisst  isotrop,  wenn 
ein  kugelförmiger  Theil  derselben  unter  der  Einwirkung  eines 
beliebigen  physischen  Agens  keine  qualitative  Verschiedenheit  zeigt, 
wie  er  auch  gedreht  werden  möge.  Oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
Ifiuft,  ein  aus  irgend  einer  Lage  in  einem  isotropen  Körper  her- 
ausgeschnittener Würfel  zeigt  in  Beziehung  auf  jedes  Paar  paralle- 
ler Flächen  dieselben  Eigenschaften.  Oder  zwei  aus  beliebigen 
Lagen  im  Körper  herausgeschnittene  congruente  Theile,  die  nicht 
der  Bedingung  der  Parallelität  imterworfen  sind  (§  675),  lassen 
sich  nicht  von  einander  unterscheiden.  Eine  Substanz,  welche  nicht 
isotrop  ist,  sondern  in  verschiedenen  Richtungen  qualitative  Un- 
^rschiede  zeigt,  heisst  äolotrop. 

677.  Ein  Körper  oder  die  Substai»  eines  homogenen  festen 
Körpers  kann  in  Beziehung  auf  eine  Eigenschall  oder  eine  Classe 
von  Eigenschaften  isotrop,  in  Beziehung  auf  andere  äolotrop 
sein. 

So  besitzt  in  der  abstriUhwi .  Dynamik  ein  starrer .^Kdrper  oder 
eine  Gruppe  starr  mit  einander  verbundener  Körper,  die  innerhalb 
einer  starren  Kugelfläche  enthalten  und  an  derselben  starr  befestigt 
sind,  kinetische  Symmetrie  (§  285),  wenn  der  Trägheitsmittelpunkt 
im  Centrum  der  Kugel  liegt  und  die  Trägheitsmomente  für  alle 
Durchmesser  gleich  sind.  Der  Körper  ist  auch  isotrop  in  Be- 
ziehung auf  die  Schwerkraft,  wenn  er  centrobarisch  (§  526)  ist,  so 
dass  das  Centrum  seiner  Figur  nicht  bloss  ein  Trägheitsmittelpunkt, 
sondern  ein  wirkliches  Attractionscentrum  ist.  Oder  eine  durch- 
sichtige Substanz  kann  in  verschiedenen  ihrer  Richtungen  das  Licht 
verschieden  schnell  durchlassen  (d.  h.  doppelbrechend  sein)  und 
doch  kann  (bei  den  Krystallen,  die  wir  kennen,  geschieht  dies  auch 
allgemein)  ein  Würfel  derselben  den  nämlichen  Theil  eines  Büschels 
weissen  Lichtes  absorbiren,  das  senkrecht  zu  einem  beliebigen 
Paar  der  Seitenflächen  hindurchgeht.  Oder  die  Substanz  kann 
(wie  ein  Krystall,  welches  Dichroismus  zeigt)  in  Beziehung  auf 
die  letzte  oder  auf  beide  angegebene  optische  Eigenschaften  äolo- 
trop sein  und  doch  die  Wärme  in  allen  Richtungen  auf  gleiche 
Weise  leiten. 
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678.  Praktische  Bescbrftnkung  des  Begriffs  der  Isotro- 
pie. —  Die  BeinerkTUigen  des  §  675  hinsichtlich  der  Homogenitit 
der  Körper  und  des  heterogenen  GefCLges,  das  wir  im  Gmnde  gtr 
nommen  allen  Substanzen  anzuschreiben  haben,  wie  sehr  ne  nsk 
homogen  zu  sein  scheinen,  ergeben  einerseits  entsprechende  Bc» 
schränkungen,  andererseits  für  die  Praxis  zulässige  weitere  Inter- 
pretationen des  Begriffes  „isotrop''. 

679.  Bedingungen  der  elastischen  Isotropie.  —  Damü 
ein  fester  Körper  elastisch  isotrop  sei,  darf,  wie  wir  erstens  eehsn, 
ein  sphärischer  oder  würfelförmiger  Theil  desselben,  wenn  er  enwa 
(positiven  oder  negativen)  überall  gleichförmigen  und  zu  sdiff 
Oberfläche  senkrechten  Druck  unterworfen  wird,  beim  Nachgeba 
keine  ungleichmässige  Formänderung  erleiden;  d.  h.  er  mnsi  ib 
allen  Richtungen  gleich  stark  zusammengedrückt  oder  ausgedebat 
werden.  Weiter  muss  ein  aus  irgend  einem  Theil  des  Körpers  g«*' 
schnittener  Würfel,  auf  welchen  in  £benen,  die  zwei  Paaren  seb« 
Seiten  parallel  sind,  eine  tangentiale  oder  verzerrende  Reactioi 
(§662)  wirkt,  eine  einfache  Deformation  oder  Schiebung  (§  171)  xi 
derselben  Richtung  erleiden.  Diese  Deformation  ist  von  keiner 
Verdichtung  oder  Ausdehnung  begleitet  *)  und  der  Grösse  nach  m* 
wohl  für  alle  drei  Wege ,  auf  denen  eine  Reaction  in  dieser  Weis» 
auf  einen  Würfel  einwirken  kann,  als  auch  für  verschiedene  aus  ▼e^ 
schiedenen  Lagen  des  festen  Körpers  geschnittene  Würfel  dieselbe 

680.  Maass  des  Widerstandes  gegen  eine  Compressutt 
und  gegen  eine  Verzerrung.  —  Die  elastische  Eigenschaft 
eines  vollkommen  elastischen,  homogenen,  isotropen  Körpers  wini 
also  vollständig  durch  zwei  Elemente  definirt:  durch  seinen  Vi^ 
derstand  gegen  eine  Compression  und  seinen  Widerstand  gega 
eine  Verzerrung.  Die  für  die  Einheit  der  Fläche  des  Körpers  gt* 
nommene  Grösse  des  in  allen  Richtungen  gleichförmigen  Draeh 
welcher  erfordert  wird,  um  eine  festgesetzte  sehr  kleine  Gompresdoa 
zu  erzeugen,  misst  das  erstere  Element;  die  Grösse  des  verschieber- 

*)  Wir  erinnern  daran,  dass  die  Form-  und  Volamenändemngen,  mit  deaei 
wir  es  zu  thun  haben,  so  klein  sind,  dass  wir  sie  als  vollkommen  superposifttf 
ansehen  können;  wenn  also  irgend  ein  verschiebender  Zwang  eine  Yerdichtaf 
erzeugte,  so  würde  ein  entgegengesetzter  verschiebender  Zwang  eine  Ausdehami 
hervorrufen,  was  eine  Verletzung  der  Bedingung  der  Isotropie  ist.  Es  ist  ite 
möglich,  dass  ein  verschiebender  Zwang  in  einem  wirklich  isotropischen  fcsM 
Körper  eine  dem  Quadrate  seiner  Grösse  proportionale  Verdichtung  oder  Atttdd- 
nung  erzeugt,  und  es  ist  wahrscheinlich,  dass  solche  Wirkungen  beim  GsjbH 
elasticum  ,  oder  beim  Kork,  oder  bei  anderen  Körpern,  die  grosse  Defor- 
mationen oder  Volumenänderungen  bei  bleibender  Elasticität  erleiden  könneiij  ftkr 
merklich  sind. 
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den  Zwanges,  welcher  erfordert  wird,  um  eine  Verzerrung  von  fest- 
gesetzter OröBse  zu  erzengen,  misst  das  zweite'  Element.  Das  nnme- 
rische  Maass  des  ersten  Elements  ist  •  der  die  Compression  erzen- 
gende Druck,  dividirt  durch  die  Volumenverminderung  eines  Theils 
der  Substanz,  welcher  die  Volumeneinheit  ausfüllt,  so  lange  keine 
Compression  stattgefunden  hat.  Dieses  Maass  wird  zuweilen  die 
Tolnmenelasticität  oder  der  Widerstand  gegen  Com- 
pression genannt.  Sein  reciproker  Werth,  d.  i.  die  Grösse  der 
Compression,  welche  die  Volumeneinheit  erfährt,  dividirt  durch  den 
Pmck,  welcher  die  Compression  erzeugt,  oder,  wie  wir  passend 
Bagen  können,  die  Compression  der  Volumeneinheit,  genommen  für 
die  Einheit  des  Drucks,  heisst  gewöhnlich  die  Zusammendrück- 
barkeit.  Das  zweite  Element,  oder  der  Widerstand  gegen  eine 
Formänderung  wird  gemessen  durch  die  (wie  in  §  662  gerechnete) 
tangentiale  Reaction,  dividirt  durch  die  Grösse  der  Verzerrung  oder 
Schiebung  (§  175),  die  sie  erzeugt,  und  heisst  die  Starrheit  oder 
die  Gestaltselasticität  der  Substanz. 

681.  Aus  §  169  folgt,  dass  eine  Deformation,  die  aus  einer 
einfachen  Ausdehnung  in  einer  Scl^aar  paralleler  Linien  und  einer 
gleich  grossen  einfachen  Contraction  in  irgend  einer  anderen  Schaar 
paralleler,  zu  den  ersteren  senkrechter  Linien  besteht,  dasselbe  ist, 
wie  eine  einfache  Schiebung  in  je3er  der  beiden  Schaaren  von  Ebe- 
nen, welche  die  beiden  Parallelenschaaren  unter  einem  Winkel  von 
45®  schneiden,  und  das  numerische  Maass  (§  175)  dieser  Schiebung 
oder  einfachen  Verzerrung  ist  gleich  dem  Doppelten  der  Grösse 
der  Elongation  oder  Contraction  (jede  natürlich  für  die  Längen- 
einheit genommen).  Auf  ähnliche  Weise  sehen  wir  (§  668),  dass 
ein  longitudinaler  Zug  (oder  negativer  Druck),  welcher  einer  Linie 
paraUel  erfolgt,  und  ein  gleich  grosser  longitudinaler  positiver  Druck, 
welcher  irgend  einer  zur  ersteren  senkrechten  Linie  parallel  erfolgt, 
einer  verschiebenden  Reaction  tangentialer  Zugkräfte  (§  661)  äqui- 
valent sind,  welche  den  Ebenen,  die  jene  Linien  unter  einem  Win- 
kel von  45®  schneiden,  parallel  sind.  Das  numerische  Maass  dieser 
verschiebenden  Reaction,  welches  (§  662)  die  Grösse  des  tangentialen 
Zuges  in  jeder  der  beiden  Ebenenschaaren  ist,  ist  gleich  der  ein- 
fachen (nicht  doppelten)  Grösse  des  positiven  oder  negativen 
Drucks  in  Richtung  der  Normalen. 

682.  Die  diirch  eine  einsige  longitudinale  Deformation 
enexxgte  Beaction.  —  Da  demnach  jede  beliebige  Reaction  in 
einfache  longitudinale  Reactionen  zerlegt  werden  kann,  so  haben 

Thomson  u.  Tait,  theoreüiche  Phyrik     n.  X4 
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wir,  um  den  ZoBammenhang  zwischen  irgend  einer  Reartion  «ad 
der  sie  erzeugenden  Deformation  zn  finden,  nur  die  Defanu- 
tion zu  bestimmen,  welche  eine  einzelne  longitndinale  Beaction  er- 
zeugt. Das  kann  leicht  auf  folgende  Weise  geschehen:  —  Sae 
ein&che  longitudinale  Beaction  P  ist  einer  gleichmässigen  Spu- 

nnng  Vs  ^  ^^  allen  Richtonga 
äquiralent,  die  mit  zwei  yencfaie- 
benden  Reactionen  Terbundes 
ist,  von  denen  jede  gleich  ^/s  f 
ist;  beide  Reactionen  haben  ena 
gemeinschaftliche  Axe  in  dsr 
Linie  der  gegebenen  longitafr 
nalen  Reaction,  und  ihre  beidn 
«anderen  Axen  sind  zwei  beii^ 
bige  zu  einander  und  zur  erste* 
ren  senkrechte  Linien.  Die  Ti 
45,  welche  in  einer  die  ei 
Axe  und  eine  der  beiden  l 
ren  Axen  enthaltenden  E 
gezogen  ist,  zeigt  hinl&n 
die  Zusaivmensetzung  an;  es  sind  darin  nur  die  Ejräfte  nicht 
gegeben,  welche  zur  Ebene  der  Zeichnung  senkrecht  sind. 

Wenn  also  n  die  Starrheit  und  k  den  Widerstand  gegel 
eine  Ausdehnung  [es  ist  dies  dasselbe,  wie  der  reciproke  Wi 
der  Zusammendrückbarkeit  (§  680)]  bezeichnet,  so  wird-  die 
kung  eine  in  allen  Richtungen  gleiche   Ausdehnung   sein,  wi 
sich  für  die  Einheit  des  Volumens  auf 


'  1 
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belauft,  verbunden  mit  zwei  gleichen  Verzerrungen«  deren  jade 


(2) 


n 


beträgt  und  zu  Axen  (§  679)  die  Richtungen  hat,  die  wir  eben 
die  Axen  der  verschiebenden  Reactionen  angegeben  haben. 

683.  Durch  Benutzung  der  Angaben  des  §  681  kann  b4 
die  Ausdehnung  und  die  beiden  Schiebungen,  die  wir  so  bestiiB^ 
haben,  auf  folgende  Weise  passend  auf  einfache  longitudinale  dtit 
mationen  reduciren:  — 
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Die  beiden  Schiebungen  zusammen  machen  eine  Elongation  in 

der  Richtung  der  gegebenen  Kraft  P  von  der  Grösse  -^ —  und  eine 

gleiche   Contraction    von    der  Grösse    — in   allen  .zur  ersteren 

n 

senkrechten  Richtungen  aus.     Ferner  ist  die  cubische  Ausdehnung 

— jT—  mit  einer  in  allen  Richtungen  gleichen  linearen  Ausdehnung  V»  t 

gleichbedeutend.     Wir  erhalten  also  im  Ganzen 

die  lineare  Ausdelmimg  ist  =  •^(^"f-rT)  ^  der  Richtung  der  ein- 
wirkenden Reaction,  und 

die  lineare  Contraction  ist  =  P(t^  —  —r)  in  allen  zur  einwirkenden 

Von      9  k/ 

Reaction  senkrechten  Richtungen. 


(SK 


684.  VerhältnisB  der  seitliohen  Contraction  zur  longi- 
tudinalen  Ausdehnung.  —  Wenn  demnach  die  Enden  einer  Säule, 
eines  Stabes  oder  eines  Drahtes  von  isotropischem  Material  von 
gleichen  und  entgegengesetzten  Kräften  angegrijBTen  werdej^i^  so  er- 

leidet  der  Körper  eine  seitliche  lineare  Contraction,  'welche  »  — r 

2  [9  K  -j-  91) 

der  longitudinalen  Ausdehnung  beträgt  ^  wo  Contraafcion  und  Aus- 
dehnung wie  gewöhnlich  für  die  Einheit  des  Längenmaasses  genom- 
men sind.  Ein  Beispiel  der  oben  (§  673)  erwähnten  falschen  ma- 
thematischen Ergebnisse  ist  der  berühmte  Schluss  von  Nävi  er  und 
Poisson,  dass  dieses  Yerhältniss  Vi  ^^i«  ^^  erfordern  würde,  dass 
die  Starrheit  bei  allen  festen  Körpern  ^/s  des  Widerstandes  gegen  eine 
Compression  wäre.  Dass  dieser  Satz  falsch  ist^  hat  zuerst  S  tokos*) 
aus  vielen  Beobachtungen  geschlossen,  welche  bedeutende  Abwei- 
chungen von  demselben  in  vielen  sehr  bekannten  Körpern  zei- 
gen und  es  höchst  unwahrscheinlich  machen,  dass  in  irgend 
einer  Classe  von  festen  Körpern  das  Yerhältniss  zwischen  der 
Starrheit  und  dem  Widerstände  gegen  eine  Compression  sich  einer 
oonstanten  Grrenze  nähere.  So  bieten  uns  helle  elastische  Gal- 
lerte und  Gummi  elasticum  bekannte  Beispiele  isotroper  homogener 
fester  Körper,  deren  Zusammendrückbarkeit  wahrscheinlich  nur 
äusserst  wenig  von  der  des  Wassers  verschieden  ist,  während  sie 


*)  On  the  Frictioii  of  Fluids  in  Motion,  and  the  Eqailibriatn  and  Motion  of 
Blaitic  Solidfl.  —  Trans.  Camb.  Phil.  Jour.,  April  1845.  Siehe  auch  Camb.  and 
Dnb.  Math.  Jour.,  March  1848. 
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sich  hinsichtlich  der  Starrheit  („Steifheit**)  bedeutend  von  mntnder 
unterscheiden.  Die  Zusammendrückbarkeit  des  Wassers  ist  Vi»w 
för  jedes  (engl.)  Pfand,  was  anf  den  (engl.)  Qoadratzoll  druckt  (oder 
V316655  P^^  Gramm  und  Qaadratmillimeter) ;  der  durch  den  redpro' 
ken  Werth  dieser  Grösse  gemessene  Widerstand  gegen  eineCoB- 
pression  ist  offenbar  yiele  hundertmal  so  gross,  als  der  tJixM» 
Betrag  der  Starrheit  des  steifesten  jener  Stoffe.  Wenn  demna^ 
eine  Säule  aus  einer  dieser  Substanzen  durch  einander  das  Glddh 
gewicht  haltende,  an  ihren  Enden  angebrachte  Kräfte  zosamner 
gepresst  oder  ausgezogen  wird  (oder  wenn  ein  Band  von  Gtm 
elasticum  ausgezogen  wird),  ohne  dass  die  Grenzen  der  Elasiicitlt 
überschritten  werden,  so  erleidet  sie  keine  merkliche  YolumeDäade- 
rung,  obschon  ihre  Länge  eine  bedeutend  andere  wird.  Daher  mw 
die  entsprechende  Ausdehnung  oder  Contraction  irgend  eines  Qna^ 
durchmessers  wenig  von  der  Hälfte  der  longitudinalen  Contnu^ 
oder  Ausdehnung  verschieden  sein,  und  die  Substanzen  dieser 
können  hinsichtlich  aller  gewöhnlichen  Reactionen  in  pral 
Beziehung  als  unzusammendrückbare  elastische  feste  Körper 
erehen  werden.  Stokes  gab  Gründe  an,  die  zu  der  Meinung 
ten,  dass  auch  die  Metalle  im  Allgemeinen  einen  im  VerhältniBB 
ihrer  Starrheit  grösseren  Widerstand  gegen  eine.  Compresmon 
sitzen,  als  aus  der  falschen  Theorie  sich  ergeben  würde,  a 
die  Abweichung  für  sie  viel  geringer  als  für  die  gallertartigen 
per  ist.  Was  Stokes  nur  wahrscheinlich  gemacht  hatte, 
bald  darauf  experimentell  von  Wertheim  bewiesen,  welcjher  m 
dass  in  Stäben,  die  nur  von  longitudinalen  Kräften  angegriffen  vs* 
den,  das  Yerhältniss  der  seitlichen  zur  longitudinalen  Aendemng 
linearen  Dimensionen  far  Glas  und  Messing  ungefähr  Va  i^;  ^ 
erhielt  Kirchhoff  durch  eine  wohl  ersonnene  experimentelle  M< 
thode  0,387  als  Werth  dieses  Verhältnisses  für  Messing  und  0^ 
für  Eisen.  Als  wir  selbst  neuerdings*)  die  Torsions-  und  die  1 
gitudinale  Starrheit  (§§  596,  599,  686)  eines  Knpferdrahtes 
sen,  ergab  sich,  dass  jenes  Yerhältniss  ftir  Kupfer  wahrschei 
zwischen  0,226  und  0,441  liegt. 

685.     Alle  diese  Resultate  zeigen  an,  dass  die  Starrheit  kliv 
ner  ist  im  Yerhältniss    zur  Zusammendrückbarkeit,   als  sie 
Navier's  und  Poisson's  Theorie  sein  sollte.     Yiele  NatuHbi 
welche  die  Nothwendigkeit  einsahen,  jene  Theorie  als  unanven 


*)  On  the   Elasticity   and   Viscosity    of  Metals   (W.  Thomson).  Prof .  B- 
May  1865. 
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Mif  die  gewöhnlichen  festen  Körper  aufzugehen,  vermutheten  nun, 
iiesel'be  könne  als  correct  angesehen  werden   für   einen 
ideales  yollkommenen  festen  Körper,  und  sie  gehe  eine  Grösse 
ier    Starrheit  an,  die   von  keiner  realen   Suhstanz  ganz  erreicht 
irerde,  der  aber  einige  der  starrsten  festen  Körper  (wie  z.  B.  Eisen) 
sich  näherten.     Es  ist  aher  kaum  möglich,  ein  Stück  Kork  in  der 
Band  zu  halten,  ohne  die  Verkehrtheit  dieses  letzten  Versuchs  zur 
Aufrecbthaltung  einer  Theorie  zu    bemerken,  die  nie   eine   gute 
Grmndlage  hatte.     Wir  haben   Korksäulen   verschiedener  Formen 
(darrmter  befanden  sich  cylindrische  Stücke,  die  auf  die  gewöhn- 
liche Weise  für  Flaschen  geschnitten  waren)  mittels  einer  hydrau- 
lisch.en  Fresse  in  der  Bichtung  ihrer  Länge  zusammengepresst  und 
BO'wolil  vor  wie  nach  dieser  Operation  sorgfältige  Messungen  aus- 
geführt: Es  stellte  sich  heraus,  dass  die  Aenderung  der  seitlichen 
Dimensionen  unmerklich  ist,  sowohl  wenn  innerhalb  der  Grenzen  der 
dasticität  eine  kleine  longitudinale  Contraction  und  darauf  eine 
Rückkehr  zur  früheren  Länge  erfolgt,  als  auch  wenn  man  so  be- 
trächtliche longitudinale  Contractionen  vornimmt,  dass  der  Körper 
nur  Ve  ^^^  Vs  seiner  anfänglichen  Länge  behält.    Es  ist  auf  diese 
Weise  entscheidend  bewiesen,  dass  im  Verhältniss  zum  Widerstände 
ge§fen  eine  Compression  Kork  weit  starrer,  während  MetaUe,  Glas 
und  Gallerte  sämmtlich  weniger  starr  sind,  als  der  vorausgesetzte 
^vollkommen  feste  Körper",  und  damit  ist  die  gänzliche  Werth- 
losigkeit  jener  Theorie  experimentell  dargelegt. 

686.  Young's  Modulus.  —  Der  Elasticitätsmodulus  eines 
Stabes,  Drahtes,  einer  Faser,  eines  dünnen  Fadens,  eines  Bandes 
oder  einer  Schnur  von  irgend  einem  Material  (dessen  Substanz  nicht 
isotrop,  ja  nicht  einmal  homogen  innerhalb  eines  Normalschnit- 
tes  zu  sein  braucht)  [wie  z.  B.  ein  Glas-  oder  Holzstab,  ein  Metall- 
draht, ein  Gummiband,  ein  Zwirnsfaden,  eine  Schnur,  ein  Band]  ist 
ein  von  Dr.  Thomas  Young  eingeführter  Ausdruck,  mit  dem  das 
bezeichnet  werden  soll,  was  wir  zuweilen  auch  die  longitudinale 
Starrheit'nennen,  d.  i.  der  Quotient,  den  man  erhält,  wenn  man 
die  einfach  longitudinal  wirkende  Kraft,  welche  zur  Erzeugung 
einer  unendlich  kleinen  Ausdehnimg  oder  Zusammenziehung  erfor- 
dert wird,  durch  die,  wie  gewöhnlich,  für  die  Längeneinheit  gerech- 
nete Grösse  dieser  Ausdehnung  oder  Zusammenziehung  dividirt 

687.  aewichtsmodulufl    und   Länge    des   Modulus.  --- 

Manchmal  empfiehlt  es  sich,  den  Modulus  nicht  in  Gewichtseinhei- 
ten anzugeben,  sondern  ihn  durch  das  Gewicht  der  Längeneinheit 


214  Abstaracte  Dynamik. 

des  Stabes,  JOrahtes  oder  Fadens  auszudrücken.  Den  so  geredme* 
ten  Modnlas  oder,  wie  er  von  einigen  Schriftstellem  genannt  wird, 
die  Länge  des  Modnlns  erhält  man  natürlich,  indem  man  den  Ge- 
wichtsmodulns  durch  das  Gewicht  der  Längeneinheit  di-vidirt.  Er 
ist  in  vielen  Anwendungen  der  Theorie  der  Elasticität  von  NotuB, 
wie  z.  B.  in  dem  folgenden  Resultat,  welches  später  bewiesen  ¥«^ 
den  wird:  —  Die  Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung  longitudinaler 
Vibrationen  (wie  der  Schallwellen)  längs  eines  Stabes  oder  eintt 
Schnur  ist  gleich  der  Geschwindigkeit,  welche  ein  Körper  erreidil 
hat,  der  yon  einer  der  halben  Länge  des  Modulus  gleichen  Hähi 
herabgefallen  ist*). 

688.  Der  Bpeclflsche  Modulus  eines  isotropen  Ko^ 
pers.  Volumen-  und  Krafteinheiten  zur  Bestimmung  dessah 
ben.  —  Der  specifische  Elasticitätsmodulus  einer  isotro- 
pen Substanz,  oder,  wie  er  meist  einfach  genannt  wird,  dtr 
Elasticitätsmodulus  der  Substanz  ist  der  Elasticitätsmodolos 
eines  Stabes  der  Substanz,  welcher  irgend  eine  festgesetzte  Gröw 
des  Querschnitts  hat.  Wenn  diese  so  gross  ist,  dass  das  GewicÜ 
der  Längeneinheit  die  Gewichtseinheit  ist)  so  ist  der  Modulus  der 
Substanz  nichts  anderes,  als  die  Länge  des  Modulus  irgend  enM 
Stabes  derselben :  eine  Bei^echnungsweise,  deren  Anwendung,  wie  vir 
gesehen  haben,  manche  Yortheile  gewährt.  Es  ist  jedoch  gebräod- 
licher,  eine  gewöhnliche  Flächeneinheit  als  die  Schnittfläche  des  n 
der  Definition  benutzten  Stabes  anzunehmen.  Es  muss  auch  eist 
bestimmte  Festsetzung  in  Betreff  der  Einheit  getroffen  werde», 
durch  welche  die  Kraft  gemessen  werden  soll;  es  kann  dies  entwe- 
der die  abjsolute  Einheit  (§  223)  oder  die  Grayitationseiiibek 
für  einen  bestimmten  Ort,  d.  h.  (§  226)  das  Gewicht  sein,  welch« 


*)  Die  in  Rede  stehenden  Vibrationen  müssen  eine  Wellenlänge  haben,  wtkk 
sehr  gross  gegen  die  Dicke  des  Stabes  ist,  so  dass  die  Trägheit  keinen  merklkki 
Einfluss  auf  die  senkrecht  zur  Längsrichtang  erfolgenden  Zusammenziehungen  ondAi^ 
dehnungen  ausübt,  welche  (wofern  nicht  die  Substanz  in  dieser  Hinsicht  die  äff 
thümlicbe  Beschaffenheit  hat,  welche  der  Kork  zeigt,  §  684)  zugleich  mit  den  Vilir 
tionen  erfolgen.  Auch  werden  wir  in  der  Thermodynamik  sehen,  das«  die  durck  fr 
▼ariirenden  Deformationen  erzeugten  Elasticitätsänderungen  Temperaturkndeniifa 
hervorrufen,  welche  in  den  gewöhnlichen  festen  Körpern  die  Geschwindigkeit  df 
Fortleitung  longitudinaler  Vibrationen  merklich  grösser  machen,  als  die  sack  ^ 
im  Text  angegebenen  Kegel,  unter  Benutzung  des  dort  definirten  statitckei 
Modulus,  berechnete  Geschwindigkeit  ist.  Wir  werden  die  Warmewirirang  ^ 
durch  in  Rechnung  zu  ziehen  lernen,  dass  wir  einen  bestimmten  statiscfaei 
Modulus  oder  kinetischen  Modulus  je  nach  den  Umstanden  jedes  gegv^«*'' 
Falles  in  Anwendnsg  bringen. 
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die  Maseeneinlieit  an  diesem  Orte  hat.  Die  Experimentatoren  ha- 
ben bisher  bei  der  Mittheilung  ihrer  Resultate  die  Gravitations- 
einbeit  angewandt,  jeder  für  seinen  eigenen  Beobachtungsort. 
üebrigens  ist  die  bis  jetzt  erzielte  Genauigkeit  kaum  in  einem  Falle 
so  gpross,  dass  man  wegen  der  Verschiedenheit  der  Schwere  an  den 
▼erscbiedenen  Beobachtungsorten  Correctionen   anzubringen  hätte. 

689.  Die  nützlichste  und  allgemein  passende  Bestimmung  des 
Elasticitatsmodnlus  einer  Substanz  ist  die  Bestimmung  in  Gramm- 
gewicht per  Quadratcentimeter.  Ist  der  Modulns  auf  diese  Weise 
ausgedrückt,  so  hat  man  ihn  nur  durch  das  specifische  Gewicht  der 
Substanz  zu  dividiren,  um  die  Länge  des  Modulus  zu  erhalten. 
Da  jedoch  unglücklicher  Weise  bei  der  Angabe  praktischer  und  so- 
gar wissenschaftlicher  Besultate  manchmal  noch  britische  Maasse 
angewendet  werden,  so  werden  wir  Gelegenheit  haben,  den  Modu- 
lns in  Pfunden  per  Quadratzoll  oder  Quadratfuss  und  die  Länge  des 
Modulus  in  Fuss  auszudrücken. 

690.  Meistens  ist  in  englischen  Lehrbüchern  der  Mechanik 
nacb  Pfänden  per  Quadratzoll  gerechnet  Den  so  ausgedrückten 
Modulus  muss  man  durch  das  Gewicht  von  12  Cubikzoll  des  festen 
Köipers,  oder  durch  das  Product  seines  specifischen  Gewichts  in 
0,4337*)  dividiren,  um  die  Länge  des  Modulus  in  englischen  Fuss 
m  erhalten. 

Um  von  Pfund  per  Quadratzoll  auf  Gramm  per  Quadratcenti- 
meter zu  reduciren,  hat  man  mit  70,31  zu  multipliciren  oder  durch 


**)  Dieser  Decimalbrach  ist  das  Gewicht  von  12  CabikzoU  Wasser,  angegeben 
in  englischen  Pfnndeix.  Der  eine  grosse  Vorzug  des  französischen  Maasssystems 
ist  der,  dass  die  Masse  der  Yolumeneinheit  (1  Cbcm.)  Wasser  bei  der  Temperatur 
seiner  grössten  Dichtigkeit  (3,945^  C.)  bis  zu  einem  ftir  fast  alle  Zwecke  der 
Praxis  genügenden  Grad  der  Genauigkeit  die  Einheit  (l  Gramm)  ist.  Nach  die- 
sem System  haben  also  die  Dichtigkeit  und  das  specifische  Gewicht  eines  Körpers 
dieselbe  Bedeutung,  während  nach  dem  britischen  System  die  Dichtigkeit  durch 
eine  Zahl  ausgedrückt  wird,  die  man  erhält,  wenn  man  das  speciiische  Gewicht 
mit  einer  Zahl  multiplicirt,  welche  von  der  gewählten  Volumeneinheit  (Cubikzoll, 
Cubikfuss,  Cnbikelle,  Cubikmeile)  und  der  gewählten  Masseneinheit  (Gran,  Scrupel, 
Drachme,  Unze,  Pfund,  Stein,  Centner,  Tonne,  u.  s.  w.)  abhängig  ist.  Es  ist  eine 
bemerkenswerthe  Erscheinung,  welche  mehr  in  das  Bereich  der  moralischen  und 
der  socialen,  als  der  Naturwissenschaft,  gehört,  dass  ein  Volk,  dem  doch  gesunder 
Henschenverstand  nicht  abzusprechen  ist,  sich  freiwillig,  wie  die  Engländer  so 
lange  gethan  haben,  in  jeder  mit  Messungen  verbundenen  Handlung  des  täglichen 
Geschäfts  oder  der  wissenschaftlichen  Arbeit  zu  unnöthiger  schwerer  Arbeit  ver- 
dammt hat,  von  der  alle  übrigen  europäischen  Nationen  sich  frei  gemacht  haben. 
Herr  Professor  W.  H.  Miller  in  Cambridge  hatte  die  Güte,  uns  mitzutheilen, 
dass  ein  sehr  sorgfiUtiger  Vergleich  der  Normalmaasse,  den  Kupffer  aus  Peters- 
burg angestellt,  für  das  Gewicht  eines  Cbdm.  Wassers  bei  der  Temperatur  seiner 
groaaten  Dichtigkeit  1000,013  Gramm  ergeben  hat. 
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0,014223  zu  dividiren.  Die  französischen  Ingenienre  drücken  ikn 
Resoltate  allgemein  in  Kilogramm  per  Qnadratmillimeter  aus  md 
bringen  dieselben  so  auf  passendere  Zahlen;  letztere  sind  ^f\$vm 
der  unbequemen  (grossen)  Zahlen,  welche  die  Moduln  in  Gramm  per 
Quadratcentimeter  geben. 

691.  Dieselben  Betrachtungen  hinsichtlich  der  Einheiten,  re<b- 
cirenden  Factoren  und  Benennungen  lassen  sich  auf  den  WidentaiJ 
eines  elastischen  festen  oder  flüssigen  Körpers  gegen  Compresooi 
und  auf  die  Starrheit  (§  680)  eines  isotropen  Körpers,  oder  all- 
gemein auf  jeden  der  21  Coefficienten,  welche  [§  673  (14)]  die  Re 
actionen  durch  die  Deformationen  ausdrücken,  sowie  auf  den  red- 
proken  Werth  jedes  dieser  21  Coefficienten,  wodurch  [§  673  (16)] 
die  Deformation  durch  die  Reaction  ausgedrückt  wird,  endlich  aock 
auf  den  Toung'schen  Modulus  anwenden. 

4 

692.  Die  bei  einer  einftehen  longitudinalen  Deforma- 
tion stattfindende  Reaction.  —  In  §§  681,  682  untersndh 
ten  wir  die  Wirkung  einer  einfachen  longitudinalen  Kraft,  ^ 
eine  Ausdehnung  in  ihrer  eigenen  Richtung  und  eine  ZusammeB- 
ziehung  in  den  Linien  erzeugt,  die  zu  ihrer  Richtung  senkiedit 
sind.  Wenn  wir  statt  der  Deformationen  Reactionen  und  statt  der 
Reactionen  Deformationen  setzen,  so  können  wir  dasselbe  Yerfahrei 
zur  Bestimmung  der  longitudinalen  und  der  seitlichen  Zugkraft« 
anwenden,  die  erfordert  werden,  um  in  einem  Stabe  oder  einea 
festen  Körper  von  beliebiger  Form  eine  einfache  longitudinale  De- 
formation (d.  i.  eine  in  einer  Richtung  erfolgende  Ausdehnung,  ^ 
von  keiner  Aenderung  der  Dimensionen  in  den  zu  dieser  Richtung 
senkrechten  Linien  begleitet  ist)  zu  erzeugen. 

So  ist  eine  einfache  longitudinale  Deformation  e  einer  yon  kör 
ner  Formänderung  begleiteten  cubischen  Ausdehnung  e  (oder  einer 
in  allen  Richtungen  gleichen  linearen  Ausdehnung  Vs^)  ^^^  '^^ 
Schiebungen  äquivalent,  von  denen  jede  aus  der  Ausdehnung  ^  i^ 
in  der  gegebenen  Richtung  und  der  Znsammenziehung  Vs  ^  ^  ^^ 
der  beiden  Richtungen  besteht,  die  zur  ersteren  Richtung  und  ff 
einander  senkrecht  sind.  Um  die  cubische  Ausdehnung  e  allein  sa 
erzeugen,  ist  (§  680)  ein  in  allen  Richtungen  gleicher  Zug  ke  ii 
der  Richtung  der  Normalen  erforderlich,  und  zur  Hervorbringmig 
jeder  der  beiden  Schiebungen  bedarf  es,  da  das  Maass  (§  175)  eber 
jeden  ^/$e  ist,  eines  verschiebenden  Zwanges  von  der  Grösse  n.*  $^ 
welcher  aus  tangentialen  Zugkräften  besteht,  von  denen  jede  n.'^i' 
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beträgt,  und  Ton  denen  die  eine  positiv  (naoli  aussen  hin  ziehend) 
ist  und  in  der  Linie  der  gegebenen  £longation  wirkt,  während  die 
andere  negativ  (nach  innen  zn  drückend)  ist  nnd  senkrecht  zur  er- 
ateren  wirkt.    Wir  erhalten  also  im  Ganzen:  — 

Der  normale  Zog  ist  =  (&  -^  Ys  n)e  in  der  Bichtong  der  gegebenen 

Dehnung,  und 
der  normale  Zug  ut  =:  (&  —  Vs  ^)  ^  ^  jeder  zur  gegebenen  Dehnung 

senkrechten  Richtung. 


w 


693.  Beactionscomponenten,  ausgedrückt  durch  die 
Deformation.  —  Setzen  wir  jetzt  voraus,  es  sei  einem  Körper  irgend 
eine  nach  §  669  aasgedrückte  mögliche  unendlich  kleine  Deforma- 
tion (e,  /,  g,  a,  6,  c)  gegeben,  so  wird  die  Reaction  (P,  Q,  JS,  S,  T,  Ü), 
deren  es  bedarf,  um  den  Körper  in  diesem  deformirten  Zustande 
sa  erbalten,  durch  die  folgenden  Formeln  ausgedrückt,  die  man 
erhält,  indem  man  successive  §  692  (4)  auf  die  Componenten  €,  /,  g 
imd  §  680  auf  a,  5,  c  einzeln  anwendet:  — 

S  =  na,    T  =  nb,    ü  =  nc, 

P=%e  +  ^(/+g\ 

B=%g  +  ^(e  +/), 


(5) 


wo 


n  =  Vs  («  —  S3). 


694.  Deformationscomponenten,  ausgedrückt  durch  die 
Reaction.  —  Auf  ähnliche  Weise  erhalten  wir  durch  §  680  und 
§  682  (3) 

a  =  ^  8,  b=^  T,  C  —  -Ü, 
n  n  n 

Me  =  {P-6{Q  +  12)}, 

Mf={Q^O{fl  +P)}, 

(6)  {      Mg=[B^6{P+  e)}. 

9nA; 


wo  M  = 


3k  +  n 


,  m  —  n 

und  — T z=z  0  = 

2m 


=  1/«»  —  —  1  Ißt. 

2  (3*  +  n)         ''  n 


(V) 
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als  die  Formeln,  welche  die  Deformation  (e,  /,  g^  o,  ä,  e)  durch  die 
Reaction  (P,  Q,  B,  S,  T,  ^  ausdrücken.  Dieselben  sind  natflrhdi 
bloss  die  algebraischen  Umkehrongen  der  Formeln  (5)  nnd  hittei 
(§  673)  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (5)  für  e,  /,  jf,  a^b^Cfk 
Unbekannte  gefunden  werden  können.  M  ist  hier  eingefuhrti  na 
Toung's  Modulus  (§  683)  zu  bezeichnen,  und  m  wird  unten  ii 
§  698  (5)  definirt  werden. 

695.  Gleichung  der  Energie  für  einen  iaotroi>en  Kßr 
per.  —  Um  die  Gleichung  der  Energie  für  eine  isotrope  Substaos 
aufzustellen,  können  wir  die  allgemeine  Formel  [§  673  (20)] 

w  =  1/2  (Pe  +  Qf  +  Rg  +  8a  +  Tb  +  üc) 

nehmen  und  aus  derselben  mittels  §  693  (5)  P,  ^,  u.  s.  w.,  oder 
auch  mittels  §  694  (6)  e,f,  u.  s.  w.  eliminiren.  Wir  finden  «rf 
diese  Weise 


696.  Fnndamentalprobleme  der  mathematiBChen  Theo- 
rie. —  Die  mathematische  Theorie  des  Gleichgewichts  eines  elssti* 
sehen  festen  Körpers  bietet  die  folgenden  allgemeinen  Problem 
dar:  — 

Auf  die  Substanz  eines  festen  Körpers,  der  im  unge- 
störten Zustande  eine  beliebig  gegebene  Form  hat,  wir 
ken  Kräfte  ein,  die  auf  eine  beliebig  gegebene  Weise  is 
ihm  vertheilt  sind,  und  auf  seiner  Oberfläche  werdes 
willkürlich  Verschiebungen  erzeugt  oder  Kräfte  ange 
bracht.  Man  soll  die  Verschiebung  jedes  Punktes  der 
Substanz  bestimmen. 

Dies  Problem  ist  vollständig  für  eine  Schale  von  homogeBtf 
isotroper  Substanz  gelöst  worden,  die  im  ungestörten  Zustand« 
von  concentrischen  Kugelflächen  begrenzt  wird  (§  735),  aber  iweh 
nicht  für  einen  Körper  von  einer  anderen  Form.  Die  BeschriB- 
kungen,  unter  denen  Lösungen  für  andere  Fälle  (dünne  Platten  oad 
Stäbe)  erlangt  sind,  die,  wie  wir  gesehen  haben ,  zu  praktisch  wich- 
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tigen  Besnltaten  führen,  sind  oben  (§§  688,  632)  angegeben  wor- 
den. Per  Beweis  der  oben  anticipirten  Gesetze  (§§  691,  633)  wird 
anch  eine  unserer  Anwendungen  der  allgemeinen  Gleichungen  für 
das  innere  Gleichgewicht  eines  elastischen  festen  Körpers  sein,  su 
deren  Bestimmung  wir  uns  jetzt  wenden. 

697.  Bedingungen  des  inneren  Gleichgewichts.  —  Man 
kann  von  jedem  Theil  im  Innern  eines  elastischen  festen  Körpers 
annehmen,  er  werde  yollkommen  starr  (§  664);  durch  diese  An- 
nahme wird  das  Gleichgewicht  weder  desTheils  selbst,  noch  der  um 
ihn  her  liegenden  Masse  gestört.  Folglich  muss  der  von  der  ihn  ein- 
schliessenden  Masse  ausgetobte  Zug,  den  man  als  ein  auf  seine  Ober- 
fläche yertheiltes  Kraftsystem  anzusehen  hat,  im  Verein  mit  den  auf 
die  Substanz  des  betrachteten  Theils  von  aussen  einwirkenden  Kräf- 
ten den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  der  Kräfte  genügen,  die 
auf  einen  starren  Körper  wirken.  Drückt  man  dies  für  ein  unend- 
lich kleines  rechtwinkliges  Parallelepiped  des  Körpers  aus,  so  erhält 
man  die  aUgemeine  Differentialgleichung  des  inneren  Gleichgewichts 
eines  elastischen  festen  Körpers.  Es  ist  zu  beachten,  dass  hier  drei 
Gleichungen  genügen,  da  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  die 
Kräftepaare  wegen  der  oben  (§  661)  hergeleiteten  Relation  zwi- 
schen den  sechs  Paaren  tangentialer  Zngcomponenten,  die  auf  die 
sechs  Seitenflächen  des  Parallelepipeds  wirken,  von  selbst  erfüllt 
sind. 

» 

Eb  sei  (Xt  yt  s)  irgend  ein  Punkt  im  Innern  des  festen  Körpers 
and  SXf  iyy  ^z  die  den  rechtwinkligen  Coordinatenazen  beziehnligs- 
weise  parallelen  Kanten  eines  unendlich  kleinen  ParaUelepipeds  des  Kör- 
pers, welches  jenen  Funkt  zum  Centrum  hat. 

Wenn  P,  Q,  B,  S,  T,  ü  die  Reaction  in  (x,  y,  z)  bezeichnen  (§  662), 
so  werden  die  Mittelwerthe  der  auf  die  Flächen  des  Parallelepipeds  wir- 
kenden Zugcomponenten  (siehe  die  Tabelle  des  §  669)  folgende  sein :  — 


auf  die  beiden 
Rächen  &y&z    • 
wirken 


-f  (P+  4^.  14  dx)  ify  dz  parallel  OX, 
— \    —  ax  J 


Nehmen  wir  die  symmetrischen  Ausdrücke  für  die  auf  die  beiden  ande- 
ren Flächenpaare  wirkenden  Zugkräfte  und  summiren  für  alle  Flächen 
aSe  den  drei  Axen  einzeln  parallelen  Componenten,  so  erhalten  wir 
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Es  mögen  nun  X,  Y,  Z  die  für  die  Yolnmeneinheit  genommencB 
Componenten  der  auf  die  Substanz  im  Funkte  {z,  y,  £)  einwirkendcD 
Kraft  bezeichnen;  für  den  kleinen  betrachteten  Theil  und  dann  di««e 
Componenten  Xdxdydz,  Tdxdyde,  Z&xdy&z,  Wenn  wir  dim 
Ausdrücke  zu  den  oben  gefundenen  entsprechenden  Componenten  der 
Zugkräfte  addiren,  die  erhaltenen  Summen  gleich  Null  setzen  und  da 
Factor  dx  dy  dz  unterdrücken,  so  ergibt  sich 


2) 


dx       dy    *"  dg  ~* 

dx    *  dy    *   dz    * 
dT  ,  dS   ,  dB    ,    „ 


dies  sind  die   allgemeinen  Gleichungen  der   zum  Bestehen   des  Gleich- 
gewichts erfo^erten  inneren  Beaction. 

Wenn  wir  für  P,  ^  JB,  <Sf,  T,  TJ  die  linearen  Functionen  von  «,  /,  f. 
a,  &,  c  einsetzen,  welche  wir  in  §  673  (14)  für  jene  Grössen  hergeleitet 
haben,  so  erhalten  wir  ^e  Gleichungen  der  inneren  Deformation.  Tnd 
wenn  wir  vermittels  §  670  (6)  e,  /,  g^  a,  b,  c  eliminiren,  so  erhalten  wir 
für  die  Componenten  (a,  ß,  y)  der  Yerschiebung  eines  beliebigen  innerea 
Punktes,  ausgedrückt  durch  die  Coordinaten  (£,  y,  z)  seiner  anfinglicheD 
Lage  im  Körper,  drei  lineare  partielle  Diffefentialgleichuilgen  zweites 
Grades,  welche  die  Gleichungen  des  inneren  Gleichgewichts  in  ihrer  leti- 
t«n  Form  sind.  Wir  bemerken  noch,  dass,  wenn  die  Coefücienten  (e,  ei 
(e,  /),  u.  8.  w.  nicht  als  Constante,  sondern  als  gegebene  Functionen  voi 
Xf  y,  z  angesehen  werden,  die  Betrachtung  nicht  auf  einen  homogeaei 
Körper  beschränkt  bleibt. 

698.  Die  Oleicbuiigeii  des  inneren  GleichgewichtB  in- 
volviren,  dasB  die  auf  jeden  als  starr  angesehenen  Theil  wi^ 
kenden  Kräfte  den  sechs  Gleichungen  des  Gleichgewichts  in 
einem  starren  Körper  genügen.  —  Da  diese  Gleichungen  für  dai 
Gleichgewicht  des  Körpers  erforderlich  und  hinreichend  sind,  m 
muss,  ihre  Gültigkeit  vorausgesetzt,  die  Bedingung  des  §  697  für  jeden 
beliebigen  Körper  und  jeden  nicht  unendlich  grossen  Theil  deasel- 
ben  erfüllt  sein;  dies  lässt  sich  leicht  bewahrheiten. 

Es  bezeichne /*/*/*  eine  Integration  durch  den  Baum  eines  beliebi- 
gen Theils  des  festen  Körpers,  da  ein  Element  der  diesen  Theil  ob- 
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den  Flftche  und  \J' f^    eine   Integration,  die  sich   über  diese 
nze  Fläche  erstreckt.    Es  ist  dann 

^enn  wir  jedes  Glied  der  rechten  Seite  einmal  integriren,  die  Grenzen 
wie  im  Znsatz  A  gehörig  berücksichtigen  und  die  Bichtungscosinus  der 
iurch  da  gehenden  Normalen  mit  {,  m,  n  bezeichnen,  so  folgt 

!      fffXdxdyde  =  -  \J f(PdydZ'^Udedx^Tdxdy)\ 

=  -[fß^^  +  ^«  +  Tn)do], 
mithin  [§  662  (1)] 

Weiter  erhalten  wir 

fffiyZ  —  zT)  dx  dy  dz 

Wenn  wir  jetzt  partiell  integriren  und  weiter  wie  im  Znsatz  A)  verfah- 
ren, so  ergibt  sich 

fffy  ff «»« *»<*'=  [ffy^'^^']-///'^^''^v^' 

und 

Daraus  folgt 

///(»ff  -  '  1^^"^^^'  =  [//(»'S"-'»«)«**]- 

Wenn  man  dies  im  vorhergehenden  Ausdruck  benutzt,  jedes  der  übrigen 
Glieder  wie  oben  einmal  einfach  integrirt  und  auf  §  662  (1)  Bücksicht 
nimmt,  so  erhält  man 

(4)  fffiyZ^zY)  dxdydz  +[ff{yH^zG)da'\  =  0. 

Damit  sind  die  sechs  Gleichgewichtsgleichungen  hergeleitet.  Es  sind  dies 
(3),  (4)  und  die  symmetrischen'  Gleichungen  in  y  und  A 

Vereinfachung  der  Gleichungen  für  einen  isotropen  fe- 
sten Körper.  —  Für  einen  isotropen  festen  Körper  werden  die  Glei- 
chungen (2)  natürlich  viel  einfacher.  Wenn  man  unter  Anwendung  von 
§  693  (5)  «,  /,  g,  a,  6,  c  vermittels  §  670  (6)  eliminirt,  die  erhaltenen 
Glieder  passend  gmppirt  und 

<5)  m  =  k-\-  %!. 

setzt,  so  ergibt  sich 
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"*  de  \dx^  dy^  de)^*  \dx*  ^  dy*  ^  dt* 


oder,  wia  wir  kurz  sobreiben  kOimeii, 


(T) 


wenn  wir 

(8) 
und 


w  ^  +  n  V*«  +  X  =  0 


d« 


d^ 


dipa 


setzen,  so  das«  <f  die  Grösse  der  von  der  Substanz  erlittenen  Anadeluunf 
nnd  V'  das  schon  oben  [Zusatz  A  und  B,  §§  491,  492,  499,  n.  s.  w.]  be- 
nutzte Symbol  ist. 

699.    St.  Venant's  Anwendung  auf  Torsionsprobleme.— 

£ine  der  schönsten  Anwendungen,  die  bis  jetzt  von  den  aUgeme- 
nen  Gleichungen  des  inneren  Gleichgewichts  eines  elastisch-festcB 
Körpers  gemacht  worden  sind,  ist  die  von  St.  Venant  güber  die 
Torsion  der  Prismen*'  *).  Auf  das  eine  Ende  eines  langen  gerades 
prismatischen  Stabes,  Drahtes  oder  eines  vollen  oder  hohlen  Cylia- 
ders  von  beliebiger  Form  wirkt  in  einer  zur  Länge  senkrechifls 
Ebene  ein  gegebenes  Eräftepaar  ein,  während  das  andere  Ende  fest- 
gehalten wird:  man  soll  die  Grösse  der  erzeugten  Dnllung  (§  120} 
und  die  Vertheilung  der  Deformation  und  elastischen  Reaction  durek 
das  Prisma  bestimmen.  Die  Bedingungen,  die  hier  erfaUt  werdea 
müssen,  bestehen  darin,  dass  die  resultirende  Wirkung  zwisches 
den  zu  beiden  Seiten  eines  jeden  Normalschnitts  liegenden  Sabstans- 
theilen  ein  dem  gegebenen  Eräftepaar  gleiches  Kräftepaar  in  der 
Normalebene  ist.  Die  zur  Lösung  des  Problems  erforderliehe  A^ 
beit  wird  bedeutend  vereinfacht,  wenn  wir  erst  die  folgenden  ein- 
leitenden Sätze  beweisen:  — 


*)  M6moires   des  Sarants  Etrangers.  1855.     „De  la  Torsion   des  Pm- 
mes,  arac  det  Consid^rations  sur  lear  Flexion*',  etc. 


Statik  fester  und  flüssiger  Körper.  223 

700.  HülflBsätBe.  —  Auf  die  Umgrenzung  eines  (äolotro- 
pen  oder  isotropen)  Körpers  wirken  von  aussen  her  Kräfte  in 
einer  solchen  Weise  ein,  dass  in  seinem  Innern  kein  Zag  in 
EÜchtang  der  Normalen  auf  eine  der  Ebenen  stattfindet,  welche 
einer  gegebenen  Ebene  XOY  parallel  oder  zu  derselben  senkrecht 
sind;  dies  involvirt  natürlich,  dass  keine  verschiebende  Beaction  auf- 
tritt, deren  Axen  in  dieser  Ebene  oder  ihr  parallel  sind,  und  dass 
die  ganze  Reaction  in  jedem  Punkte  des  Körpers  eine  einfache  yer- 
schiebende  Reaction  ist,  welche  aus  tangentialen  Kräften  in  einer  ge- 
wissen Richtung  in  der  XOY  parallelen  Ebene  und  in  der  zu  dieser 
Sichtung  senkrechten  Ebene  besteht.  Dann  gelten  folgende  Sätze : — 

(L)  Die  innere  verschiebende  Reaction  muss  in  allen  Theilen 
des  festen  Körpers,  welche  in  irgend  einer  zur  Ebene  XOY  senk- 
rechten Linie  liegen,  gleich  und  gleichgerichtet  sein. 

(n.)  Wenn,  wie  vorausgesetzt  wird,  der  Zug  in  jedem  Punkte 
jeder  zur  Ebene  XOY  senkrechten  Fläche  eine  Kraftvertheilung  in 
Linien  ist,  die  zu  dieser  Ebene  senkrecht  sind,  so  muss  der  Gesammt- 
betrag  derselben  fär  jede  zu  XOY  senkrechte  prismatische  oder 
eylindrische  Oberfläche,  die  von  Z 0  F  parallelen  Ebenen  geschlos- 
sen wird.  Null  sein. 

(m.)  Wenn  man  die  innerhalb  der  prismatischen  Fläche  und 
der  in  (ü.)  angegebenen  Ghrenzebenen  enthaltene  Masse  für  einen 

Fig.  46.  Augenblick  (§  564)  als 

starr  ansieht,  so  wird 
das  System  der  in 
(IL)  erwähnten  Zug- 
kräfte ein  Kräftepaar 
ausmachen,  dessen  Mo- 
ment, dividirt  durch 
den  Abstand  jener 
Grenzebenen  von  einan- 
der, gleich  der  Resul- 
— ^  tante  der  auf  die  Fläche 
einer  jeden  dieser  Ebe- 
nen wirkenden  Zugkräfte,  und  dessen  Ebene  den  Linien  dieser  re- 
Bultirenden  Kräfte  parallel  ist.  Mit  anderen  Worten:  das  in  Be- 
ziehung auf  irgend  eine  Linie  (OY  oder  OX)  in  der  Ebene  XOY 
genommene  Moment  des  über  die  in  (n.)  beschriebene  prismatische 
Fläche  vertheilten  Kraftsystems  ist  gleich  der  Summe  der  zu  der- 
selben Linie  senkrechten  Componenten   (T  oder  8)  des  Zuges  in 


^Tai 


Im-*- 


J 
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jeder  der  beiden  Grenzebenen,  moltiplicirt  mit  dem  Abstände 
Beben  diesen  Ebenen. 

Um  (I.)  zn  beweisen,  sehen  wir  för  einen  Augenblick  (§  564] 
ein  unendlich  kleines  Prisma  AB  (ron  der  Schnittfläche  a\  das 
Fig.  47.  XOT  senkrecht  ist,  und  dessen  ebene 

^  _       flächen  Ä, B  der  Ebene  XOY  paraUel  flonj 

als  starr  an.     Da  auf  seine  Seiten  (oder 
cylindrische    Grenzfläche)   keine    zu   BÖm 
Jjänge  senkrechten  Kräfte  wirken,  so  erfa 
dert  (§  551,  I.)  sein  Gleichgewicht,  soweit 
sich  um  eine  Bewegung  in  der  Richtung  h 
gend    einer    zu    seiner  Länge    senkrecht« 
Linie   OX  handelt,  dass  die  Componeni 
der  auf  seine  Enden   wirkenden   Zugkräfte 
B  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  seien. 

Folglich  müssen,  um  uns  der  BezeichniiDg 
des  §  662  zu  bedienen,  die  Gomponenten  T  der  verschiebenden  Beac* 
tion  in  A  und  B  und  aus  demselben  Grunde  die  Reacidonscompo- 
nenten  fil  gleich  sein. 

Um  (n.)  und  (III.)  zu  beweisen,  haben  wir  nur  zu  bemerken, 
dass  das  Gleichgewicht  des  in  (m.)  beschriebenen  starren  Prismas 
nach  §  551,  I.  und  IT.  das  Bestehen  dieser  Sätze  fordert. 

Analytisch  gelangen  wir  za  diesen  Sätzen  aaf  folgende  Weise:  —  D» 
nach  der  Voraussetzung  X  =  0,  r=0,  ^=0,  P=0,  ö  =  0,  Ä  =  a, 
Ü=o  ist,  so  liefern  die  allgemeinen  Gleichungen  (2)  des  §  697 

und 

/«x  dT    ,   d8 

(2)  di+di  =  '' 

* 

Nun  zeigt  (1),  dass  8  und  T  Functionen  yon  x  und  y  allein   (von  s  tat 
abhängig)  sind,  and  damit  ist  der  Satz  (I.)  bewiesen. 

Bezeichnet  weiter    /* /*eine  Integration  durch  irgend  eine  in  XOT 

liegende  geschlossene  Fläche,  so  erhalten  wir 

//(!!+ ff) ''«''y=[/(^'*''+«H*)- 

Wenn  im  zweiten  Gliede  dieser  Formel  die  Grenzen  der  ausgefohrten  vad 


*)  Die  Klammern  [  ]  bezeichnen  hier,  dass  das  eingeschlossene  Integral  fwr 
die  ganze  Curve  genommen  werden  soll,  welche  die  in  Rede  stehende  Fliehe  an- 
grenzt. 
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der  angedeuteten  Integration  richtig  bestimmt  werden,  so  ergibt  sich, 
dass  dasselbe  gleich 

f(T  sin  g>  -^  S  cos  g>)  da 

ist,  wo  /*  eine  Integration,  die  sich  über  die  ganze  Orenzcurye,  ds  ein 

Element  der  Länge  dieser  Cnrve  und  ^  die  Neigung  von  ds  gegen  X  0 
bezeichnen.  Nach  §  662  (1)  ist  aber,  wenn  l=i8in  g>^  m=icos  ^,  n  =  0 
angenommen  wird, 

(3)  E  =  T  sin  q>  4-  8  cos  % 

wojET  den  wie  gewöhnlich  für  die  Flächeneinheit  gerechneten  (OZ  paral- 
lelen) Zug  bezeichnet,  den  die  umgrenzende  prismatische  Oberfläche  er- 
fiUirt.    Folglich  ist 

also  nach  (2) 

(5)  Jh  ds  =  0, 

und  dies  ist  der  analytische  Ausdruck  des  Satzes  (ü). 

dS  d  T 

Wird  jetzt  partiell  integrirt  und  (nach  2)  -r—  statt  —  ^ —    geschrie- 
ben, so  erhält  man 

ffT  dx  da,  =[/ rx  ds,]»  _  //  X  g  d«  dy 

=  [/ r«  dy]*4-//a:^dxdy=[/r«  dä,]*4-[/S«  dx]* 

=  f  X  (T  sin  gi  •\-  8  cos  g>)  ds  =   f  xHds, 
und  dies  beweist  den  Satz  (IQ). 

701.  Torsion  eines  Cylinders  mit  kreisförmiger  Basis.  — 

Für  einen  yollen  oder  hohlen  Cylinder  von  kreisfonniger  Basis  ist 
die  (unseres  Wissens  zuerst  von  Conlomb  gegebene)  Lösung  des 
m  §  699  aufgestellten  Problems  offenbar  die,  dass  jeder  kreisför- 
mige Normalschnitt  in  seinen  Dimensionen ,  seiner  Gestalt  und  sei- 
ner inneren  Anordnung  unverändert  bleibt  (so  dass  jede  gerade 
Linie  seiner  Massenpunkte  eine  Gerade  yon  derselben  Länge  bleibt), 
aber  nm  die  Axe  des  Cylinders  durch  einen  solchen  Winkel  sich 
dreht,  dass  eine  gleichförmige  Drillung  (§  120)  erzeugt  wird, 
welche  gleich  ist  dem  einwirkenden  Eräftepaar,  dividirt  durch  das 
Prodnct  des  Trägheitsmoments  der  kreisförmigen  Fläche  (sei  die- 
selbe nun  ringförmig  oder  eine  bis  zum  Centrum  hin  vollständige 
Kreisfläche)  in  die  Starrheit  der  Substanz. 

Thomson  u.  Tait,  ttieoretUche  Physik.    II.  ]p5 
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Denn  wenn  wir  vorauMetzen,  die  angegebene  Deformatioii  weide 
durch  Einführung  des  erforderlichen  Zwanges  wirklich  erzeugt,  so  haba 
wir  in  jedem  Theile  der  Substanz  eine  einfache  Schiebung  jiaralld  dea 
Normalschnitt  und  senkrecht  zu  dem  durch  denselben  gehenden  Badha. 
um  der  elastischen  Beaction  dieser  Schiebung  das  Oleichgewicht  zu  hin- 
ten, ist  (§§  679,  682)  ein  einfach  schiebender  Zwang  erforderlich,  wdclMr 
aus  Kräften  im  Normalschnitt,  die  der  Schiebung  gleichgerichtet  sindt 
und  aus  Kräften  in  den  durch  die  Axe  gehenden  Ebenen  besteht,  weld» 
der  Axe  parallel  gerichtet  sind.  Die  0-rösse  der  Schiebung  ist  für  d» 
Theile  der  Substanz,  welche  den  Abstand  r  von  der  Axe  haben,  offenlnr 
gleich  TTt  wenn  t  die  Grösse  der  Drillung  ist.  Folglich  ist  die  Gröae 
der  Tangentialkraft  in  jeder  der  beiden  Ebenenschaaren  für  die  Einhol 
der  Fläche  nxr,  wenn  n  die  Starrheit  der  Substanz  ist.  Es  wirkt  ^ 
her  keine  Kraft  zwischen  üen  Substanztheilen  zu  beiden  Seiton  aam 
Elements  eines  jeden  Cylinders  von  kreisförmiger  Basis,  der  mit  doi 
Grenzcy linder  oder  den  Grenzcylindem  die  Axe  gemeinschaftlich  hii; 
und  somit  braucht  auf  die  cylindrische  Grenzfläche  keine  Kraft  einza- 
wirken,  um  den  vorausgesetzten  Deformationszustand  zu  erhalten.  Dit 
Wechselwirkung  zwischen  den  Substanztheilen  zu  beiden  Seiten  eisfi 
jeden  ebenen  Normalschnitts  besteht  aus  der  Elraft  in  dieser  Eboi»; 
diese  Kraft  ist  senkrecht  zu  dem  durch  jeden  Punkt  gehenden  Badnl 
und  beträgt  mr  für  die  Einheit  der  Fläche.  Das  Moment  dieser  Kraft* 
vertheüung  in  Beziehung   auf  die  Axe  des  Cylinders  ist  (wenn  da  ei 

Element  der  Fläche  bezeichnet)  rnffdar^^   oder  das  Product  von  «r 

in  das  Trägheitsmoment  der  Fläche  in  Beziehung  auf  die  durch  das'Gct- 
trum  gehende  zur  Ebene  senkrechte  Linie;  es  ist  folglich  gleich  dem  ]b> 
ment  des  in  jeder  Endfläche  wirkenden  KräftepaaiB« 

7U2.  Die  auf  den  Beitenflächen  eines  beliebigen  Prisoft 
für  eine  einfache  Drillung  erforderliche  ZugkrflSft.  —  Aif 
ähnliche  Weise  erkennen  wir,  dass,  wenn  ein  Cylindei*  oder  Prisai 
von  irgend  einer  Form  gezwungen  wird,  genaa  den  oben  (§  701) 
angegebenen  Beformätionszustand  anzunehmen,  wo  statt  der  Aj» 
des  Cylinders  die  Verbindungslinie  der  Trägheitsmittelpunkte  d^ 
Normalschnitte  zu  setzen  ist,  die  Wechselwirkung  zwischen  den  n 
beiden  Seiten  jedes  Normalschnitts  liegenden  Massentheilen  eifi 
Kräftepaar  sein  wird,  dessen  Moment  sich  durch  dieselbe  Form^ 
ausdrücken  läset;  dasselbe  ist  nämlich  das  Product  aus  der  Stur- 
heit, der  Grösse  der  Brillung  und  dem  in  Beziehung  auf  den  Tii^ 
heitsmittelpunkt  genommenen  Trägheitsmoment  dea  Schnittes. 

Dies  zn  heweisen,  hahen  wir  den  obigen  Entwickli^ngen  nur  noA 
hinzuzufügen,  dasß,  wenn  die  im  Normalschnitt  wirkenden  Kr&fto  nadi 
zwei  beliebigen  zu  einander  senkrechten  Bichtnngen   O  X,  OT  lerlQgt 

werden,  die  Snmmen  der  Componenten,  die  beziehungsweise  ^^fj*^ 
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und  ^'^f  fyd^  sind,   in  Folge  der  Eigenschaft   (§  230)   des    Trägheits- 
mittelpanktes  einzeln  verschwiQden. 

703.  Wenn  das  Prisma  niclit  ein  voller  oder  hohler  symme- 
trischer Cylinder  Ton  kreisförmiger  Basis  ist,  sondern  irgend  eine 
andere  Form  hat,  so  erfordert  der  vorausgesetzte  Deformationszu- 
stand  ausser  den  an  den  Enden  wirkenden  entgegengesetzten  Kräfte-»' 
paaren  noch  eine  über  die  prismatische  Umgrenzung  vertheilte,  der 
Länge  des  Prisma  parallele  Kraft,  welche  dem  längs  der  Tangente 
gemessenen  Abstände  jedes  Punktes  der  Oberfläche  von  dem  Punkte 
proportional  ist,  in  welchem  diese  Tangente  von  einer  vom  Träg- 
heitsmittelpunkte des  Normalschnitts  aus  auf  sie  gezogenen  Senk- 
rechten geschnitten  wird.  Dies  zu  beweisen  nehmen  wir  an,  die 
Fig.  48  stelle  einen  Normalschnitt  des  Prisma  dar.  Die  Strecke 
PK^  welche  die  Schiebung  in  irgend  einem  der  prismatischen  Grenze 
nahe  liegenden  Punkte  P  darstellen  möge,  werde  in  die  beziehungs- 
weise in  den  Richtungen  der  Normalen  und  der  Tangente  genom- 
menen Componenten  P  N  und  P  T  zerlegt.    Da  die  ganze  Schiebung 

Fig.  48.  PK  gleich  xr  ist,  so 

ist  ihre  Gomponente 
PN  gleich  zr  sinm 
oder  t ,  P  K  Die 
entsprechende  Gom- 
ponente der  erforder- 
ten elastischen  Reac- 
tion  ist  nt.PE  und 
besteht  (§  661)  aus 
gleichen  Kräften  in 
der  Ebene  der  Zeich- 
nung und  der  durch 
TP  gehenden  zur 
Ebene  der  Zeichnung  senkrechten  Ebene,  von  denen  jede  für  die 
Einheit  der  Fläche  nt.PE  beträgt. 

Ein  System  von  Kräften,  welche  den  in  der  eben  angegebenen 
Weise  über*  die  prismatische  Umgrenzung  vertheilten  gleich  und 
entgegengesetzt  sind,  würde  natürlich  für  sich  allein  in  dem  sonst 
freien  Prisma  einen  Deformationszustand  erzeugen,  welcher,  ver- 
bunden mit  dem  oben  vorausgesetzten,  den  Deformationszustand 
aasmachen  würde,  welcher  wirklich  entsteht,  wenn  man  bloss  die 
einander  das  Gleichgewicht  haltenden  Kräftepaare  an  den  Enden 
anbringt.  Das  Ergebniss  ist,  wie  man  leicht  sieht  (und  wie  unten 
bewiesen  werden  wird),  eine  vermehrte  Drillung  und  zugleich  eine 

15* 
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Krümmung  der  von  Natnr  ebenen  Normalschnitte,  die  ndi  durch 
anendlich  kleine  sn  ihren  Ebenen  senkrechte  Verschiebimgen  in 
gewisse  Flächen  von  anticlastischer  Krümmung  umbiegen,  bei  denen 
die  durch  jeden  Punkt  gehenden  Hauptschnitte  (§  130)  gleiche  und 
entgegengesetzte  £[rümmungen  haben.  Diese  Theorie  verdanken 
wir  St.  Yen  an  t,  der  nicht  nur  die  Falschheit  der  von  mehreren 
früheren  Schriftstellern  gemachten  Voraussetzung,  daaa  das  Cou- 
lomb'sehe  Gesetz  auch  für  andere  Prismenformen  als  für  volle  oder 
hohle  Gylinder  von  kreisförmiger  Basis  gelte,  nachwies,  sondern 
auch  die  Natur  der  erforderten  Correction  vollständig  entdeckte, 
die  Bestimmung  derselben  auf  ein  Problem  der  reinen  Mathematik 
zurückführte,  die  Lösung  für  eine  grosse  Menge  wichtiger  und 
merkwürdiger  Fälle  ausarbeitete,  die  Eesultate  in  einer  dem  Phy- 
siker genügenden  und  interessanten  Weise  mit  der  Beobachtong 
verglich  und  Schlüsse  von  grossem  praktischen  Werthe  fär  den  In- 
genieur zog. 

704.  Analoges  Problem  der  Hydrokinetik.  —  Die  Iden- 
tität der  mathematischen  Bedingungen  in  dem  auf  die  Torsion  be- 
züglichen Probleme  von  St.  Yenant  und  einem  einige  Jahre  früher 
zuerst  von  Stokes*)  gelösten  hydrokinetischen  Problem  veranlasst 
uns,  den  folgenden  Satz  mitzutheilen,  der  sich  sehr  nützlich  erwei- 
sen wird  bei  der  Berechnung  des  Betrages,  um  welchen  der  Wider- 
stand gegen  eine  Torsion  kleiner  ist,  als  die  aus  der  falschen  Äi» 
dehnung  des  Coulomb'schen  Gesetzes  berechnete  Grösse. 

705.  Man  denke  sich,  eine  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  ii 
fülle  vollständig  ein  geschlossenes  unendlich  dünnes  priamatigches 
Gefass,  dessen  innerer  Baum  dieselbe  Form  wie  das  gegebene  ek- 
stische  Prisma,  und  welches  die  Einheit  zur  Länge  hat  Auf  das 
Gefass  wirke  in  einer  zur  Länge  desselben  senkrechten  Ebene  ein 
Kräftepaar  ein.  Das  wirksame  Trägheitsmoment  der  Flüssigkeit**) 
ist  dann  gleich  dem  Betrage,  um  welchen  der  aus  der  falschen  Aus-- 
dehnung  des  Coulomb'schen  Gesetzes  berechnete  Widerstand  des 
elastischen  Prisma  gegen  eine  Torsion  verringert  werden  mnss,  um 
die  richtige  Grösse  dieses  Widerstandes  zu  liefern. 


*)  „On  some  cases  of  Fluid  Motion."  —  Camb.  Phil.  Tran».  1843. 

**)  DdK  ist  (Ihs  TrägheitHinoment  eines    starren  festen  Körpers,   welcher,   wie 

im  zweiten  Bande  bewiesen  werden  wird,   in   dem   Qefasse    nach   Entfemnn^  der 

KlÜAsigkeit  befestigt  werden  kann  und  so  beschaffen    ist,   dass  dasselbe  dann  Sm 

nänilichen  ßeweauno^en  vollführt,  wie  wenn  es  die  Flüssigkeit  enthält. 
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Weiter  ist  die  wirkliche  Schiebang  des  festen  Körpers  in 
jeder  zwischen  zwei  Normalschnitten  liegenden  unendlich  dünnen 
Platte  desselben,  wenn  man  diese  Schiebung  als  ein  den  Schnitt- 
ebenen paralleles  unendlich  kleines  Gleiten  (§  172)  ansieht,  in  jedem 
Punkte  der  Greschwindigkeit,  welche  die  Flüssigkeit  in  Beziehung 
auf  das  sie  einschliessende  Gefass  hat,  gleich  und  gleich  gerichtet 

71)6.  Lösung  des  Torsionsproblems.  —  Um  diese  Sätze 
zu  beweisen  und  die  mathematischen  Gleichungen  des  Problems 
aufzustellen,  zeigen  wir  erstens,  dass  die  Bedingungen  des  yorlie- 
^nden  Falles  (§  699)  durch  einen  Deformationszustand  erfüllt  wer- 
den, welcher  aus  (1)  einer  einfachen  Drillung  um  die  Yerbindungs- 
linie  der  Trägheitsmittelpunkte  und  (2)  einer  Verzerrung  jedes 
Normalschnitts  durch  unendlich  kleine  zu  seiner  Ebene  senkrechte 
Verschiebungen  besteht;  darauf  ermitteln  wir  die  inneren  und  die 
Oberflachengleichungen  zur  Bestimmung  dieser  Krümmung,  und 
zuuL  Schluss  berechnen  wir  das  wirkliche  Moment^  des  Kräftepaars, 
welchem  die  Wechselwirkung  zwischen  den  zu  beiden  Seiten  eines 
beliebigen  Normalschnitts  liegenden  Massentheilen    äquivalent  ist. 

Dnrch  einen  passend  gewählten  Punkt  0  (der  nicht  gerade  der  Träg- 
fieitemittelptmkt  zu  sein  braucht)  in  einem  beliebigen  Normalschnitt  legen 
wir  die  Axen  0  X,  0  Y  und  nehmen  0  Z  senkrecht  zu  diesen  Linien  an. 
£in  Punkt  (x,  y,  Jg)  des  undeformirten  festen  Körpers  möge  durch  die 
oben  beschriebene  zusammengesetzte  Deformation  in  eine  Lage  gelangen, 
welche  die  Coordinaten  rc-f-a,  y  +  ft  -e^  +  y  hat.  Dann  ist  y  eine  von  z 
unabhängige  Function  von  x  und  y,  und  wenn  wir  die  Drillung  (1)  nach 
der  in  §  120  gegebenen  einfachen  Berechnungsart  mit  t  bezeichnen,  so 
erhalten  wir 

X  -}-  a  =:  X  C08  {t  z)  —  y  sin  {tz) 

y  +  ^  =  05  sin  {tz)  4-  y  cos  {zz), 

folglich  für  unendlich  kleine  Werthe  von  z 

(8)  «  =  —  tyZfß=:  xxz. 

Nun  ist  nach  §§  670,  693,  wenn  wir  statt  der  lateinischen  deutsche  Buch- 
staben benutzen,  im  üebrigen  aber  die  Bezeichnung  beibehalten, 

{c  =  0,    f  =  0,    g  =  0, 

mithin  [§  693  (5)] 

/P  =  0,    e  =  0,    Ä  =  0 

nnd  nach  der  Bezeidmuug  des  §  698,  (8)  und  (9) 


(7) 
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(11)  if  =  o,    v*«  =  o,    A?A  =  o. 

Wenn  also  auch 

(12)  ^  j_  £12:  =  0 

ist,  80  Bind  die  Gleichungen  des  inneren  Gleichgewichts  [§  698  (6)J 
lieh  erfüllt. 

Für  den  auf  die  Oberfläche  ausgeübten  Zug  erhalten  wie  tm 
Anwendung  der  Bezeichnung  der  §§  662,  700  aus  §  662  (1) 

(13)  JP  =  0,     ö  =  0,    H  ^  T  sin  g)  -\-  S  C08  g>. 

Hieraus  eliminiren  wir  T  und  S  mittels    der  Formeln  (10); 


führen  wir   die  Grössen  -^  zur  Bezeichnung  der  Variation  von  y  in  der 

zur  prismatischen  Oberfläche  senkrechten  Bichtung  und  q  (die  Linie  PE 
der  Fig.  48,  §  708)  zur  Bezeichnung  des  Abstandes  des  Oberflächenpmik- 
tes,  für  welchen  H  ausgedrückt  wird,  von  dem  Schnittpunkt  der  Tangen- 
tialebene und  einer  von  0  auf  dieselbe  gezogenen  Benkrechten  ein.  Auf 
diese  Weise  ergibt  sich 

1^  ~  **  \{ly  ^^'  ^  +  5«  ***•  9»)  —  T  (y  «n  9>  —  Ä  CM^)| , 
oder  JT  =  n  (-jp  —  xqS- 

Um  die  Wechselwirkung  zu  bestimmen,  welche  zwischen  den  zu 
beiden  Seiten  eines  Kormalschnitts  liegenden  Kassentheilen  stattfindet, 
bemerken  wir  zunächst,  dass,  insofern  jeder  der  beiden  Theile  der  be- 
trachteten zusammengesetzten  Deformation  (die  Drillung  und  die  Kröm- 
mung  der  Normalschnitte)  einzeln  den  Bedingungen  des  §  700  genüg;!, 

(15)  fjT  dxdy  =  ffx  Hds,  xmdffSdx  dy  =  fy  HdM 

sein  muss.  Wenn  also  die  für  die  Oberfläche  vorgeschriebene  Bedingung 
H  =  0  erfüllt  ist,  so  erhalten  wir 

(16)  ffTdxdyz=Q,J*J*Sdxdy  =  0, 
und  es  bleibt  nur  ein  Kräftepaar 

N  =ff(Sx  —  Ty)  dxdy 

=  nrfßx^+y^  dx  dy  -  nff  (y  f^  -  X  g)  d^  dy 


(17) 


in  der  Ebene  des  Normalschnitte.     Jene  Bedingung  J7  =  0  liefert 
(14)  für  jeden  Punkt  der  prismatischen  Fläche 

(18)        ^  =  tq,  bder  ^^  ^^^  9>  +  ^  sin  9>  =  t  {y  8in  qt -- x coa  ^). 

Wir  werden  im  zweiten  Bande  sehen,  dass  (12)  und  (18)  DifferentiaL 
gleichungen  sind,   welche  eine  Function  y  von  x  und  y  bestimmen,  die 

so  beschaffen  ist,  dass  ^  und  -r-  die  Geschwindigkeitscomponenten  einv 

vollkommenen  Flüssigkeit  bedeuten,    welche    sich    anfänglich  Ja 
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einem  prismatischen  Uelass,  wie  wir  es.  in  §  705  beschrieben  haben,  in 
Buhe  befand  und  dadurch  in  Bewegung  gesetzt  worden  ist,  dass  man 
dem  Gefass  in  der  als  negativ  gerechneten  Bichtung  eine  Winkelgeschwin- 
digkeit T  um  OZ  ertheilte.  Femer  wird  sich  zeigen,  dass  das  Zeitinte- 
gral (§  297)  des  Kräftepaars,  durch  welches  diese  Bewegung  plötzlich  oder 

allmalig  erzeugt  ist,  d.  i  der  Uebersohuss  von  nr   ff  («24- y*)  dx  dy 

ober  N,  den  "Werth  n  f  f  (^  J^  ""  y  T^)  dx  dy  hat.      Auch  sind 

a  und  fi  in  (9)  die  OX  und  OY  parallelen  Geschwindigkeitscompo- 
nenten  der  Flüssigkeit  in  Beziehung  auf  das  Gef&ss,  da  — xy  und  tx 
die  Geschwindigkeitscoinponenten  eines  Punktes  (o?,  y)  sind,  welcher  in 
der  positiven  Bichtung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  r  um  OZ  rotirt- 
Wir  erhalten  somit  die  zu  erweisenden  Sätze  (§  705). 

707.  8t.  Venant's  Ermittlung  lösbarer  F&lle.  —  St.  Ve- 
nant  findet  auf  zwei  Wegen  Lösungen  dieser  Gleichungen:  — 
(A)  Er  nimmt  eine  beliebige  Lösung  von  (12)  und  bestimmt  eine 
8chaar  von  Curven,  fttr  deren  jede  (18)  erfüllt  ist;  jede  dieser  Cur- 
yen  kann  daher  als  die  Grenze  der  Basis  eines  Prisma  angenom- 
men werden,  auf  welches  jene  Lösung  anwendbar  sein  soll.  (B)  £r 
löst  nach  der  rein  analytischen  Jlethode  Fourier^s  mit  Rücksicht 
auf  die  Oberflächengleichung  (18)  die  Gleichung  (12)  für  den  beson- 
deren Fall  eines  rechtwinkligen  Prisma. 

(A.)  Auf  dem  ersteren  Wege  erhält  St.  Veuant  folgendermaassen 
ein  allgemeines  Integral  der  als  Differentialgleichung  in  den  beiden  Ver- 
änderlichen x^  y  angesehenen  Bedingung,  welcher  die  Umgrenzung  zu 
genügen  hat:  —  Multiplicirt  man  (18)  mit  ds  und  ersetzt  die  Grössen 
sin  g)  ds  und  cos  q>  ds  durch  ihre  Werthd  dy  und  —  dx^  so  erhält 
man 

(19)  |j«ly-fjd«-y,td(««4-y»)  =  o. 

Hier  machen  die  beiden  ersten  Glieder  ein  vollständiges  Differential  einer 
Function  der  unabhängig  Veränderlichen  xvjid.y  aus,  da  y  der  Gleichung 
(12)  genügt.    Wird  diese  Function  mit  u  bezeichnet,  so  folgt 

'  dx       dy         dy  dx' 

und  (19)  verwandelt  sich  in 

du  —  y^xd  («34-  y»)  =  0, 
was  für  jeden  Punkt  in  der  Umgrenzung 
(21)  t*- VaT(a;a4-y>)  =  6' 

erfordert.    Wir  bemerken,  dasc,  weil 

d    dy d    dy 

dx  dy  "^  dy  dx 
ist,  aus  (20) 
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folgt,  oder  dass  auch  u,  wie  y,  der  Gleichung  V>tt  =  0.  genagt.    Eine 
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Beziehung  auf  x,  y  algebraisch  homogene  Function,   welche 
chung  genügt,  ist  [Zusatz  B  (a)]    eine   von  z  unabhängige  hamu 
Kugelfiinction.    Eine  homogene  Lösung  von  einem  ganzzahligen  Oraide 
kann  also  nur  der  Theil  des  Zusatzes  B  (39)  sein,    welcher  z  nicht 
hält.    Bieser  ist 

wo  [Zusatz  B  (26)]  |  =  «  +  y  Y^  und  ly  =  «  —  y  Y^\    ist, 
wenn  wir  die  Constanten  so  ändern,  dass  das  imaginäre  Symbol 
wird, 

(23)^{(aH-j/V^)-  +  (av-yV=i)-}  -1^  JB{(«-|-y  V^Ti)» 
oder  in  Polarcoordinaten 

(24)  2rn(A  cosn^  -}-  B  «n n 9). 

Iiöcning  fClr  einen  Cylinder  mit  elliptisoher  Basis.  —  W 
wir  diese  Lösung  für  den  Fall  n  =  2  an,   und  setzen  (unbeschadet 
Allgemeinheit)  ^  =  0,  so  erhalten  wir 

(25)  14  =  2  ^  (a?a  —  y«), 
woraus  nach  (20)  * 

(26)  y  =  —  AÄxy 

folgt,  und  die  Gleichung  (21)  der  Grenzcurven,  auf  welche  sich  di< 
sung  anwenden  lässt,  ist 


(27) 

wenn  wir  der  Kürze  wegen 


•2 


«2  1"  ft2   —   '  » 


—  ii2 


—  c 


setzen,  was 


4^  =  T 


%r+2il 

g«  —  6» 
aa  +  fca 


=  6* 


liefert,  so  dass  (26)  in 
(28) 


a*  —  b» 

r  =  -  *  ^-qrp- «y 

Übergeht.    Bei  Benutzung  dieses  Besultats  folgt  aus  (17) 

N=zm{/f  («»  +  y«)  dx  dy  -  ^',  ~  ^  //(«*-  »*)«»«  «»»l 

oder  wenn  J,  «T  die  beziehungsweise  für   die  Axen  der  x  und  der  jf 
nommenen  Trägheitsmomente  der  Fläche  des  NormalBchuitts 

■KT  I  X     I      r         «*  —   ^^ 

(29)  j\r  =  nr  {/  +  I  -  jrqp-ftä- 

oder  endlich,  da  wir  für  die  elliptische  Fläche  (27) 


(J-I)]. 
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haben, 


(30)  ^  =  nr(J+D{l^(^^y]=.m-,-^,: 

Za  eincon  andern  sehr  einfachen,  aber  recht  interessanten  Fall,  den 
8t.  Venant  gleichfaUs  untersucht  hat,  gelangt  man,  wenn  man  für  u 
eine  harmonische  Function  dritten  Grades  nimmt.  Um  die  folgenden 
Ansdrücke  homogen  zu  machen  und  auf  eine  passende  Form  zu  bringen, 

empfiehlt  es  sich,  einen  Factor  Vf  —  einzuführen;  es  ergibt  sich 


(81) 


y,i  lafl  -  3y««)  -  %t  (««  +  y«)  =  ü. 

oder  in  Polarooördinaten 

Vi-  f»  €08  3^  —  y,  Tr«  =  C 


a 

als  eine  Gleichung,  welche  für  verschiedene  Werthe  von  C  eine  Bchaar 
von  Grenzcurven  liefert,  für  die 

(32)  y  =  %  J  (y»-  8a:«y)=-  %  J  r»  «ind» 

die  der  Bedingung  (18)  unterworfene  Lösung  von  (12)  ist. 

Ißömmg  fOr  einen  Cylinder  ^  detmen  Baiis  ein  fflelohaelti^s 
Dreieok  ist.  —  Für  den  besonderen  Werth  ' 

liefert  (31)  drei  gerade  Linien,  die  Seiten  eines  gleichseitigen  Dreiecks, 
für  welches  a  die  Senkrechte  von  einer  Ecke  auf  die  gegenüberstehende 
Seite  ist,  und  dessen  Lage  zur  x-  und  y-Axe  die  Figur  50  des  §  708 
zeigt.  Wir  haben  also  die  vollständige  Lösung  des  Torsionsproblems  für 
ein  Prisma,  dessen  Normalschnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist.  Wird 
die  Gleichung  (17)  für  diese  Fl&che  ausgearbeitet  und  für  y  der  WerUi 

(32)  benutzt,  so  erhält  man 

Es  ist  aber  (da  IT  das  wirkliche  iMgheitsmoment  und  A  die  Fläche  des 
Dreiecks  ist) 

eVT      »         sVs"' 

und  somit  ergeben  sich  für  den  Widerstand  gegen  eine  Torsion  die  ver- 
schiedenen Ausdrücke 

(33)  ^•— T=%nX=n-4?'— »»7^  ^=*^ri7^  =^»ir^- 

IsVs  15  5  Vs  45  Ä 

iMÖBxmg  fOr  einen  Oylinder^  deseen  Basis  ein  krummliniges 
Quadrat  ist.  —  Auf  ähnHche  Weise  fand  St.  Venant»  indem  er  für  ü 
eine  harmonische  Function'  vierten '  Grades  nahm  und  die  Gonstanten 
passend  wählte,  die  Gleichung 


(34) 
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ix^  +  ya  —  a  («*  —  Bx^y^  -j-  y*)  =  i  ^  a 

joder    r^  —  ar*  cos  4^  =  1  —  a, 

welche  f&r  verschiedene  Werthe  von  a  eine  Schaar  krummliniger  Qua- 
drate  [siehe  Fig.  51,  §  708  (3)]  liefert,  welche  sftmmtUch  abgenmde» 
Ecken  haben,  mit  Ausnahme  zweier  ähnlichen,  aber  gegen  die  Axen  vc^ 
schieden ' gelegenen  Gurven;  diesen  letzteren,  die  den  Werthen  a  z=  C«& 

und  a  =  —  y^  (VF  —  1)  entsprechen ,  haben  concave  Seiten  nnd  spite  < 
Winkel.     Für  jede    dieser  Curven  ist  das  Torsionsproblem   algebraisch 
gelöst. 

Iiöstmg  fCbr  einen  Oylinder^  dessen  Ba4BiB  ein  Stern  mit  yitt: 
abgerundeten  Seken  ist.  —  Indem  St.  Yenant  weiter  u  als  Summ» 
zweier  harmonischen  Functionen  annahm,  die  beziehungsweise  vom  Tier 
ten  und  achten  Grade  sind,  und  die  Constanten  passend  w&hlte,  fimd  er 

(x^  4-  y«       48     16     «*  —  6a:«y«  +  y* 


r*  49     17  ro* 

„.  I,  12    l6a;8— 28««y«-{-70a;*y*— 28a;»y«+y*      ,      36    16 

~49     17  fo®  49     17 

Tq^       49  '  17        ro*       "*"  49  '  17  '        fo^        "  49 '  17 

als   die  Gleichung  der  unten  in  §  709  Fig.  66   gezeichneten  Corve,  fir 
welche  daher  das  Torsionsproblem  gelöst  ist. 

Beduotipn  des  Problems  von  St.  Venant  auf  das  tcb 
Green.  —  (B.)  Die  Integration  (21)  der  Gleichung  der  Umgrenzoi^ 
welche  St.  Yenant  in  seiner  synthetischen  Entwicklung  (A)  benutst^ 
ist  auch  in  der  analytischen  Untersuchung  von  grossem  Nutzen ,  obwohl 
St.  Yenant  sie  nicht  dazu  verwandt  hat.  Wir  bemerken  erstens,  dm 
die  Bestimmung  von  u  für  eine  gegebene  Prismenform  ein  besondei« 
Fall  des  im  Zusatz  A  (e)  als  möglich  und  bestimmt  erwiesenen  ,Gre ei- 
schen Problems"  ist,  indem  dieses  darin  besteht,  eine  Function  u  von  s 
und  y  zu  finden,  welche  für  jeden  Punkt  der  von  einer  der  Bedingung 

(36)  »  =  V,  T  («*  +  y*) 

genügenden  geschlossenen  Gurve  umgrenzten  Fläche  die  Gleichnng 

erfüllt. 

Wenn  u  bestimmt  worden  ist,  so  vervollständigen  die  Gleichunges 
(20)  und  (17)  in  Yerbindung  mit  (10)  die  Lösung  des  Torsionsprobleiiu. 

Lösung  für   ein   reohteokiges  Prisma.   —  Für  den  Fall  aem 
rechteckigen  Prisma  wird  die  Lösung  bedeutend  vereinfihcht  durch 
Annahme 

'«  =  «  -f  -4  (a?«  —  yä)  +  JB, 

,^d^v   ,    d^v       ^ 


(37) 


dx^  ^  dy^ 
und  für  die  Grenzbedingung 
»  =  (Vgt-^)a!»  +  (yjt  +  ^)y» 

liefert. 
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Wenn  das  Bechteck  nicht  qnadratiseh  igt,  so  mögen  seine  Ungeren  Seiten 
parallel  OX  sein;  femer  seien  a,  h  beziehnngs-weise  die  Lftngen  jeder 
1er  lAngeren  und  jeder  der  kürzeren  Seiten.    Nehmen  wir  jetzt 

!S8)  ^  =  Vi«^    uad    J5  =  Vi  t6« 

ui,  so  Terwandelt  sieh  die  Grenzbedingung  in 

f  r  =  0,    wenn  y  =  i  Va  & 
39)  < 

[t;  =  —  T  (Vi  h^  —  y%  wenn  x  =z  j-  %  a  ist. 

Um  das  Problem  nach  Fonrier's  Methode  zu  lösen 
[▼ergl.  das  schwierigere  Problem  des  §  655),  müssen  wir  Vi^^  —  y^  in 
ilne  harmonische  Beihe  entwickeln.    Die  Entwicklung*)  ist  offenbar 

i*0)      Vi^«— ya=  (I)  ^^{cosfi^-^  €08  8iy  +  ^  co«  5i?  — u.  s.  w.j, 

wo  der  Kürze  wegen 

gesetzt  worden  ist.    Setzt  man  aus  demselben  Grunde 

1«)  «  =  y . 

K>  erhaltep  wir  für  die  Form  der  Lösung 

(42)    f,  =  2  {Ä^^^  e-O-*^^  +  B^^  «+(*.+««,  cos  (2«  +  1)  ,, 

welcher  Ausdruck  (37)  genügt  und  t?  .=  0  für  y  =  -{-  Va  ^  liefert.  i)ie 
noch    übrig   gebliebene    Grenzbedingung   liefert   zur    Bestimmung    von 

Diese  beiden  Gleichxmgen  geben  einen  gemeinsamen  Werth  für  die  beiden 
Unbekannten  A^^^^  -^Sn+ii  ^^^<^  dessen  Einsetzung  (42)  sich  in 

▼erwandelt.    Hieraus  erhalten  wir  mit  Benutzung  von   (37),  (38)  imd  (20) 

*)  llsn  kann  dieselbe  natürlich  aus  dem  allgemeinen  Fonri  er 'sehen  Satze 
herleiten;  leichter  erhält  man  sie  aber  durch  zwei  snccesiiTe  Integrationen  der 
bekannten  Formel 

2 
Va  =  —  (co8  ^  —  Vi  CO«  3  *  4-  Vi  CO«  5  ^  —  u.  s.  w.). 


I 
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und  (17)  liefert  für  den  Widerstand  geg;en  eine  Torsion 

Wenn  wir  in  allen  Hinsichten  wie   oben  verfahren  w&ren  tmil 
J.  =  —  Yji  z  statt  ul  =  Yj  r  in  (37)  angenommen  hätten ,  so  würden 
Ausdrücke  für  y  und,  N  —  t  erhalten  haben,  welche  von  den 
anscheinend  ganz  verschieden  sind,   aber  nothwendig   dieselben  Wi 
liefern.    Man  kann  diese  anderen  Ausdrücke  ohne  Weitere«, 
ben,  wenn  man  in  (45)  und  (46)  «,  y^  a,  b  statt  y,  x^  6,  a  setst  und 
dem  Gliede  von  (45)  das  ^tgegengesetzte  Zeichen  gibt.    Die  neaen 
drücke  convergiren  offenbar  nicht  so  rasch  wie  (45)  und  (46),  wenn, 
wir  vorausgesetzt  haben, >al>d  ist,  und  dies  ist  der  Grund,  weshalb 
den  oben  eingeschlagenen  Weg   dem  andern  Wege  vorgesEogen  hal 
Der  Vergleich  der  Besultate  liefert  bemerkenswerthe  Sätze  der 
Mathematik,   wie  sie  selten  denjenigen   Mathematikern  »ufttoesen, 
sich  auf  die  reine  Analysis   oder  Geometrie  beschränken,    statt  sich 
die  reichen  und  schönen  Gebiete  der  am  Wege  physikaüscher  Fi 
gen  liegenden  mathematischen  Wahrheiten  zu  begeben. 

Eine  Belation,  welche  Stokes*)  und  Lam^**)  unabhängig  vtm 
ander  entdeckten  [wir  haben  dieselbe  schon  in  den  Gleichungein  (20), 
benutzt]  gestattet  uns,  wenn  wir  sie  mit  Lam4*s  Methode  der 
linigen  GocHrdinaten***)  verbinden,   Foufier's  analytische   Meiho* 
auf  eine  grosse  Klasse  krummliniger  BechteciLe   aaszudtk 
nen,  welche  das  geradlinige  Bechteck  als  einen  besonderen  Fall  in 
schliesst«    Das  geschieht  auf  folgende  Weise:  — 

Es  sei  I  eine  Function  von  X,  y,  welche  der  Gleichung 

genügt,  und  da  dies  zeigt,  dass  ^T  ^^  ~*  3~  ^^  ®üi  voIlBtändiges  09 
ferential  ist,  so  sei 

oder,  was  dasselbe  bedeutet,  i 

^  dy       dx         dx  dy' 

Auch  diese  andere  Function  17  genügt,  wie  wir  ans  (49)  sehen,  der  M 
chung 


*)  On  tfae  Steady  Motion  of  Incompressible  Fhiids.  Camb.  Phil.  Traal^  IMt 
.  .  **)  Memoire  sur  les  lois  de  l'Eqailibre  du  Fluide  Eth^r6.  Journal  de  PScdl 
Polytechniqne,  1834. 

***)  Siehe  Thomson,  on  the  Eqaations  of  the  Motion  of  Heat  refenW ^ 
Cnryilinear  c'oordinatee.  Comb.  Math.  Journal,  1845, 
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ibenao  geht  ans  (49)  hervor,  dass  zwei  einander  schneidende  Cnrven,  .4^ 
«n  Gleichungen 

51)  i^  A,    fi  =  B 

ind,  rechtwinklig  aufeinander  stehen.  Es  werden  nun,  A  und  B  als 
pfigeben  vorausgesetzt,  x  und  y  durch  diese  beiden  Gleichungen  bestinunt. 
[>en  Punkt,  dessen  Coordinaten  x,  y  sind,  kann  man  sich  auch  als  durch 
A^  JB),  d.  h.  durch  die  Werthe  von  {,  ^  bestimmt  denken,  weld^e' Gur- 
ren liefern,  dio  sich  in  (rc,  y)  schneiden.  Danach  bestimmt  (I,  i}),  wenn 
nan  $  und  ti  irgend  welche  besonderen  Werthe  beilegt,  einen  Punkt  in 
Aner  Bbene.  Die  gewöhnlichen  geradlinigen  Coordinaten  sind  offenbar 
lin  besonderer  Fall  (geradlinige  rechtwinklige  Coordinaten)  des  Systems 
Ur  80  definirten  krummlinigen  rechtwinkligen  Coordinaten. 
Bi  werde  nun  eine  beliebige  Function  «  von  x^  y  durch  |,  ^  ausgedrückt. 
Durch  Differentiation  erhalten  wir 

da?«  "*"  dy«  "■  dp  Uä«  "^  dyV"^     ^M  \dx  dx  "^  dy  dyj 

,d^/dfi^,dn^\:du  /d«l  ,  <i««\  ,  d«/df3  ,  d^\ 
+  J?V5««"+'3^/"^d{  \da^'^3^^J^dfi\dx^'^d^J' 

iras  durch  (49)  und  (50)  auf 

^    .  d^u   ,^_  /€Pu   .    d%*\  /dP   ,    dP\ 

'^^^  J^a  "*"  dy«  ■■  V5P  "^  dW  Veto«  "^  dW 

reducirt  wird.    Die  Gleichung 

3^5  +  555  =  0 
transformirt  sich  also  in 

Auch  gehen  die  Belationen 

du dj^     du _  dy 

dy  ""  dx*  dx  "^        dy 

wegen  (49)  über  in  r 

.    .  du  ^  d^     du d^ 

^^^^  dl?-  d«'    dl""  ""dl»' 

Das  allgemeine  Problem,  tc  und  y  zu  'bestimmen,  fuhrt  also  zu  genau 
denselben  Ausdrucken  in  £,  17,  wie  das  oben  [(22),  (36)  und  (20)]  behan- 
delte in  X,  y,  es  findet  nur  der  Unterschied  sUtt,  dass  wir  nicht 
11=  VaT  (P  +.ij"),  sondern,  wenn  /  (5,  ij)  die  Function  von  I,  i?  bezeich- 
net, in  welche  sich  x^  +  y'  transformirt,  für  jeden  Punkt  der  Umgren- 
cong 

(56)  t«  =  VaT/({,ij) 

liaben. 

Die  Lttsuug  für  das  krummlinige  Bechteck 


(57)  j 


$  =  « 

{  0 
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nach  dem  Foarier'sohen  Plan  iet 

WO  A%^  Am'  durch  zwei  Gleichungen  bestiiDint  werden  mftnen,  die  imi 
folgendermaassen  erh&lt:  —  Man  setze  den  Coefflcienten  Ton  ttii  — \ 
wenn  17  =  0  and  wenn  17  =  /I  ist,  beziehungsweiie  gleich  den  Ooeffiäcnb^ 

von    iin in  den  nach  dem  Fourier' sehen  Satze  (§  77)  erhaHe«^ 

Entwicklungen  yon  /  (I,  0)  und  /  ({,  f)  in  Beihen  yon  der  Form 

(59)  F^tin^-^  Fi  «f»  iZi  +  p,  ^«  iZi  +  a.,.w. 

Auf  ähnliche  Weise  werden  B» ,  Bf!  aus  den  Entwicklungen  tod  /  (0, 
und  /  (a,  1})  in  Beihen  von  der  Form 

(•0)  Qi*in^  ■\-  Qi.Bin  ^2  -\-Q,  rin^3  +  n.rw. 

P  P  P 

bestimmt. 

Beispiel.  Sin  von  zwei  oanoentrisahen  Bogen  und  swei  llj 
dien  begrenztes  Beohteok.  —  Von  einem  äusserst  einfachen,  theorsM 
sehr  interessanten  und  für  die  praktische  Mechanik  nützlichen  Beiipif 
wollen  wir  die  Details  angeben.    Es  sei 

Dieser  Ausdruck  genügt  offenbar  (47)  und  liefert  nach  (48) 

(62)  71  =  aretan^' 

Die  Lösimg  kann  durch  eine  Beihe  yon  Sinus  der  YielÜaehen  yos  -^ 
[nach  dem  Plane  yon  (37)  .  .  .  (45)]  ausgedruckt  werden,  indem  mai 

(63)  «  =  t;  +  %  "»  e'^€0S(ß^2fl) 

.  eos  ß 

macht*),  was  in  Yerbindong  mit  (54) 

liefert  und  als  Grenzbedingungen  in  der  Lösung  für  v 


(65) 


1/      1  f,        eo»  (ß  —  2ti)\ 
V  =  V,  To«  ji ^Tß]'  '''^  *  =  <» 

und  r  =  0,  wenn  ij  =  0  und  wenn  1;  :=  ^  ist 


*)  Man   übersehe   nicht,   dass    diese  Losung  fHr  den  Fall   ß  =  (Sz-t-H; 
illosorisch  wird. 
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reibt.  Die  leiste  Bedingung  zeigt,  dass  der  Bm  ottd  Bik'  entlialtende 
lieU  Ton  (58)  geeignet  ist,  v  auszudrücken,  und  die  beiden  ersten  be- 
timmen  3%  und  B^  in  der  gewöhnlichen  Weise. 

Wenn  es  am  besten  ist,  das  Resultat  in  einer  Beihe  von  Sinus  der 

'^iel&chen  von  —  zu  haben,  so  können  wir 

/         «*^  —  1 
16)  u  =  w  +  Ya Ta«  ^1  H — 

ehmen,  was  in  Verbindung  mit  (54) 

17) 


) 


tefert  und  als  Grenzbedingungen  in  der  Lösung  f&r  w 

t*  —  1   I 

iL  wenn  17 ^0  und  wenn  ^  =  /t 


[fO  s=  0,  wenn  1  =  0  und 


wenn  I  =  a  Ist 

rgibt.  Die  letzte  zeigt,  dass  der  An  und  Ä\  enthaltende  Theil  von  (58) 
nr  Bestimmung  yon  w  pairaend  ist,  und  die  beiden  ersten  bestimmen 
1«.  A'n. 

708.     St.  Venant's  Arbeit  ist  reich  an  schönen  und  lehrrei- 

*  •  •  ■    • 

ihen  graphischen  Erläatenmgen  seiner  Besuliatei  yon  denen  wir 
lie  folgenden  auswählen:  — 

(1.)    Cylinder  mit  elliptiaclier  Basis.  —  Die  einfachen  und 
pnnktirten    Linien    sind    die     „topographischen    Contouren^ 

Fig.  49i 

IT 


(eoupes  topographiques)  des  durch  die  Torsion  gekrümmten 
Hormalschnitts,  d.  h.  die  Linien,  in  welchen  der  Normalschnitt  yon 
einer  Schaar  der  Axe  paralleler  Ebenen  geschnitten  wird,  oder  die 
Linien,  tOr  deren  jede  y  (§  706)  einen  anderen  constanten  Werth 
hat.     Diese  Linien  sind  in  diesem   Falle  [§  707  (28)]  gleichseitige 
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Kg.  50. 


HyptflrbehL  'Der  Pfeil  zeigt  die  Biektnng  der  Rotation  in  dem  ül 
der  Ebene  der  Zeichnung  liegenden  Theil  des  Prisma  an. 

(2.)    Prisma,  dessen  Bi 
sis       ein       gleicHseitigi 
Y  Dreieck  ist.  —  Die  Cont 

ren  si^id  wie  im  Falle  (1) 
zeichnet,  and  zwar  sind 
pnnktirten  Ganren  diejeni| 
wo    der   gekrümmte    Sei 
anter  die  £bene  der 
nong  hinabsinkt.     Die 
tang,    in    welcher    der  ül 
dieser  Ebene  befindliche 
des  Prisma  rotirt,    ist  di 
den    gebogenen    Pfeil 
geben. 
(3.)    Die  Figar  51  zeigt  die  Schaar  der  Linien ,  welche 
Formel  (34)  des  §   707  fOr  die  beigefügten  Werthe  von  a 
stellt.  Es  ist  bemerkenswerth,  dass  die  Werthe  a  =  0,5  und  a  ^ 

—    V«  (k  ^  —  ^)    äbnliche,   aber   nicht   gleiche    krummlinigi 

Fig.  51. 
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drate  (concave  Seiten  and  spitze  Winkel)  liefern ,  von  denen  das 

durch  einen  Winkel  yon  45^  gedreht  werden  mnss,  um  mit 

andern  gleiche  Lage  zn  erhalten.   Alles,  was  in  der  Zeichnung 

lerhalb  des  grösseren  dieser  Quadrate  liegt,  hat  man  als  nicht 

physikalischen  Problem  gehörig  wegzuschneiden;   die  Schaar 

übrig  bleihenden  geschlossenen  Curven  stellt  die  Grundlinien 

Prismen  dar,  für  deren  jedes  das  Torsionsprohlem  gelöst  ist. 

16  Figuren  variiren  continuirlich  von  einem  Kreise  aus,  der  sich 

rhalb  des  einen  jener  spitzwinkligen  Vierecke  und  ausserhalb 

andern   befindet,  und  diese  heiden  Grenzlinien  ausgenommen, 

ede  Figur  eine  continuirliche  geschlossene  Curve  ohne  Winkel. 

den  Werthen  a  =  0,4  und  a  =  —  0,2  entsprechenden  Curven 

nur  äusserst  wenig  von  den  geradlinigen  Quadraten  verschieden^ 

in  der  Figur  theil weise  durch  punktirte  Linien  angedeutet  sind. 

(4.)    Contouren  für  St.  Venant's  „6toile  a  quatre  points 

andis.*'     Die  Fig.  52  zeigt  ganz,  wie  es  in  den  Fällen  (1.)  und 

geschehen  ist,  die  Contouren  für  den  Fall  eines  Prisma,  welches 

Fij?.  52. 


Lm«on  u.   T»lt,  theoretische  Phywk.     11, 


16 
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die  angegebene  Figtur  znm  Normalschnitt  hat.  Die  ansserhalb  i 
continuirlichen  geschlossenen  Cnryen  liegenden  Curventheile  m 
bloss  Darstellungen  der  mathematischen  Erweiterungen  and  bihi 
keine  Beziehung  zum  physikalischen  Problem. 

(5.)  Die  Fig.  53  zeigt,  wie  die  Figuren  49  bis  52  in  di 
übrigen  Fällen,  die  Contouren  für  den  gekrümmten  Scbnii 
eines   gedrillten  Prisma  von    quadratischer   Grnndfläck 

Fig.  53. 


(6-).  (7.),  (8.)     Die  Figuren  54,  55,  56  sind  scbattirtc 
nungen,  welche  die  Formen  von  Stäben  mit  elliptischer,  qi 
dratischer  und  rechteckiger  Basis  darstellen,  wenn  man 
selben   einer   übergrossen    Torsion    unterwirft,  wie   sie    bei 
Substanz  wie  Gummi  elasticum  ausgeführt  werden  kann. 

709.     VerhältnisB  des  Widerstandes  gegen  eine  Tai 

Bur  Summe  der  Hauptbiegungswiderstände.  —  Insofeni 

Trägheitsmoment  einer  ebenen  Fläche  in  Beziehung  auf  eine  ii 

ihren  Trägheitsmittelpunkt  gehende  zu  ihrer  Ebene  senkrechte 

offenbar  gleich  ist  der  Summe  ihrer  Trägheitsmomente  in 

hung  auf  zwei  beliebige  durch  denselben  Punkt  gehende  tu. 

der  senkrechte  Linien  ihrer  Ebene,  so  würde  die  in  §  703 

bene  falsche  Ausdehnung  des  Coulomb 'sehen  Gesetzes  den  ^' 

stand,  welchen  ein  Stab  von  beliebigem  Normalschnitt  einer  Tc 

fi 
entgegensetzt,  gleich  dem  Product  aus  —    (§   694)    in    die  Sa 

M 
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■er  Biegangswiderstände  (siehe  §  715,  nnten)  in  zwei  beliebigen 

rch  seine  Längsrichtung  gebenden  zn  einander  senkrechten  Ebe- 

I  machen.     Die  richtige  Theorie  liefert,  wie  wir  gesehen  haben 

Fig.  54.  '      Fig.  55.  Fi;.'    58. 


B  * 

'®"  C3  'ff^- 

705,  706),  immer  eine  kleinere  Grösse  für  den  Widerstand  gegen 
I  Torsion.    St.  Venant  hat  bestimmt,  wie  groas  die  Abweichung 

die  man  in  Fällen  erwarten  darf,  in  denen  die  Form  des  Schnitts 
TOrspringende  Winkel  oder  beträchtliche  Hervorragnngen  zeigt. 
De  Torstellnng  davon  kann  man  sich  mittels  der  Analogie  mit 
1  in  §  705   gegebenen   Satze  der  Uydrokinetik  machen.]     Auch 

er  die  für  die  Praxis  wichtige  Schlussfolgerung  gezogen ,  dasa 
Irrippen  oder  hervorspringende  Theile  [siehe  z.  B.  Fig.  57  (4)], 
'  sie  beim  Maschinenbau  angewandt  werden,  um  den  Stäben 
nere  Steifheit  zu  geben,  das  Gegentheil  einer  guten  Wirkung 
WD,  wenn  es  sich  um  den  Widerstand  gegen  eine  Torsion  han- 
t,  ohechon  sie  allerdings  insofern  von  grossem  Werthe  sind,   als 

den  Widerstand  gegen  eine  Biegung  vcrgrössern  und  gewöhn- 
le  Deformationen,  die  immer  mehr  oder  weniger  von  Biegungen 
[leitet  sind,  leichter  aushalten  lassen.  St,  Venant  hat  mit  gros- 
I  Talent  und  mathematischer  Geschicklichkeit  aus  seinen  alge- 
ischen  nnd  transcendenten  Lösungen  [§  707  (32),  (34),  (35),  (4.^)] 
6ne  Illustrationen  dieses  für  die  Praxis  wichtigen  Princips  cut- 
16' 


^ 
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nommen.     So  findet  er  in   den  Fällen  des  gleichseitigen  Dre« 
und   des  geradlinigen   und    der   drei    krummlinigen    Quadrate 
Fig.  57  für  die  Torsionswiderstande  die  angegebenen  Werthe. 
unmittelbar  unter  der  Figur  stehende  Zahl  gibt  in  jedem  Falle 
Bruchtheil  an,   welcher    der  richtige    Torsiouswiderstand  von 

Fig.  57. 

3. 


1. 

Geradliniges  Quadrat. 


0»84346 
0,88326 


Quadrat  mit  krummen 
Ecken  u.  concaven  Sei- 
ten ;  e«  ist  dies  die  Gurve 
des  §  708  (8),  die  dorn 
Werthe  a  —  0,4  ent- 
spricht. 


0,8186 
0,8666 


Quadrat  mit  spitsMi 
Winkeln   und  coaeav« 
Seiten. 


0,7783 
0,8t76 


Stern  mit  vier  abgerun* 
deten  Ecken ;  es  ist  dies 
eine  Curve  achten  Gra- 
des [§  707  (86)]. 


0,6374 
0,6746 


Gleichseitiges    Dreieck. 


0,60000 
0,72662 


früher  angenommenen  falschen  (§  703)  ist;  der  letztere  ist  das 
duct  der  Starrheit  der  Substanz  in  das  Trägheitsmoment  des 
Schnitts  in  Beziehung  auf  eine  durch  seinen  Trägheitsmitte] 
gehende  zu  seiner  Ebene  senkrechte  Axe.     Die  zweite  Zahl  gibt 
jedem  Falle  den  'Bruchtheil   an,    welcher  jder   Torsionswidei 
von  demjenigen  eines  vollen  Cjlinders  von  kreisförmiger  ßasis 
gleich  grosser  Schnittfläche  ist. 

710.  Die  Stellen  grösster  Verzerrung  in  gedrillten  PiM 
men.  —  St.  Venant  macht  ferner  auf  eine  aus  seinen  LosoBid 
sich  ergebende  Thatsache  aufmerksam,  die  Vielen  überrascheod  14 
wird,  dass  nämlich  in  seinen  einfacheren  Fällen  die  Stellen  groJflM 
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Verzerrung  diejenigen  Punkte  der  Grenzfläche  sind,  welche  der 
kxe  des  gedrillten  Prisma  in  jedem  FaUe  am  nächsten  liegen ,  und 
lass  die  Stellen  der  kleinsten  Yerzemmg  die  am  weitesten  entfern- 
ten Punkte  sind.  So  ist  in  dem  Cylinder  mit  elliptischer  Basis  die 
Substanz  in  den  Endpunkten  des  kleineren  Hauptdurchmessers  am 
meisten,  in  den  Endpunkten  des  grösseren  am  wenigsten  deformirt. 
[n  den  Prismen,  welche  beziehungsweise  ein  gleichseitiges  Dreieck 
and  ein  Quadrat  zur  Grundfläche  haben,  gibt  es  Längslinien  gröss- 
fcer  Deformation  durch  die  Mitten  der  Seiten.  In  dem  Prisma  mit 
rechteckiger  Basis  gibt  es  zwei  Linien  grösserer  ,und  zwei  Linien 
kleinerer  Maximaldeformation;  die  ersteren  Linien  gehen  durch  die 
Mitten  des  breiten,  die  letzteren  durch  die  Mitten  des  engen  Seiten- 
paars. Die  Deformation  ist,  wie  wir  aus  dem  analogen  hydrokine- 
tischen  Problem  (§  705)  schliessen  können,  ausserordentlich  klein, 
aber  nicht  verschwindend,  in  den  vorspringenden  Theilen  eines 
Prisma  von  der  in  Fig.  57 '(4)  gezeichneten  Basis.  Sie  ist  Null  in 
unendlich  kleiner  Entfernung  von  dem  Winkel  bei  den  Prismen 
mit  dreieckiger  und  rechteckiger  Basis,  sowie  in  jedem  anderen 
Falle  [wie  Fig.  57  (3)],  in  welchem  die  Basis  einen  nach  aussen  sprin- 
genden spitzen  oder  stumpfen  Winkel  von  endlicher  Grösse  hat. 
Dies  führt  uns  zu  einer  allgemeinen  Bemerkung,  die  wir  freilich 
aus  Mangel  an  Baum  nicht  formell  beweisen  werden:  Wenn  auf 
einen  festen  Körper  von  irgei^  einer  isotropen  oder  äolotropen 
elastischen  Substanz,  der  von  beliebigen  Oberflächen  mit  vor- 
springenden oder  einspringenden  Kanten  oder  Ecken  von  beliebi- 
ger Weite  begrenzt  wird,  ein  System  beliebig  vertheilter  Kräfte 
einwirkt,  in  welchem  sich  nur  keine  in  unendlich  kleiner  Entfer- 
nung von  den  in  Rede  stehenden  Ecken  oder  Kanten  auf  die  Ober- 
fläche wirkende  Zugkräfte  befinden  dürfen,  so  kann  der  Körper  keine 
Beaction  oder  Deformation  von  endlicher  Grösse  in  der  Nähe  einer 
Torspringenden  Ecke  (tt'iedrisch,  polyedrisch  oder  conisch)  erlei- 
den; in  der  Nähe  einer  Kante  kann  er  nur  einen  einfachen  lon- 
l^tudinalen  Zwang  in  einer  dem  benachbarten  Theil  der  Kante 
parallelen  Bichtung  erleiden;  endlich  erleidet  er  im  Allgemeinen 
eine  unendlich  grosse  Deformation  in  der  Nähe  einer  einsprin- 
genden Kante  oder  Ecke.  Eine  wichtige  Anwendung  des  letz- 
ten Theils  dieses  Satzes  ist  die  in  der  Mechanik  wohlbekannte 
praktische  Begel,  dass  bei  Maschinentheilen ,  die  eine  Reaction  er- 
tragen sollen,  jede  einspringende  Kante  oder  Ecke  abgerundet  wer- 
den muss,  damit  die  Gefahr  eines  Bruchs  beseitigt  werde.  Eine 
Erläuterung  dieser  Principien  liefert  das  am  Schluss  des  §  707  ge- 
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gebene  Beispiel,  welches  die  vollständige  mathematische  LöBimg  dfl 
Torsionsproblems  für  Prismen  von  fächerförmigen  Schnitten,  vii 
sie  die  Figoren  58  darstellen,  enthält.  In  den  a  =  0  entspredm- 
den  Fällen  sehen  wir,    ohne  die   Lösong  auszuarbeiten,   dass  A 


1. 


2. 


Fig.  58. 
3.        _      '      4. 


; 


äy  .  ZI  -  j 

Verzerrung  -—;-  für  r  =  0  verschwindet ,  wenn  ß  <^  7t  ist ,  dad 

sie  für  r  =  0  unendlich  gross  wird,  wenn  ß  ^  x  ist,  und  dass  i 
endlich  und  bestimmt  ist,  wenn  man  j3  =  sr  hat. 

« 

Wenn  wir  Polarcoordinaten  r,  rj  einführen,  indem  wir  x  =  r  oei 

tmd  y  =  r  sin  tj  annehmen,  und  wenn  ausserdem  —=zy   gesetzt   '■si 

so  verwandelt  sich  die  oben  angegebene  Lösung,  welche  den   Werth  ^ 
V  bestimmt,  der  den  Gleichungen   (64)   und  (65)  des   §  707    genügt, 
fach  in 

(69)  V  =  S  {Bnr»*'  4-  B'ni^-*y)  8%n  n viy  ♦), 

wo  jB»,  B'n  durch  die  Gleichungen  (6i)  des  §  707  bestimmt  werden  mi 
sen,  in  denen  man  r  =  a  und  r  =z  a'  statt  1  =  0  und  |  =  a  und 
statt  d^  e^^  zu  setzen  hat  (a  imd  a'  bezeichnen  beziehungsweiae  die  Bi 
dien  der  concaven  und  der  convezen  Oylinderflächen).  Wenn  a  =:  0  M 
so  liefern  diese  Gleichungen  Bn  =  0,  folglich 

jenaclidem  >/  >>  1,  =  1  oder  <  1  ist;  daraus  ergeben  sich  auch  &iii»iv^ 
Besultate  für  (—?--)  * 

711.  Problem  der  Biegung.  —  Um  das  Gesetz  der  Biegud 
(§§  591,  592)  zu  beweisen  und  den' Widerstand  (§  596)  zu  be^ 
men,  den  ein  Stab  oder  Draht  von  isotroper  Snbstanz  einer  BM 
gung  entgegensetzt,  denken  wir  uns  zunächst,  der  Stab  sei  so  gn 
bogen,  dass  er  einen  Kreisbogen  bildet,  und  bestimmen  die  Knft^ 

*)  Der  Vergleich  mit  §  707  (23),  (24)  lasst  erkennen,  dass  diese  L5«H, 
bloss  der  allgemeine  Ausdruck  in  Polarcoordinaten  für  Reihen  harmonischer  Kofil' 
functionen  von  a;undjf  und  mit  3  =  0  ist,  die  von  den  Graden  ti,  2«,  3ji,  «.^v*. 
—  n,  — 2f»,  — {in,  n.  s.  w.  sind.  Es  sind  dies  i^vollkommene  barmoiuffet 
Functionen^,  wenn  n  die  Einheit  oder  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.' 
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M  hierzu  erforderlich  ist,  wenn  die  folgenden  Bedingungen  erfüllt 
ii»  soUen:  — 

(1)  Alle  Liniei^  des  Stabes,  welche  seiner  L&nge  parallel  sind, 
erden  Kreisbogen,  die  in  der  Ebene  ZOX  oder  in  ZOX  paralle- 
»n.  Ebenen  liegen,  and  deren  Mittelpunkte  einer  zu  dieser  Ebene 
»nkrechten  Linie  angehören,  indem  die  Linie  OZ  und  alle  dureh 
^  Y  gehenden  ihr  parallelen  Linien  gebogen  werden,  ohne  die  Länge 
a  ändern. 

(2)  Alle  Normalflchnitte  bleiben  eben  und  senkrecht  zu  jen^n 
•angslinien  (so  dass  ihre  Ebenen  nach  der  Deformation  durch  'jene 
''erbindungslinie  der  Mittelpunkte  hindurchgehen). 

(3)  Kein  Theil  eines  Normalschnitts  erleidet  eine  Deformation. 

Eg  werde  ein  Schnitt  D OJE  des  Stabes  zur  Coordinatenebene  X  OY 
enommen,  und  es  sei  P  {x,  y^  z)  ein  beliebiger  Punkt  des  un^ebo- 
enen,   P'  (o/,  y',  z')   derselbe  Punkt  des   gebogenen   Stabes.    Die  Figur 

Fig.  59. 
X 


Eeigt  die  Projection  dieser  Punkte  auf  die  Ebene  ZOX.  Femer  sei  q  der 
Kadius  des  Bogens  ON-,  in  welchen  sich  die  Linie  ON  des  geraden 
Stabes  umbiegt.    Dann  ist 

a/  =  a:  +  (^  —  a:)  ^1  —  CO»  ^)  ,  y  =  y, 

zi'  zs  (g  —  x)  sin  —  •     . 

Kach  der  oben  (§  588)  aufgestellten  Beschränkung  ist  aber  a;  höchstens 
unendlich   klein  im  Vergleich   mit  ^,  und  für  jede  beliebige  Länge   des 
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Stabes,  welche  nicht  grösser  als  die  grösste  Querdimension  desselben  H 
gilt  dasselbe  voiü?.  Deshalb  vernachlässigen  wir  indenyorhergehendenAo»- 

Sß  M 

drücken  die  Potenzen  von  —  und  — ,  deren  Grad  den  «weiten  übersteul 

Q  9 

und  erhalten,  wenn  wir  noch  a/  —  d;  =  a,  y*  —  y  =:  ß,  ^  —  ^=7 

setzen, 

(1)  «  =  Vä  -r,  /^  =  0,  y  =  -  — . 

Werden  diese  Werthe  in  §  693  (5)  und  §  697  (2)  substituirt,  so  folgt 


(2) 


P  =  -  (,1»  -  n)  |,  C  =  -  (m  -  n)  |,  Ä  =  -  (m  +  n)^ 

5  =  0,  r  =  0,   CT  =  0, 


(3)  x  =  5! — 5,  r  =  o,  z=o. 

s 

Die  Interpretation  dieses  Eesultats  ist  zwar  nicht  uninteressant;  da  vi 
ihrer  aber  für  unsere  jetzige  Betrachtang  nicht  bedürfen,  so  überlaaMi 
wir  sie  dem  Leser  als  Uebungsaufgabe. 

712.  Das  Problem  der  einfachen  Biegung  setzt  voraas,  das 
keine  Ejraft  von  aussen  her  als  Zugkraft  auf  die  Seiten  des  Stab« 
oder  auf  die  innere  Substanz  desselben  einwirke,  sondern  dass  d« 
Stab  durch  entgegengesetzte  Eräfbepaare,  die  man  in  geeignet0 
Weise  an  seinen  Enden  anbringt,  in  einer  Kreisform  erhalten  wiii 
wobei  seine  Deformation  und  Reaction  eine  überall  gleichmässige  ui 

Fügen  wir  den  Grössen  er,  /?,  y  des  vorhergehenden  Paragraphen  dii 
Gorrectionen 

zu,  so  erhalten  wir  [nach  §  693  (5)] 

P*  =  C'  =  2mKx,  B'  =  2  (w  —  n)  Kx,  5*  =  0,    T'  =  0.   fT  =• 

und  [nach  §  698  (2)] 

X'=:  —  2mir,      r'  =  0,     Z'=:0 

als  die  Gorrectionen ,  die  wir  zu  P,  Q, . . . ,  X,  F,  Z  zu  addiren  hab» 
Nehmen  wir  also 

an,  so  werden  die  auf  die  Seitenflächen  des  Stabes  wirkenden  ZxigkiS^ 
und  die  inneren  Kräfte  auf  Null  reducirt.    Wenn  daher  jetzt 

(1)    «===±Ls  +  5LzJf  (aj2_y2)l  ^=i!!lp2!a,y.y  =  -.i«i 

ist,  so  ergibt  sich 

m  —  n  tf       ^       TO  — n_       *«^  *- 

2qm  q     *■'         2qm  9  e 

a  =  6  =  c  =  0 
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nd  [§  693  (5),  §  694  (6)] 

I)  #  m  g  Q 

X  =  0,     r  =  0,     Z  =  0. 

Ivar  YervoUständigung  der  ErfoUang  der  Bedingungen  ist  nur  nöthig, 
las»  die  durch  jeden  NormalBchnitt  wiricende  Zugkraft  sich  auf  ein 
Cräfbepaar  reduciren  lasse.    Folglich  ist 

ff^  dx  dy  z=  0, 
ider  nach  (3)  # 

ffsßdx  dy  =  0, 
n  Worten:  — 

713.  Damit  längs  des  Stabes  keine  Kraft,  sondern  nur  ein 
Kegangskräftepaar  fortgepflanzt  werden  könne,  muss  der  Träg- 
leitsmittelpunkt  des  Normalschnitts  in  0  T,  d.  h.  in  der  Linie  lie- 
fen, in  welcher  er  von  der  Oberfläche  geschnitten  wird,  welche  die 
iabstanztheile,  die  in  ihrer  Längsrichtung  eine  Ausdehnung  erfah- 
ren haben,  von  denen  trennt,  bei  welchen  eine  Verkürzung  in  der 
Längsrichtung  stattgefunden  hat. 

714.  In  unseren  analytischen  Ausdrücken  ist  nur  ein  unend- 
lich kurzer  Theil  des  Stabes  betrachtet  worden,  und  es  war  nicht 
aöthig*,  zu  untersuchen,  ob  die  Axe  des  ins  Leben  gerufenen  Kräfte- 
paars zur  £bene  der  Biegung  senkrecht  sei  oder  nicht.  Wenn  es 
nch  aber  um  eine  so  grosse  Länge  des  Stabes  handelt,  dass  die 
Bichtungsänderung(§  5)  Yom  einen  zum  anderen  Ende  von 
Bndlicher  Grösse  ist,  so  können  die  an  den  £nden  angreifenden 
Eräftepaare  nicht  direct  entgegengesetzt  sein,  wofern  nicht  ihre 
A.xen  beide  zur  Ebene  der  Biegung  senkrecht  sind,  da  jede  Axe  in 
DJem  entsprechenden  Normalschnitt  des  Stabes  liegt.  Für  eine  nicht 
unendlich  kleine  Biegung  in  einem  Kreisbogen,  der  keinem  seit- 
lichen Zwange  unterworfen  ist,  müssen  wir  also 

ffBydx  dy  =  0,    folglich  nach  (3)  f  f^y  dx  dy  =i  0 

haben,  d.  h.  die  Ebene  der  Biegung  muss  senkrecht  sein  zu  einer 
von  den  beiden  seiner  eigenen  Ebene  angehörenden  Hauptträgheits- 
ixen  des  Normalschnitts.  Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  ist  das  Mo- 
ment des  ganzen  durch  jeden  Normalschnitt  wirkenden  Kräftepaars 
gleich  dem  Product  aus  der  Krümmung,  dem  Toung' sehen  Modu- 
Iqb  und  dem  in  Beziehung  auf  die  zur  Ebene  der  Biegung  senk- 
Techte  Hauptaxe  genommenen  Trägheitsmoment  der  Fläche  des 
Kormalschnitts. 
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Denn  wir  haben  [§712  (3)] 

J  fBx  dx  dif  = S S^^  ^^  ^^' 

715.  Hauptaxen  und  Hauptwideratände  der  Biegung.  ^ 

Es  fallen  somit  in  einem  Stabe  von  isotroper  Substanz  die  Hanpk 
axen  der  Biegung  (§  599)  mit  den  Hauptträgheitsaxen  der  Flk^ 
des  Normalschnitts  zusammen,  und  die  entsprechenden  Bieguii« 
widerstände  (§  596)  sind  die  Trägheitsmomente  dieser  Fläche  M 
Beziehung  auf  diese  Axen,  multiplicirt  mit  dem  Young 'sehen  M» 
dulus. 

716.  Geometrische  Interpretation  und   ezperinienl 

Erläuterung.  —  Die  Interpretation  der  Resultate  [§712  (2X  (3] 
zu  welchen  die  analytische  Untersuchung  uns  gefährt  hat,  ist  ei 
fach  die,  dass,  wenn  wir  uns  den  ganzen  Stab  parallel  za 
Länge  in  unendlich  kleine  Fasern  (dieselben  sind  Prismen,  ao  Uaf 
der  Stab  gerade  ist)  zertheilt  denken,  jede  derselben  eine  aeil 
Zusammenziehung  oder  Ausdehnung  mit  nahezu  derselben  Fi 
erleidet,  wie  wenn  sie  von  den  übrigen  Substanztheileu 
wäre,  und  in  ihrer  Längsrichtung  in  demselben  Grade  verläi 
oder  verkürzt  wird,  in  welchem  sie  bei  der  Umbiegung  des  Sul 
in  einen  Kreisbogen  wirklich  verlängert  oder  verkürzt  wird. 
Verzerrung  des  Querschnitts,  von  welcher  diese  Veränderungen 
seitlichen  Dimensionen  nothwendig  begleitet  sind,  wird  durch 
Figur  60  erläutert,  in  welcher  entweder  der  ganze.  Nori 
eines  Stabes  mit  rechteckiger  Basis,  oder  ein  rechteckiger  Theü 
Normalschnitts  eines  Stabes  von  beliebiger  Gestalt  in  der  deforsir 
ten  und  der  undeformirten  Form,  die  beide  den  Mittelpunkt  0  g* 
meinschafblich  haben,  dargestellt  wird.  Die  Biegung  erfolgt 
flbenen,  die  senkrecht  zu  TOT  sind,  und  ist  nach  oben  (oder 
X  hin)  concav ;  der  Krümmungsmittelpunkt  G  liegt  in  der  in  der 
gur  angegebenen  Richtung,  ist  aber  zu  weit  entfernt,  als  das 
hier  gezeichnet  werden  könnte.  Die  geraden  Seiten  AC^  BD 
alle  ihnen  parallelen  ge]^aden  "Linien  der  undeformirten  rech< 
Fläche  werden  concentrische  Kreisbogen,  die  in  der  entgegeog€ 
ten  Richtung  concav  sind,  indem  ihr  Krümmungsmittelpunkt  ifadl 
der  entgegengesetzten  Seite  von  0  liegt,  und  zwar  für  Stäbe 
gallertartiger  Substanz ,  oder  von  Glas  oder  Metall  2  bis  4  mal  M 
weit  entfernt  als  Cr.  Danach  werden  die  anfanglich  ebenen 
flächen  ÄC,  BD  eines  Stabes  von  rechteckiger  Basis  anticl 
Oberflächen,   deren    Krümmungen    in   den   beiden   Hauptscimitt 
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—  6 


and  sind.     Sehr  schön  zeigt  diese  Erscheinong  ein  recht- 

ikiges  oder  qnadratisches  Band  von  Gummi  elasticnm  [für  welches 

Fig.  60. 


nnr  wenig  kleiner  als  Va  ist  (§  684),  und  welches  im  hohen  Grade 
formirt  werden  kann,  ohne  die  entsprechende  elastische  Wirksam- 
st völlig  zu  verlieren]. 

717.  Die  einschränkende  Bedingung  des  §  588,  dass  die  Krüm- 
nng  sehr  klein  sein  muss  im  Vergleich  mit  der  eines  Kreises,  des- 
n  Radius  gleich  dem  grössten  Durchmesser  des  Normalschnit|| 
»  (die  Nothwendigkeit  dieser  Bedingung  ist  nicht  unmittelbar  er- 
shtlich,  und  in  derThat  weiss  man,  so  viel  uns  bekannt  ist,  nicht, 
188  dieselbe  allgemein  erfüllt  sein  muss,  wenn  der  grösste  Durch- 
988er  zT»r  Krümmungsebene  senkrecht  ist)»  erhält  jetzt  ihre  volle 
rklärung;  denn  wofern  nicht  die  Breite  AG  des  Stabes  (oder  der 
r  Ebene  der  Biegung  senkrechte  Durchmesser)  sehr  klein  wäre 
i  Vergleich  zur  mittleren  Proportionale  zwischen  dem  Radius  OH 
id  der  Dicke  Ä  B,  so  würden  die  Abstände  von  0  Y  nach  den  Ecken 
',  C  kürzer  und  die  Abstände  von  0  T  n&ch  B'^iy  länger  sein,  als  die 
Ibe  Dicke  0JS7,  und  zwar  würden  die  Verhältnisse  der  Differenzen 
Bser  Abstände  zur  halben  Dicke  endliche  Werthe  haben.   Dadurch 
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würden  in  den  Fasern  nach  den  Ecken  zu  Verkürzungen   und  \m 
längeningen    erzeng^    werden,    die    merklich    kleiner    nnd 
ser  als  die  in  unseren  Formeln  (§712  (2)]  ausgedrückten  sind, 
auf  diese  Weise  würde  die  Lösung  verletzt  werden.     Leider  ist 
den  Mathematikern  bisher  nicht  gelungen  (vielleicht  haben  sie 
auch  gar  nicht  versucht),  das  schöne  Problem  zu  lösen,  welchei 
die  Biegung  eines  breiten ,  sehr  dünnen  Bandes  (wie  z.  B.  einer 
feder)  in   einen  Kreis  darbietet,    dessen    Radius  zu  einer 
Proportionale   zwischen  der  Dicke  und   der  Breite  des  Bandes 
einem  endlichen  Verhältnisse  steht.    Siehe  §  657. 

718.  Wenn  aber  der  Krümmungsradius  der  Biegung  ein 
ses  Vielfache  nicht  nur  des  grössten  Durchmessers«  sondern 
einer  dritten  Proportionale  zwischen   den  beziehungsweise  in 
Ebene  der  Biegung  nnd  senkrecht  zu  derselben  gezogenen 
messem  ist,  so  lässt  sich  die  vorhergehende  Lösung  anwenden, 
gross  auch  das  Verhältniss  des  grössten  Durchmessers  zum  kl< 
sten  sein  möge,  und  es  ist  beachtenswerth ,  dass  die  (in  Fig. 
§716  erläuterte)  noth wendige  Verzerrung  des  Normalschnitts 
freien  seitlichen   Zusammenziehungen    und    Ausdehnungen    in 
Fasern  nicht  verhindert,  sogar  im  Falle  eines  breiten  dünnen 
des  (dasselbe  sei  nun  von  genau  rechteckigem  Schnitt,  oder  in 
schiedenen  Theilen  verschieden  dick). 

719.  Biegung  einer   Platte.  —    Betrachten    wir  jetzt 
gleichförmiges,  dünnes,  breites  Band,  welches  in  der  in  der  voj 
gehenden  Lösung  vorausgesetzten  Weise  gebogen  ist,  so  haben 
genau  den  Fall  einer  unter  der  Einwirkung  einer  einfachen 
gungsreaction  (§  638)  stehenden  Platte.     Wenn  a  die  Breite  und 
die  Dicke  ist,  so  ist  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitts  Vi2^^* 
folglich   der  Widerstand  gegen  eine  Biegung  ^/i^Mah*  oder. 
Breite  als  Eins  angenommen ,  ^/ig  Mb^.     Daher  würde  ein 
paar  K  (§  637)  das  Band  so  biegen,  dass   seine  Krümmung 
Länge  nach  K —  Vi«  Mb^nad  (§716)  der  Breite  nach  6K —  Vit 
wäre;  die  concave  Seite  würde  aber  bei  der  letzteren 
die  entgegengesetzte  Richtung  von  der  der  ersteren  haben. 
dieselbe    Lösung    gilt    für    die    Wirkung    einer   Biegungsrescd 
welche  aus  einander  das  Gleichgewicht  haltenden  Kräftepaaren 
steht,  die  man   an   den  beiden  Bändern  angebracht  hat,  un 
Band  senkrecht  zu  der  Dimension  zu  biegen,  die  wir  bisher 
Breite  genannt  haben.     Nach  dem  Princip  der  Superposition  kh» 
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r  Bewegungen  können  wir  auf  jedes  Paar  paralleler  Seiten  einer 
shteckigen  Platte  gleichzeitig  ein  Paar  einander  das  Gleichgewicht 
ttender  Er&fbepaare  wirken  lassen,  ohne  durch  eins  dieser  beiden 

Gleichgewicht  befindlichen  Systeme  die  Wirkung  des  andern  zu 
dem,  so  dass  die  Gesammtwirkung  die  geometrische  Resultante 
r  beiden  einzeln  berechneten  Wirkungen  ist.  Es  sei  also  eine 
adratische  Platte  Yon  der  Dicke  b  gegeben,  deren  Grundfläche 
)  Länge  Eins  hat,  und  es  mögen  auf  das  eine  Paar  entgegen- 
setzter Seiten  einander  das  Gleichgewicht  haltende  Kräftepaare 

auf  das  andere  Paar  ebensolche  Kräftepaare  A  einwirken;  jedes 
»er  Kräftepaarsysteme  suche,  wenn  es  positiv  ist,  die  concave 
ite  der  Platte  nach  derselben  Jtichtung  zu  biegen.  Bezeichnen 
nn  X  and  X  die  in  den  Ebenen  dieser  Kräftepaare  erzeugten  Ge- 
umtkrümmungen,  so  erhalten  wir 


Vis  Mh^ 


id 


720.  Um  zu  bestimmen,  welches  die  Kräftepaare  sein  müssen, 
imit  einfach  eine  cylindrische  Krümmung  x  erzeugt  werde, 
ihmen  wir  A  =  0  an.     Es  ergibt  sich 

id 

enn  eine  sphärische  Krümmung  erzeugt  werden  soll,  so  ha- 
m  wir  X  =  A  zu  setzen.     Dies  liefert 

)  ^=^  =  V„j^x. 

m    endlich  «ine  in    beiden    Richtungen    gleiche   anticlastische 
rümmang  zu  erzeugen,  mnss  x  =  —  A  angenommen   werden.- 
»durch  erhält  man  * 

')  J!:  =  -^  =  >A,j^«. 

ergleichen  wir  die  erhaltenen  Resultate  mit  §  641  (10)  und  §  642 
i6),  so  erhalten  wir  für  den  Widerstand  Ä  gegen  eine  cylindrische 
iegung  und  für  die  Widerstände  t)  und  f  gegen  eine  synclastische 
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und  eine  anticlastische  Biegung  einer  gleichförmigen  Platte  von  i 
tropem  Material 

^  =  ■/..  r  " 


(6) 


< 


oder  nach  §  694  (6)  und  §  698  (5) 

^~  2(3*4-4«)"     6(m  +  ii)     '  ^*"^- 

Der  Coefficient  ^,  welcher  in  der  Gleichung  des  inneren  Gleichgf! 
wichts  einer  von   beliebigen  Kräften    angegriffenen  Platte  aufirül 
[§  644  (6)  und  §§  649... 652],   und   die  Grösse  c,  welche  in  dJ 
Grenzbedingungen  erscheint,  denen   die  Platte  genügt,  lassen  am 
[§  642  (16)]  auf  folgende  Weise  einfach  durch  1^  und  t  ausdrücken:  * 

(7)  ^  =  v.  (§  +  t),   c  =  »A(^-D- 

721.  Es  ist  interessant  und  lehrreich,  die  anticlastiscW 
Biegung  einer  Platte  noch  auf  eine  andere  Weise  zu  ns 
tersuchen,  indem  man  sie  nämlich  als  einen  äussersten  Fall  6m 
Torsion  ansieht.  Betrachten  wir  zunächst  einen  flachen  Stab  v 
rechteckigem  Schnitt,  der  gleichmässig  gedrillt  ist  durch  pasaendf 
tangentiale  Zugkräfte  [§  706  (10)],  die  an  seinen  Enden  angreite 
Es  stehe  nun  die  Breite  des  Stabes  zu  aeiner  Länge  in  einem  ead- 
liehen  Verhältniss;  beide  seien  z.  B.  einander  gleich.  Wir  habe« 
dann  eine  quadratische  Platte,  welche  durch  entgegengesetzte  Kraftp- 
paare  gedrillt  wird,  die  in  den  Ebenen  zweier  entgegengesetslfl 
Ränder  wirken  und  so  über  diese  Flächen  vertheilt  sind,  dass  at^ 
wenn  die  beiden  anderen  Ränder  ganz  frei  gelassen  werden ,  eist 
gleichförmige  Wirkung  in  allen  den  ersteren  Flächen  paralkla 
Schnitten  erzeugen.  Wenn  wir  endlich  noch  in  §  707  (46)  £• 
Dicke  h  als  unendlich  klein  im  Vergleich  zur  Breite  a  yoraussetiea 
so  erhalten  wir 

(8)  N=ysnrah^ 

Die  Drillung  r  f&r  die  Einheit  der  Länge  liefert  a  t  für  die  Läogv  \ 
a,  was  [§  640  (4)]  einer  -  anticlastischen  Krümmung  TS  (nach  der  | 
Bezeichnung  des  §  639)  =  r  äquivalent  ist,  und  das  Kräflepaar  3: 
welches  in  nur  einem  Paar  entgegengesetzter  Seiten  des  Quadntei 
wirkt,  ist,  wie  wir  aus  §  656  ersehen,  einer  anticlastiscben  ReicdoB 
(nach  der  Bezeichnung  des  §  637)  11  =  Vj  ^  —  a  äquifalent 
Wir  erhalten  somit  für  den  Widerstand  gegen  eine  anticlnstiÄh^ 
Krümmung,  nach  §  642  (13), 


) 
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is  mit  dem  Werthe  (6)  in  §  720  übereinstimmt,  der  auf  andere 
eise,  nämlich  durch  Zusammensetzung  der  Biegungen  gefunden 
irden  ist. 


Es  ist  von  gröBster  Wichtigkeit,  Folgendes  zu  bemerken:  —  (1)  Eine 
ifte  des  Tbeilfl  y^nxah^  in  dem  Werthe  von  iV,  welchen  die  Formel 
)  des  §  707  liefert,  leitet  sich  ans  o  und  ß,  wie  sie  §  706  (8)  gibt,  her, 
d  das  Glied  —  xxy  von  y  folgt  aus  (45).  —  (2)  Bezeichnet  */  die 
Ascendente  Reihe,  welche  den  Ausdruck  (45)  für  y  vervollständigt,  so 

es  das  Glied  n  f  f  ss  -p-  dx  dy  der  Formel  (17)  des  §  706,  welches 

\  andere  Hälfte  des  in  Rede  stehenden  Theils  von  N  ausmacht.  Um 
nen  Ausdruck  zu  bestimmen,  werden  wir  partiell  integriren,  wobei  zu 
ichten  ist,  dass  sich  einfach  das  Zeichen  von  y^  ändert,  wenn  man  x 
n-  y  ein  anderes  Zeichen  gibt.    Es  ergibt  sich 

^dyd 

dy     ^ 


0 


07=     I  X  G  dx 


=:  a  I  Gdx  "  2    I  dx  I   O  dx, 

b  0  0 

^dy=2ny^,,/^ 


=  --"&^}iprr? 


Wir  erhalten  also  in  N  ein  (Hied 

2^*63  2 


Ttx 


e ft  —  e * 


/  Odx=nta  f^\ 


(2y  +  l)* 


1  — 


na 


^na 


ter.  weil  (wie  wir  sehen,  wenn  wir  (40)  nach  y  integriren  und  y^iV^h 
tzen) 

'  +  ^+^  +  "•'•^•=7(1)*  "*• 

ie  transcendente  Reihe   des   zweiten   Gliedes   dieser  Formel   macht   im 
erein  mit 


256 


Abstracte  Dynamik. 


—  2    /  da?   I   O  dx  —  n    I    1  y  j^  dx  dy 

0  0 

die  trangceodente  Beihe  aus,   welche  in  dem  Aiudmck  (46)  fnr  JS 
Hcheint.    Biese  ist,   wie  wir  oben   [§721  (8)]  ^g^esehen  haben ,  nnendfil 
klein  im  Vergleich   znm  ersten   Gliede  von  (46),  wenn  a  —  5  tm 
gross  ist.    Wenn  wir  aber  wie  jetzt  die  Zasammensetenng  des  Am 
untersuchen,  so  ist  zu  beachten ,  dass  für  ein  unendlich  grosses  a  —* 
die  Grösse  */  verschwindet,  ausser  für  Werthe  von  d?,  die  unendlich  we 
von  -^  y^a  verschieden  sind,  und  daraus  erkennen  wir  leicht,  das 

diesem  Falle 


Via        y%b  Vtea         y,ft  %a 

ist,  woraus  mit  Rücksicht  auf  das  Vorhergehende  Folgendes  hervoi^ht 


'] 


729.  Eine  Hälfte  des  auf  jeden  der  Ränder  wirkenden  KrifUj 
paars,  durch  welches  die  obigen  Bedingungen  erfüllt  werden,  besUNj 
ans  zwei  tangentialen  Zagkräften,  welche  über  die  Bandflächeii  ii 
unendlich  kleiner  Entfernung  von  deren  Enden  yertheilt  sind  odI 
senkrecht  zur  Platte  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  ziehen.  Dir 
andere  Hälfte  besteht  ans  einem  über  die  Ränder  gleichm&ssig  Te^ 
theilten  System  von  Kräften,  welche  der  Längsrichtung  der  Ränder 
parallel  sind  und  deren  Grosse  überall  dem  positiven  oder  n^giti* 
ven  Abstände  ihres  AngrifEsortes  von  der  Mittellinie  ihres  RaDdet 
einfach  proportional  ist. 

723.     Wenn  wir  jetzt  die  erstere  Hälfte  entfernen  nnd  statt 

derselben  über  die  bisher  firan 
Ränder  (BB',  AÄ')  gleicb- 
mässig  ein  KräftepaarsysteD 
vertheilen,  welches  der  leiste- 
ren  Hälfte  gleich  nnd  ähnliek 
und  so  gerichtet  ist,  dass  in 
der  ganzen  Platte  dieselbe 
,  Drillong  unterhalten  wird,  «o 
haben  wir  die  znrErföUungder 
drei  Poisson'schen  Grensbe- 
dingungen  (§  645)  für  den  tot- 
liegenden  Fall  geeigneten  Zugkräfte,  d.  h.  wir  haben  ein  System  von 
Zugkräften,  die  über  die  vier  Ränder  einer  quadratischen  Platte  so  Ter- 
theilt  sind,  dass  nicht  nur  in  allen  Theilen  der  Platte,  deren  Abstindf 
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den  R&ndem  gross  sind  im  Vergleich  zur  Dicke,  sondern  in  der 
Ben  Platte  bis  zu  den  Rändern  hin  eine  gleichmässige  anticlasti- 
I  Reaction  (§  638)  erzeugt  wird.  Der  Deformations-  und  Reac- 
Bzustand  in  der  Platte  wird  durch  die  folgenden  Formeln 
jesteUt  [die  wir  aus  §§  706  und  707  (8),  (45),  (9),  (10),  (17) 
§  722  entnehmen,  oder  direct  bewahrheiten  können] 
a  =  —  xye^   ß  =  Txz,    y  =  —  txy 

e=f  =  9  =  0,    a  =  0,    b  =  —  2ry,    c  =  0 

P=Q  =  B  =  0,    S==0,    T=  —  2nry,    ü=0 


-.=.^-rr 


Ty  äy  dx  =  —  ab»; 

n  bezeichnen  L  und  N  die  Momente  (deren  Vorzeichen  wie  in 
^1  gerechnet  werden)  der  ganzen  Beträge  des  auf  die  beiden 
ehnngsweise  zu  OX  und  OZ  senkrechten  Ränder  in  den  £be- 
dieser  Ränder  wirkenden  Kräftepaars. 

Drehen  wir  die  Axen  0 X,  OZ  in  ihrer  eigenen  Ebene  um  45^,  so  kom- 

wir  wieder  zu  den  Formeln  der  Biegung  (wie  in  §  719)  für  den  besonde- 

Fall  gleicher  Biegungen  in  den  beiden  entgegengesetzten  Bichtungen. 

724.  Eine  dünne  reehteokige  Platte  wird  den  Zugkr&f- 
des  §  647  unterworfen.  —  Wenn  wir  jetzt  andererseits  zu 
in  §  721  betrachteten  Deformationszustand  einen  zweiten  hin- 
gen, der  dadurch  erzeugt  wird,  dass  wir  auf  das  vom  ersteren 
gelassene  Ränderpäar  das  in  §  722  beschriebene  Kräftepaar- 
ran  einwirken  lassen,  aber  in  der  Richtung,  welche  der  vom  er- 
»n  der  Platte  ertheilten  Drillung  entgegengesetzt  ist  (so  dass 
elbe  jetzt  nicht  —  -L,  sondern  L  ^=  N  ist),  so  befindet  sich  die 
Iratformige  Platte,  ausser  in  unendlich  kleiner  Entfernung  von 
D  Ecken,  genau  in  dem  in  §  647   beschriebenen  Zustande.    Um 

in  diesem  Falle  die  Aus- 
drücke für  die  Compo- 
nenten  der  Verschie- 
bung, der  Deformation 
und  der  elastischen  Re- 
action zu  finden,  müssen 
wir  zu  den  Ausdrücken 
für  a,  /J,  y  in  §  706  (8) 
und  §  707  (45)  die 
Werthe  addiren,  die  man 
erhält,  wenn   man    das 

hoinaon   u.  Tait,  theoretische  Phy 8ik.    II.  17 


(u) 
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Zeichen  jedes  jener  Ausdrücke  ändert  und  x  gegen  jer,  sowie  a  gegi 
y  vertauscht.  Die  zugehörigen  Werthe  von  e,  f,  g,  Q,  6,  €,  P,  Q^B^SyT, 
erhält  man  natürlich  auf  dieselbe  Weise.  Man  hat  aber  nicht  » 
thig,  sie  nieder  zu  schreiben,  da  man  sie  ohne  Weiteres  aus  a,  ß, 
bilden  kann.  Endlich  würde  die  neu  hinzugefugte  Defonttfttki 
wenn  sie  allein  existirte,  die  x  parallelen  Ränder  frei  von  Zag  la 
sen,  ganz  wie  die  anfangs  vorausgesetzte  Deformation  [§  706  (8 
die  Ränder  frei  lässt,  welche  der  ;er-Axe  parallel  sind,  und  so  erka 
nen  wir  ohne  eine  neue  Integration ,  dass  N  noch  den  Werth  (4i 
hat  und  die  Resultante  der  in  §  722  beschriebenen  Zugkräfte  ii 
Die  Theile  der  Verschiebungscomponenten ,  welche  durch  die  Vn 
ducte  der  Coordinaten  dargestellt  werden ,  verschwinden ,  and  ( 
bleiben  nur  die  folgenden  transcendenten  Reihen:  — 

"~        ^\7l/       f  (2*/  +   1)8      .(a*M-127ia  __(aiM-l)»a****  b 

c  **■       2ä       -}-e  2b 

^~^^\n)      '^(2y  -{-  \)^       (gy+i)7ra  {2y-^\)na ^**  6 

a  (äy-|-l);ra 

725.     Wenn  -  unendlich  gross  ist,  so  wird  e        v>       noefl 

licn    gross    und    e 26 —    unendhch    klein.       Setzen    wir  dil 

^72«  —  »  r=.  f/  und  V2  ^  —  Ä?  =  x\  so  verwandeln  sich  die  n 
hergehenden  Ausdrücke  in 

für   Punkte,  welche   dem    Rande    A' 3'    nicht   unendlich  mb» 

liegen;  also  ist 

^i.2v    (—1)"      .     (g^+D^-i^     .     (2,.a-i)»y 
(2^+1)8  6 

für   Punkte,   welche    dem   Bande    AA'   nicht   unendlich   nak 
liegen ;  also  ist 
(15)  \  «  =  0,    y  =  0 

für  alle  Punkte,  die  keinem  Bande  unendlich  nahe  liegen: 

/J  =  0  übei-all; 
endlich  L  z=z  N  =:  ^^  nt ah^, 

und  zwar  wird  die  Hälfte  des  Werthes  jedes  dieser  beidta 
Kräftepaarsystenie  durch  die  über  den  entsprechenden  lUnd 
gleichmfissig  vertheilten  und  den  Abständen  von  der  Hittelliiii« 
proportionalen  Zugkräfte  gebildet ,  die  andere  Hälfte  durch  die 
unendlich  nahe  den  Ecken  und  senkrecht  zur  Platte  wirkend« 
Zugkräfte. 


=+•(1) 
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72H.  Eine  Platte  ohne  £oken  wird  den  Zugkräften  des 
§  647  unterworfen.  —  Es  ist  Jclar,  dass,  wenn  die  Ecken  abge- 
rundet wären,  oder  wenn  die  Platte  eine  beliebige  Form  ohne  Ecken 
hätte,  d.  h.  wenn  in  keinem  Theile  ihres  Randes  der  Krümmungs- 
radius nicht  sehr  gross  wäre  im  Vergleich  zur  Dicke,  die  Wirkung 
eines  auf  die  in  §  647  angegebene  Weise  über  den  ganzen  Rand 
vertheilten  Kräffcepaarsystems  durch  jede  dieser  letzten  Formeln  für 
a  and  y  ausgedrückt  werden  würde.  So  wird  die  ganze  Verschie- 
bung der  Substanz  für  alle  dem  Rande  unendlich  nahe  liegenden 
Punkte  dem  Rande  parallel  sein;  sie  wird  für  alle  übrigen  Punkte 
der  Platte  yersch winden;  sie  wird  gleich  dem  vorhergehenden  Aus- 
druck (15)  für  y  sein,  wenn  x'  einfach  den  Abstand  von  dem  näch- 
sten Punkte  des  Randes  der  Platte  und  y,  wie  in  allen  diesen  For- 
meln, den  Abstand  von  der  Mittelfläche  bezeichnet. 

727.  Wir  können  daraus  schliessen,  dass,  wenn  eine  gleich- 
förmige Platte,  deren  Rand  überall  zu  den  Seitenflächen  senkrecht, 
und  deren  Dicke  ein  kleiner  Bruchtheil  des  kleinsten  Krümmungs- 
radius des  Randes  in  jedem  Punkte  ist,  der  in  §  647  beschriebe- 
nen Einwirkung  unterworfen  wird,  und  wenn  dabei  noch  die  Bedin- 
gung erfüllt  wird,  dass  die  tangentialen  Zugkräfte  [wie  in  §  634 
(3)  für  jeden  von  der  Umgrenzung  einer  gebogenen  Platte  entfern- 
ten Normalschnitt  ausgesagt  wurde]  dem  positiven  oder  negativen 
Abstände  von  der  Mittellinie  des  Randes  einfach  proportional  ver- 
theilt  seien,  die  innere  Deformation  und  Reaction  durch  den  folgen- 
den Satz  bestimmt  sein  werden:  — 

Es  sei  0  ein  beliebiger  Punkt  in  einer  Ecke  des  Randes;  fer- 
ner sei  die  Axe  OX  senkrecht  zum  Rande  nach  innen  zu  gerichtet, 
OY  senkrecht  zur  Ebene  der  Platte.  Dann  ist  die  Verschiebung 
y  eines  beliebigen  Massenpunktes  P  (x,  y),  dessen  Abstand  von  0 

Fig.  63. 

y 


I 


0  N  ^ 

kein  beträchtliches  Vielfache  der  Dicke  h  ist,  senkrecht  zur    Kbeiie 
Y OX  und  durch  die  Formel 

17* 


260  Abstracte  Dynamik, 

(16)  y  =  6-(-)  (e    *c.sf+-e     .cos-^+^e    ^  cas-^ 

bestimmt,  wo  Sl  die  für  die  Einheit  der  Randlänge  genomineoe 
Grösse  des  Eräftepaars  nnd  n  die  Starrheit  (§  680)  der  SnbsUv 
bezeichnen.  Die  einfachste  und  leichteste  Art,  zu  diesem  Reahii 
zu  gelangen,  besteht  jedoch  darin,  dass  man  direct  nach  Fourier*s 
analytischer  Methode  das  folgende  Problem  löst,  welches  ein  besoi* 
derer  Fall  eines  der  allgemeinen  Probleme  des  §  696  ist:  — 

728.  Unabhängige  Behandlung  des  Falles  des  §  647.  - 
Es  ist  eine  gleichförmige  ebene  Platte  von  der  Dicke  b  gegel 
welche  sich  zu  einer  Seite  eines  geraden  Randes  (oder  einer  eq 
Seitenflächen  senkrechten  Ebene)  nach  allen  Richtungen  hin 
Unendliche  erstreckt.  Man  soll  die  Verschiebung,  die  Deformati 
und  die  Reaction  bestimmen,  welche  ein  nach  einer  gegebenen 
kürlichen  Function  [<p  (^)]  der  Entfernung  von  der  Kante  über 
Rand  gleichmässig  yertheiltes  System  tangentialer  Zugkräfte  h« 
vorruft. 

Wenn  wir  die  Coordinatenaxen  wie  in  §  727  wählen,  so  haben  ^ 
die.  Gleichungen  (2)  des  §  697,  nachdem  ,X  =  0,  F  =:  0,  Z  =  ü  g«*« 
ist,  für  alle  Punkte  des  Raumes  zu  lösen,  für  welche  x  positiv  ist  wA 
zwischen  0  und  h  lieg^ ;  dabei  sind  noch  die  Grenzbedingungen 

P=0,  ö  =  0,  B  =  0,  8  =  0,  r=0,  ü=0,  wenn  y=0  oder  b  i«; 
(17)^  P=0,  0  =  0,  Ä  =  0,  iSf=0,   tr=0,  T=^(y),  wenn  x  =  0  ist; 
und  «  =  0,  ß  =  0,  y  =  0,  wenn  x=  cd  ist 

zu  erf&llen. 

Da  jede  der  Grössen  a,  ßj  y  von  B  unabhängig  sein  muss,   so  en9 
sich  hieraus 

(a)  T— ^  -|-  — j  =  0  in  allen  Punkten  des  Körpers: 

(b)  y  =  0,  wenn  a:  =  oo  ist; 

(c)  n  ^  =  0,  wenn  y  =  0  oder  h  ist; 

(d)  n  -^  =  ^(y),  wenn  a?  =  0  ist, 

und  alle,  sowohl  die  für  das  Innere,  wie  die  für  die  Oberfläch«'  gvhvi 
Gleichungen,  welche  «  und  ß  enthalten,  werden  durch  die  Werthe  c=^ 
/J  =  0  befriedigt,  erfordern  also  (Zusatz  C)  «  =  0,  /9  =  0.     Aus  (a),  ^\ 
(c)  sieht  man  natürlich  zunächst,  dass  die  Fonrier'sche  Ii(>äuii^  tob 
Fprm 


(18) 


19) 
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ist,  und  wegen  (d)  sind  die  Coefjdcienten  Ay  so  zu  bestimmen,  diiBs 

(20)  -ü^    Sy   A^    COS   rjjf  =y(y) 

wird.    Sie  sind  daher  [wie  mau  erkennt,  wenn  man  in  §  77  (13)  und  (14) 
^  so  annimmt,  dass  g)  (p  —  ^)  z=  ^  {  wird,  und  p=z2b  setzt]  folgende :  — 

b 

(21)  ^^  =  «._.- .  -^Jipiy)  cos  -^  dy. 


9>^y)  =  ^ß{y-'/,b) 


5« 


Nehmen  wir  (fiir  den  vorliegenden  besonderen  Fall) 

(22) 

an,  so  erhalten  wir 

(23)  A,^  =  0  und  A,^^,  =  6  ^(1)'  (äyq-fjä 

und  gelangen  auf  diese  Weise  zum  Resultat  (16). 

729.  Schnelle  Abnahme  der  Störung  vom  Bai^de  aus 
nach  innen  bu.  —  Es  ist  bemerkenswertb,  wie  schnell  die  ganze 
durch  dieses  Resultat  dargestellte  Störung  von  dem  Rande  ans,  wo 
die  störende  Zugkraft  angreift,  nach  innen  zu  sich  verringert  (ver- 
gleiche §  586),  und  wie  jedes  folgende  Glied  viel  schneller  als  das 
vorhergehende  abnimmt. 

Da  e  =  2-71828,  eV«7r=  4-801,  c^-soa  =  lo,  en  =  23141,  e^^  =  b35b 
ist,  so  erhalten  wir 

1      .  .   Ä  /2\»H  '"   b  ö      ,  b 


für  x  = 


31416 


a-=y3^ 


wir 

{ny  Sny  5: 

,os^  cos—       cOSj 

2718  33. 2-7183"*"  5«.2-7: 
/       ny  Sny  bny 

""  ^  nb\nJ  \  4-801  38.4-80l8"^58.4-80lfi      ^'^'  ^' 


2-303  . 

71 


X:=b. 


y  =  6 


711/ 

2X31  COS-f 


y  =  6 


3  Tri/  bny 

€08-^      COS—TT 

6     .  b 

33.108  "*"   5».  10^ 


u.  s.  w 


COS 


Sny 


cos 


bny 


4 


33.23-14« '^53-23-14* 


U.  B.W 


.t  =  26, 


ny  Sny  bny 

Ä/2X3l««"T      00»  -f    ,   COB  -g 


535-5  33.535-53   '    53.535-5* 

wodurch  der  am  Schluss  des  §  647  ausgesprochene  Satz  schlagend  bewie 
Ben  wird. 
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730.  Allgemeines  Problem  eines  unendlich  grosaei 
festen  Körpers.  —  Wir  bedauern,  dass  der  Mangel  an  Raum  ai$ 
zwingt,  die  Widerstände  eines  Prisma  gegen  torquirende  BieguDg 
und  die  Biegnngswiderstande  einer  Platte  von  aeolotroper  Sab* 
stanz  ununtersucht  zu  lassen,  und  uns  auch  jetzt  noch  auf  isolropi 
Substanzen  zu  beschränken,  wo  wir  zum  Schluss  die  yollsUfi-| 
digen  Integrale  der  Gleichung  [§697  (2)]  des  inneren  Gleichgewicht! 
für  einen  unter  der  Einwirkung  beliebig  gegebener  Kräfte  st^h»- 
den  unendlich  grossen  festen  Körper  und  die  in  harmonischen  Rn- 
hen  dargestellten  Lösungen  ermitteln  wollen,  welche  für  Probleate 
über  die  Deformation  von  Kugeln  und  Kugelschalen,  sowie  von  volkn 
und  hohlen  Cylindern  mit  kreisförmiger  Basis  (§  738)  passend  sini 
Das  Problem,  das  wir  für  den  unendlich  grossen  festen  Körper  m 
lösen  haben,  ist  folgendes:  — 

Es  seien  in  §  698  (6)  X,r,Z  beliebige  Functionen  toi 
(Xjy,ß)y  die  entweder  discontinuirlich  sind  und  in  nWn 
Punkten  ausserhalb  einer  gewissen  geschlossenen  Ober- 
fläche von  endlicher  Grösse  verschwinden,  oder  contin1li^ 
lieh  sind  und  in  allen  unendlich  weit  vom  Anfangspankt 
entfernten  Punkten  verschwinden.  Im  letzteren  Fall« 
mögen  diese  Functionen  so  rasch  abnehmen,  dass,  wensB 
die  Resultante  von  X,  Y,  Z  in  einem  Punkte  ist,  welcher 
den  Abstand  D  vom  Coordinatenanfang  hat,  R D  gegei 
Null  convergirt,  wenn  D  unbegränzt  wächst.  Man  soll 
die  Werthe  «,  ß^  y  bestimmen,  welche  jenen  Gleichnnget 
[§  698  (6)]  genügen  und  für  unendlich  entfernte  Punkte 
(d.  h.  für  unendlich  grosse  Werthe  von  a?,  y  oder  z)  einxeli 
verschwinden. 

Lösung   für    eine  isotrope  Substanz.    —    (a)  Wenn   vom  ^ 

erste  dieser  Gleichuugeii  nach  .r,  die  zweüe  nach  y  und    die    dritte  ntck 
z  differentiirt  und  die  Resultate  addii*t,  so  erhält  man 

(1)  («  +  „)v»<r-h  1^  +  ^  +  4^=0. 

'      '  ^     dx    ^     dy    ^    dz 

(b)  Dies   zeigt,  dass,  wenn   wir    uns  durch    einen  Baum  eine  S«»* 
vertheilt  denken,  deren  Diclitigkeit  q  durch  die  Formel 

^  '  ^  "•  4n(m  -f  n)  \dx  '^  dy  '^  dz) 

gegeben  ist,  d  gleich  dem  Potential  dieser  Masse  im  Punkte  (j,  y,  i)  ^ 
miiss.     Denn-[§  491  (c)]  wenn  V  dieses  Potential  ist,  so  habon  wir 

V^  V  +  4n  Q  =  0. 

Wird  dies  von  (1)  subtmhirt  imd   das  Besultat   durch   (m  +  n)  Aividiii. 
PO  folgt 
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VM«^  —  V)  =:  0 

alle  Werthe  von  (x,  y,  z).  Da  nun  XD,  YD^  ZD  gegen  Null  con- 
jpren,  wenn  D  unendlich  gross  ^vird,  so  muss  offenbar  für  alle  unend- 
i  weit  entfernten  Punkte  F  =  0  sein.  Ist  also  S  eine  beliebige  ge- 
loesene  Oberfläche,  welche  den  Coordinatenanfangspunkt  umgibt  und 
rall  anendlich  weit  von  ihm  entfernt  ist,  so  ist  die  Function  ((f —  F) 
alle  auf  S  liegenden  Punkte  Null,  während  sie  für  alle  innerhalb  S 
^genen  Punkte  der  Gleichung  (3)  genügt.  Es  muss  also  [Zusatz  A  (e)] 
=  V  sein.  Mit  anderen  Worten:  Die  Thatsache,  dass  (1)  für  alle 
ikte  des  Baumes  besteht,  liefert 

.  __L_  /  /  /(||+|7jizWi!:i'' 

47r(»»  +  n)  I    J    J    y [(X  —  a:')»  4- (1/ —  y7 -f  (^  —  ^')2]  . 

—  00     —CO     ^— OD 

X',  Y\  2^  die  Werthe  von  X,  Y,  iT  für  einen  beliebigen  Punkt 
y*,  y)  bezeichnen. 

(c)  Wir  können  diesen  Ausdruck  durch  eine  partielle  Integration  imd 
ch  Beachtung  der  vorgeschriebenen  Convergenzbedingung,  nach  welcher 


*     "  X'  d)f  dz* 


—  OD     —-00 


modificireu  und  erhalten  die  Foimiel 

CO  00  OD. 


-^  OD    —OD    ^00 


che  für  die  meisten  Zwecke  passender  als  (4)  ist. 
(d)  Nach  genau  demselben  Verfahren,  das  wir   in  (b)  anwandten,  in- 
nren wir  jetzt  jede  der  drei  Gleichungen  (6)  des  §  698  einzeln   bezie- 
igsweise  nach  «,  /9,  y  imd  finden 

«  =  tt  -h  CT,  /J  =  v  +   F,  y  =  «;  -f  TF, 

«,  p,  w,  V^  F,  W  die  Potentiale  von  Massen  im  Punkte  (.r,  y,  z) 
eichnen,  welche  dm*ch  den  ganzen  Raum  vertheilt  sind  und  bezie- 
igBweise  die  Dichtigkeiten 

m    gj       w     ä±       m    d±       X         Y        Z 
Ann  dx'    Ann  dy'    Ann  dz'   Ann'    Ann'    Ann 

ten;  mit  anderen  Worten:  w,  u.  s.  w.,  Ü,  u.  s.  w.  sind  solche  Func- 
len,  dass  in  allen  Punkten  des  Raumes 

r'^  -I ^—  =  0,  u.  s.  w.,  V^  f^  H =0,  u.  8.  w. 

^       ^    n  dx  '     n 

Bezeichnen  also  «f",  X",  F',  Z"   die  Werthe   von   cf,  X,   Y,  Z  für 

BD  Punkt  (a/',  y",  -?")»  ^^  erhalten  wir  für  « 

S     52     Ä  (^^,  +  ^")  dJc"dy"  dz'' 

''-^  AnnJ  J  J   Vkx-xT  +  (y  -y'T  4-  (^-^'Y\ 

"  'tP    —00  OD 

d  hierin   rf"  durch   seinen  Werth  (6)   ersetzt,   so  wird  «   durch   die 
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Bomme  eines  sechsfachen  und  eines  dreifachen  Integrals  ausgedrückt;  di 
letztere  ist  das  TJ  der  Formel  (7).  Aehnliche  Ausdrücke  ergeben  sieb  f« 
ß  und  y.  Dieselben  lassen  sich  jedoch  bedeutend  vereinfiAcben ,  da,  vi 
wir  alsbald  sehen  werden,  jedes  der  sechs&chen  Integrale  auf  ein  dra 
faches  reducirt  werden  kann. 

Speoleller  Fall.  —  (e)  Um  einen  besonderen  Fall  zu  betrachtei 
nehmen  wir  an,  jede  der  Grössen  JIC,  Y,  J?  sei  im  Innern  einer  Kii|Eil 
die  den  Goordinatenanfang  zum  Mittelpunkt  und  den  Badius  a  hat,  übeni 
constant,  in  jedem  andern  Punkte  dagegen  Null.  Unter  dieser  Yotub 
Setzung  wird  — S  nach  (6)  die  Summe  der  Producte  jeder  der  GröBea 
X,  Y,  Z  in   die   entsprechende   Componente  der  Attraction  einer  doid 

jenen    Baum    mit    der   Dichtigkeit   r—. — | — r  gleichförmig    vcrtheilw 

Masse.    Folglich  ist  [§  491  (b)] 

.  _      —  g^      Xx  +  Yy  -|-  Zz  für  Punkte  ausserhalb  der 


(10) 


3  (w  +  n)  r»  Kugelfläche, 

_p  —  1       /v      t    TT       I     9  \  för  Punkte  innerhalb  der 

<f  =  -r — j — r-  (Xx-^-  Yy  +  Zz)         „ 

3(w-|-n)  ^         '       ^  ^         '  Kugelflache. 


Nun   können  wir  das  u  der   Formel  (8)  in  zwei   Theile   t*',  m"  theiki 

dx 


welche  beziehungsweise  von  den  Werthen  abhängen,  die  -^   innerhd 


und  ausserhalb  der  Kugelfläche  hat;  dann  ist 

für  r  <  a       W  =x       !^  ,     .  =  canst., 
(11)        {  .  3n(m-f-f») 

^  „   r>a       W  =  0; 
für  r<a  '  VV'=0, 

/io\  „    r^  a      V^«"  =  —  —  -j— ,  und  dies  ist  eine  räumliche  fad 

Imonische  Kugelftmction  vom  Grade  —  3 ,   da   (f  durch   die  enl 
der  Gleichungen  (lO)  gegeben  ist. 

Die  Lösung  von  (ll),  welche  einfach  das  Potential  einer  gleichmäßig  ■ 

1  mX 

Masse  erfüllten  Kugel  von  der  Dichtigkeit  — - —  - — 7 — j — r bedeutet,! 

natürlich 

tt'  =  -- — ; 1 — r  —  für  r  >  a. 

9  n  (m  -f-  n)  r 

Wenn  wir  weiter  in  der  Formel  (12)  des  Zusatzes  B  im=2,  ii=  — 

und  F— 8  =  T"  setzen,    so  erhalten  wir 
dx 

dd 
da,  für  '*  ^  ^>  j~  ^^^^  harmonische  Kugelfunction  der  Ordnunc:  —  3  is 
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Kon    ist    r^  -j-  [Zusatz  B  (13)]  eine  räunilicbe  hanuonisohe  Kagelfuuc- 

•T-  I  für  irgend  einen  Punkt   inner- 

dS 
halb  der  Kugelfläohe  denselben  algebraischen  AusdiTick,  welchen  ^—  nach 

r*  rddl 
(10)  fdr  den   äasseren  Baum  bezeichneti  so  ist  "'s  1  7"  I   ^^^    Function, 

welche  für  den  ganzen  Baum  innerhalb  der  Kugel  der  Gleichung  V'u  =  0 
genagt  und  für  die  der  Kugeloberfläche  innen  und  aussen  unendlich  nahe 

liegenden  Punkte  gleich  r^  -j-  ist.    Folglich  ist  -5  1  -jt"  1  für  den  inner 
und  r^  ;p-  für  den  äusseren  Baum  das  Potential  einer  Massei  deren  Dich- 

CLOU     , 

tigkeit  ausserhalb  der  Kugel  T~'*^jr'i  innerhalb  dagegen  Null   ist,  und 

einer,  so  viel  wir  bis  jetzt  wissen,  völlig  unbestimmten  Massenschicht, 
welche  über  die  trennende  Kugelobei*fläche  vertheilt  ist.  Um  die  Flächen- 
dichtigkeit dieser  Schicht  zu  finden,  nehmen  wir  zunächst  für  einen  der 
Oberfläche  unendlich  nahe  liegenden  äusseren  Punkt 


en 


(*£+y£+'Ä)(*^5D" 


was  wir  mit  —  {^-B)  bezeichnen  können,  und  für  einen  der  Oberfläche 
unendlich  nahe  liegenden  inneren  Punkt 

\^Tx'^^Ty^^Tz)\^^  \TxV 
was  mit  —  [*'-R]  bezeichmpt  werden  möge.     Berücksichtigen  wir   dann, 

das«  nach  der  Bezeichnung  des  Zusatzes  A  (a)  x  -3 V  V   "X — V  ^  5~ 

dasselbe    wie  r  -t-  ist,  so  erhalten  wir  nach  Zusatz  JB  (5) 

Folglich  ist,  da  r^  ^  für  den  äusseren  Baum  von  f  unabhängig  ist,  und 

da  r  für  jeden  der  beiden  Punkte  sich  unendlich  wenig  von  a  unter- 
scheidet, 

Nun  sind  aber  {JR}  und  [Ü]  die  in  der  Bichtung  der  Badien  genomme- 
nen Componenten  der  dem  in  .der  vorausgesetzten  Weise  vertheilten  Po- 
tential entsprechenden  Kraft  in  Punkten,  die  einander  unendlicli  nahe  zu 
beiden  Seiten  der  Kugelfläche  liegen.  Mithin  geht  aus  §478  hervor,  dass 
PH  zur  Erzeugung  jener  Yertheilung  einer  Massenschicht  auf  der  tren- 
nenden Oberfläche  bedarf,  welche  die  Flächendichtigkeit 
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hat.     Da    aber    {R)  —  [M]   eine    harmonische    Flachentuoction    z«eitn 
Ordnung  ist,  so  ist  das  Potential  dieser  Schicht  allein  [§  536  (4)] 

Vs  ({jB)  —  [B])  —  im  Innern  der  Kugel 
und 

Vö  ({-R)  —  [-ß])  "3  i™  äusseren  Raum, 

oder,  mit  Rücksicht  auf  den  oben  für  {B}  —  [B]  gefundenen  Werth. 


- — i  »■*  I  "^T"  I  ini  Innern  der  Kugel 


und 

3a2  d^ 

-7-  -7-  im  äusseran  Raum. 
5     ax 

Wird  dieses  Potential  von  dem  früher   angenommenen   GesanimtporrarLsl 
subtrahirt,  so  folgt 

für  das  Innere  der  Kugel  - — 5  r*  |  -r—  I 

®     5a'       Ldxj 

dd 

•       und  für  den  äusseren  Raum  (r^  —  '/g  a*)  -r— 

als  Werth  des  Potentials  einer  durch  den  äusseren  Raum  mit  derDichi.|( 

keit  T—  •  6  r^  3—   vertheilteu    Masse ,     die  keine    Oberflächenschicht    hu. 
4n  dx  « 

Hierau»  imd  aus  (14)  ersehen  wir,  dass  die  Lösung  von  (12)  folgeiule  i«t:- 

«"  =  V.  ^  (»-*- V6«*)fi  für  r>a. 

Da  aus  (8)  hervorgeht,  dass   U  das  Potential  einer  Masse    von    der  PiH: 

X 

tigkeit  -; ist,  und  da  X  im  Innern  der  Kugel  constant   und  in  jedts 

47m 

äusseren  Punkte  Null  ist,  so  erhalten  wir 

ü=  —  (3aa  -  r»)  für  r  <  a 
/    X  ,  6n  ' 

(16)  {  „     3 

[7  =  —  —  für  r  >  a. 
3»  r 

Dies  liefert  nach  (7),  mit  Rücksicht  auf  (13),  (15)  und  (10), 
für  r  <  a 


17  ■ 


«^  o    /\     ,|(2m  +  3n)X(3aa-ra)-%wrft;^^^+'^^'^^') 


(f»+  n) 
und  für  r  ">  a 


«^         /  /«       .        x^         /  2      s/    2N  «*   Xx+Yy+^\ 
«  =  ——7—, — ^r{2(2w  +  3fl) w(r2  — %a2)-5 /  — l» 


(w+n) 
und  symmetrische  Ausdrücke  für  ß  und  t^. 


€t 
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731.  Eine  eingehende  Betrachtung  dieses  Resultats  mit  gra- 
Ischen  Erläuterungen  der  Verschiebungen,  Deformationen  und 
Biischen  Beactionen,  zu  denen  es  führt,  ist  in  der  Theorie  der 
rÜeitang  der  Kraft  durch  feste  Körper  vom  grössten  Interesse. 
r  müssen  es  uns  aber. versagen,  hierauf  einzugehen,  und  werden 
\  auf  die  Lösung  des  allgemeinen  Problems  des  §  730  be- 
tränken. 

Um  dieselbe  herzuleiten,  haben  wir  jetzt  nui*  zu  bemerken,  das»,  weAn 
inendlich  klein  wird,  die  Ausdrücke  für  «,  /J,  y,  da  X,  Y,  Z  endlich 
iben,  gleichfalls  unendlich  klein  werden,  sogar  innerhalb  des  Angriffs- 
\  der  Kraft;  in  Entfernungen  von  diesem  Angrififsort,  die  gross  sind 
Vergleich  zu  a,  ^rd 

2Ann(m-\-n)\    ^        •        '    r  dx  r^  t 

/9  =  u.  8.  w^,    y  =  u.  8.  w., 

V  das  Volumen  der  Kugel  bezeichnet.  Da  diese  Ausdrücke  einfach 
1  dem  ganzen  Betrage  der  Kraft  abhängen  (deren  Componenten  X  V, 
Fy  ZV  sind)  und,  wenn  letztere  gegeben  ist,  von  dem  Radius  der  Ku- 

unabhängig  sind,  so  drücken  dieselben  Formeln  auch  die  Wirkung 
es  im  Ganzen  ebenso  grossen  Kraftsystems  aus,  welches  durch  einen 
endlich  kleinen  Baum  von  beliebiger  Form  vertheilt  ist,  der  nach  kei- 

Bichtung  liin  mehr  als  unendlich  wenig  vom  Goordinateuanfangn- 
ikt  aus  ausgedehnt  ist.  Wir  erhalten  daher,  wenn  wir  wieder  die  Be- 
shnung  des  §  730  (b)  anwenden,  für  die  gesuchte  allgemeine  Lösung 

y  {(x  — ä')2  +  (y  — y')^  4-  i^  —  ^W  ist,  die  Integration  ///  sich  dm-ch  den 
aum  erstreckt  und  X',  Y,  Z?  drei  willkürliche,  nur  durch  die  Convergenz- 
\  des  §  730  beschränkte  Functionen  von  o?',  j/,  z*  sind. 

»e  Lösung  wurde,  wenn  auch  in  etwas  anderer  Form,  zuerst  im  Cam- 
idge  and  Dublin  Mathematical  Journal  1848  gegeben.  (On  the 
[uations  of  Equilibrium  of  an  Elastic  Solid.) 

Vergleichen  wir  sie  mit  (9),  so  sehen  wir,  dass  das  in  (9)  enthaltene 
hsfache  Integral  jetzt  wirklich  auf  ein  dreifaches  reducirt  ist. 

Der  Process  (e),  durch  welchen  diese  Beduction  ausgeführt  wird,  be- 
ht  der  Hauptsache  nach  aus  der  Berechnung  eines  gewissen  dreifachen 
«grals  mittels  der  passenden  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
'F -)-  4w^  =  0  [vergl.  §  649,  wo  der  viel  einfachere  Fall  behandelt 
rd,  in  welchem  q  bloss  eine  Function  von  r  ist].    Das  Besultat  durch 
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(lirecte  lutegiatiou  zu  prüfen ,  ist  eine  gute  üebuug  in  der  IntegralrKl 
nung. 

« 

732.     Anwendung   auf  das    Problem  des  §   096.  —  I 

§§  730,  731  ist  der  gedachte  Gegenstand  ein  homogener  elastisciw 
fester  Körper,  welcher  den  ganzen  Raum  erfüllt  und  die  Wirkoj 
eines  gegebenen  Kräftesystems  erföhrt,  welches  auf  seine  Sahstaii 
körperlich  einwirkt.  Abgesehen  yon  der  in  §  731  angedeutete 
interessanten  Anwendung,  ist  die  Lösung  insofern  von  Nutzen«  al 
sie  das  Problem  des  §  696  vereinfacht;  sie  rcducirt  dasselh 
nämlich  unmittelbar  auf  den  Fall,  in  welchem  keine  Kr«f 
auf  die  innere  Substanz  des  Körpers  wirkt:  — 

Die  Gleichungen,  denen  genügt  werden  muss,  sind  für  den  gazaa 
vom  Körper  eingenommenen  Baum  die  Formeln  (6)  des  §  698  nnd  S 
alle  Punkte  seiner  Umgrenzung  gewisse  andere  Gleichungen ,  welche  a« 
drücken,  dass  die  Verschiebungen  oder  die  Zugkräfte  auf  der  Oberflidl 
den  vorgeschriebenen  Bedingungen  genügen,  fis  seien  nun  ^a/ß/y  Fini 
tiouen  von  (j?,  y,  z),  welche  für  den  vom  Körper  eingenommenen  Ba^ 
die  Gleichungen 


(1) 


n  ^^  *y  -\-  m  -^ 1-  Z  =  0,    wo  der  Kürze  wegen 

^^=^4.  ^4.^  ist 
dx    "^  dy  "^  dz      ' 


befriedigen.    Setzen  wii'  dann 

(2)  «  =  ^«  +  «„    /S  =  >  +  A,    y  =  V  +  y„ 

so  sehen  wir,  dass  wir,  um  die  Aufgabe  vollständig  zu  li>sen.  n 
»^,  Pf^  yf  mittels  der  Gleichungen 

(n  V»«,  +  »t  |i'  =  0,    nV'ß,  +  m^'  =  o. 

(3)  •*•"  '^^ 

die  in  dem  ganzen  yom  Körper  eingenommenen  Baum  erfüllt  sein  irt 
sen,  und  zugleich  mittels  der  füi*  die  Punkte  der  Umgrenzung  des  Kä 
pers  geltenden  Gleichungen  zu  bestimmen  haben;  die  letzteren  Glekbn 
gen  erhält  man,  wenn  man  von  den  vorgeschriebenen  Werthen  der  Ob« 
flächen  Verschiebung  oder  Zugkraft  die  aus  *a,  '/?,  'y  berechneten  Coiipi 
nenten   der  Verschiebung  oder  der  Zugkraft  subtrahirt. 

Werthe  für  *«,  */9,  'y  kann  man  nach  §§  730,  731  immer  find«ai.  ö 
dem  man  voraussetzt,  die  Gleichungen  (l)  des  §  732  seien  für  den  g» 
zen  Raum  gültig  und  X,  Y,  Z  seien  discoutiuuirliche  Functionen,  "w^ 
für  alle  Punkte  des  Körpers  die  gegebenen  Werthe  haben,  and  vttt^ 
nen  jede  für  alle  dem  Körper  nicht  angehörenden  Punkte  Null  sei  ^ 


Statik  fester  und  flüssiger  Körper.  269 

einzige  Bedingung,  die  erfiillt  sein  mnss,  ist  die,  dass  die  Gleichun- 
I  (1)  in  dem  vom  Körper  wirklich  eingenommenen  Banme  erfölit  seien, 
i  in  einigen  der  wichtigsten  Fälle  der  Praxis  kann  dieser  Bedingung 
fater  auf  eine  andere  Weise  genügt  werden ,  als  indem   man  V,  ^ß,  ^y 

die  angegebene  Art  bestimmt,  und  noch  eine  Bedingung  für  den  übri- 
i  Baum  hinzufügt. 

733.  Eine  wichtige  Klasse  von  Fällen.  —  So  z.  B.  wollen 
r  Yoraussetzen,  die  Kräfte  seien  so  beschaffen,  dass  Xdx  -[-  Ydy 
Zde^)  das  Differential  einer  Function  W  der  als  unabhängig 
räuderliche  angesehenen  Grössen  x^  y^  'e  ist.  Diese  Voraussetzung 
ifasst  einige  der  wichtigsten  und  interessantesten  Anwendungen 
f  die  Praxis,  darunter  folgende :  — 

(1)  Ein  homogener  isotroper  Körper,  auf  welchen  in  pa- 
lelen  Linien  gleiche  Gravitationskräfte  wirken,  wie  es  bei  einem 
rrper  von  geringen  Dimensionen  unter  dem  Einfluss  der  terrestri- 
len  Gravitation  der  Fall  ist. 

(2)  Ein  homogener  isotroper  Körper,  auf  welchen  eine  be- 
big vertheilte  schwere  Masse  wirkt,  und  der  entweder  im  Zu- 
md  der  Ruhe  durch  Oberflächenzugkrüfte  ins  Gleichgewicht  ge- 
acht  wird,  wenn  die  Attractionskräfte  einander  nicht  selbst  das 
eichgewicht  halten;  oder  der  dem  D' Ale mbert' sehen  Princip 
264)  gemäss  die  Bedingungen  des  inneren  Gleichgewichts  erfüllt, 

dem  die  Widerstände  aller  Theile  seiner  Masse  gegen  Beschleuni- 
mgen  und  die  Attractionskräfte,  denen  er  unterworfen  ist,  einan- 
>r  das  Gleichgewicht  halten,  wenn  die  Umstände  von  der  Art  sind, 
L88  keine  Beschleunigung  der  Rotation  in  Rechnung  gezogen  werden 


^)  Es  sei  m  die  Masse  eines  kleinen  Theils  des  Körpers;  x,  y,  z  die  Coordi- 
len,  welche  dieser  Theil  zn  irgend  einer  Zeit  hat;  und  Pm,  Qm^  Rm  die  Com- 
nenten  der  auf  den  Theil  wiricenden  Kraft.  Wenn  dann  das  System  conservativ 
\  HO  muss  Pdx  -\~  Qdy  -|-  Rdt  das  Differential  einer  Function  von  a;,  y,  z 
in.  Es  mögen  z.  B.  die  auf  alle  Theile  des  Körpers  wirkenden  Kräfte  in  den 
n  einer  festliegenden  Masse  ausgeübten  Anziehungen  oder  Abstossungen  bestehen, 
id  es  sei  der  betrachtete  Massenpunkt  die  Masse  des  Körpers  innerhalb  eines 
lendlich  kleinen  Volumens  dxdy^z.  Dann  haben  wir  Pm  =  XdxSydz, 
s.  w.  Wenn  also  Q  die  Dichtigkeit  der  Masse  von  m  bezeichnet,  so  dass 
diSySz  =  m  ist,  so  ist  in  der  Bezeichnung  des  Textes  Pq  =  -X,  Qq=^  Yy 
^  =  Z;  folglich  ist  Xdx  -\-  Ydy  -\-  Zdz  ein  vollständiges  Differential  oder 
icbt,  jenachdem  ^  eine  Function  des  Potentials  ist  oder  nicht,  d.  h.  jenachdem 
*  Dichtigkeit  des  Körpers  auf  den  Flachen  constanten  Potentials  für  die  Kraft- 
ntheilang,  zu  der  (P,  Q,  R)  gehört,  gleichförmig  ist  oder  nicht.  So  wird  die 
edingting  des  Teztes  im  Falle  eines  conftervativen  Kraftsysteros  erfüllt,  wenn  der 
Brper  homogen  ist.  Sie  wird  aber  erfüllt,  das  System  mag  conservativ  sein  oder 
(cht,  für  ein  solches  Dichtigkeitsgesetz,  dass,  wenn  der  Körper  seine  Starrheit 
^rlöre  und  sich  in  eine  in  einem  geschlossenen  starren  Gefass  befindliche  unzu* 
Mnmendrückbare  Flüssigkeit  verwandelte,  er  sich  im  Gleichgewicht  (§  755)  be6n- 
ea  würde. 
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mnss.  Za  diesem  Falle  gehört  das  unten  gelöste  Problem,  die  dorq 
den  Ebbe  and  Fluth  erzeugenden  Einfluss  der  Sonne  und  des  Mm 
des  henrorgebrachte  Deformation  der  festen  Erde  zu  bestiiUBai 
wenn  das  specifische  Gewicht  und  die  Starrheit  derselben  nbenl 
als  gleichmässig  angenommen  werden. 

(3)  Ein  gleichförmiger  Körper,  deformirt  durch  eine  C<iito 
fugalkrafb,  die  aus  einer  gleichförmigen  Rotation  um  eine  feste  Ai| 
herrührt.  i 

In  jener  Voraussetzung  sind   aber  nicht  enthalten:  der  Fj 

eines  festen  Körpers,  dessen  specifisches  Gewicht  nach  einem 

bigen  Gesetz  in  den  verschiedenen  Theilen  yariirt,  und  der  beü 

gen  jener  Einwirkungen  unterworfen  ist;  allgemein  der  Fall 

Stücks  magnetisirten  Stahls,  das  einer  magnetischen  Anziehung  j 

gesetzt  ist;  ja  nicht  einmal  der  Fall  eines  gleichförmigen  K 

welcher  den  Bedingungen  des  inneren  Gleichgewichts  genügt, 

die  Widerstände  gegen  eine  Beschleunigung  seiner  Rotation  am  ti 

feste  Axe,  die   durch  Oberflächenkräfte  erzeugt  wird,  in  Bet 

kommen. 

Wir  haben  nach  der  hier  gemachten  YoransBetzung 

,^.  dW       Y      dW   '    ^      dW       „ 

^  '  dx  dy  *       dz 

und  dies  liefert 

1^  4.  ^  -L  i?  =  r-2  if^ 
dx  ^^  dy  ^^  dz 

Hieraus  folgt  für  V,  wie  sich  in  §  730  (a)  for  (f  ergab, 

(m  -I-  n)  r"*cf  +  V*  TT  =  0, 

welclve  Formel  durch  die  Annahme 

W 

(5)  J  =  -        ^ 


(6) 


beft-iedigt  wird.  Führen  wir  weiter  diese  Yoraussetzimgen  in  die  Gid 
chungen  (1)  des  §  732  ein,  so  sehen  wir,  dass  dieselben  achlicalia 
durch  folgende  Werthe  für  V,  '^,  'y  befriedigt  werden:  — 

U     _        I         d^    .    _         1        d&    .     __         1        d9 
m-|-n  dx*  m  -\-  n  dy*   ''        m  -{-  n  äi' 

wo  9-  eine  beliebige  Function  ist,  welche  der  Gleichung 
V^^  r=  —  W  genügt. 

Wir  bemerken  noch,  dass,  wenn  W  eine  harmonische  KiigclAuKO' 
[Znsatz  B  (a)]  ist,  eine  Voraussetzung,  welche,  wie  wir  später  sehen  ** 
den ,  die  wichtigsten  Anwendungen  auf  ph3r8ikalische  Probleme  ia  »* 
schliesst,  wir  ohne  Weiteres  aus  Znsatz  B  (12)  folgendes  Integnl  v 
Gleichung  für  ^  erhalten :  — 

^'^  *  =  w^^"' 

wo  der  an  If^geliängtt»  Index  ausdruckt,  dass  diese  Grösse  vom  GrtJ«?»  ^ 


(1) 
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734.  Das  Problem  des  §  68&  unter  der  VorauasetBung, 
dass  nur  auf  die  Oberfläche  Kräfte  einwirken.  —  Das  allge- 
meine Problem  des  §  696,  welches  jetzt  auf  den  Fall  zurückgeführt 
iat,  in  dem  keine  Kraft  auf  die  innere  Substanz  einwirkt,  wird  da- 
nach, mathematisch  ausgedrückt,  folgendes:  — 

Drei  Functionen  er,  j3,  y  you  (o:,  y,  z),  welche  für  alle  Punkte 
des  vom  Körper  eingenommenen  Raumes  den  Gleichungen 
/d^a     .    d^a    .    €Pa\    -  d    /da    .    dß    .    dy\ 

\dx^  ^  cly2  -r  ^^2)  ^  ^  dy  \dx  ^  dy  ^  dzj  —  ^ 

\dx^  ^  dy*  ^  dzV  ^  ^  dz  \dx  ^  dy^  dz)       ^ 

genügen,  und  die  Gleichungen  fiir  alle  Punkte  der  Umgrenzung  zu 
bestimmen,,  welche  geeignet  sind,  eine  beliebige  genügende  Combi- 
nation  der  beiden  in  §  696  angegebenen  Oberflächenbedingnngen  oder 
eine  derselben  auszudrücken.  Wenn  diese  Bedingungen  darin  beste- 
hen, dass  die  Verschiebungen  auf  der  Oberfläche  gegeben  sind,  so  sind 
die  sie  ausdrückenden  Gleichungen  natürlich  bloss  die  Angabe  willkür- 
licher Werthe  yon  a,  ß,  y  für  jeden  Punkt  der  Umgrenzungsfläche. 
Wenn  andererseits  auf  der  ganzen  Oberfläche  in  einer  völlig  bestimm- 
ten Weise  Kräfte  angreifen,  die  nur  den  Bedingungen  unterworfen 
sind,  dass  sie  den  in  seinem  deformirten  Zustande  als  starr  (§  564) 
angenommenen  Körper  im  Gleichgewicht  halten,  und  wenn  es  sich 
darum  handelt,  zu  bestimmen,  wie  der  Körper  sowohl  an  seiner 
Oberfläche,  als  in  seinem  Innern  nachgibt,  so  sind  die  Bedingungen 
folgende:« —  Es  bezeichne  dSl  ein  unendlich  kleines  Element  der 
Oberfläche,  und  JF,  &,  H  Functionen  der  Lage  auf  der  Oberfläche, 
welche  die  Componenten  der  einwirkenden  Zugkraft  ausdrücken. 
Diese  Functionen  sind  willkürlich  und  nur  den  folgenden  Bedingun- 
gen unterworfen,  welche  die  Gleichungen  [§  651  (a),  (b)]  des 
Gleichgewichts  eines  starren  Körpers  sind:  — 
//FdÄ  =  o,  ffGdn  =  o,  f/EdSlz^o, 
ff(Hy -  ö^)  dÄ  =  0,  ff(Fz  —  Hx)d£l  =  0,  //{Gx—  Fy) dÄ  ==  0 ; 

femer  muss  die  vom  Körper  erlittene  Deformation  so  beschaffen 
sein,  dass  sie  für  jeden  Punkt  der  Oberfläche  die  Glei- 
chungen 


(2) 
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l<-+•»r:■H-")(r^^)k+"(r^.^'^-(^^f3'-' 

befriedigt,  welche  ans  §  662  (1)  mit  Anwendung  von  §  670(6), 
§  693  (5)  und  §  698  (5)  gefanden  werden ;  /^  g,  h  bezeichnen  hkr 
die  Richtungscosinns  der  an  die  Umgrenzongsflache  in  (x,  y,  f)  g^  I 
legten  Normalen. 

I 

^  735.  LöBimg  des  Problems  des  §  096  f&r  Kugelschalen.- 
Die  mittels  der  Laplac ersehen  Entwicklung  nach  harmoniiclMi 
Kugelfunctionen  erhaltene  Lösung  dieses  Problems  filr  den  Fal 
einer Kugelschale  (§696)  hat  zuerst  Lame  in  einer  in  Lioaviile'i 
Journal  1854  veröffentlichten  Arbeit  gegeben.  Sie  wird  dnrci 
unsere  Bezeichnungsweise  und  symmetrischen  Formeln  [Zusatz  E 
(1)  —  (24)]  sehr  vereinfacht^),  die  wir  so  lange  beibehalten ,  b« 
wir  für  praktische -Zwecke  geeignete  Entwicklungen  der  harnKM»- 
sehen  Functionen  in  algebraischer  oder  trigonometrischer  Fon 
suchen  werden. 

(a)  Wenn  wir  der  Kürze  wegen  die  bisher  [§698  (8),  (9)]  gebrtiiefc' 
ten  Zeichen  d  und  ^^  beibehalten,  80  erhalten  wir  aus  §  734  (I)  b»»** 
dem  Verfahren  (a)  des  §  730 

V^cf  =  0. 

(b)  Beweis,  dass  die  Ausdehnung  sioh  in  convergenten  Bi^ 
hen  harmonischer  Eugrelftinotionen  ausdrücken  Ifisst.  —  Es  «b« 

nun  die  Werthe,  welche  d  auf  zwei  beliebigen  concentrischen  Eog^t- 
flächen  von  den  Radien  a  und  a'  hat,  nach  Zusatz  B  (52)  in  Beihen  bir 
rngnlscher  Plftchenfunctionen  6o,  Si^  Ä^,  u.  s.  w.  und  Sq\  Si\  S^',  u  s.» 
entMrickelt,  so  dass 

id  =  So  +  S^-{-  S^  +...+  Sy+...  für  r  =  a 
^^'  \d  =  8o'-\-  Ä/-f  Ä2'  +  ...+  Ä/  +  ...  für  r  =  o' 

ist.  Dann  muss  in  dem  ganzen  zwischen  beiden  Kugelflächen  liegtirf« 
Baum 

sein.     Denn  erstens  oonvergirt  diese  Beihe  für  alle  zwischen  a  and  « 


^)  „Dynamical  Problcnid   reganling    Elastic    Spheroidbl    Shells,  and  Sphd«^ 
of  Incompressiblc  Liquid."     W.  Thomson,  Phil.  Trans.,  1862. 
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Uegenclen  Werthe  von  r.  Dies  am  beweisen,  nehmen  wir  an,  «'  sei  klei- 
ner als  a  und  schreiben  (5)  in  der  Form 

(6)  cf  =  l<f,.+!;<f-y-i. 

0  0 

wo  9y^  (f~y~i  räumliche  harmonische  Kugelftinctionen  von  den  Graden 
p  und  —  ¥  —  1  sind,  die  durch  die  folg^den  Gleichungeir  bestimmt 
sind:  — 

.  \a)  /r\y  \a)  /aV+* 

=      i  _  /a'yi'+i     \a)  "^^  ^-^-1  =  "  1  _  /a'yi'+i    Vr  >> 

Für  sehr  g;ro8se  Werthe  von  y  nähern  sich  diese  Ausdrücke  den  Grenzen 

^v  =  Sv  {^  und  9^v-\  =  S'y  (^y       ,   -^ 

und  da  jede  der  Beihen  (4)  nothwendig  convergirt,  so  convergiren  die 
beiden  Beihen,  in  welche  in  (6)  die  Entwicklung  (5)  getheilt  ist,  zuletzt 
rascher,  als  beziehungsweise  die  ^geometrischen'*  Beihen 

©'•  er  er  ■  •  ■  -(fr.  c?)'"  (fT"  •  •  • 

Zweitens  stimmt  der  Ausdruck  (5)  an  der  Grenze  des  betrachteten 
Baumes  (den  beiden  concentrischen  Kugelflächen)  mit  (4)  über  ein. 

Drittens  genügt  er  in  diesem  Baume  überall  der  Gleichung  V^cf  =  o. 

Folglich  kann  viertens  keine  Function, deren  Werth  von  dem  durch 
(^)  gegebenen  in  irgend  einem  Punkte  des  zwischen  beiden  Kugelflächen 
hegenden  Baumes  verschieden  ist,  [Zusatz  A  (e)]  den  Bedingungen  (3) 
und  (4),  denen  ^  untei-worfen  ist,  genügen.  In  Worten  lässt  sich  dies 
folgendermaassen  ausdi'ücken:  — 

736.  Allgemeiner  Satz  über  die  Möglichkeit  einer  Ent- 
wicklung nach  räumlichen  harmonischen  KugelfUnctionen.  — 
Jede  Function  d  von  o?,  y^  ff,  welche  für  alle  Punkte  des  zwischen 
^<  d  =  0  genügt,  zwei  concentrischen  Kugelflächen  liegenden  Rau- 
mes der  Gleichung  kann  als  die  Summe  zweier  Reihen  vollkom- 
mener harmonischer  Kugelfunctionen  [Zusatz  B  (c)]  dargestellt  wer- 
den, von  (Viien  dieeine  von  einem  positiven,  die  andere  von  einem 
negativen  Grade  ist,  und  von  denen  jede  für  alle  Punkte  jenes  Rau- 
mes convergirt. 

(c)  Wir  können  jetzt  (6)  kurz  in  folgender  Form  solireiben :  — 

00 

(7)  (f  =  2  dy, 

—00 

wo  dio  voUkommeuc  harmoiiische  Kugelftinotion  dy  vom  positiven  (Hier 
negativen  Grade  y  schliesslich  so  bestimmt  werden  muss,  dass  den  Be- 
dingungen des  Problems  genügt  wii-d.  Wenn  wir  dieselbe  aber  erat  als 
bekannt  voraussetzen,  so  finden  wir  «,  ß,  y  wie  in  §  730  (d),  nur  dass 
Thorasou  u.  Tait,  theoretische  Physik.    II,  13 


274  Abstracte  Dynamik. 

wir  jetzt  die  für  harmonische  Eagelfunctioneii  geeigneten  Fonnehi  be- 
nutzen, statt  eine  dreifache  Integration  anzuwenden.  So  erbahen  wir 
aus  (1)  und  (7) 

n      dx 

und  da  -^ —  eine  harmonische  Function   vom  Qrade   y  —  1  ist,  so  sei» 

wir,  wenn  wir  im  Zusatz  B(12)n  =  y  —  1  und  m  =  2  nehmen,  d» 
die  vollständige  Lösung  dieser  Gleichung,  als  Gleichung  für  a  angeKbra. 

mr^  ^       1        d&y 

«  =  ** Ti — -2^:: — ; —  -r-^ 

2»      2*^  +-  1    dx 

ist,  wo  u  eine  ganz  beliehige  Lösung  der  Gleichung  V^  t<  =  0  bezeicboei 
Sind  ebenso  v  und  w  Functionen,  für  welche  "^^v  =^  0  und  V**f  =  ^' 
ist,  so  erhalten  wir 

mr*  ^       1        diu  mr^  ^      \        dSy 

^  2n       2>'4-l    dy'^  2n       2i^  +  l  dz 

Lösung  der  Gleiohnngen  des  Innern  Q-leichgewichts  in  ha^ 
monisohen  Kugelfünctionen.  —  (d)  Damit  nun  die  GleichiiDgen  (1> 
befHedigt  werden,  muss  iy  in  einem  solchen  Zusammenhange  mit 
tt,  V,  w  stehen,  dass 

dx        dy^  dz  ^ 

sei.  Wenn  wir  folglich  die  eben  für  «,  ß,  y  gefundenen  Werthe  ditfereo- 
tiiren  und  die  Formel 

^9v\    .     d    /  ^^9>y\    ,      d    /  ^^9, 


dx\     dxJ^dyV    dyJ^deV    dz) 


in  welcher  q)y  eine  beliebige  homogene  Function  yten  Grades  ist,  berick- 
sichtigen,  so  erhalten  wir 


v^         du    .dv    .dw        m    ^       y        ^ 

£  Qu  =:  -; —  -4-  ";; —  -f-  —5 —  —  —  £   ^  Oy. 

^        dx~dy~  dz         n        2^-1-1     '^ 


Dies  liefert 


du    .dv    .djü  _      (2y+l)  n  +  yw 


dx  ^^  dy        dz  (2y  -\-  l)n 


'V' 


Wenn  also  XUy,  £vy^  JStOy  die  harmonischen  Entwicklungen  (§  '^ 
von  u,  17,  io  sind,  so  muss 

_        (2y  +  l)n        /^Vh    ,    ^^y-fi    1    t^y±L\ 
(10)  ^y  —  ^2y+l)n-\-ym\    dx     ^     dy      ~^     ds    ) 

sein.  Wird  dies,  nachdem  »^  in  *'  —  1  verwandelt  ist,  in  die  vorhergehen- 
den Ausdrücke  für  «,  /S,  y  eingesetzt.,  so  gelangen  wir  schliesslich  xn  <** 
Lösung  der  Gleichungen  (l)  des  §  734  in  harmonischen  Kug*»* 
functionen:    — 


m 
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(11) 


v^ 00  l 


Vi 


mr* 


9 


{2>'-l)n  +  (f' 


—  l)mdz  \rffl 


)!■ 


wo  Uy,  Vyt  Wy  beliebige  hannonisclie  Kugelfonctionen  vom  Grade  y  be- 
zeichnen. 

Pur  die  folgenden  analytischen  Untersuchungen  ist  es  zweckmässig, 
die  Abkürzungen 


(12) 
und 
(13) 


M 


einzuführen,  wodurch  (11)  in 


y  —  y«  (2,.— i)n  +  (j/— l)w 


+ 


dy 


+ 


dz 


(>♦) 


"v"  ( 


üf^r» 


0 


übergeht. 

(e)    Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  dass,  wenn  man  zu  ti,  t;,  tr  bezie- 

d  w  d  CD  d  w 
hungsweise  die  Glieder  -r^ ,  -3p- ,  -^^  addirt  (9)  ist  eine  beliebige  Func- 
tion, welche  der  Gleichung  V^9^  =  ^  genügt),  die  Gleichung  (10)  nicht 
geändert  wird.'  Dies  gestattet  uns,  die  Lösung  des  Problems  für 
eine  Vollkugel,  wenn  die  Verschiebungen  übe'r  die  Oberfläche 
gegeben  sind,  ohne  Weiteres  niederzuschreiben: 

Es  sei  a  der  Radius  der  Kugel,  und  es  seien  die  willkürlich  gegebe- 
nen Werthe  der  drei  Verschiebungs-Componenten  für  jeden  Punkt  der 
Oberfläche  durch  Reihen  harmonischer  Fiächenfunctionen ,  nämlich  be- 
ziehungsweise durch  £Ayt  ^B^,  2  0^  ausgedrückt  [Zusatz  jB  (52)].  Dann 
ist  die  Lösurg 

ym^  [  ^**^ 

y^co  ( 


(15) 


V-i 


2  a*'  [(2  j/  —  1)  n  +  (ir  —  1)  m]     <^  ^ 

m(a'^—r'^)  ^^y^i\ 


^'^ytüX    •'V«/        2a''[(2i'-l)n  +  (i'— Dm]      '^V    ) 


^  "^vE r '^^  V «>'    ~'"2a*'[(2K-l)nH-(v-l) 


de 


y—i 


fii\      dz 


wo  S 


y—i 


d(Ä^ry)  ,    d(B^f^)        d(0^O   . 


dx 


dy 


de 


lö* 


1 
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Denn  di«*  ict's,  was  (11)  wird,  wenn  wir 


*y  =  ^y  (ij  + 

nehmen,  und  es  folgt 
(16)  a  =  JA. 


dB 


r-\-i 


2ar[(2y  +  S)n  +  {y  +  l)m]     dx 


r^  =  n.  1,  w. 


ß  =  JB^f    y  =  JPCy,  wenn  r  =  a  irt. 


Dieses  BeBultat  hätte  man  natürlich  durch  ein  rein  analjtischei  Ter- 
fahren  erhalten  können,  und  wir  werden  zu  demselben  als  einon  bes»- 
deren  Fall  der  folgenden  Betrachtung  gelangen:  — 

(f)  Das  Problem  für  eine  Kugelschale,  bei  welcher  dir 
Verschiebungen  für  alle  Punkte  der  beiden  concentrischen 
sphärischen  ümgrenzungsflächen  willkürlich  gegeben  «ind, 
ist  viel  verwickelter,  und  wir  werden  finden,  dass  ein  rein  analTtiscto 
Yer&hren  für  die  Lösung  am  geeignetsten  ist. 

Es  seien  a  und  a'  die  Badien  der  äusseren  und  der  inneren  Ko^ 
fläche,  und  J  A^^  u.  s.  w.,  JA'y,  u.  s.  w.  die  Reihen  der  hannoniscba 

Flächenfünctionen,  welche  [Zusatz  B  (52)]  die  willkürlich  gegebenen  Cod- 
ponenten  der  Verschiebung  auf  diesen  Flächen  ausdrücken,  so  dan  un- 
sere Oberflächenbedingungen  folgende  sind:  — 


(17) 


ff  =  2A. 


a  =  JA* 


wenn  r  =  a'ist. 


y    i  y 

ß  =  '2'Sy    l    wenn  r  =  a  ist;  /*  =  JB'^ 
Y  =  JC^    I  Y^^C'^ 

Wir  bedienen  uns  jetzt  der  abgekürzten  Bezeichnung  (12)  und  (18),  n^ 
men  aus  (14)  alle  Glieder  von  «,  welche  f&r  einen  constanten  Werth  too 
r  harmonische  Flächenfuiictionen  i^ter  Ordnung  werden,  und  setxen  dM- 
selben  den  entsprechenden  Gliedern  von  (17)  gleich.    Dadurch  ergibt  ad 


(18) 


»„  + 


««_^_.  -  r«  (m, 


^y 
A' 


»'+«     dx 


wenn  r  =  a  ist 


dx 


'^ 


y* 


r  =^  a' 


Wenn  wir  beachten,  dass  jede  der  Grössen 

*^   *  dx  dx 

von  r  unabhängig  ist,  so  erhalten   wir   aus  (18)  unmittelbar  die  beides 
folgenden  Gleichungen  zur  Bestimmung  dieser  vier  Functionen:  — 


a'"  (r-"  u,)  +  a'-"-'  (r  "+» u_^_^) 

-  an  [m^,,  a'"  {r-"'^  +M_^,, «—'  (r"-^  1^')]  .  i',. 

Diese  und  die  auf  y  und  £  bezüglichen    symmetrischen    Gleichongco  j^ 
nügen  in  Verbindung  mit  (13),  u^,  v^,  w^  für  jeden  positiven  und  iwP 
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V^»/V+i 


Abstracte  Dynamik. 


1 


0,  v2v^_„  =  o,  X 


rfi/' 


f+i 


T 


— I' 


rfx 


+  y 


dx 
dy 


+  2/ 


d\^ 


y-\-\ 


d^ 


y^\ 


+  ^ 


dy 


+  ^-;^=(''+i^Vi 


rf^ 


=  —  y  V'_, 


ist,  80  erhalten  wir 

r 

VV_,  =  (2 .'  +  1)  V  «_^+ ,  r»"-'  ./._^  +      ^  ^ 
V_^_a  =  (2 ..  +  1)  (,-  +  1)  9l^+,  r-ä"-»  '■'■ 


rf(a^r^)      «»(»^r»')      rf(S,r 


+ 


24  < 


+ 


dfä'r-"-')  .  rf(SB'   r 


+ 


y+i 


rfy 


.— i»— j 


+ 


+ 


) 


d: 


dx  dy 

Wird  in  der  ersteren   dieser  Gleicliungen   y  in   y  -\-  l,    in    der  zweiten  r 
1  verwandelt,  so  ergeben   sich   zwei  Gleichungen  fnr  die  beiden 


dz 

*/  +  1,    in 


in  y 


nnbekaunteu  Grössen  ^i^,  V^—j/— ii  aus  denen 


(25) 


2y+l 


V'v  = 


( 


^v  +  (2  ^^  +  3)  (V  +  1)  9l_^  <»^^^,i  f 


(2  1^  +  3)  (2»'—  1)  (y+l)y'9l_ 


folgt,  wo  der  Kürze  wegen 


(2  1^  +  3)  (2y— 1)  (»'+l)v«    „91 


i'+i 


(26) 


^y  = 


ä(K^.r^^')      d(» 


e* 


dx 


v+i 


dy 


r-+j)  _^d(«,^ 


i^^*) 


rf^ 


,— K 


-  T 


,—y 


) 


+ 


—y 


"*'—^  da;  '  dy  '  d* 

gesetzt  ist.  Da  jetzt  die  Functionen  ^^  und  V— y_i  für  jeden  WertliTonr 
gegeben  sind,  so  enthalten  (14)  und  (23)  die  vollständige  Losung  des  Probtem? 
(g)  Die  Zusammensetzung  dieser  Lösung  verdient  eine  sorgfiltige 
Betrachtung.  Scheidet  man  der  Einfachheit  wegen  aus  den  Oberflacbes- 
daten  den  Theil  aus,  welcher  aus  den  Gliedern  A^t  u.  s.  w 


A'^i  n.sLW. 


der  Ordnung  y  herrührt,  so  sieht  man,  dass,  wenn  keine  solche  Glieder 
von  anderen  Ordnungen  vorhanden  waren,  alle  Functionen  i^,  »vmt 
^y^i^  ^y-^\*  V*— |/i  ^l'—y—i  verschwinden  würden.  Diese  würden  »^^j. 
"k,  ^i/+2'  **— »'+1'  ^—>/— 1»  ^^^  ^—y—s  ^^^  symmetrische  Ausdrücke  isr 
die  Functionen  v  und  w  liefern ;  die  Zusanunensetzung  derselben  lasst  acb 
am  besten  studiren,  wenn  man  erst  ihre  expliciten  Werthe  in  ft^,  9rt  ^ |b 
^V'  ®V»  ®V  ^^^  ^^^  daraus  abgeleiteten  räumlichen  harmonischen  Kugel- 
functionen  ^,^^1  und  O'^^^g  vollständig  niederschreibt. 

737.  Die  auf  die  Oberfläche  vertheilten  Zugkräfte  mod 
gegeben.  —  ■  Wenn  statt  der  Oberflachenverschiebimgen  die  a^f 
die  Oberfläche  vertheilte  Kraft  gegeben  ist,  so  ist  das  Problem  so- 
wohl für  die  Vollkugel,  als  für  eine  Kngelschale  nicht  so  einfach,  wcD 
man  vorher  (h)  die  Componentcn  der  auf  eine  mit  der  gegebenen 
^  Kugel  oder  Kngelschale  concentrische  Kngelfläche  wirkenden  Zag- 
kraft  in  passenden  harmonischen  Formen  auszudrücken  hat;  vu^ 
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ist  die  Lösung  nicht  mehr  bo  einfach,  weil  wir  in  dieser  vorberei- 
tenden Operation  ausser  der  oben  angewandten  Function  i^y^i  eine 
neue  räumliche  harmonische  Kugelfunction  (fy^-i  [(32),  unten]  ein- 
faliren  müssen. 

(h)  Wenn  wir  mit  F^  G,  H  die  Gomponenten  der  Zugkraft  be- 
zeichnen, welche  auf  eine  Kugelfläche  von  einem  beliebigen  Badius  r 
wirkt,  die  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  zum  Mittelpunkt  hat  [oben 
in  §  734  (3)  verstanden  wir  darunter  nur  die  Componenten  der  Zugkraft 
für  die  Umgrenzungsfläche  des  Körpers],  so   gelten  noch  dieselben  For- 

X  y 

r     ^       r 


mein  wie  in  §  734 ;  jetzt  haben  wir  in  denselben  aber  /  =  — ,    ^  =  ^ 


A  =  —   zu  setzen.    Wenif  wir  ihre  Glieder  passend  gruppiren,  so  können 

wir  sie,  unter  Anwendung  der  Bezeichnung  (28),  auf  die  folgenden  abge- 
kürzten Formen  bringen:  — 


(27) 


ör  =  («-n),r.y  +  «j(r^-i)/,  +  |i). 


WO 


(2») 


C  =  ftJo  +  ßy  +  Y^ 

ö  d     ,         d     .         d 

dr  dx  ^  ^  dy~      '^ ^ 


dz 


i«t,   so   dass  —  die  radiale  Componente  der  Verschiebung  in  irgend  einem 

Punkte  ist,   und  die  Vorsetzung  von  ^—  vor  eine  Function  von  x^  y^  z 

die  für  die  Längeneinheit  in  der  radialen  Richtung   genommene  Grösse 
der  Variation  dieser  Function  bezeichnet. 

fk)  Um  diese  Ausdrucke  auf  harmonische  Flächenfunctionen  zu  re- 
dnciren,  wollen  wir  die  homogenen  Glieder  »'ten  Grades  der  voUständigen 
Lösung  (14)  betrachten.  Wir  bezeichnen  dieselben  mit  a^,  /J^,  y^*)  und 
es  seien  <^,,_i,  ^„4.1  die  entsprechenden  Glieder  der  anderen  Functionen. 
Dann  haben  wir 


(29) 


Fr  =  -y|(w 
Gr  = 


n)cf^_i  x  +  n(y  —  \)a^  +  n  ^J±±l 


dx 


*)  Die  hier  eingeführten  Indices  beziehen  sich  nur  auf  den  }tositiven  oder  ne- 
gativen algebraischen  Grad  der  Fanctionen,  deren  Symbolen  sie  angehängt  »ind, 
mögen  diese  Functionen  harmonisch  sein  oder  nicht. 
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(1)  Wenn  die  allgemeine  Lösung  (14)  benutzt  ¥rird ,  so  wird  in  jeder 
dieser  Gleichungen  das  zweite  der  drei  Glieder  »^ter  Ordnung  auf  (kr 
Umgrenzung  explicit  die  Sunune  zweier  harmonischen  Flächen function«. 
die  beziehungsweise  von  den  Ordnungen  v  und  v  —  2  sind.  Um  die  öbri- 
gen  Theile  der  Ausdrücke  auf  ähnliche  Formen  zu  bringen,  ist  es  zwed- 
mässig,   zunächst  C^^|  durch   die  allgemeine  Lösung  (14)  auszudiückoL. 

indem  man  die  Glieder  vom  algebraischen  Grade  v  auswählt.    Wü- 
ten auf  diese  Weise 

.    . mr^ ^"Py-i 

(,w)  «M  — »,.        2[(2i/— l)n  +  (i'— l)m]     dx 

und  symmetrische  Ausdrucke  für  fl^  und  y^,  aus  denen 

folgt.    Mithin  ist  nach  den  Formeln,  welche  ziu*  Beduction  auf  hannciü- 
sche  Functionen  geeignet  sind  [siehe  unten  (36)], 

/3j)        c      - »        H2y-l)[{y-l)m-2n]  1 

(31)        f^+,-      2^^.,  l2[(2^-l)n-f-(.'-l)»]  '  ''^"-^  +  ''+'(• 

WO 

(3,)  ^^^.-nf  (u.r-»'-')      d(.,r-"-')      d(«,r-«>-') 

{         dx  ^^  dy  "^  dz 

und  [wie  oben  in  (13)  angenommen  wurde] 

du^        dv^       dto^ 

^    '  ^*^*         dx    ^  dy   ~  d  z 

ist.    Femer  ergibt  sich  aus  §  736  (10)  oder  direct  aus  (30)  durch  Diff^ 
rentiation 

toA\  >  n(2y  — 1) 

<'*^  '"-'  =  (2K-l)n  +  (r-l)m  •  *—  • 

Werden  diese  Ausdrücke  für   ^y^^,  «,,  und    C,,+i  in   (29)   substituirt,  io 
folgt 

niy-Uu     I  n(2i.-l)[(y  +  2)m~(2yl)w] 
^         ^^"''+(2r+l)[(2i.-l)n+(i^-l)«]  '^«-^ 


'ft  =  ZJ 


(35) 


n[2y(y— l)m  — (2y~l)w]  ^^  ^^y-^i  _       ft        <^  9>y^i 


(2i'4.1)[(2y— l)n  +  (»^— 1)1»]'        dx  2y+l       dx 


$ 


Dieser  Ausdruck  wird  auf  die  verlangte  harmonische  Form  gebracht  duith 
die  offenbar  richtige  Formel 


(36) 


^"^yi       (21.- Dr       dx         ""        JS / 


Auf  diese  Weise  und  durch  ähnliche  Behandlung   der  Ausdrücke  for  6' 
und  är  erhalten  wir  schliesslich 
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1      ^9P 


dx 


2v-\-\      d 


'-?] 


T=ns[{y  -  1)«  — 2(1/— 2)3f^ra  ^V-i 


r=»  Jr(j/--l)Wy  — 2(>'— 2)  ilf„  r3 


dz 


*'  rfy  2tf-\-\      dy 


-  iV  »■ 


WO 


(38) 


itt. 


My  =    V2 

und  weiter 

Ey   = 


m 


(2  V  —  1)  n  4-  C»'  —  1)  »1 


dz 


[wie  oben  (12)] 


2*'+l     d-er 


)■ 


(y  +  2)m  —  (2y—l)n 


(2y-\-l)[(2y^l)n  +  (y-l)m] 


(m)  Um  die  Oberflächenbedingungen  für  die  Schale,  welche 
durch  die  beiden  concentrischen  Kugelflächen  r  z=z  a^  r  -=.  a*  begrenzt 
wird,  in  harmonischen  Gleichungen  auszudrücken,  nehmen  wir 
an,  die  Werthe  von  F^  G,  H  auf  diesen  Oberflächen  seien  folgendermaas- 
een  gegeben :  — 

wenn  r  =  «  ist 


(39) 


G  =   SBy 
n=:  SCy 

und 


F   =   JÄ'y\ 

G  =  SB'y\,  wenn  r  =  a'  ist, 


H  =  i:Cy] 


wo  Ä^  B^t  C, 


A'y^  B'y,  C'y  harmonische  Flächeufnnctionen   i'ter  Ord- 


nang  bezeichnen. 

Um  auf  diese  Entwicklung  nach  harmonischen  Functionen  die  Be- 
dingungen §  734  (2)1  denen  die  auf  die  Oberflächen  wirkenden  Zugkräfte 
unterworfen  sind,  anzuwenden,  nehmen  wir  an,  a'^dw  und  a'^d'SF  seien 
Elemente  der  äusseren  und  der  inneren  Kngelfläche,  über  denen  im  Gen- 
tium (§  468)  ein  gemeinschaftlicher  unendlich  kleiner  körperlicher  Win- 
kel dw  steht,  und  ff  dm  bezeicShne  eine  sich  über  die  ganze  Kugelfläche 
vom  Badius  Eins' erstreckende  Integration.  Die  Gleichungen  (2)  gehen 
dann  über  in 


{ 


ffdmJ(a^Ay'^a'^Ä'^)  =  0,  u.  s.  w. 


^*^^  \/fd  m[yJ  (a«  C^  -  a'«  C'^)  -  ^  .r  (a»  5^  —  a'«  B'^)]  =  0,  u.  s.  w. 

• 

Nun  zeigt  Zusatz  B  (16),  dass  von  den  ersten  drei  dieser  Gleichungen 
alle  Glieder  mit  Ausnahme  der  ersten  (die ,  In  welchen  y  =  0  ist) ,  und 
von  den  zweiten  drei  Gleichungen  alle  Glieder  mit  Ausnahme  der  zwei- 
ten (diejenigen,  für  welche  i'  =  1  ist)  verschwinden,  da  a:,  y,  z  harmo- 
nische Functionen  erster  Ordnung  sind.  Die  ersten  drei  Gleichungen  (40) 
verwandeln  sich  danach  in 
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f/dmia^ÄQ  —  a'au4o')  =  0,  u.  a.  w.. 
und  (lies  erfordert  eiufach,  da  Aq,  ä'^^  u.  s.  w.  Constanten  sind,  dadsi 
(41)  a^Ao^a"^  Ä'^  a«  B^  =  a'2  JB'o,  a»  Co  =  a'^  C^  »ei- 

Die  drei  zweiten  Gleichungen  (40)  sind  äquivalent  den  Gleichung«» 


(42) 


r  (a2  il,  —  o'a  ^'i)  = 


rix 


r  (aa  Ä  —  a'«  B\)  =  ^^ 
*  ^  dy 


dHc 


wo  Äj  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  x,  y,  .?  ist.  P^-li 
[Zusatz  B  (a)]  T  Äi,  r  A\ ,  u.  s.  w.  sind  lineare  Functionen  von  x^  vi.  i 
Wenn    daher    (A^x)^    (^ ,  y) . . .  (B ,  .r)  . . .    neun    Constanten    bezeichnt« 

so  ist  1 

r  (a2  A^  -  a'2  ^',)  =  (^,  a;)  x  +  (^  y)  y  +  (J,  z)  z  \ 

r(a^B^  —  a'^B\)  =  (B,x)x  +  (B,t,)y  +  (J5,^)^  ] 

r{a^C,  -a'2C'a)  =  (C,x).r  +-  {C,  y)y  +  {C,z)z. 

Werden  diese  Ausdrücke  in  die  drei  zweiten  Gleichungen  (40)  eingestnzu 
deren  sämmtliche  Glieder,  wie  oben  bemerkt  wm-de,  mit  Ausnahme  dera;| 
für  welche  y=  i  ist,  verschwinden,  so  erhält  man ,  wenn  man  beachteb 
dass  yZf  z  X,  x  y  harmonische  Functionen  sind,  dass  folglich  [Zusatz  B  (16i| 
ffyzdis  =  0,  ffzxdJS  =  O,  ffxydvf  =  0  ist, 

(C,  y)fSy^d'sf  —  (B,  z)  ffz^dw  =z  0,  u.  8.  w. 

Da  femer  ffx^dw  =  ffy^dlS  =  ffz^d-GF 

ist,  so  folgt  hieraus  \ 

(C.y)  =  (B,zl  (A,z)  =  (C,x),  (B,x)  =  (.4,y). 

und  damit  ist  (42)  bewiesen. 

(u)  Die  Glieder  vom  algebraischen  Grade  v  in  den  vorhergehende^ 
Ausdrücken  (37)  für  Fr^  Gr,  Hr  werden  auf  jeder  der  beiden  concei- 
trischen  Kugelflächen  die  Summen  von  harmonischen  FlächeufiinctioiM« 
der  Ordnungen  y  und  u  —  2,  wenn  v  positiv  ist,  und  der  Ordnung« 
—  v  —  1  und  —  V  —  3,  wenn  v  negativ  ist.  Wenn  wir  daher  alle  Glieikr. 
welche  zu  harmonischen  Flächen functionen  v  ter  Ordnung  fuhren,  an«* 
wählen  und  den  entsprechenden  Gliedern  von  (39)  gleich  setzen,  so  ff 
halten  wir 


43< 


^[(r-l)u^-  (p-^2)u_^^^  -2  vM^^^r^^.^  +2(1^+1  )M_^^,  r*^'^--' 


_!' -.21^+1  <fww; 

"        Tx 


— 2v+l 


) 


E  r 


dx 


\A^^  wenn  r 


dx 

z  a  ist 


2y\-l\    dx 


1 


l'y,  wennr  =  a'ist, 
und  symmetrische  Gleichungen  in  Beziehung  auf  y  und  z. 
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(i>)  Mit  diesen  Gleichtuigen  hat  man  genau  ebenso  zn  verfahren,  wie 
•  oben  mit  (18)  verfuhren.  Nachdem  w^  und  «__^_2  bestimmt  sind, 
ire    man  au  u^,  v^,,  w^  die  Operationen  von  (33)  und  an  M_y_j,  *'— j/— t 

.^ j    diejenigen  von  (32)  aus;  dadurch  gelangt  man  zu  zwei  Gleidiun- 

I,  "welche  von  den  unbekannten  Grössen  nur  Viz—i)  V'— «  ^^^  ^—v  ^^^' 
ten.  Nimmt  man  weiter  die  entsprecliendcu  Ausdrücke  für  Wy_2> 
^^j  und  wendet  (32)  auf  «*^_2,  ?V-2'  ''V-2  «n^l  (•^:^)  auf  w_^^i,  t^.^^i, 
.^  I  2  an,  so  ergeben  «ch  zwei  Gltncluingen  zwischen  9'y_i,  */',/— i  ^'^d 
.^  .  Wir  haben  dann  im  Ganzen  vier  einfache  algebraische  Gleicliun- 
I  arwischen  y\>p^^ ,  ^_^ ,  ^^^x »  ^P—v »  ^^1^^®  diese  vier  unbekannten 
Qctioiien  bestimmen,  und  da  die  Fimctionen  ?/,  r,  t(7  bereits  explicit 
rcli  diese  vier  Grössen  ausgedrückt  sind,  so  ist  jede  in  der  Lösung  (14) 
\  ^Problems  auftretende  unbekannte  Function  durch  die  Daten  dessel- 
a   aasgedrückt. 

(p)  Zum  Falle  der  Vollkugel  gelangt  man  natürlich  von  dem 
gemeineren  Problem  einer  Kugelschale,  wenn  man  a':=0  setzt.  Wenn 
r  »"ber  diesen  besonderen  Fall  direct  behandeln,  so  brauchen  wir  keine 
unlieben  harmonischen  Functionen  negativen  Grades  einzuführen  (jede 
nnonische  Function  negativen  Grades  wird  im  Centrum  unendlich 
[>S8  und  ist  daher  unzulässig  in  dem  Ausdruck  der  Wirkungen,  welche 
5  Auf  die  Oberfläche  einer  Vollkugel  vertheilten  Kräfte  im  Innern  der- 
iben  ausüben),  imd  (43),  sowie  alle  Foi*BieIn,  die  sich  daraus,  wie  wir 
Beben  haben,  herleiten  lassen,  werden  bedeutend  abgekürzt,  wenn  wir 
ts  anf  diesen  Fall  beschränken.    So  erhalten  wir  statt  (43)  jetzt  einfach 

2  ^  "^vW 


0 


r 

(»'■ 

-\)%< 

r^-2 

V  . 

^y^2r'' 

£,. 

y^y\\ 

^  ('/V 

-1» 

.--2y  +  l) 

(U 

X 

= 

■^y> 

wenn 

k  r 

a 

ist. 

dx 

1        (^V 


2*'+l      d 


X     J 


eim     wir    also     [wie    früher    in   (f)]    die    Eigenschaft    einer    homogenen 
mction  Hj  von  beliebiger  Ordnuii«^  .;  beiücksichtigon,  dass  r—J  Hj  von  r 

labliängig  ist  und  nur  von  den  V(Mii:iltuissen  — ,    —  ,    —    abhängt,     so 

halten  wir  flir  alle  AVerthe  von  .r,  /y,  z 

.  V        I  n  X 

I  _       1       d  y,.^i  ^ 

2r+l      dx  na^~^ 

iei-au8   niid    aus    den    synnnetrischen    Gleichungen   für   v  und  w   ergibt 
ch  nach  (33) 

ad  nach  (32) 


"+*  dx  ""■  dx 
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2*'gr^+i+  21/  {y+  1)  (2K+1)  ^^+2«*'/'»^+i 
(47)     {      ^2r+3   (^(^^r-"-^)  .   rf  (B^  r   '^-^ )       rf(C^r-^>--^) 


1 


Wird  vermittels  dieser    Formel    q:y-^i    aus  (45)   elimiuirt   und  der  Khra 
wegen  das  unten  in  (50)  angegebene  Symbol  *|/+i  benutzt,  ao  folgt 

(^  -  1)  «^  =  (K  -  1)  If^^j  a«  1^' 
und  (43)  liefert 


(49) 


wo 


'Py-l  = 


1 


[("- 
[("- 

•1)  +  (2.'+l) 
-I)m  +  (2»'  — 

-1 

[(2v2-|-i)w  —  (2^  —  1)»]  na 


f— 1 


+-^-:n^+ 


(50)'  ''•^  '*!'  ''^ 


,,,.  =  ^.|£l^^+li£^-+ 


d{Ar->^-^)  _  d(»   r-''-^)  .   d(C^r-*-M 


dx  dy  '  ^-^ 

ist.    In  Verbindung  mit  diesen  Ausdrucken   flir   tffy  und  Uy  ist  (14)  4i 
vollständige  Lösung  des  Problems. 

(q)  Die  Zusammensetzung  und  Natur  dieser  Losung  tritt  dentlx^ 
zu  Tage,  wenn  man  diejenigen  ihrer  Glieder  vollständig  hin^hreiK 
welche  nur  von  den  unter  den  Oberflächendaten  befindlichen  hamieB- 
schen  Functionen  der  Ordnung  y  abhängen.  Wenn  die  Componenten  df 
auf  die  Oberfläche  wirkenden  Zugkräfte  einfach  A^y  B^  C^  sind,  so  «^ 

schwinden  sämmtliche  Functionen    V',  mit    Ausnahme   von   H^^  p  "sA 

sämmtliche  Functionen  ^,  mit  Ausnahme  von  ^i^^.}-   Folglich  zeigt  |4s^ 

dass  alle  Functionen  u  ausser  u^_^  und  u^  verschwinden,   und  für  di« 

letzteren  ergibt  sich  aus  (48) 


51- 


d\lf     . 


««(^^1  *-"+»)     1  r.  V.     >    **'• 


Wenn  wir  diese  Ausdrücke  in  (14)  einsetzen  und  für   E    und  M^  die  i» 

(38)  angegebenen  Werthe  substituiren ,  so  wird  die  Lösung  des  Proble« 
explicit  vermittels  der  Data  und  der  räumlichen  harmonischen  Kn^ 
functionen    ^'^^-^^   *v+i   ausgedrückt,   welche   letzteren   sich  nach  d« 

Formeln  (50)  aus  den  Daten  herleiten  lassen.  Die  Lösung  in  ihrer  scbüe» 
liehen  Form  ist 
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IL ^ 

'^^  (2  V»  -f  1)  TO  —  (2  y  —  1)  n     dx 


'-'ll(2y^-l)m'-(2y—l)n  {2y+l)dx  ^        "^  2i<2y+l)     dx  *"     ]y 

Qttd  dazu  kommen  symmetrisclie  Ausdrücke  für  ß  imd  y. 

(r)  ITall  einer  homogenen  Deformation.  —  Per  Fall  v  =  1  ist 
insofern  von  Interesse,  als  für  ihn  auf  den  ersten  Blick  der  zweite  Theil 
les  Aasdrucks  (52)  für  a,  des  Divisors  y — 1  wegen,  unendlich  gross  zu 
irerden  scheint.  Aber  die  innerhalb  der  Parenthese  []  stehenden  Glieder 
verschwinden  für  y  =z  l  gleichfalls,  wegen  der  oben  bewiesenen  Belatio- 
iien  (42),  die  für  eine  Vollkugel  in 

r»-%  j  d  Ho        T»         »-Sfl       n       d  Ha 

'  ^         dx  ^         dy  dz 

Übergehen,  wo  H^  eine  beliebige  homogene  Function  zweiten  Grades  von 
e,  y,  e  bezeichnet.  Die  Bewahrheitung  dieser  Behauptung  bietet  keine 
Schwierigkeit  dar;  wir  überlassen  sie  dem  Leser  als  üebungsaufgabe. 
Dass  ein  Theil  jedes  der  Ausdrücke  für  a,  /3,  y  die  Form  %  hat,  rührt 
»ffenbar  daher,  weil  diese  Grössen  unbestimmt  sind,  und  dass  eine  solche 
[Jnbestimmtheit  stattfinden  muss,  erkennen  wir,  wenn  wir  beachten,  dass 
eine  von  keiner  Deformation  begleitete  unendlich  kleine  Rotation  um* 
einen  beliebigen  Durchmesser  ohne  Verletzung  der  Bedingungen  des  Pro- 
blems jeder  Lösung  hinzugefügt  werden  kann.  Mit  anderen  Worten 
[§§  8ö,  95):  Man  kann  den  Ausdrücken  für  «,  ß,  y  in  jeder  Lösung  be- 
ziehungsweise die  Grössen 

io^z  ^  vi^y,    (o^x  —  a>iZt    (o^y  —  to^x 

hinzufügen,  ohne  dass  das  Besultat  aufhört,  eine  Lösung  zu  sein. 

-  Obwohl  aber  «,  /9,  y  unbestimmt  sind,  so  liefert  (50)  doch  bestimmte 
W^erthe  für  %  und  ^2*  ^^  ^^  ^^^^  S^^^  ^^^  einfache  üebung  für  den 
Leser,  zu  zeigen,  dass  die  Bestimmung  von  i/'o  ^^^  9>i  ^^^  [^°  diesem 
Palle  natürlich  homogenen  (§  155)]  Deformationszustand  licstimmt,  wel- 
Bhen  die  auf  die  Oberfläche  verÜieilten  gegebenen  Zugkräfte  wirklich 
erzeugen. 

738.  Ebene  Deformation.  —  Man  sagt,  ein  fester  Körper  er- 
leide eine  ebene  Deformation  (§  730)  oder  werde  in  zwei  Dimensionen 
ieformirt,  wenn  seine  Deformation  der  Bedingung  genügt,  dass  alle 
Verschiebungen  längs  einer  Schaar  paralleler  Ebenen  erfolgen  und  für 
ulle  Punkte  jeder  zu  diesen  Ebenen  senkrechten  Linie  gleich  und 
parallel  sind.  Eine  beliebige  dieser  Ebenen  wollen  wir  die  Ebene 
der  Deformation  nennen.  Danach  bleiben  bei  einer  ebenen  Defor- 
mation alle  zur  Deformationsebene  senkrechten  Cylinderflächon  cy- 
lindrisch  und  senkrecht  zu  derselben  Ebene,  und  erleiilen  längs  der 
erzeugendon  Linion  nirgends  eine  Ausdehnung. 


1 
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Wenn  wir  X  0  Y  zur  Beformationsebeue  nehmen ,  so  ist  der  snah- 
tische  Ausdruck  der  Bedingung  der  ebenen  Deformation  der,  da»  y  re^ 
schwindet,  und  dass  a  und  ß  nur  von  x  und  y,  (nicht  auch  von  z)  t^ 
hängig  seien.    Wir  ersehen  daraus  Folgendes:  — 

I 

In  den  analytischen  Ausdrnck  der  ebenen  Deformation  gehoi 
nar  zwei  nnabh|ingig  Veränderliche  ein,  and  daher  bietet  dieMj 
Fall  eine  Classe  von  besonders  einfachen  Problemen  dar.  WeHJ 
z.  B.  der  „gegebene  feste  Körper"  des  §  696  ein  unendlich  Ue« 
ger  voller  oder  hohler  Cylinder  von  kreisförmiger  Basii 
ist  und  die  im  Innern  desselben  wirkende  Kraft  (wenn  eine 
vorhanden  ist),  sowie  die  auf  die  Oberfläche  ausgeübte  Wi 
aus  Kräften  und  Zugkräften  bestehen,  die  überall  zur  Axe  se 
und  in  allen  Punkten  jeder  zur  Axe  parallelen  Linie  gleich 
parallel  sind,  so  haben  wir^  mag  nun  die  Verschiebong  oder 
Zugkraft  auf  der  Oberfläche  gegeben  sein,  Probleme,  welche  d 
der  §§  735,  736  ganz  analog,  aber  viel  einfacher  als  diese  letzte 
ren  sind  und  für  den  Maschinenbau,  sofern  es  sich  um  die  Yerw 
düng  langer  gerader  Röhren  handelt,  die  einer  Deformation  aosg» 
setzt  sind,  grosse  Bedeutung  haben. 

739.  Probleme  für  Cylinder,  die  einer  ebenen  I>efDnBi 
tion  unterworfen  sind,  gelöst  in  ebenen  harmonischen  Fqb0' 
tionen.  —  Es  ist  interessant  zu  bemerken,  dass  wir  in  diesen  Pi* 
blemen  über  die  Deformation  von  Cylindem  statt  der  harmoniscka 
Flächenfunctionen  der  Ordnungen  1,  2,  3,  u.  s.  w.,  welche  [Zusiä 
B  (b)]  Functionen  von  Kugelflächencoordinaten  (wie  z.  B.  der  Breite 
und  der  Länge  auf  einem  Globus)  sind,  einfache  harmonische  Faa^ 
tionen  (§§  54,  75)  des  Wii^|^ls  zwischen  zwei  durch  die  Ax^  p^ 
henden  Ebenen  und  der  successiven  Vielfachen  dieses  Winkeb  k*- 
ben;  diese  letzteren  Functionen  sind  von  denselben  Graden,  w» 
jene  harmonischen  Flächenfunctionen.  Femer  haben  wir  statt  dff 
räumlichen  harmonischen  Functionen  [Zusatz  B  (a)  und  (b)]  Twt' 
tionen,  die  wir  ebene  harmonische  Functionen  nennen  könDrB 
Es  sind  dies  die  algebraischen  Functionen  der  beiden  Ve^ände^ 
liehen  .T,  y,  die  man  erhält,  wenn  man  cosv^  und  sinv^iMW' 
Poteuz(;n  der  Sinus  und  der  Cosinus  von  0"  entwickelt,  darauf 

cos  d'  =  —  und  sin  d"  = 


annimmt  und  das  Ki  sultat  mit  {x^  +  y^)^  multiplicirt. 


1 


(1) 
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Eine  ebene  harmonische  Function  iBt  natürlich  der  besondere  Fall 
einer  räumliclien  harmonischen  Function  [Zusatz  B  (a)  und  (b)],  in  wel- 
cher z  nicht  erscheint,  d.  h.  eine  beliebige  homogene  Function  V  von  x 
und  y,  welche  der  Gleichung 

"3 — 3  +  T~o  =  0,  oder,  wie  wir  kurz  schreiben  können,  V^  =  0 
dx^    *    dy^ 

genügt.  Da  wir  nun  in  §  707  (23)  gesehen  haben,  dass  der  allgemeinste 
Ausdruck  für  eine  ebene  harmonische  Function  vom  Grade  *  (der  positiv 
oder  negativ,  ganz  oder  gebrochen  sein  kann) 

Vj  Ä[(x  +  yV~l)*  +  (a: -  y  \  ITi)*} 

oder  in  Polarcoordinaten 

A  cos  t&  -]-  B  sin  t  & 

bt,  so  gehen  die  Gleichungen  des  innern  Gleichgewichts  [§  698  (6)],  falls 
keine  inneren  Kräfte  wirken  (d.  h.  X  =  0  und  Y  =  0  ist),  für  den  Fall 
der  ebenen  Deformation  in 

I/d«a    ,    d^a\    ,  d     /da    .    d  ß\ 

^  \dx^^  dyV^^  dy 

über.  Die  Lösung  dieser  Gleichungen  in  ebenen  harmonischen  Functio- 
nen erhält  man ,  wenn  man  das  Verfahren  des  §  735  (a) . . .  (e)  auf  um- 
zwei,  statt  drei  Veränderliche  anwendet.    Es  ergibt  sich 

__       f  m 2  dtj^t^-u 

«  -  ^  |i«K  -  2(v-l)(2n  +  m)  *■   "HTf 


(da        dl^^ 
\dx^  dy)-^ 


(8) 


dxf^y—l 


^  \  '^        2(y—  l)(2n  +  iii)  dy     ) 

,  dUy     .     dVy   .   . 

dx    ^    dy 
und   Uyf  Vy  zwei   beliebige   ebene  harmonische   Functionen    vom  Grade 

V  bezeichnen,  so  dass  W— i  ^"^®  ebene  harmonische  Function  vom  Grade 

V  —  1  ist.     Natürlich  kann  y  positiv  oder  negativ,   ganz  oder  gebrochen 
sein. 

Es  ist  für  viele  Anwendungen  vortheühaft ,   diese   Lösung   auf  Polar- 
Coordinaten  zu  reducireu.     Das  geschieht,  indem  man 

ar  =  r  cos  d,    y  -=  f  sin  d^ 
setzt  und 
W  {        u    =  T^  (Ay  cos  V»  -^  A'y  sin  v ») 

vy  -—  r" {By  cos  y»  +  B'y  sin  v 5) 
annimmt,  was 

(5)     ./v-i  ^  y  ry-^  {{Ay  +  B'^)  cos  (y--\) ^  4-  (Ä'y-By)8in  (y- 1)  »\ 
und 


6^ 


f 

288  Abstracte  Dynamik. 

[ß=Sr''\Sy  cosyi^  +  B'^sin  y»  ^^J^^[-iA^+B'^)sin{y-2)  »-\-(Ä'^--B;ieoi(i 

liefert. 

Es  wird  eine  gute  Uebung  für  den  Leser  sein,  in  den  einen  Cylinder 
betreffenden  Problemen ,  welche  den  auf  die  Kugel  bezüglichen  Problemen 
d&ä  §  735  (f)  und  des  §  737  (h) . . .  (r)  analog  sind ,  die  explidteu  Au»- 
drücke  für  die  Verschiebung  eines  beliebigen  Punktee  des  Körpers  voll- 
ständig herzuleiten.  Das  Verfahren  des  §  737  (1)  kann  in  der  8\moieth- 
sehen  algebraischen  Fonn  durchgeführt  werden,  als  eine  Erläuterung  der 
von  uns  bei  der  Behandlung  der  harmonischen  Kugelfunctionen  befolgten 
Methode.  Dagegen  wird  das  dem  §  737  (37)  entsprechende  Besoltat  leich- 
ter und  in  einer  einfacheren  Form  erhalten,  wenn  man  §  737  (29)  immii- 
telbar  in  Polarcoordinaten  umsetzt,  wie  es  in  §  739  (4),  (5),  (6)  geschehen 
ist.  Wir  beabsichtigen,  diese  Lösungen  in  dem  Capitel  über  ,die  Eigen- 
schaften der  Materie**  anzuwenden  und  zu  erläutern. 

740.  Kleine  Körper  sind  im  Verhältniss  zu  ihrem  Ge- 
wicht stärker  als  grosse.  —  Beispiele.  —  In  den  Abschnitten 
unseres  Werks,  welche  der  Hydrostatik  gewidmet  sind,  wird  die  Auf- 
gabe gelöst  werden,  die  Deformation  zu  bestimmen,  welche  eine 
gegebene  störende  Kraft  in  einer  unzusammendrückbaren  Flüssig- 
keit von  sphäroidischer  Gestalt  erzeugt;  dann  werden  wir  auch 
sehen,  wie  das  im  Vorhergehenden  [§  736  (51)]  für  eine  elastische 
Vollkugel  gewonnene  Resultat  auf  die  Theorie  der  Ebbe  und  FlntL 
sowie  auf  die  Starrheit  der  Erde  angewendet  werden  kann.  Diese 
Anwendung  erinnert  uns  aber  an  eine  allgemeine  Bemerkung 
von  grosser  praktischer  Wichtigkeit,  mit  der  wir  für  jetzt  die 
elastischen  festen  Körper  verlassen  werden.  Betrachten  wir  näm- 
lich verschiedene  elastische  feste  Körper  von  ähnlicher  Substanz 
und  ähnlichen  Formen,  auf  die  in  irgend  einer  Weise  Kräfte  von 
aussen  einwirken,  so  sehen  wir,  dass,  wenn  diese  Kräfte  in  den  Kör- 
pern ähnliche  Deformationen  erzeugen,  die  wie  gewöhnlich  für  die 
Flächeneinheit  gerechneten  Zugkräfte  in,  oder  senkrecht  zu  ähnlich 
gelegenen  Flächenelementen  gleich  sein  müssen,  mögen  diese  letz- 
teren den  Umgrenzungsflächen  der  Körper  oder  beliebigen  anderen 
Flächen  angehören,  die  man  sich  durch  die  Substanz  der  Körper 
gelegt  denkt.  Wenn  man  daher  die  Kraft,  welche  senkrecht  so 
oder  in  einer  beliebigen  solchen  Fläche  wirkt,  in  Componenten  zer- 
legt, die  beliebigen  Richtungen  parallel  sind,  so  verhalten  sich  die 
Gesammtbeträge  jeder  solchen  Componente  für  ähnliche  Flächen  der 
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verschiedenen  Körper  wie  die  Quadrate  der  linearen  Dimensio- 
nen derselben.  Wenn  also  diese  Bjräfte  unter  geometrisch  ähnlichen 
Verhältnissen  der  Schwere  oder  der  kinetischen  Reaction  (§  264) 
gegen  gleiche  Beschleunigung  (§  28)  das  Gleichgewicht  hallen 
müssen,  so  erleidet  der  grössere  Körper  eine  grössere  Deforma- 
tion als  der  kleinere,  da  die  Beträge  der  Schwere  oder  der  kineti- 
schen'Reaction  ähnlicher  Theile  der  Körper  sich  wie  die  Guben 
der  linearen  Dimensionen  derselben  y erhalten.  Schliesslich  werden 
sich  die  Deformationen  in  ähnlich  gelegenen  Punkten  der  Kör- 
per einfach  wie  die  linearen  Dimensionen  und  die  Verschiebungen 
wie  die  Quadrate  dieser  Dimensionen  verhalten,  wenn  nur  die  De- 
formation in  keinem  Theil  eines  der  Körper  so  gross  ist,  dass  das 
Priucip  der  Superposition  nicht  mehr  mit  hinlänglicher  Genauig- 
keit seine  Geltung  behält,  und  wenn  kein  Theil  in  Beziehung  auf 
einen  anderen  Theil  durch  mehr  als  einen  sehr  kleinen  Winkel  ge- 
dreht wird.  Dies  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  wollen  wir 
einen  gleichmässigen  dünnen  runden  Stab  betrachten,  der  in  seiner 
Mitte  horizontal  gehalten  wird.  Seine  Substanz  sei  homogen  und 
von  der  Dichtigkeit  Q\  seine  Länge  Z  sei  pm&l  so  gross  als  sein 
Querdurchmesser.  Wenn  der  Young'sche  Modulus  mit  M  bezeich- 
net wird,  so  ist  (da  das  Trägheitsmoment  einer  Kreisfläche  vom 
Radius  r  in  Beziehung  auf  einen  Durchmesser  V4  ^  ^*  ist)  der 
Widerstand     des     Stabes    gegen     eine    Biegung    (§    715)     gleich 

•—  3r  (  —  j  •    In  der  Bezeichnung  des  §  610  ist  dies  gleich  — ,  da 

dort  B  in  kinetischem  oder  absolutem  Maass  (§  223)  gemessen 
wird,  während  wir  hier  M  nach  dem  Gebrauch  der  Ingenieure  im 
GrayitationsmaasB  (§  220)  rechnen.     Femer  ist 

'  M7  =  ^ff  f  —  j  ,  folglich  [nach  §  617] 

gw 16j)*(> 

Wird  dies  in  §  617  (10)  eingesetzt,  so  erhalten  wir  für  die  Krüm- 
mung in  der  Mitte  des  Stabes;  für  die  Elongation  und  Gontraction 
in  den  Punkten,  wo  dieselben  am  grössten  sind,  d.  h.  in  den  höch- 
sten und  den  niedrigsten  Punkten  des  durch  den  Mittelpunkt  ge- 
henden Normalschnitts;  endlich  für  die  Senkung  der  Enden  be- 
ziehungsweise die  folgenden  Ausdrücke:  — 

Jf    '      M'  SM 

Thomson  a.  Tait,  th^orettsolue  Physik.    £1.  19 
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So  sind  für  einen  Stab,  dessen  Länge  das  200fiaclie  seines  Querdor^ 
messen  betragt,  wenn  derselbe  von  Eisen  oder  Stabl  ist^  für  vdck 
Snbstanxen  man  9  =  7 '  75  and  If  =  194  X  10^  Gramm  per  Qiudnt- 
centimeter  hat,  die  grösste  Dehnung  und  Contraction  (die  aa 
obersten  und  untersten  Theil  des  durch  den  ünterstützangfpankt 
gehenden  Schnittes  eintreten)  jede  gleich  0*8  X  10~*  X  I,  nai 
die  Senkung  der  Enden  2  X  10^^  X  P.  Danach  würde  för  önci 
in  seiner  Mitte  horizontal  gehaltenen  10  cm  langen  Stahl-  odv 
Eisendraht,  dessen  Querdurchmesser  V2  Q^o^  ist,  das  Maximum  dir 
Elongation  und  der  Contraction  nur  0*000008,  die  Senkung  der  Ei- 
den nur  0'002  cm  betragen.  Ein  runder  Stahlstab  Yon  Vi  cb 
Durchmesser  und  1  m  Länge  würde  das  Maximum  der  EloDg«tiot 
und  der  Contraction  0*00008  und  die  Senkung  der  Enden  0*2 1 
erfahren.  Folglich  muss  ein  runder  Stahlstab  yon  10  cm  Dorc^ 
messer  und  20  m  Länge  yon  bemerkenswerther  Beschaffenbdt 
(siehe  Bd.  II,  Eigenschaften  der  Materie)  sein,  wenn  er  in  derlGtit 
soll  gehalten  werden  können,  ohne  eine  recht  merkliche  bleibend 
Senkung  zu  erleiden,  und  wahrscheinlich  giebt  es  keinen  Stabl  ra 
der  Beschaffenheit,  dass  ein  40  m  langer  Schaft  desselben  t>> 
nur  2  dm  Durchmesser  in  der  Mitte  gehalten  werden  kann,  obi 
eine  starke  Biegung  über  die  Grenzen  der  Elasticität  hinaus  n  < 
leiden  oder  zu  zerbrechen. 

741.  Uebergang  lur  Hydrodynamik«  —  Beim  Ueberguf 
von  der  Dynamik  der  vollkommen  elastischen  festen  Körper  flr 
abstracten  Hydrodynamik,  oder,  ztir  Dynamik  der  Tollkommeia 
Flüssigkeiten  ist  es  zweckmässig  und  lehrreich,  einige  Ansichten  ii 
Betreff  der  in  realen  festen  und  flüssigen  Körpern  beobachtete 
Eigenschaften,  welche  nach  dem  für  unser  Werk  aufgestelha 
(§  449)  allgemeinen  Plane  in  dem  Capitel  über  die  Eigenscktf* 
ten  der  Materie  eingehender  geprüft  werden  sollen,  kurz  so^ 
ticipiren. 

Unvollkommene  Elasticität  fester  Körper.  —  Eine  Mnf 
der  verschiedensten  Beobachtungen  nöthigt  uns,  zu*schliessen,<i** 
keine  Volumen-  oder  Formänderung  ohne  einen  (wenigstens  sd^u* 
baren)  Verlust  an  Energie  (§  275)  in  irgend  welchem  Stoffe  ror  sA 
gehen  kann,  so  dass  jedes  Mal,  wo  eine  Rückkehr  zur  anfänglichen  Cod- 
figuration  stattfindet,  immer  eine  gewisse  (wenn  auch  kleine)  Arb®^ 
erfordert  wird,  um  die  verlorene  Energie  zu  ersetzen  und  den  Köip^ 
in  den  gleichen  physischen  und  für  die  Wahrnehmung  gleichen  kio«^ 
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sehen  Zustand  zurückzubringen,  in  welchem  er  vorher  gegeben  war. 
In  §  672,  wo  wir  einige  thermodynamische  Principien  anticipirten, 
haben  wir  gesehen,  wie  ein  solcher  Verlust  unvermeidlich  ist,  sogar 
wenn  man  es  mit  der  absolut  vollkommenen  Volumenelasticität 
zu  thun  hat,  welche  jede  Flüssigkeit  und  möglicher  Weise  auch 
einige  feste  Körper,  wie  z.  B.  homogene  Krystalle,  zeigen.    Aber  in 
Körpern    wie  Metalle,    Glas,    Porzellan,   natürliche  Steine,  Holz, 
Kautschuk,    homogene   Gallerte,    Seidenföden,    Elfenbein,   u.  s.  w. 
lässt  sich,  wie  wir  im  zweiten  Bande  in  dem  Capitel  über  die  Ei- 
genschaften der  Materie  sehen  werden,  ein  bestimmter  Reibungs- 
wider st  and'*')  gegen  jede  Formänderung  durch  viele  Experimente 
nachweisen,  der,  wie  sich  herausstellt,  von  der  Geschwindigkeit  ab- 
hangt, mit  welcher  die  Formänderung  erfolgt.     Einen  sehr  bemer- 
kenswerthen    und    einleuchtenden    Beweis    für  das   Vorhandensein 
eines  Frictionswiderstandes  gegen  Formänderungen  in  den  gewöhn- 
lichen  festen   Körpern    liefert  die  allmälige,  mehr    oder  weniger 
schnelle  Abnahme   der  Vibrationen  der  elastischen  festen  Körper, 
die  in  Kautschuk  und  sogar  in  homogenen  Gallerten  mit  erstaun- 
licher   Schnelligkeit    erfolgt,    während    sie    in  Glas  und    Metall- 
fedem  langsamer,  aber  nachweislich  immer  noch  viel  zu  schnell  ist, 
als  dass  man  sie  auf  Rechnung  des  Widerstandes  der  Luft  setzen 
könnte.  Biese  in  elastischen  festen  Körpern  auftretende  molekulare 
Friction  wird  passend  die  Zähigkeit  der    festen  Körper  ge- 
nannt; denn  da  sie  ein  innerer  Widerstand  gegen  eine  Formände- 
rung ist,   welcher  von   der  Geschwindigkeit  dieser  Aenderung  ab- 
hängt, so  muss  sie  mit  der  molekularen  Friction  der  Flüssigkeiten 
zusammengestellt  werden,    und  diese  letztere  wird  allgemein  die 
Zähigkeit  der  Flüssigkeiten  genannt.     Wir  müssen   hier  aber 
bemerken,  dass  das  Wort  Zähigkeit,  wie  es  bisher  gebraucht  wurde, 
wenn    es  sich  um   feste  oder  um   heterogene  halbfest-halbflüssige 
Massen  handelt,  nicht  entschieden  auf  die  molekulare  Friction  sich 
bezog,  namentlich  nicht  auf  die  molekulare  Friction  eines  in  hohem 
Grade  elastischen  festen  Körpers  innerhalb  der  Grenzen  fast  voll- 
kommener Elasticität;  dasselbe  wurde  vielmehr  angewandt,  um  die 
Eigenschaft  eines  Körpers   zu  bezeichnen,   unter  der  Einwirkung 
eines  fortgesetzten  Zwanges  langsam,  aber  ununterbrochen  eine  sehr 
grosse,  oder  gar  unbegrenzte  Formänderung  erleiden  zu  können. 
In  diesem  Sinne  hat  z.  B.  Forbes  das  Wort  gebraucht,  als  er  jene 


•)  Siehe  Proceedings  of  the  Royal  Society,  Mai  1865,   „On  the  Viscosity  and 
EUuiticity  of  MeUk''  (W.  Thomson). 
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„Zähigkeitstheorie  der  Gletscherbewegnng*'  aufstellte,  die 

er  durch  seine  grossartigen  Beobachtungen  über  Gletscher  beviei 

Da][aber  er  und  viele  Schriftsteller  nach  ihm  die  Ausdrücke  PUsti* 

c i t ä t  und   plastisch  gebraucht^  haben,  sowohl  in  Beziehnng  »if 

homogene   feste   Körper    (wie   Wachs,   Pech,  obgleich    diese  tfkh 

brüchig  sind;  weiche  Metalle,  u.  s.  w.),  als  auch  in  Beziehoiur  ad 

heterogene  halbfest-halbflüssige  Massen  (wie  Schlamm,  feuchte  Enk 

Mörtel,  Gletschereis,  u.  s.  w.),  um  die  allen  diesen  Körpern  gemeii« 

schaftliche  Eigenschaft*)  zu  bezeichnen,  unter  einem  fortgesetztes 

Zwange    entweder    eine     unaufhörliche    und    unbegrenzte    Fori- 

änderung  zu  erleiden,  oder  aber  eine  solche,  die  zwar  allmälig  »\e 

gross  wird,  aber  bei  unendlich  wachsender  Zeit  mit  abnehmeixk 

Geschwindigkeit  sich  einer  endlichen  Grenze  nähert;    und  da  k 

Gebrauch  des  Ausdrucks  Plasticität  ebenso  wenig  wie  der  ii 

Wortes  Zähigkeit  eine  physikalische  Theorie  oder Erklänmg  jeaa 

Eigenschaft  involvirt,  so  ist  das  Wort  Zähigkeit  ohne  Nachtheil  ii 

der  oben  gegebenen  Definition  zulässig. 

742.  Die  ideale  vollkommene  Flüssigkeit  der  abstrac 
Hydrodynamik  besitzt  eine  vollkonmiene  unbegrenzte,  d 
keine  innere  Friotion  gestörte  Plasticität.  —  Eine  vollko 
mene  Flüssigkeit  oder  (wie  wir  sie  kurz  nennen  werden)  r 
Flüssigkeit  ist,  wie  ein  starrer,  oder  ein  glatter  Körper,  ein  m 
li sirbarer  Begriff.  Wir  definiren  sie  als  einen  Körper,  welcher 
im  Stande  ist,  einer  Formänderung  zu  widerstehen ,  welcher  dite 
unfähig  ist,  eine  schiebende  oder  tangentiale  Reaction  (§  669) »» 
zuüben.  Folglich  ist  ihr  Druck  auf  jede  Oberfläche,  mag  ^ 
selbe  nun  einem  festen  Körper  oder  einem  angrenzenden  ¥\össf 
keitstheil  angehören,  in  jedem  Punkte  senkrecht  zu  der  Oberflicbe 
Im  Zustande  des  Gleichgewichts  genügen  alle  gewöhnlichen  flüstt 
gen  und  gasförmigen  Körper  dieser  Definition.  Es  ist  jedoch  eiai 
Art  Frictionswiderstand  von  endlicher  Grösse  vorhanden ,  vekötf 

• 

sich  einer  Formänderung  mit  einer  Kraft  von  endlicher  Gröee  fi" 
dersetzt,  und  daher  übt  eine  Flüssigkeit,  während   sie  ihre  Fol« 


*)  Eine  grosse  IdeeDTPrwirmng  hätte  seitens  der  Schriftsteller  t 
werden  können,  welche  die  Theorie  von  Forbes  bekämpfen  wollten,  wib«^' 
thatsächlich  (und,  wie  wir  glauben,  ohne  Grund)  nur  seinen  Gebrauch  des  Vor* 
Zähigkeit  angrifTen,  wenn  sie  bedacht  hätten,  dass  für  jene  venchiedneo  ^ 
eine  einzige  physikalische  Erklärung  nicht  ausreicht ,  und  dass  die  Theom  ** 
Forbes  bloss  der  durch  Beobachtung  gewonnene  Beweis  der  Thatsscke  i>t,  ^ 
die  Gletscher  dieselbe  Eigenschaft  wie  Schlamm  (heterogen),  Mörtel  (hetm^w 
Pech  (homogen)  und  Wasser  (homogen)  haben,  nämlich  unter  der  Bnvi*"! 
eines  fortgesetzten  Zwanges  ihre  Form  unbegrenzt  und  ununt^rbrocheo  n  1»**^ 
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ändert,  auf  jede  Oberfläche  eine  tangentiale  Kraft  aus,  nur  nicht 
auf  die  Normalebenen  des  Zwanges  (§  664),  welcher  erforderlich  ist, 
damit  diese  Formänderung  ihren  Fortgang  nehme.  Folglich  lassen 
sich  zwar  die  hydrostatischen  Besultate,  zu  denen  wir  alsbald  ge- 
langen werden,  in  der  Praxis  bewahrheiten ;  wenn  wir  aber  in  einem 
späteren  Capitel  die  Hydrokinetik  behandeln,  so  werden  wir  die 
Betrachtung  der  Reibung  im  Innern  der  Flüssigkeiten  einfuhren 
müssen,  ausser  in  Fällen,  wo  die  Umstände  so  beschaffen  sind,  dass 
die  Wirkungen  dieser  Reibung  unmerklich  werden. 

743.  Druck  in  einer  Flüssigkeit.  —  Mit  dem  Ausdruck: 
Der  Druck  an  irgend  einem  Punkte  in  irgend  einer  Rich- 
tung bezeichnen  wir,  wenn  es  sich  um  Flüssigkeiten  handelt,  den 
für  die  Flächeneinheit  genommenen  mittleren  Druck  auf  eine  die- 
sen Punkt  enthaltende  und  zu  der  in  Rede  stehenden  Richtung 
senkrechte  Ebene,  wenn  deren  Grösse  als  unbegrenzt  abnehmend 
angesehen  wird. 

744.  Der  Druck  in  einer  Flüssigkeit  ist  in  allen  Funk- 
ten und  in  allen  Bicbtungen  derselbe.  —  An  jedem  Punkte 
einer  in  Ruhe  befindlichen  Flüssigkeit  ist  der  Druck  in  allen  Rich- 
tungen derselbe,  und  wenn  k%ine  Kräfte  von  aussen  einwirken,  so 
ist  auch  der  Druck  an  allen  Punkten  derselbe.  Zum  Beweise  die- 
ser und  der  meisten  folgenden  Sätze  denken  wir  uns  nach  §  564, 
ein  bestimmter  Theil  der  Flüssigkeit  werde  fest,  ohne  seine  Masse, 
seine  Form,  oder  seine  Dimensionen  zu  ändern. 

Nehmen  wir  an,  die  Flüssigkeit  sei  in  einem  geschlossenen 
Gefässe  enthalten,  und  der  Druck  im  Innern  hänge  nur  von  dem 
durch  das  Geföss  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübten  Druck  ab,  nicht 
von  einer  äusseren  Kraft,  wie  die  Schwere. 

745.  Die  Resultante  der  auf  die  Elemente  eines  beliebigen 
Theils  einer  Kugelfläche  wirkenden  Druckkräfte  muss,  wie  jede 
ihrer  Componenten,  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehen.  Wenn 
wir  also  voraussetzen  (§  564),  ein  Theil  der  Flüssigkeit,  welcher 
die  Form  einer  plan-convexen  Linse  hat,  werde  fest,  so  muss  die 
Resultante  des  auf  die  ebene  Fläche  wirkenden  Drucks  durch  das 
Ceiitmm  der  Kugel  und,  da  sie  zur  Ebene  senkrecht  ist,  durch  das 
Centrum  der  Kreisfläche  gehen.  Hieraus  erhellt,  dass  der  Druck 
in  allen  Punkten  jeder  Ebene  in  der  Flüssigkeit  derselbe  ist.  Folg- 
lich (§  561)  geht  die  Resultante  der  auf  irgend  eine  ebene  Fläche 
wirkenden  Druckkräfte  durch  den  Trägheitsmittelpunkt  der  FlÄche. 

Weiter  denken  wir  uns,  ein  Theil  der  FlüBsigkeit  von  der 
Form  eines  dreiseitigen  Prisma,  ':deÄB6n'{ft»dfläehent>8€taki*echt  au 
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den  Seitenflächen  sind,  werde  fest.  Die  anf  die  Endflachen  wn^ 
kenden  resultirenden  Druckkräfte  wirken  in  der  Linie,  welche  die 
Trägheitsmittelpnnkte  der  Endflächen  verbindet,  and  sind  einaadpr 
gleich  (§  551),  da  die  Richtungen  der  auf  die  Seitenflachen  wirkn- 
den  resaltirenden  Druckkräfte  zu  dieser  Linie  senkrecht  sind.  F(4fr* 
lieh  ist  der  Druck  in  allen  parallelen  Ebenen  derselbe. 

Die  Trägheitsmittelpunkte  der  drei  Seitenflächen  und  die  ii 
denselhen  angreifenden  resultirenden  Druckkräfte  liegen  aber  io 
einem  den  Endflächen  parallelen  dreieckigen  Schnitt.  Die  Dnck- 
kräfte  wirken  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten  dieses  Dreiecks  oid 
senkrecht  zu  denselben,  so  dass  ihre  Richtungen  einander  in  einea 
Punkte  schneiden.  Da  sie  nun  einander  das  Gleichgewicht  htlU% 
so  müssen  sie  (§  557)  beziehungsweise  den  Seiten  des  Dreiecks, 
d.  h.  den  Breiten,  oder  auch  den  Grössen  der  Seitenflächen  dei 
Prisma  proportional  sein.  Danach  sind  die  ^auf  die  Seiteiifläcbei| 
wirkenden  resultirenden  Druckkräfte  den  Grössen  dieser  FlidMj 
propoii;ional,  und  folglich  ist  der  Druck  in  zwei  beliebigen  einu*! 
der  schneidenden  Ebenen  gleich  gross. 

Fassen  wir  die  erhaltenen  Resultate  zusammen,  so  sehen  vir. 
dass  der  Druck  in  einer  Flüssigkeit  \n  allen  Punkten  und  in  all« 
Richtungen  derselbe  ist. 

746.  Anwendung  auf  die  Statik  der  festen  Körper.  - 

Eine  unmittelbare  Anwendung  dieses  Resultats  liefert  uns  einea 
einfachen,  aber  indirecten  Beweis  des  zweiten  Theorems'  des  §  557. 
Wir  haben  nämlich  nur  vorauszusetzen,  das  Polyeder  sei  ein  M 
gewordener  Theil  einer  Flüssigkeitsmasse,  die  sich  unter  der  Eis* 
Wirkung  blosser  Druckkräfte  im  Gleichgewicht  befindet.  Die  B^ 
sultante  der  auf  jede  Seitenfläche  wirkenden  Druckkräfte  wird  dflu 
der  Grösse  dieser  Fläche  proportional  sein  und  nach  §  561  in 
Trägheitsmittelpunkt  derselben,  welcher  in  diesem  Falle  der  Mittel- 
punkt des  Drucks  ist,  angreifen. 

747.  Anwendung  des  Frincips  der  Energie.  —  Em 
anderen  Beweis  für  die  Gleichheit  des  Drucks  im  Innern  eisff 
Flüssigkeit,  auf  welche  ausser  dem  Druck  der  Gefasswände  keiy 
Kraft  Ton  aussen  einwirkt,  liefert  leicht  das  aus  der  Theorie  d<!f 
Energie  hergeleitete  Criterium  für  die  Natur  des  Gleichgewidit 
§  292.  Um  die  Betrachtung  zu  vereinfachen,  wollen  wir  dieFli 
keit  als  unzusammendrückbar  ansehen.  Wir  nehmen  an,  in 
Seitenflächen  des  geschlossenen  Gref&sses,  welches   die  Flössigb 


Statik  fester  und  flüssiger  Körper.  295 

enthält,  seien  eine  Anzahl  Cy linder  eingefügt,  and  jeder  derselben 
ßei  mit  einem  passenden  Kolben  versehen.  Ist  dann  A  die  Grand- 
fläche eines  dieser  Kolben,  j>  der  mittlere  Dinck,  der  aaf  ihn  aas- 
geübt  wird,  and  x  der  Weg,  den  er  in  seinem  Cylinder  nach  innen 
oder  nach  aussen  zu  zurücklegt,  so  sagt  das  Energiecriterium,  dass, 
wenn  man  die  Gesammtwirkung  ins  Auge  fasst,  keine  Arbeit  ge- 
leistet werden  soll,  d.  h.  dass  ** 

Ai  Pi  Xi  +  A2  Pq  (x^  + . . .  =  2  (Apx)  =  0 
ist,  indem  die  nach  aussen  zu  gedrückten  Kolben  ebenso  yiel  Arbeit 
yerbrauchen,  als  von  den  einwärts  gedrückten  geleistet  wird.  Da 
femer  die  Flüssigkeit  unzusammendrückbar  ist,  so  muss  sie  durch 
Zurückschiebung  einiger  der  Kolben  ebenso  viel  Raam  gewonnen 
haben,  als  ihr  durch  das  Eindringen  der  übrigen  genommen  wurde. 
Dies  liefert 

AiXi  -1-  A2X2  + ...  =^^  (Ax)  =  0. 

Die  letztere  Gleichung  ist  die  einzige  Bedingung,  welcher  die  Grös- 
sen J?i,  X2i  u.  B.  w.  in  der  ersten  Gleichung  unterworfen  sind;  die 
erste  Gleichung  kann  daher  nur  bestehen,  wenn 

Pi  =  Pa  =  Pa  =  u.  s.  w., 

d.  h.  wenn  der  auf  jedem  Kolbenf  lastende  Druck  derselbe  ist.  Auf 
dieser  Eigenschaft  beruht  die  Wirkung  der  Brahmah'schen 
Presse. 

Wenn  die  Flüssigkeit  zusammendi-ückbar  ist  und  durch  den  mittle- 
ren Druck  p  vom  Volumen  F  auf  F—  <f  F  gebracht  wird,  so  ist  die  Grösse 
der  verbrauchten  Arbeit  pd  V. 

Wenn  wir  in  diesem  Falle  annehmen,  der  Druck  sei  überall  der- 
selbe, so  erhalten  wir  ein  Besultat,  welches  mit  dem  Bnergiecriterimn 
nicht  in  Widerspruch  steht. 

Die  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübte  Arbeit  ist  nämlioh  £{Äpx)  oder, 
in  Folge  dieser  Annahme,  p£{Ax), 

Dies  ist  aber  gleich  P^  Vi 

denn  es  ist  offenbar  l{Ax)  =  SV, 

748.  Der  Flüssigkeitgdruck  in  seiner  Abhängigkeit  von 
äusseren  Kräften.  —  Wenn  von  einer  äusseren  Masse  her  auf 
die  Substanz  der  Flüssigkeit  Kräfte ,  wie  die  Schwere  einwirken, 
die  entweder  der  Dichtigkeit,  welche  die  Flüssigkeit  selbst  in  ih- 
ren verschiedenen  Theilen  hat,  oder  der  Dichtigkeit  der  Elektrici- 
tät  oder  des  Magnetismus  oder  einer  beliebigen  anderen  denkba- 
ren accidentellen  Eigenschaft  derselben  proportional  sind,  so  wird 
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der  Druck  zwar  in  jedem  Punkte  noch  in  allen  Richtungen  der- 
selbe sein,  aber  von  Punkt  zu  Punkt  continuirlich  variiren.  Denn 
der  vorhergehende  Beweis  (§  745)  lässt  sich  auch  auf  diese  FaDe 
anwenden,  wenn  man  einfach  die  Dimensionen  des  Prisma  klein 
genug  annimmt,  da  die  Druckkräfte  den  Quadraten  und  die  Ton 
aussen  einwirkenden  Kräfte  (wie  die  Schwere)  den  Guben  der  linea- 
ren Dimensionen  desselben  proportional  sind. 

749.  Die  Oberflächen  gleichen  Drucks  Bind  senkrecht 
SU  den  Kraftlinien.  —  Wenn  auf  die  ganze  Flüssigkeit  Kräfte 
einwirken,  so  müssen  die  Flächen  gleichen  Drucks,  falls  solche  Tor- 
handen  sind,  in  jedem  Punkte  zur  Richtung  der  resultirenden  Kraft 
senkrecht  sein.  Denn  jeder  prismatische  Flüssigkeitstheil ,  der  so 
gelegen  ist,  dass  seine  Endflächen  einen  gleichen  Druck  erleiden, 
kann  (§  551)  von  den  äusseren  Kräften  keine  Einwirkung  in  der 
Richtung  seiner  Länge  erfahren;  wenn  daher  das  Prisma  so  kleis 
ist,  dass  sich  in  ihm  von  Punkt  zu  Punkt  die  Richtung  der  Resnl- 
tante  der  von  aussen  einwirkenden  Kräfte  nicht  merklich  ändert 
so  muss  diese  Richtung  zur  Länge  des  Prisma  senkrecht  sein. 
Hieraus  folgt,  dass,  welches  auch  der  physische  Ursprung  und  das 
Gesetz  des  auf  die  Flüssigkeit,  einwirkenden  Kraftsystems  sei,  und 
ganz  abgesehen  davon,  ob  dies  System  conservativ  sei  oder  nicht, 
die  Flüssigkeit  sich  nicht  im  Gleichgewicht  befinden  kann,  wofern 
nicht  die  Kraftlinien  die  geometrische  Eigenschaft  besitzen,  zu 
einer  Schaar  von  Flächen  rechtwinklig  zu  sein. 

750.  Im  Falle  eines  conservativen  Kraftsystems  sind 
die  Oberflächen  gleichen  Drucks  auch  Flächen  gleicher  Dich- 
tigkeit und  gleichen  Potentials.  —  Weiter  wollen  wir  zwei 
einander  unendlich  nahe  liegende  Flächen  gleichen  Drucks  betracli- 
ten.  Die  zwischen  beiden  enthaltene  Flüssigkeit  werde  in  SäbIm 
von  gleichem  Querschnitt  getheilt,  deren  Längen  zu  den  Flächen 
senkrecht  sind.  Da  die  Differenz  der  auf  die  beiden  Endflächen 
wirkenden  Druckkräfte  für  jede  Säule  dieselbe  ist,  so  müssen  die 
Resultanten  der  von  aussen  auf  die  sie  bildenden  Plüssigkeitstbeik 
einwirkenden  Kräfte  gleich  sein.  Vergleichen  wir  dies  Resultat 
mit  §  488,  so  erkennen  wir,  dass,  wenn  die  von  aussen  einwirken- 
den Kräfte  ein  conservatives  System  bilden,  die  Dichtigkeit  der 
schweren  Masse,  oder  der  Elektricität  oder  der  Eigenschaft  der 
Substanz,  von  der  sie  sonst  abhängen ,  in  der  betrachteten  Schicht 
überall  dieselbe  sein  muss.     Dies  ist  der  berühmte  hydrostatische 
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Satz,  daos  in  jeder  in  Ruhe  befindlichen  Flüssigkeit  die 
Flächen  gleichen  Dracks  auch  Flächen  gleicher  Dichtig- 
keit und  gleichen  Potentials  sind. 

751.  Fall,  in  welchem  die  Schwere  die  einzige  von 
aussen  wirkende  Kraft  ist.  —  Wenn  daher  die  Schwere  die  ein- 
zige betrachtete  Kraft  ist,  die  von  aussen  einwirkt,  so  sind  die 
Oberflächen  gleichen  Drucks  und  gleicher  Dichtigkeit  (so  lange  sie 
massige  Ausdehnungen  haben)  horizontale  Ebenen.  Hierauf  be- 
ruht die  Wirkung  der  Wasserwage,  des  Hebers,  des  Barome- 
ters, u.  8.  w.,  ebenso  die  Uebereinanderlagerung  von  verschieden 
dichten  Flüssigkeiten,  die  sich  nicht  mit  einander  mischen  oder  che- 
misch verbinden,  in  horizontalen  Schichten,  u.  s.  w.,  u.  s.  w.  Die 
freie  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  ist  nur  dem  Druck  der  Atmo- 
sphäre ausgesetzt,  muss  daher,  wenn  die  Flüssigkeit  sich  im  Gleich- 
gewicht beflndet,  eine  Fläche  gleichen  Drucks,  folglich  eine  Ebene 
sein.  In  ausgedehnten  Wasserflächen ,  wie  den  amerikanischen 
Seen,  bringen  Unterschiede  des  atmosphärischen  Drucks  sogar  bei 
ziemlich  ruhigem  Wetter  oft  beträchtliche  Abweichungen  von  einer 
genau  ebenen  Fläche  hervor. 

752.  Grösse  der  Zunahme   des  Drucks.  —  Die  für  die 

Längeneinheit  in  der  Richtung  der  resultirenden  Kraft  genommene 
Grösse  der  Zunahme  des  Drucks  ist  gleich  der  für  die  Volumen- 
einheit der  Flüssigkeit  gerechneten  Intensität  der  Kraft.  Es  sei  F 
die  für  die  Volumeneinheit  in  einer  der  Säulen  des  §  750  genom- 
mene resultirende  Kraft;  ferner  seien  p  und  p'  die  an  den  Enden 
dieser  Säule  wirkenden  Druckki'äfte ,  Z  die  Länge  und  iS  der  Quer- 
schnitt der  Säule.  Wir  erhalten  dann  für  das  Gleichgewicht  der- 
selben 

(p'  —  j))  S=  SIF, 

Folglich  ist  F  die  füi*  die  Längeneinheit  genommene  Grösse  der 
Zunahme  des  Drucks. 

Wenn  die  von  aussen  einwirkenden  Kräfte  einem  conservati- 
ven  System  angehören ,  für  welches  F  und  F'  die  Wertlie  des  Po- 
tentials an  den  Enden  der  Säule  sind,  so  ist  (§  486) 

r  —  F=  —  IFq, 

wo  Q  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  bezeichnet.    Dies  liefert 

i>'  —  i>  =  -  ^  (^  -  n 

oder 

dp  =  —  Q  d  F, 
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Wie  in  dem  Falle,  in  welchem  die  Schwerkraft  die  einzige  ein- 
wirkende Kraft  ist,  ist  folglich  auch  hier  die  für  die  Einheit  der 
Tiefe  in  der  Flüssigkeit  genommene  Grösse  der  Zunahme  des  Dmekv 
im  Gravitationsmaass  (welches  gewöhnlich  in  der  Hydrostatik  be- 
natzt wird)  (^,  im  kinetischen  oder  absoluten  (§  224)  Maasse  ^p. 

Wenn  die  Flüssigkeit  ein  Gas  wie  Luft  ist  und  in  einer  constaniefi 
Temperatur  erhalten  wird,  so  haben  wir  ^  =  ej),  wo  c  eine  CoDstante 
bezeichnet,  nämlich  den  reciproken  Werth  von  H,  der  unten  (§  753)  d«- 
flnirten  „Höhe  der  homogenen  Atmosphäre".  Folglich  ist  in  einer  ruhi- 
gen Atmosphäre  von  gleichmässiger  Temperatur 

und  hieraus  ergibt  sich  durch  Integration 

wo  jPq  die  Grösse  des  Drucks  in  irgend  einer  besonderen  Höhe  (z.  B.  am 
Meeresspiegel)  bezeichnet,  in  welcher  wir  das  Potential  als  Null  rechneo. 
Wenn  die  betrachteten  Höhendifferenzen  unendlich  klein  im  Ver- 
gleich zum  Erdradius  sind ,  wie  wir  sie  mit  föi*  praktische  Zwocke  hia- 
länglicher  Genauigkeit  ansehiBn  können,  wenn  wir  die  Höhen  von  Bergvn 
oder  von  Luftballons  mittels  des  Barometers  bestimmen,  so  ist  die  Schwer- 
kraft con staut,  und  daher  sind  die  Differenzen  des  Potentials  (wenn  die 
Kraft  in  Gewichtseinheiten  gemessen  wird)  einfach  gleich  den  Höbes- 
differenzen.  Wenn  also  o;  die  Erhöhung  der  Horizontaiebene  des  Droci> 
p  über  diejenige  des  Drucks  po  bezeichnet,  so  erhalten  wir  in  der  vor- 
hergehenden Formel 

folglich 

m  Worten;  — 

753.  Druck  in  einer  ruhigen  Atmosphäre  von  gleich- 
massiger  Temperatur.    Höhe  der  homogenen  Atmosph&re. -> 

Wenn  die  Luft  eine  constante  Temperatur  hat,  so  nimmt  derDradc 
in  geometrischer  Progression  ah,  während  die  Höhe  in  arithmetiaclier 
Progression  wächst.  Dieser  Satz  rührt  von  Halley  her.  Die  Wahr- 
heit desselben  erkennen  wir  auch  ohne  Anwendung  der  Mathematik, 
wenn  wir  beachten,  dass  die  Druckdifferenzen  (§  752)  gleich  sind 
den  Höhendifferenzen,  multiplicirt  mit  der  Dichtigkeit  der  Flüagif- 
keit,  oder,  falls  die  Dichtigkeit  sich  zwischen  den  beiden  Statiofnei 
merklich  ändert,  mit  der  entsprechenden  mittleren  Dichtigkeit.  Nadi 
dem  Gesetz  von  Boyle  und  Mariotte  variirt  aber  die  Dichtigkeii 
bei  constanter  Temperatur  einfach  proportional  dem  Drucke.  FolgUch 
sind  die  Druckdifferenzen  zwischen  Paaren  von  Stationen,  welche  die- 
selben Höhenunterschiede  haben,  den  entsprechenden  Mittelwerthea 
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des  ganzen  Drucks  proportional,  was  das  bekannte  Zinseszinsgesetz 
ist.  Das  YerhältnisB  der  für  die  Längeneinheit  genommenen,  nach 
oben  zn  erfolgenden  Abnahme  des  Drucks  zum  gesammten  Druck 
ist  in  jedem  Punkte  natürlich  gleich  dem  reciproken  Werth  der 
Höhe,  welche  die  Atmosphäre,  wenn  ihre  Dichtigheit  constant  ist, 
über  jenen  Punkt  haben  muss,  damit  ihr  Gewicht  jenen  Dimck  lie- 
fere. Die  so  definirte  Höhe  wird  gewöhnlich  mit  dem  recht  passen- 
den Namen:  „die  Höhe  der  homogenen  Atmosphäre*'  bezeichnet. 
Dieselbe  ist  gleich  dem  Product  des  Volumens,  welches  die  Massen- 
einheit des  Gases  unter  irgend  einem  Druck  einnimmt,  in  den  mit- 
tels des  Gewichtes  der  Masseneinheit  ausgedrückten  Werth,  wel- 
chen jener  Druck  für  die  Flächeneinheit  hat.  Wird  die  Höhe  der 
homogenen  Atmosphäre  mit  U  bezeichnet,  so  ist  der  Exponential- 
ausdruck  des  Gesetzes 

X 

P  =  Po^        » 
was  mit  der  letzten  Formel  des  §  752  übereinstimmt. 

Für  trockene  atmosphärische  Luft  von  der  Temperatur  des 
Gefrierpunktes  ist  der  Werth  von  H  nach  Regnault  in  der  Breite 
von  Paris  799  020  cm  oder  26  215  (engl.)  Fuss.  Da  derselbe  in 
verschiedenen  Breiten  (§  222)  der  Schwerkraft  umgekehrt  propor- 
tional ist,  so  beträgt  er  in  der  Breite  von  Edinburgh  und  Glasgow 
798  533  cm  oder  26  199  engl.  Fuss. 

Analytische  Herleitung  (}er  vorhergehenden  Sätze.  —  £& 
seien  X,  F,  Z  die,  drei  zu  einander  senkrechten  Axen  parallelen,  Compo- 
nenten  der  für  die  Masseneinheit  genommenen  Kraft,  welche  auf  den  im 
Ponkte  (x,  y,  z)  befindlichen  Flüssigkeitotheil  wirkt.  Da  die  Differenz 
der  Druckkräfte,  welche  die  beiden  Seitenflächen  ^y&z  eines  rechtwink. 

ligen  Farallelepipeds  der  FlÜBSigkeit  erleiden,  &yde  ^  dx  ist,  so  erfor- 
dert das  Gleichgewicht  dieses  Theils  der  Flüssigkeit,  wenn  wir  denselben 
for  einen  Augenblick  als  starr  ansehen  (§  564),  dass 

dy&z  -^  ^x  —  XqSxdydz  =  0 

sei.  Hieraus  und  aus  den  auf  y  und  z  bezüglichen  symmetrischen  Glei- 
chungen folgt 

<^)  t  =  ^^'%=^^'  if  =  ^^ 

und  dies  sind  die  für  das  Gleichgewicht  einer  beliebigen  Flüssigkeit  noth- 
wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen. 
Aus  (l)  ergibt  sich 

(2)      ''i'  =  sf  ''*  +  If  <^y  +  ll  ^'  =e(Xd«+  Ydy^Zdz). 
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Dies  zeigt,  dass  der  Ausdruck 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz 

das  vollständige  Differential  einer  Function  dreier  unabhängig  Yerändei^ 
liehen  sein  muss,  oder  dui'ch  einen  Factor  zu  einem  solchen  moss  ge- 
macht werden  können,  d.  h.  dass  es  eine  Schaar  von  Flachen  gibt,  welche 
die  Kraftlinien  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  ein  Satz,  den  wir  schon 
oben  (§  749)  bewiesen  haben. 

Wenn  die  Kräfte  einem  conservativen  System  angehören,  so  ist  kein 
Factor  erforderlich,  um  das  Diflfereutial  zu  einem  vollständigen  zn  ma- 
chen, und  wir  erhalten 

Xdx  4-  Ydy  +  Zde  =  —  d  F, 

wenn  V  das  Potential  (§  485)  der  Kräfte  in  (x,  y,  z)  bezeichnet.  Dann 
geht  (2)  über  in 

(3)  rfp  =  -  qdV. 

Dies  zeigt,  dass  p  auf  den  Flächen  constanten  Potentials  constant  (oder 
eine  Function  von  V)  ist,  und  liefert 

w  .      '9  =  -% 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  auch  ^  eine  Function  von  V  ist,  welchr 
Sätze  wir  auf  einem  mehr  elementaren  Wege  schon  in  §  752  bevrieaen 
haben.  Da  (4)  ein  analytischer  Ausdruck  ist,  welcher  für  den  Fall  einet 
conservativen  Eraftsystems  den  drei  Gleichungen  (1)  äquivalent  ist,  $o 
gelangen  wir  zu  folgendem  Schlüsse:  — 


754.  Bedingungen  des  Gleichgewichts  einer 
welche  ein  geschlossenes  Gefäss  ganz  ausfüllt.  —  Für  das 
Gleichgewicht  einer  unzusammendrückbaren  Flüssigkeit,  welche  ein 
starres  geschlossenes  Geföss  vollständig  ausfüllt,  und  welche  du* 
der  Einwirkung  eines  conservativen  Kraftsystems  ausgesetzt  ist, 
ist  es  erforderlich  und  hinreichend,  dass  der  Druck  auf  jed«- 
Fläche  constanten  Potentials,  d.  h.  auf  jeder  die  Kraftlinien  unter 
rechten  Winkeln  schneidenden  Fläche  gleichförmig  sei.  Wenn  je- 
doch die  Umgrenzung  oder  irgend  ein  Theil  der  Umgrenzung  der 
betrachteten  Flüssigkeit  nicht  starr  ist  —  derselbe  sei  nun  ebc 
biegsame  feste  Substanz  (wie  eine  Membran,  oder  ein  dünnes  Blatt 
eines  festen  elastischen  Körpers),  oder  eine  bloss  geometrische  Um- 
grenzung, auf  deren  anderer  Seite  eine  andere  Flüssigkeit  ist,  oder 
endlich  Nichts  [welchen  Fall  wir,  ohne  an  das  Vacuum  als  eine 
Realität  zu  glauben,  in  der  abstracten  Dynamik  (§  438)  zulassen 
können]  —  so  ist  eine  weitere  Bedingung  erforderlich,  wenn  4rr 
Druck  von  aussen  in  jedem  Punkte  der  Umgrenzung  der  Gleichung 
(4)  genügen  soll.  Wenn  eine  Membran  eiijen  Theil  der  Grenze 
bildet,  so  muss  diese  Bedingung  entweder  durch  einen  von   ausst'o 
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her  künstlich  angebrachten  Drnck  oder  durch  die  inneren  Elasti- 
citatskräfke  der  Substanz  der  Membran  erfüllt  werden.  "Wenn  eine 
andere  Plüssigkeit  von  einer  anderen  Dichtigkeit  sie  auf  der  ande- 
ren Seite  der  Umgrenzung  ritigsherum  oder  nur  in  einem  gewissen 
Theil  berührt,  ohne  durch  eine  Membran  von  ihr  getrennt  zu  sein, 
so  mnss  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  einer  heterogenen 
Flüssigkeit  von  der  gesammten  aus  den  beiden  Flüssigkeiten  be- 
stehenden Masse  erfüllt  sein,  woraus  hervorgeht,  dass  der  Druck 
an  der  Grenze  constant  und  gleich  dem  Druck  der  Flüssigkeit  auf 
der  anderen  Seite  sein  muss.  So  ist  für  das  Gleichgewicht  von 
Wasser,  Oel,  Quecksilber  oder  irgend  einer  anderen  Flüssigkeit, 
die  sich  in  einem  offenen  Gefässe  befindet  und  deren  freie  Ober- 
fläche der  Luft  ausgesetzt  ist,  bloss  erforderlich,  dass  diese  Ober- 
fläche eine  Ebene  sei. 

755.  Eine  Flüssigkeit  in  einem  geschlossenen  G^f&ss 
unter  der  Einwirkung  eines  nicht  conservativen  Eraftsy- 
Btems.  —  Indem  wir  jetzt  zur  Betrachtung  einer  Flüssigkeitsmasse 
von  endlicher  Grösse,  welche  ein  starres  geschlossenes  Gefass  voll- 
ständig erfüllt,  zurückkehren,  ersehen  wir  aus  dem  Vorhergehenden, 
dass,  wenn  die  Flüssigkeit  homogen  und  unzusammendrückbar  ist, 
ihr  Gleichgewicht  durch  kein  conservatives  Kraftsystem  gestört  wer- 
den kann.  Diesen  Satz  zu  beweisen,  bedarf  es  keiner  analytischen 
Untersuchung;  denn  wenn  derselbe  nicht  richtig  wäre,  so  würden 
wir  ein  „Perpetuum  mobile"  erhalten,  was  der  Voraussetzung, 
dass  das  System  der  Kräfte  ein  conservatives  sei,  widerspricht. 
Andererseits  kann  ein  nichtconservatives  Kraftsystem  unter  keinen 
Umständen  eine  Flüssigkeit  in  den  Zustand  des  Gleichgewichts  ver- 
setzen, welche  entweder  überall  von  gleichmässiger  Dichtigkeit  ist, 
oder  welche  aus  einer  homogenen  Substanz  besteht,  die,  was  die 
Dichtigkeit  betrifft,  nur  durch  Verschiedenheit  des  Drucks  heterogen 
gemacht  worden  ist.  Wenn  aber  die  Kräfte  zwar  nicht  conserva- 
tiv,  doch  so  beschaffen  sind,  dass  durch  jeden  Punkt  des  von  der 
Flüssigkeit  eingenommenen  Raumes  eine  Oberfläche  gezogen  wer- 
den kann,  welche  alle  Kraftlinien,  die  sie  trifiPb,  unter  rechten  Win- 
keln schneidet,  so  wird  eine  heterogene  Flüssigkeit  unter  ihrer  Ein- 
wirkung im  Gleichgewicht  bleiben,  vorausgesetzt  (§  750),  dass  ihre 
Dichtigkeit  auf  jeder  dieser  orthogonalen  Flächen  von  Punkt  zu 
Punkt  umgekehrt  variirt,  wie  das  Product  der  resultirenden  Kraft 
in  die  Dicke  der  unendlich  dünnen  Schicht,  welche  zwischen  jener 
Fläche  und  einer  anderen  der  orthogonalen  Flächen  liegt,  die  ihr 
auf  einer  Seite  unendlich  nahe  ist  (vergl.  §  488). 
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Bine  FlüBsigkeit  unter  der  Binwirkung  eines  beliebigeB 
Eraftsystems«  —  Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  als  etwas  Selbstvenüaul- 
liches  aus  (l),  da  jene  Gleichung  bloss  der  analytische  Ausdruck  der  Be- 
dingung ist,  dass  die  Kraft  in  jedem  Punkte  {x,  y,  g)  die  Richtong  der 
Normalen  an  die  durch  (o?,  y,  £)  gehende  Oberfläche  hat,  welche  zu  der 
Schaar  der  Flächen  gehört ,  die  durch  verschiedene  Werthe  Ton  C  im 
p  z=z  C  erhalten  werden,  und  dass  ferner  die  Grösse  der  resaltirendefi 
Kraft 


n 


«f  C 
ist,  in  welchem  Ausdruck  der  Zähler  gleich  —  ist,   wenn   r    die    IKd» 

der  Schicht  im  Punkte  (x,  y,  e)  bezeichnet,  welche  zwischen  den  beides 
einander  zu  beiden  Seiten  von  (Xy  y,  z)  unendlich  nahe  liegenden  Fläcbea 

p=Cundp  =  C-|-<fC 
enthalten  ist. 

Der  analytische  Ausdruck  der  Bedingung,  welcher  X,  F,  Z  genügiai 
müssen,  damit  die  Gleichungen  (l)  möglich  seien,  wird  folgendermaasKs 
gefunden:  —  Aus 

d   dp        d  dp 


folgt  zunächst 


(5) 


dz  dy       dy  dt'    '    ' 


Wenn  wir  die  angedeuteten  Differentiationen  ausfuhren  und  die  erste  der 
resultirenden  Gleichungen  mit  X,  die  zweite  mit  Y,  die  dritte  mit  £ 
multipliciren,  so  erhalten  wir 

<•>    ^(if-'3f)+<-i)+^(g-if)=«. 

was  bloss  die  bekannte  Bedingung  dafür  ist,  dass  der  Ausdruck 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz 

durch    einen  Factor   zu    dem   vollständigen  Differential   einer  Function 
dr^er  unabhängig  Veränderlichen  gemacht  werden  könne. 

Oder  wenn  wir  die  erste  der  Gleichungen  (5)  mit  -r-^ ,  die  zweite  mii 

CL  X 
■T^,  die  dritte  mit  -r^  multipliciren   und   die  Resultate  addiren,  so  er- 
halten wir 

^^  dxKdy       dzj'^J^Kdz      dx)^d£\JI      dy)  " 
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Dies  zeigt,  dass  die  Linie,  deren  Bichtungflcosinus  proportional 

dZ  _dY     dX_dZ     dj  _dX 
Wy         de ^    dz       dx '    dx      dy 

sind ,  auf  der  durch  (x^  y,  z)  gehenden  Oherfläche  gleicher  Dichtigkeit 
senkrecht  steht,  und  aus  (6)  geht  hervor,  dasa  dieselhe  Linie  senkrecht 
ist  zur  resultirenden  Kraft.  Die  genannte  Linie  ist  daher  Tangente  sowohl 
für  die  Oherfläche  gleicher  Dichtigkeit,  als  für  die  gleichen  Drucks,  folg- 
lich auch  für  die  Schnittcurve  beider  Flftchen.  Die  Ditferentialgleichun- 
gen  dieser  Curve  sind  somit 

dx         dy dz 

(8)  dZ       d,Y~'  dX       dZ^  dY       dX' 

dy         dz         dz        dx        dx         dy 

756.  Gleichgewichtsbedingung.  —  Wir  denken  ans  jetzt, 
die  ganze  Flüssigkeit  werde  starr,  mit  Ausnahme  eines  anendlich 
dünnen  geschlossenen  röhrenförmigen  Theils,  welcher  in  einer  Ober- 
fläche gleicher  Dichtigkeit  liegt.  Wenn  die  Flüssigkeit  in  dieser 
Röhre  eine  beliebige  Strecke  längs  der  Röhre  fortbewegt  und  dann 
in  Ruhe  gelassen  wird,  so  wird  sie  in  der  neuen  Lage  im  Gleich- 
gewicht bleiben,  da  alle  ihre  Lagen  in  der  Röhre  der  Homogenität 
wegen  gleichwerthig  sind.  Folglich  wird  die  (positive  oder  ne- 
gative) Arbeit,  welche  die  Kraft  (X,  T,  Z)  auf  irgend  einen  Theil 
der  Flüssigkeit  bei  einer  Verschiebung  längs  der  Röhre  aasübt, 
durch  die  (negative  oder  positive)  Arbeit  aufgewogen,  welche  auf 
die  übrige  in  der  Röhre  befindliche  Flüssigkeit  ausgeübt  wird. 
Wenn  sich  daher  ein  einzelner  Massenponkt,  auf  welchen  nur 
X,  Yy  Z  einwirken,  durch  den  Umfang  bewegt,  d.  h.  eine  beliebige 
geschlossene  Curve  aaf  einer  Oberfläche  gleicher  Dichtigkeit  durch- 
läuft, so  hat  er  nach  Zurücklegung  eines  vollständigen  Umgangs 
in  einigen  Theilen  seines  Laufes  genau  so  viel  Arbeit  gegen  die 
Kraft  geleistet,  als  die  Kräfte  in  den  übrigen  Theilen  seines  Lau- 
fes aaf  ihn  ausgeübt  haben. 

Wir  können  dieses  Resultat  analytisch  heweisen  durch  eine  inter. 
essante  Anwendung  von  §  190  (j).  Nehmen  wir  nämlich  für  er,  /3,  y  un- 
tere jetzigen  Kräftecomponenten  X,  Y,  Z  und  für  die  dort  henutzte 
Oherfläche  eine  Fläche  gleicher  Dichtigkeit  In  unserer  heterogenen  Flüssig- 
keit, so  mu8s  der  Ausdruck 

//■"K^-©  +-  (If -ff) + "  (H-If)! 

wegen  (7)  verschwinden,  und  daraus  lässt  sich  der  Schluss  ziehen,  dass 
für  jede  geschlossene  Curve  auf  eiuer  Oherfläche  gleicher  Dichtigkeit 

f(Xdx  4-  Ydy  +  Z dz)  =  0 
int. 
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757.  Imaginäres  Beispiel  des  Gleichgewichts  einer 
Flüssigkeit  unter  der  Einwirkung  nicht  conservativer 
Kräfte.  —  Das  folgende  imaginäre  Beispiel  und  seine  Realisation 
in  einem  späteren  Paragraphen  (§  759)  zeigen  eine  merkwürdig 
interessante  praktische  Anwendung  der  Theorie  des  Gleichgewichts 
der  Flüssigkeiten  unter  aussergewöhnlichen  Umständen,  während 
man  diese  Theorie  allgemein  als  eine  hloss  abstracte  analytische 
Theorie  ansieht,  die  praktisch  wertHlos  und  ganz  unnatürlich  sei, 
„weil  die  Kräfte  in  der  Natur  von  conservativer  Art  seien." 

758.  Es  mögen  die  Kraftlinien  Kreise  sein,  deren  Mittelpunkte 
sämmtlich  auf  einer  Linie  liegen ,  und  deren  Ebenen  senkrecht  zu 
dieser  Linie  sind.  Dieselben  werden  von  den  durch  diese  Axe  ge- 
henden Ebenen  unter  rechten  Winkeln  geschnitten,  und  daher 
kann  eine  Flüssigkeit  unter  einem  solchen  System  von  Kräften  im 
Gleichgewicht  sein.  Das  System  wird  nicht  conservativ  sein,  wenn 
die  Intensität  der  Kraft  nicht  dem  Abstände  von  jener  Axe  umge- 
kehrt proportional  ist,  sondern  nach  irgend  eipem  andern  Gesetx 
variirt,  und  damit  die  Flüssigkeit  sich  im  Gleichgewicht  befinde, 
muss  sie  heterogen  und  so  vertheilt  sein,  dass  ihre  Dichtigkeit  auf 
jeder  durch  die  A^e  gehenden  Ebene  von  Punkt  zu  Punkt  umge- 
kehrt wie  das  Product  der  Kraft  in  den  Abstand  von  der  Axe  va- 
riire.  Aber  von  einer  solchep  Ebene  zu  einer  andern  kann  di« 
Dichtigkeit  gleichförmig  sein,  oder  sich  willkürlich  ändern.  Um  be- 
stimmtere Bedingungen  zu  stellen,  wollen  wir  voraussetzen,  die  Kraft 
stehe  in  directer  einfacher  Proportion  zum  Abstände  von  der  Axe. 
Dann  wird  die  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht  sein,  wenn  ihre  Dich- 
tigkeit auf  jeder  durch  die  Axe  gehenden  Ebene  von  Punkt  zs 
Punkt  umgekehrt  wie  das  Quadrat  jenes  Abstandes  variirt^  Wena 
wir  noch  weiter  specialisiren,  indem  wir  die  Kraft  um  jede  kreisr* 
förmige  Kraftlinie  herum  gleichförmig  machen,  so  wird  die  Verthei- 
lung  der  Kraft  genau  die  der  kinetischen  Reactionen  der  Theile 
eines  starren  Körpers  gegen  eine  beschleunigte  Rotation.  Der 
Flüssigkeitsdruck  wird  dann  (§  749)  auf  jeder  durch  die  Axe  ge- 
henden Ebene  überall  der  nämliche  sein,  und  auf  einer  solchen 
Ebene,  welche  wir  uns  um  die  Axe  in  der  Richtung  der  Kraft  her- 
umgeführt denken  können,  wird  der  Flüssigkeitsdruck  eine  den 
Winkel  einfach  proportionale  Zunahme  erfahren,  deren  Betrag,  ge- 
nommen für  die  Einheit  des  Winkels  (§  41),  gleich  dem  Product 
aus  der  Dichtigkeit,  welche  die  Flüssigkeit  in  der  Einheit  des  Ab- 
standes hat,  in  die  Grösse  der  Kraft  in  der  Einheit  des  Abstan* 
des  ist.      Folglich    ist   zu   bemerken,    dass,  wenn   eine    geschlo«- 
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sene  Linie  um  die  Axe  gezogen  werden  kann,  ohne  dass  man  die 
Fliissigkeit  zu  verlassen  braucht,  kein  Gleichgewicht  bestehen  kann 
ohne  eine  feste  Scheidewand,  welche  jede  solche  geschlossene  Linie 
schneidet  und  die  dem  Winkel  2  n  entsprechende  Differenz  der  zu 
ihren  beiden  Seiten  wirkenden  Druckkräfte  erträgt.  Wenn  also  die 
Axe  durch  irgend  einen  Theil  der  Fliissigkeit  geht,  so  muss  eine 
Scheidewand  da  sein,  welche  sich  von  diesem  Theil  der  Axe  con- 
tinuirlich  bis  zur  äusseren*  Grenzfläche  der  Flüssigkeit  erstreckt. 
Oder  wenn  die  Grenzfläche  der  ganzen  Flüssigkeit  ringförmig  (wie 
pjg  (54  ein  hohler  Ankerring,  oder  von  einer  be- 

liebigen unregelmässigen  Form)  ist,  mit 
anderen  Worten,  wenn  die  Flüssigkeit 
einen  röhrenförmigen  geschlossenen  Raum 
erfüllt,  und  die  Axe  {A)  durch  die  Oeflf- 
niing  des  Ringes  geht  (ohne  in  die  Flüs- 
sigkeit einzutreten),  so  muss  eine  feste 
Scheidewand  (CD)  da  sein,  welche  irgend- 
wo den  Canal  oder  die  Röhre  ganz  ver- 
schliesst  und  die  Flüssigkeit  verhindert,  ganz  herum  zu  fliessen; 
sonst  könnte  unter  der  Einwirkung  der  vorausgesetzten  Kräfte  kein 
Gleichgewicht  stattfinden.  Wenn  wir  weiter  in  dem  bisher  betrach- 
teten System  voraussetzen,  die  Flüssigkeit  sei  ringsum  längs  jeder 
der  kreisförmigen  Kraftlinien  von  gleichförmiger  Dichtigkeit  (so  dass 
die  Dichtigkeit  auf  jedem  Cylinder  von  kreisförmiger  Basis,  welcher 
die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Kraftlinien  zur  Axe  hat, 
gleich  ist  und  von  einer  solchen  Cylinderfläche  zu  einer  andern 
umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Radien  derselben  variirt),  so  kön- 
nen wir,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  stören,  ein  beliebiges  conserva- 
tives  System  von  Kräften  hinzufügen,  deren  Richtungen  zur  Axe 
senkrecht  sind,  d.  h.  (§  488)  ein  beliebiges  System  von  Kräften, 
welche  die  genannten  Richtungen  haben,  und  deren  Litensität  wie 
irgend  eine  Function  des  Abstandes  variirt.  Wenn  diese  Function 
der  einfache  Abstand  selbst  ist,  so  stimmt  das  neu  hinzugefügte 
Kraftsystem  genau  mit  den  Reactionen  gegen  eine  Krümmung,  d.h. 
mit  den  Centrifugalkräften  der  Theile  eines  rotirenden  starren  Kör- 
pers überein. 

759.  Bealisation  des  vorhergel^enden  Beispiels.  —  Wir 
gelangen  auf  diese  Weise  zu  dem  bemerkenswerthen  Schluss,  dass, 
wenn  ein  starres  geschlossenes  Gefäss  vollständig  mit  einer  unzu- 
sammendrückbaren  heterogenen  Flüssigkeit  erfüllt  ist,  deren  Dich- 
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tigkeit  mngekekrt  wie  das  Quadrat  des  Abstandes  von  einer  gevb> 
Ben  Linie  varürt,  und  wenn  das  Gefass  sich  um  diese  linie  ik 
eine  feste  Axe  bewegen  kann  und  auf  irgend  eine  Weise  tod  Kräf- 
ten angegriffen  wird,  die  auf  seine  Aussenseite  einwirken,  die  Flüs- 
sigkeit in  Beziehung  auf  das  Gefass  im  Gleichgewicht  bleibo, 
d.  h.  sich  mit  demselben  herumbewegen  wird,  als  wäre  das  Game 
ein  starrer  Körper,  und  mit  dem  Gefass  zur  Ruhe  kommen  wird, 
wenn  das  letztere  wieder  zur  Ruhe  gebracht  wird;  immer  Tono»- 
gesetzt,  dass  die  oben  angegebene  Bedingung  hinsichtHcli  der 
Scheidewände  erfüllt  ist,  wenn  die  Axe  durch  die  Flüssigkeit  geB^ 
oder  von  geschlossenen  Flüssigkeitslinien  umgeben  ist.  Denn  vens 
sich  die  Flüssigkeit  beim  Ueberganff  von  Ruhe  zu  Bewegung  wie  ein 
starrer  fester  Körper  bewegt,  so  sind  Reactionen  gegen  eine  Beschlei- 
nigung  vorhanden,  deren  Richtungen  Tangenten  an  die  Bewegonip- 
kreise  sind,  und  die  für  die  Einheit  der  Masse  der  Flüssigkeit  im 
Abstände  r  von  der  Axe  die  Grösse  cor  haben,  wenn  ci  die  för  die 
Zeiteinheit  genommene  Grösse  der  Winkelbeschleunigung  (§  42)  ist: 
ausserdem  (siehe  Bd.  II)  ist  in  der  zur  Axe  senkrechten  Richtuof 
eine  nach  aussen  zu  wirkende  Reaction  gegen  die  Krümmung  dff 
Bahn,  d.  h.  eine  „Centrifugalkraft*  vorhanden,  welche  ftr  d» 
Masseneinheit  der  Flüssigkeit  (o^r  beträgt.  Nun  haben  wir  im  vs- 
hergehenden  Paragraphen  bewiesen,  dass  die  Flüssigkeit,  wenn  vir 
voraussetzen,  sie  befinde  sich  in  Ruhe  und  werde  in  irgend  eiiff 
Weise  von  zwei  Kraftsystemen  (dem  nicht-conservativen  mit  krei9> 
förmigen  Kraftlinien  und  dem  conservativen  radialen  Systeme)  an- 
gegriffen, welche  mit  jenen  Kräften  der  kinetischen  Reaction  übe^' 
einstimmen,  im  Gleichgewicht  ist.  Dies  beweist  uns  jetzt  D'Alen- 
bert's  (§  264)  Crleichgewichtsbedingung  für  die  Bewegung  dff 
ganzen' Flüssigkeit  als  eines  starren  Körpers,  welcher  eine  bescbk«- 
nigte  Rotation  erfahrt,  d.  h.  zeigt  uns,  dass  diese  Art  derBewegsBf 
für  die  wirklich  vorhandenen  Umstände  die  Gesetze  der  Bewefifflf 
erfüllt  und  somit  die  von  der  Flüssigkeit  wirklich  angenonuoeiv 
Bewegung  ist. 

760.  Relation  zwischeii  der  Dichtigkeit  und  dem  Po* 
tential  der  von  aussen  einwirkenden  Kräfte.  —  Wenn  di» 
Flüssigkeit  von  homogener  Substanz  und  überall  von  derselba 
Temperatur,  aber  wie  alle  realen  Flüssigkeiten  zusammendrückbtf 
ist,  so  kann  sie  nur  wegen  der  Verschiedenheit  des  Drucks  an  vc^ 
schiedenen  Stellen  von  ungleichförmiger  Dichtigkeit  sein.  D^ 
Oberflächen  gleicher  Dichtigkeit  müssen  auch  Oberflächen  gl^cb» 
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Dracks  sein,  und  es  kann,  wie  wir  oben  (§  753)  gesehen  haben, 
kein  Gleichgewicht  stattfinden,  wofern  das  System  der  Kräfte  nicht 
conservativ  ist.  Die  Dichtigkeit  ist  eine  Function  des^Drucks,  und 
diese  Function  muss  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  (§  448),  da 
sie  von  den  physikalischen  Eigenschafteji  der  Flüssigkeit  abhängt 
(vergl.  §  762). 

Es  sei 
(9)  Q  =  f(P). 

Wenn  wir  die  Formel  §  753  (3)  integriren,  so  erhalten  wir 

<■»'  /^ = "  -  "■ 

oder,  wenn  F  eine  Function  bezeichnet,  für  welche 

ist, 

1>  =  F  (0  -  F), 
oder  nach  (9) 

(12)  Q=f  {F(C^  F)). 

761.  Besultante  der  auf  ein  ebenes  Flächenstück  wir- 
kenden Druckkräfte.  —  In  §  746  haben  wir  die  Resultante  der 
auf  eine  ebene  Fläche  wirkenden  Druckkräfte  unter  der  Voraus- 
setzung einer  gleichmässigen  Yertheilung  dieser  £j*äffce  betrachtet. 
Wir  wollen  jetzt  kurz  die  Resultante  der  auf  ein  ebenes  Flächen- 
stück  wirkenden  Druckkräfte  unter  der  Voraussetzung  betrachten, 
dass  sich  der  Druck  von  Punkt  zu  Punkt  ändert.  Dabei  werden 
wir  unsere  Aufmerksamkeit  auf  einen  Fall  von  grosser  Wichtigkeit 
beschränken,  nämlich  auf  den  Fall,  in  welchem  die  Schwere  die 
einzige  einwirkende  Kraft  und  die  Flüssigkeit  nur  äusserst  wenig 
zusammendrückbar  (wie  z.  B.  Wasser)  ist.  In  diesem  Falle  ist  die 
Bestimmung  der  Lage  des  Mittelpunkts  des  Drucks  sehr  einfach, 
und  der  Gesammtdruck  ist  derselbe ,  wie  wenn  das  ebene  Flächen- 
stück um  seinen  Trägheitsmittelpunkt  in  eine  horizontale  Lage  ge- 
dreht wäre. 

Der  Druck  in  einem  Punkte  von  der  Tiefe  z  in  der  Flüssigkeit  kann 
durch 

P  =  9^  +  Po 
ausgedrückt  werden,  wo  q  die  (constante)  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  und 
Pq  der  auf  der  freien  Oberfläche  lastende  (atmosphärische)  Druck  ist,  aus- 
gedrückt in  Gewichtseinheiten  per  Flächeneinheit. 

Es  werde  nun  als  x-Axe  der  Durchschnitt  der  £b«ne  der  eingetauch- 
ten Platte  mit  der   freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  angeuommen.    Die 
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y-Aze  liege  in  der  Ebene  der  Platte  senkrecht  znr  x-Axe,  und  es  sei  « 
der  Neigungswinkel  der  Platte  gegen  die  Yerticale.  Femer  habe  der  be- 
trachtete  Theil  der  Platte  die  Fläche   A   und  sein  Trägheit^mittelpuokS 

die  Coordinaten  x,  y. 

Dann  ist  der  gesammte  Druck 

ffpdxdy  =  //(po  +  9y  <^<>««)  ^^^V 
=  Apf^  ■\'  Aq'y  eosti. 
Das  Moment  des  Drucks  in  Beziehung  auf  die  x-Axe  ist 

ffpydxdy  =  Ap^y  -\-  Ak^^  cosa, 

wo  h  der  Gyrationsradius  des  ebenen  Flächenstücks  in  Beziehung  auf  dk 
x-AsA  ist. 

Für  das  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  die  y-Axe    erhalten  virj 

ffpxdxdy  =:  ApQX  -\-  Qcosa  ffxydxdy.  j 

Die  ersten  Theile  der  rechten  Glieder  dieser  drei  Gleichungen  liefern  Toai 
bloss  die  Besultate  von  §  746;  wir  können  diese  Theile  daher  fortlasseu 
Dies  läuft  darauf  hinaus,  dass  wir  über  die  freie  Oberfläche  eine  Flüssig 
keitsschicht  von  solcher  Höhe  setzen,  dass  der  dadurch  erzengte  Dru^; 
dem  atmosphärischen  äquivalent  ist.  Wird  jetzt  der  Anfangspunkt  d«r 
Coordinaten  in  die  obere  Fläche  dieser  Schicht  verlegt,  so  ergibt  sich: 

Druck  z=z  A^y  cos  a, 
Moment  in  Beziehung  auf  Ox  =  ^Ä;^^  ooso, 

k^ 

Abstand  des  Mittelpunktes  des  Drucks  von- der  a;-Aze  =  ^^^ 

y 

Wenn  aber  k-^  der  Gyrationsradius  des  ebenen  Flächenstücks  in  ^ 
Ziehung  auf  eine  in  seiner  Ebene  liegende  und  durch  seinen  Trägheit«- 
mittelpunkt  gehende  horizontale  Aze  ist,  so  haben  wir  nach  §  283 

h^  =  k^  +  y». 

Folglich  ist  der  der  y-Axe  parallel  gemessene  Abstand  des  Mittelpunku 
des  Drucks  von  dem  Trägheitsmittelpünkt 

— » 

y 

und  dieser  Abstand  wird,  wie  wir  erwarten  konnten,  um  so  kleiner,  jt 
mehr  das  ebene  Flächenstück  untergetaucht  wird.  Wenn  man  das  eben« 
Flächenstück  um  die  durch  seinen  Trägheitsmittelpunkt  gehende,  der 
iC-Aze  parallele  Linie  dreht,  so  variirt  jener  Abstand  wie  der  Coeinus  dtf^ 
Neigung  des  Flächstücks  gegen  die  Yerticale;  dabei  wird  natürlich  vor 
ausgesetzt,  dass  die  Grösse  des  untergetauchten  Theils.der  Fläche  durch 
die  Botation  keine  Aenderung  erleidet. 

762.  Gewichtsverlust  eines  Körpers  in  einer  Flüflsig- 
keit.  —  Ein  ganz  oder  zum  Theil  in  irgend  eine  nnter  der  £m* 
Wirkung  der  Schwerkraft  stehende  Flüssigkeit  eingetanchter  Korptf 
Terliert  in  Folge  ^les  Drucks  der  Flüssigkeit  so  viel  von  seinem  G«- 
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wicht,  als  die  verdrängte  Flüssigkeit  wiegt.  Denn  wenn  der  Kör- 
per entfernt  and  an  seine  Stelle  eine  mit  der  umgebenden  Flüssig- 
keit homogene  flüssige  Masse  gesetzt  würde,  so  würde  Gleichgewicht 
bestehen,  selbst  wenn  man  voraussetzte,  diese  Flüssigkeit  würde 
starr.  Die  Resultante  des  Drucks  der  umgebenden  Flüssigkeit  auf 
diesen  Theil  ist  daber  eine  einzige  dem  Gewicht  derselben  gleiche 
Kraft,  welche  in  der  durch  den  Schwerpunkt  derselben  gehenden 
Verticallinie  wirkt.  Der  Druck  der  Flüssigkeit  auf  den  anfanglich 
eingetauchten  Körper  war  aber  überall  derselbe,  wie  der  Druck  auf 
den  starr  gewordenen  Flüssigkeitstheil,  durch  welchen  wir  jenen 
für  einen  Augenblick  ersetzt  haben;  er  muss  daher  auch  dieselbe 
Resultante  haben.  Dieser  Satz  ist  von  grosser  Bedeutung  in  der 
Hydrometrie,  der  Bestimmung  des  specifischen  Gewichts,  u.  s.  w. 

Wir  wollen  den  Satz  analytisch  herleiten.  Interessant  [ist'*der  fol- 
gende Beweis,  namentlich  wegen  der  Analogien  mit  einigen  vorhergehen- 
den Sätzen,  und  einigen  Sätzen,  die- wir  in  den  Capiteln  über  Elektricität 
und  Magnetismus  antreffen  werden. 

dV 
Wenn   V  das  Potential  der  einwirkenden  Kräfte  ist,  so  ist  —  -5 —  die 

(IX 

4er  x-Axe  parallele  Componente  der  Kraft,  welche] auf  die  [im  Punkte 
(x,  y,  z)  befindliche  Masseneinheit  wirkt,  and  es  ist  qdxdydz  die  Masse 
eines  Elements  der  Flüssigkeit.  Folglich  wird  die  Resultante /aller  der 
x-Aze  parallelen  Componenten  der  Kräfte,  welche  auf  einen  an  die  Stelle 
des  eingetauchten  Körpers  gesetzten  Flüssigkeitstheil  wirken,  durch  das 
dreifache  Integral 

dargestellt,  welches  für  den   ganzen  von   der  Flftche  'umgrenzten  Baum 
sn  nehmen  ist.    Nach  §  752  ist  aber 

dp  __      dV^ 
dx  ^  dx* 

Qnd  daher  verwandelt  sich  das  dreifache  Integral  in 


fff^£ä.äyäz=ffpäyi.. 


welches  letztere  Integral  über  die  ganze  Fläche  genommen  werden  muss. 
Es  sei  nun  d  ^  ein  in  x,  y^  e  liegendes  Element  irgend  einer  Ober- 
fläche; ferner  seien  A,  ^,  v  die  Bichtungscosinus  der  an  dies  Element  ge- 
legten Noimale  und  p  der  Brack  in  der  Flüssigkeit,  welche  mit  demsel- 
ben in  Berührung  ist.  Dann  ist  die  der  a;-Axe  parallele  Componente  des 
Gesammtdrucks 

P^^ffXpdS 

=  ffpdydz, 
ond  dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  obigen  völlig  überein. 
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Bas  am  die  z-Axq  drehende  Kräftepaar,  welches  aus  den  auf  liegend 
eine  flüssige  Masse  einwirkenden  Kräften  herrtihi*t,  ist  (§  559) 

2dm(Xy  —  Yx\ 

wo  dm  die  Masse  eines  Flüssigkeitselements  bezeichnet. 
Dieser  Ausdruck  kann  in  der  Form 


dV 


"ffß^^^y^'iyj^ 


dV\ 


geschrieben  werden,  wo  das  Integral  für  den  ganzen  von   der  Flüssigkeit 
eingenommenen  Raum  zu  nehmen  ist. 

Der  letzte  Ausdruck  ist  offenbar  gleich 


^=-11  pydydz  — j  jpxdzdx 

■fß 


und  dies  ist  das  nur  aus  dem  Oberflächendruck  herrührende  Kräftepaar. 

763.  Hilf^satz.  —  I)er  nachstehende,  an  und  für  sich  schon 
interessante  Hilfssatz  ist  insofern  von  grossem  Nutzen,  als  er  uns 
befähigt,  die  folgenden  Untersachungen  über  die  Stabilität  des 
Gleichgewichts  schwimmender  Körper  zu  vereinfachen. 

Ein  homogener  fester  Körper,  dessen  Volumeneinheit  das  Grc- 
wicht  Eins  haben  möge,  werde  von  einer  horizontalen  Ebene  in 


Fig.  65. 


X  YX'  y  geschnitten,  und  es  sei 
0  der  Trägheitsmittelponkt,  XX 
und  YY*  die  Hanptaxen  dieses 
Schnittes. 

Weiter  werde  der  feste  Kör- 
per von  einer  zweiten  Ebene  ge- 
schnitten, die  gleichfalls  durch 
Y  Y*  geht  und  mit  der  ersteren 
den  unendlich  kleinen  Winkel 
%'  bildet*  Dann  gelten  folgende 
Sätze:  — 

1.  Die  Volumina  der  durch  diese  Schnitte  aus  dem  festen 
Körper  geschnittenen  beiden  Keile  sind  einander  gleich. 

2.  Ihre  Trägheitsmittelpunkte  liegen  in  einer  zu  YY*  senk- 
rechten Ebene. 

3.  In  Beziehung  auf  YY  ist  das  Moment  des  Gewicht«  jedes 
dieser  Keile  gleich  dem  mit  %  multiplicirten  in  Beziehung  auf  YT 
genommenen  Trägheitsmoment  des  entsprechenden  Theils  der  Fläche. 
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Wir  nehmen  OX,  OY  zu  Coordin^tenaxen,  und  es  sei  ^  der  Win- 
kel an  der  Spitze  des  Keils.  Dann  ist  die  Dicke  des  Keils  in  irgend 
einem  Punkte  P  (o?,  y)  gleich  &x  und  das  Volumen  eines  geraden  pris- 
matischen Theils,  welcher  die  unendlich  kleine  in  P  liegende  Fläche 
dxdy  zur  Basis  hat,  gleich 

^xdxdy. 

Wir  bedienen  uns  jetzt  der  Zeichen  []  und  ( ),  um  die  Integrationen, 
welche  sich  beziehungsweise  über  die  rechts  und  links  von  der  y-Axe 
liegenden  Flächentheile  erstrecken,  von  einander  zu  unterscheiden,  wäh- 
rend den  auf  die  ganze  Fläche  bezüglichen  Integralen  keine  solchen  Un- 
terscheidungszeichen beigefügt  werden.    Es  seien  a  und  a'  diese  Flächen, 

V  und  v'  die  Volumina  der  Keile ,  (^,  y),  (P,  y')  die  Coordinaten  ihrer 
Träg^heitsmittelpunkte.  *  Dann  ist 

V  =•  ^  [ffxdxdy]  =  alc 

—  v'=:  &  (ffx  dxdy)  =  «''i', 
folglich 

»  —  I?'  =  ^  ffxdxdy  ==  0, 

da   O  der  Trägheitsmittelpunkt  ist.    Hieraus  ergibt  sich 

womit  der  Satz  (1)  bewiesen  ist. 

Nehmen  wir  weiter  die  Momente  in  Beziehung  auf  die  Axe  XX', 
so  folgt 

t? y  =  ^  [ff xy dxdy] 
und 

-  t^V  =  ^  {ff  xy  dxdy),       , 

mit.hi-n 

vy  —  ü'y'  =  ^  ff  xy  dxdy. 
Für  eine  Hauptaxe  ist  aber  (§  281)  £xydm  gleich  Null.     Wir  erhalten 
also  vy  —  t>'  ^  =  0  und  daraus,  da  »  =  ©'  ist, 

y  =7» 
was  den  Satz  (2)  beweist. 

Der  Satz'  (3)  drückt  bloss  die  Gleichung 

Iffx.x^dxdy]  =  ^  [ff x^. dxdy], 

deren  Bichtigkeit  auf  der  Hand  liegt,  in  Worten  aus. 

764.  Stabilität  des  Gleichgewichts  eines  schwimmen- 
den Körpers.  —  Wenn  ein  positiver  Betrag  von  Arbeit  erfordert 
wird,  am  irgend  eine  mögliche  unendlich  kleine  Verschiebung  eines 
Körpers  ans  einer  Gleichgewichtslage  zu  erzeugen,  so  ist  das  Oleich- 
gewicht in  dieser  Lage  stabil  (§  291).  Um  dieses  Unterscheidongs- 
mittel  auf  den  Fall  eines  schwimmenden  Körpers  anzuwenden,  be- 
merken wir,  dass  jede  mögliche  unendlich  kleine  Verschiebung  pas- 
send als  aus  zwei  horizontalen  Verschiebungen,  deren  Richtungen 
senkrecht  zu  einander  sind,  einer  verticalen  Yerschiebang  und  drei 
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Rotationen  um  drei  darch  einen  beliebig  gewfthlten  Ponkt  gehende, 
zu  einander  senkrechte  Axen  bestehend  angesehen  werden  kann 
(§§  26f  95).  Wenn  eine  dieser  Axen  vertical  ist,  so  erfordern  drn 
dieser  Yerschiebnngscomponenten  —  nämlich  die  beiden 
talen  Verschiebungen  und  die  Rotation  um  die  verticale  Axe  — 
(positive  oder  negative)  Arbeit,  und  daher  ist  das  Gleichgewicht,  kk 
weit  diese  Componenten  in  Betracht  kommen,  ein  neutrales.  Was 
aber  die  drei  anderen  Verschiebungsarten  betrifift,  so  kann  das  Gleich- 
gewicht stabil  oder  instabil  oder  neutral  sein,  jenachdem  gewiase 
Bedingungen  erfüllt  sind,  die  wir  im  Folgenden  herleiten  wollen. 

765.  Verticale  Verschiebungen.  —  Wenn  zunächst  eine 
einfache  verticale  Verschiebung  etwa  nach  unten  erfolgt,  so  wird 
Arbeit  geleistet  gegen  eine  zunehmende  Resultante  des  nacb  oben 
wirkenden  Flüssigkeitsdrucks.  Diese  Arbeit  ist  natürlich  gleich 
der  mittleren  Zunahme  dieser  Kraft,  multiplicirt  mit  dem  ganzen 
Wege.  Wenn  wir  diesen  Weg  mit  #,  die  Grösse  der  Schwimm- 
fläche,  d.  h.  des  durch  den  schwimmenden  Körper  fortgenomme- 
nen  Theils  der  ebenen  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  mit  Ä  nnd  du 
Gewicht  der  Volumeneinheit  der  Flüssigkeit  mit  w  bezeichneiL 
so  ist  die  Zunahme  des  eingetauchten  Volumens  offenbar  A£. 
Folglich  ist  die  Zunahme  der  Resultante  des  Flüssigkeitsdrucks  c 
ÄJ8  und  wirkt  in  einer  durch  den  Schwerpunkt  von  Ä  vertica] 
nach  oben  zu  gehenden  Linie.  Die  mittlere  Kraft, 'gegen  welche 
Arbeit  geleistet  wird,  ist  daher  ^f^  w  Az^  da  dies  ein  Fall  i^t 
in  welchem  Arbeit  gegen  eine  Kraft  geleistet  wird,  die  von 
Null  an  einfach  proportional  dem  Wege  zunimmt.  Die  geleistete 
Arbeit  ist  also  Vs  ^  -^  ^'-  ^i^  sehen  daraus,  dass,  soweit  ver- 
ticale Verschiebungen  allein  in  Betracht  kommen,  das  Gleichge- 
wicht nothwendig  stabil  ist,  so  lange  nicht  der  Körper  ganz  imter- 
getaucht  ist.  In  diesem  letzteren  Falle  ist  die  Grösse  derSchwinun- 
fläche  Null  und  das  Gleichgewicht  neutral. 

766.  Verschiebung  durch  Rotation  um  eine  Axß  in 
der  Schwinimebene.  Grösse  der  bei  dieser  Verschiebung 
geleisteten  Arbeit.  —  Nach  dem  Hilfssatze  des  §  763  empfiehlt 
es  sich,  als  die  beiden  horizontalen  Rotationsazen  die  Hauptaxen 
der  Schwimmebene  anzunehmen.  Unter  dieser  Voraussetzung  wol- 
len wir  jetzt  eine  Rotation  durch  einen  unendlich  kleinen  Winkel 
^  um  eine  dieser  Axen  betrachten.  Es  seien  G  und  E  die  nach 
Ausführung  der  Rotation  von  den  Schwerpunkten  des  festen  Kör- 
pers und  desjenigen  Theils  seines  Volumens,  der,  als  der  Körper 
im  Gleichgewicht  sich  befand,  untergetaucht  war,  eingenommemu 
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Lagen.     DicBelben  Punkte  sollen   im  Gleichgewichtszustände   des 
Körpers  sich  in  G\  £f  befunden  haben.     Diese  yier  Punkte  sind 

Fi«;.  e6. 


lAmmtlich  auf  die  Ebene  der  Zeichnung  projicirt,  von  der  wir  vor- 
aussetzen, dass  sie  durch  den  Trägheitsmittelpunkt  J  der  Schwim9i- 
ebene  geht.  Die  Resultante  der  Wirkung  der  Schwerkraft  auf  den 
verschobenen  Körper  ist  sein  Gewicht  W,  welches  durch  Q  nach 
unten  wirkt.  Die  Resultante  des  Flüssigkeitsdrucks  auf  den'^ver- 
schobenen  Körper  ist  eine  durch  E  nach  oben  hin  wirkende  Kraft 
FT,  vermehrt  um  einen  (aufwärts  gerichteten)  Betrag,  der  daher 
rührt ,  dass  jetzt  der  keilförmige  Theil  A  JA'  auch  untergetaucht 
ist,  und  vermindert  um  einen  (abwärts  gerichteten)  Betrag,  der 
daher  rührt,  dass  der  keilförmige  Theil  BJJff  jetzt  aus  der  FlQssig- 
keit  herausgetreten  ist.  Die  Gesammtwirkung  der  Schwere  und 
des  Flüssigkeitsdrucks  auf  den  verschobenen  Körper  besteht  also 
aus  dem  Kräftepaar,  dessen  Kräfte  vertical  nach  oben  und  nach 
anten  hin  durch  &  und  E  wirken,  und  aus  der  für  die  keilförmi- 
gen Theile  erforderten  Correction.  Letztere  besteht  aus  einer  ELraft, 
welche  vertical  nach  oben  durch  den  Schwerpunkt  von  A'JA  \incl 
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einer  zweiten  Kraft,  welche  durch  den  Schwerpunkt  von  BJIf  Ter- 
tical  nach  unten  wirkt.     Diese  Kräfte  sind  gleich  [§  763  (l)]  odA 
machen  dalier  ein  Kräftepaar  aus,  welches  [§  763  (2)]  die  Axe  da* 
Yerschiehung  zur  Axe  hat,  und  dessen  Moment  [§  763  (3)]  gleiek 
d'wk^Ä  ist,  wenn  A  die  Fläche  der 'Schwimmebene  und  h  der  Gj* 
rationsradius  derselben  (§  281)  in  Beziehung  auf  die  in  Rede  ste- 
hende Hauptaxe  ist.  Da  aber  die  Linien  G£,  welche  in  derGleick-  : 
gewichtslage  vertical  (G' If)  war,  in  dem  verschobenen  Körper  ait 
der  Verticalen  den  unendlich  kleinen  Winkel  d"  bildet,  so  hat  da» 
Paar,  dessen  Kräfte  W  in   den  durch  G  und  E  gehenden  Vertical- 
linien  wirken,  das  Moment  Wh^^  wenn  h  die  Linie  GE  besckh- 
net;  dieses  Kräfbepaar  liegt  in  «iner  zur  Axe  senkrechten  Eben« 
und  ist  so  gerichtet,  dass  es  die  Verschiebung  zu  vergrössem  strebt 
wenn  sich  G  über  E  befindet.    Folglich  ist  die  Resultante  der  Wir- 
kung der  Schwere  und  des  Flüssigkeitsdrucks  auf  den  verschobena 
Körper  ein  Kräftepaar,  welches  das  Moment 

(ioÄk^  —  Wh)d^  oder  w(Äk^  —  FÄ)^ 

hat,  wenn  V  das  eingetauchte  Volumen  ist.  Daraus  geht  herror, 
dass,  soweit  diese  Verschiebung  allein  in  Betracht  kommt,  das  Glekb- 
gewicht  stabil  ist,  wenn  man  Äk^  ^  Vh  hat. 

Da  ferner  das  Kräfbepaar,  gegen  welches  bei  der  ErzeagoBf 
der  Verschiebung  Arbeit  geleistet  wird,  von  Null  an  einfach  pro- 
portional dem  Verschiebungswinkel  zunimmt,  so  ist  sein  Mittci- 
werth  die  Hälfte  des  oben  angegebenen  Betrages;  der  Gesammt* 
betrag  der  geleisteten  Arbeit  ist  folglich  gleich 

Vaw(^*»—  FÄ)^«. 

767.  Allgemeine  Verschiebung.  —  Wenn  wir  jetit  eint 
Verschiebung  betrachten,  welche  aus  einer  (abwärts  gerichtetal 
verticalen  Verschiebung  0  und  Rotationen  durch  die  unendlich  klei- 
nen Winkel  d",  ^  um  die  beiden  horizontalen  Hauptaxen  der 
Schwimmebene  besteht,  so  sehen  wir  (§§  766,  766),  dass  die  » 
ihrer  Hervorbringung  erforderte  Arbeit  gleich 

y^wlÄz^  +  (Äk^  —  Vh)  ^«  +  (Äk^  —  FÄ)^«] 

ist;  daraus  schliessen  wir,  dass  die  nothwendigen  und  hinreicheB- 
den  Bedingungen  für  die  vollkommene  Stabilität  des 
Gleichgewichts  in  Betreff  aller  möglichen  Verschiebungen  dieier 
Art  folgende  sind:  — 

h  <^  — =-  und  A  <.      _    • 
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768.  Bas  Metacentnim.  Bedingungen  seines  Vorhanden- 
seins. —  Wenn  die  Yerschiebang  um  irgend  eine  dnrch  den  Tr&g- 
heitsmittelpunkt  der  Schwimmebene  gehende  Axe  erfolgt,  so  ist  die 
Resultante  der  Flüssigkeitsdruckkraffce  gleich  dem  Gewicht  des 
Körpers;  diese  Resultante  liegt  aber  nur  dann  in  der  Ebene  der 
Verschiebung,  wenn  die  Aze  eine  Hauptaxe  der  Schwimmebene  ist. 
In  einem  solchen  Falle  heisst  der  Durchschnittspunkt  der  Resul- 
tante mit  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehenden,  vor 
der  Verschiebung  verticalen  Linie  das  Metacentrum.  Aus  den 
obigen  Entwicklungen  erhellt,  dass  die  Bedingung  des  stabilen 
Gleichgewichts  für  jede  dieser  Verschiebungsebenen  die  ist,  dass 
das  Metacentrum  über  dem  Schwerpunkte  Hege. 

769.  Die  analytische  Behandlung  sphäroidaler  Formen,  mit 
der  wir  diesen  Band  schliessen  werden,  ist  nui*  dann  für  hydrodyna- 
mische Probleme  geeignet  oder  praktisch  brauchbar,  wenn  die  Ab- 
weichungen Yon  der  sphärischen  Symmetrie  unendlich  klein  oder 
doch  so  klein  sind,  dass  wir  die  Quadrate  der  Excentricitäten  (§801) 
vernachlässigen  dürfen,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  wir  das  Princip 
der  Superposition  der  störenden  Kräfte  und  der  durch  dieselben  er- 
zeugten Abweichungen  ohne  jede  Beschränkung   zulassen  können. 
Wir  werden  aber  zuerst  einen  Fall  betrachten,  welcher  eine  sehr 
einfache  synthetische  Lösung  gestattet,  ohne  uns  die  Beschränkung 
der  Annäherung  an  die  Kugelgestalt  aufzuerlegen,  und  für  welchen 
Newton  und  Macl aurin  den  folgenden  bemerkenswerthen  Satz 
entdeckt  haben:  — 

770.  Ein  homogenes  Ellipsoid  ist  eine  Gleichgewiohts- 
figur  einer  rotirenden  Flüssigkeit.  —  Die  Figur  eines  abgeplat- 
teten Rotationsellipsoids  von  beliebig  gegebener  Ebccentricität  ge- 
nügt den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  einer  homogenen  unzu- 
sammendrückbaren  Flüssigkeitsmasse,  welche  mit  einer  bestimmten 
Winkelgeschwindigkeit  um  eine  Axe  rotirt,  und  deren  Theile  keiner 
Kraft  ausser  der  Schwere  unterworfen  sind. 

Für  eine  gegebene  Excentricität  ist  die  Winkelgeschwindig- 
keit unabhängig  von  der  Masse  der  Flüssigkeit  und  der  Quadrat- 
wurzel der  Dichtigkeit  4ßniel^ci^  proportional. 

771.  Der  Beweis  dieses  Satzes  lässt  sich  leicht  aus  den  schon 
erhaltenen  Resultaten  über  die  Attraction  eines  Ellipsoids  und  die 
Eigenschaften  der  freien  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  entnehmen. 
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Es  sei  in  Fig.  67  APB  ein  Meridian  schnitt  eines  bomogenci 
abgeplatteten  Spbäroids,  ÄC  die  Polaraxe,  CB  ein  Aeqaatorial- 
radius  and  P  ein   beliebiger  Ponkt  der  Oberfläche.     Dann  wieMu 

Fig:  67. 


wir  aus  §  522,  dass  die  Attraction  des  Sphäroids  in  zwei  Thdk 
zerlegt  werden  kann,  von  denen  der  eine,  Pp,  zur  Polaraxe  seii* 
recht  ist  und  wie  die  Ordinate  PM  variirt,  während  der  andere,  h 
der  Polaraxe  parallel  ist  und  wie  PN  variirt.  Diese  Componentei 
sind  nicht  gleich,  wenn  MP  und  PN  gleich  sind;  denn  sonst  jrtrde 
die  Resultante  der  Attraction  in  allen  Punkten  in  der  Oherfläd» 
durch  C  gehen ,  während  wir  wissen ,  dass  sie  eine  Richtung  *k 
etwa  Pf  hat,  welche  den  Radius  B  C  zwischen  B  und  C  in  eiß« 
Punkte  schneidet,  der  näher  an  C  liegt,  als  der  Fusspunkt  n  der  ii 
P  gelegten  Normale.    Es  sei  jetzt 

Pp  =  a.PM 
und  ,  Ps  =  ß.PN, 

wo  axmdß  bekannte  Constanten  sind,  die  bloss' von  der  Dichtigkw 
(p)  und  der  Excentricität  (e)  des  Sphäroids  abhängen. 
Ferner  wissen  wir  aus  der  Geometrie,  dass 

Nn  =  {l  —  e^)  CN 
ist. 

Um  jetzt  die  Grösse  einer  zur  Axe  des  Sphäroids  senkrechi^* 
Kraft  PqzM  finden,  welche,  verbunden  mit  der  Attraction,  die  msi* 
tirende  Kraft  in  die  Richtung  der  Normalen»  Pn  bringt,  machcDV^r 
jjr  =  Pq'y  dann  ist 

folglich 
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Pr  =  (1  —  e»)  ^  Pp 

m 

Pp-Pq=z(l-  e»)  J  Pp, 
oder 

=  (a—  (1  —  e^i8)pjlf. 

Wenn  wir  jetzt  das  Sphäroid  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  fo  um 
A  C  rotiren  Hessen,  so  würde  die  Centrifugalkraft  (§§  32,  35  a,  259) 
die  Richtung  Pq  haben  und  von  der  Grösse 

ioKPM 

sein.     Wenn  wir  also 

o«  =  a  —  (1  —  c«)  j3 

machen,  so  hat  die  auf  P  wirkende  Gesammtkrafb,  d.  i.   die  Resul- 
tante   der  Attraction  und  der    Centrifugalkraft,   die  Richtung  der 
Normalen  an  die  Oberfläche,  was  die  Bedingung  für  die  freie  Ober- 
fläche einer  im  Gleichgewicht  befindlichen  Flüssigkeitsmasse  ist. 
Nun  ist  nach  §  522 

/Vi  —  e«                      1— e2\ 
^         a  =  27tQ  \^JL— arcsin  e ^^j, 

^        ^         /l        Vi  —  e«         .      \ 
ß  =  ^^Q  \J, -z **'^*^  ^/ 

folglich 

(1)  o3  :=:  2^p  {^i ^f arc5we —  3  — z — 

Biese  Formel  bestimmt  die  Winkelgeschwindigkeit  und  beweist^ 
dad6  dieselbe  proportional  yQ  ist. 

772.     Wenn  wir  nach  Laplace  statt  e  eine  durch  die  Glei- 
chung 


(•-"  =  T^ 


l+f» 

oder     s  =  ,/,  -  =  ton  (arcsin e) 

l/I  —  c'» 

definirte  Grösse  €  einführen,    so  wird  der  Ausdruck  (1)  für  ß)'  be- 
deutend yereinfacht,  und  man  erhält 
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(3) 
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aretan  £ 


2nQ  e* 

Wenn  e  und  daher  auch  6  klein  ist,  so  lässt  sich  dieser  Ansdmd 
leicht  berechnen  mittels  der  Formel 


(4) 


deren  erstes  Glied  genügt,  wenn  es  sich  am  ein  Sphäroid  tod  so 
geringer  Abplattung  wie  die  Erde  handelt. 

Mittels  dieser  vereinfachten  Formeln  ist  die  nachstehende  Ta- 
belle berechnet  worden.  Die  beiden  letzten  Colomnen  werda 
einige  Paragraphen  später  erklart  werden. 


1. 


u. 


111. 


IV. 


V. 


e. 

1 

CO» 

2;t^ 

2n                                   . 
—.wenn  D-3-68X10-' 

^      '        '      23Tp 

0-1 

9-950 

0-0027 

79,966 

0-0027 

2 

4-899 

0107 

39,397 

0110 

3 

3180 

0243 

26,495 

0258 

4 

2-291 

0436 

19,780 

0490 

5 

1-732 

0690 

15,730 

0836 

6 

1-333 

1007 

13,022 

135^ 

7 

1-020 

1387 

11,096 

2172 

8 

0-750 

1816 

9,697 

3588 

9 

4843 

2203 

8,804 

6665 

91 

4556 

2225 

8,759 

7198 

92 

4260 

2241 

8,729 

7813 

93 

3952 

2247 

8,718 

8533 

94 

3629 

2239 

8,732 

9393 

95 

3287 

,     2213 

8,783 

1-045 

96 

2917 

2160 

8,891 

1179 

97 

2506 

2063 

9,098 

1-359 

98 

2030 

1890 

9,504 

1-627 

99 

1425 

1551 

10,490 

2-113 

1-00 

0-0000 

0-0000 

00 

OD 

Wii*  fiftVia' 

n    f^Amna 

Jana    iIai* 

WArf.>i    von    ä11 

Imälior  vnn  Knil  O. 

'  2XQ  '^ 

einem  Maximalwerthe  znnimmt,  wenn  die  Ezoentricität  e  von  NiQ 
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bis  ungefähr  0*93  wächst;  darauf  nimmt  der  Werth  vonr; —  wieder 

23rp 

bis  Nnll  ab  (und  zwar  schneller,  als  er  vorher  gewachsen  war), 
wenn  die  £xcentricität  von  0*93  bis  1  zunimmt.  Die  diesem  Maxi- 
mum entsprechenden  Werthe  der  übrigen  Grössen  sind  in  der  Ta- 
belle gegeben. 

773.  Wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  den  aus  der  Formel 

(5)  ^  =  0-2247. 

in  welcher  fär  Q  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  zu  substituiren  ist, 
berechneten  'Werth  übertri£ft,  so  ist  das  Gleichgewicht  in  der  Form 
eines  Rotationsellipsoids  unmöglich.  Wenn  die  Winkelgeschwindig- 
keit kleiner  als  der  so  berechnete  Grenzwerth  ist,  so  gibt  es  immer 
zwei  Rotationsellipsoide,  welche  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
genügen.  In  dem  einen  dieser  Ellipsoide  ist  die  Ezcentricität  grös- 
ser, in  dem  andern  kleiner  als  0*93. 

774.  Mittlere  Dichtigkeit  der  Erde,  ausgedrückt  in  At- 
tractionseinheiten.  —  Für  besondere  Anwendungen  kann  es  von 
Nutzen  sein,  kurz  anzugeben,  wie  Q  in  diesen  Formeln  gemessen 
wird.  In  den  Definitionen  der  §§  459,  460,  auf  welche  die  Formelh 
über  die  Attraction  basirt  sind,  wird  die  Masseneinheit  als  die 
Masse  definirt,  welche  auf  eine  in  der  Entfernung  Eins  befindliche 
gleich  grosse  Masse  die  Einheit  der  Kraft  ausübt,  und  die  Einheit 
der  Dichtigkeit  im  Raum  ist  die  Dichtigkeit  eines  Körpers,  welcher 
in  der  Einheit  des  Volumens  die  Masse  Eins  hat.  Wenn  wir  also 
den  (engl.)  Fuss  als  Längeneinheit  annehmen,  so  erhalten  wir  für 
die  Attraction,  welche  die  Erde  auf  einen  an  ihrer  Oberfläche  be- 
findlichen Massenpunkt  Eins  ausübt, 

darin  bezeichnet  B  den  in  (engl.)  Fuss  ausgedrückten  Erdradius 
[die  Erde  wird  als  Kugel  angesehen]  und  6  die  durch  die  eben  de- 
finirte  Einheit  ausgedrückte  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde. 

Wird  20,900,000  (engl.)  Fuss  als  der  Werth  von  B  angenom- 
men, so  ergibt  sich 

(6)  0  =  0-000000368  =  3*68  X  10"^. 

Da  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  ungefthr  5*ö  mal  so  gross  als 
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die  des  Wassers  ist  (§  479),  so  ist   die  Dichtigkeit   des  Wuiea 
ausgedruckt  durch  unsere  jetzige  fanheit, 

3-68 


5-5 


10-^  =  6-7  X  10-«. 


775.  Rotationsdauer  eines  Sphftroids  von  gegebener 
Excentricität.  —  Die  vierte  Colamne  der  obigen  Tabelle  gibt  die 
jedem  Werthe  der  Excentricität  entsprechende  Rotati onsdaaer  1& 
Secunden  an;  es  ist  dabei  Q  gleich  der  mittleren  Dichtigkeit  der 
Erde  angenommen.    Für  eiiie  Wassermasse  müssen  diese  Zahlen  mit 

y5'5  multiplicirt  werden,  da  die  Rotationsdauer,  wenn  dieselbe 
Figur  entstehen  soll,  der  Quadratwurzel  der  Dichtigkeit  umgekelvt 
proportional  sein  muss. 

Für  eine  homogene  flüssige  Masse  von  der  mittleren  Dichtig- 
keit der  Erde,  welche  in  23^  66^  4'  eine  Rotation  vollendet,  e^ 

halten  wir  e  =  0'093,  was  ungefähr  einer  Ellipticität  -r^    eßt- 

spricht. 

776.  Die  Masse  und  das  Moment  der  Bewegujigsgroae 
einer  Flüssigkeit  sind  gegeben.  —  Eine  gleichfalls  von  Laplsee 
behandelte  interessante  Form  dieses  Problems  ist  die,  in  welclw 
das  Moment  der  Bewegungsgrösse  und  die  Masse  der  Flüssigkeit 
nicht  aber  die  Winkelgeschwindigkeit  gegeben  sind  und  die  Exc€»- 
tricität  des  entsprechenden  Rotationsellipsoids  ermittelt  werdet 
soll,  welches,  wie  sich  ergibt,  eindeutig  bestimmt  ist. 

Es  leuchtet  ein,  dass  eine  in  irgend  einem  Bewegungszustaode 
sich  selbst  überlassene  Masse  einer  gewöhnlichen  Flüssigkeit 
(nicht  nur  eine  vollkommene  Flüssigkeit,  §  742)  das  Moment 
ihrer  Bewegungsgrösse  (§235)  unverändert  bewahren  muss.  Aber  die 
Zähigkeit  oder  die  innere  Reibung  (§  742)  wird,  wenn  die  Masse 
continuirlich  bleibt,  zuletzt  jede  relative  Bewegung  der  Theilchfl 
gegen  einander  zerstören ,  so  dass  die  Flüssigkeit  zuletzt  wie  eis 
starrer  fester  Körper  rotirt.  Wenn  die  Endform  ein  Rotationt- 
ellipsoid  ist,  so  können  wir  leicht  zeigen,  dass  die  Excentricität  des- 
selben einen  einzigen  bestimmten  Werth  hat.  Da  aber  bisher  non 
nicht  entdeckt  worden  ist,  ob  es  nicht  noch  eine  andere  mit  emfls 
stabilen  Gleichgewicht  verträgliche  Form  gibt,  so  wissen  wir  niöA 
dass  die  Masse  noth wendig  die  Form  dieses  besonderen  £llip»>» 
annimmt.  Ebensowenig  wissen  wir  sogar,  ob  das  Rotationsellip*» 
nicht  vielleicht  eine  instabile  Form  wird,   wenn  das  Moment  <vr 
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Bewegongsgrösse  eine  von  der  Masse  der  Flüssigkeit  abhängige 
Grenze  überschreitet.  Wir  werden  im  zweiten  Bande  zu  diesem 
Gegenstände  zurückkehren,  da  er  ein  vortreffliches  Beispiel  der 
schwierigen  und  grosse  Vorsicht  erfordernden  Frage  nach  der  kine- 
tischen Stabilität  (§  346)  liefert. 

Wenn  wir  mit  a  den  äquatorialen  Halbmesser,  mit  e  die  Excen- 
tricitat  des  EUipsoids  und  mit  o  die  Winkelgeschwindigkeit  be- 
zeichnen, mit  welcher  dasselbe  rotirt,  so  sind  die  gegebenen 
Grössen  die  Masse 

4  ,y 

itf  =  -  Ä(>a3  Vi  —  e2 

ö 

und  das  Moment  der  Bewegungsgrösse 

A  =—-  noroa^  Vi  —  e'  . 

15 

In  Verbindung  mit  (2)  bestimmen  diese  Gleichungen  die  drei  Grössen 
a,  €  und  o. 

Wird  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  a  eliminirt  und  wie 
oben  e  durch  6  ausgedrückt,  so  erhalten  wir 

Ä^    _  3^  /3\Va  0)2(1  +  £g)% 

Jtf*%~25\4/  (xqY^'^ 

Dies  liefert  ^ 

cp«    _  h 

2nQ~  (l  +  6«)%' 

wo  h  ein  bestimmtes  Vielfache  von  p*^  ist.  Durch  Einsetzung 
dieses  Werthes  in  §  772  (3)  erhält  man 

*  =  (1  +  e*)^  (^-^  ««ton  e  -  J). 

Nun  zeigt  die  letzte  Columne  der  Tabelle  des  §  772,  dass  derWerth 
dieser  Function  von  B  (welche  zugleich  mit  6  verschwindet)  beständig 
mit  £  zunimmt  und  unendlich  gross  wird,  wenn  6  unendlich  gross 
wird.  Es  gibt  folglich  immer  einen  und  nur  einen  Werth  von  e 
und  daher  auch  von  ß,  welcher  den  Bedingungen  des  Problems 
genügt. 

777.  Alle  obigen  Resultate  hätten  wir  ohne  grosse  Mühe  durch 
eine  Discussion  der  Gleichungen  analytisch  herleiten  können;  wir 
haben  aber  dieses  Mal  vorgezogen,  an  einem  realen  Falle  zu  zeigen, 
dass  die  numerische  Berechnung  zuweilen  von  grossem  Nutzen  sein 
kann. 

Thomson  a.  Tait,«theoretlsolie  Pliysik.     II.  21 
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778.  Gleichgewichts -EUipsoid  mit  drei  ungleicheB 
Axen.  —  Noch  Niemand  scheint  versucht  zu  haben,  das  aUgemeiDe 
Problem  zu  lösen:  Alle  Gleichgewichtsformen  zu  ermitteln,  welcb 
eine  homogene  unzusammendrückbare  Flüssigkeitsmasde ,  die  nü 
einer  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  rotirt,  annehmen  kaim 
Wofern  nicht  die  Greschwindigkeit  so  klein  ist,  dass  die  GesUlt 
welche  die  Flüssigkeit  annimmt ,  sich  nur  wenig  von  einer  Kvgel 
unterscheidet  (welcher  Fall  später  sorgfaltig  behandelt  werden  soIlX 
bietet  das  Problem  ganz  ungemeine  Schwierigkeiten  dar.  Es  ist 
deshalb  von  einiger  Wichtigkeit,  durch  ein  synthetisches  Verfehlen 
zu  zeigen,  dass  ausser  dem  Rotationsellipsoid  noch  eine  andere  Form 
nämlich  ein  EUipsoid  mit  drei  ungleichen  Axen,  von  denen  di« 
kleinste  die  Axe  der  Rotation  ist,  mit  dem  Gleichgewicht  ver- 
träglich ist.  Dieser  merkwürdige  Satz  ist  1834  von  Jacobi 
entdeckt  worden  und  scheint  von  demselben,  so  einfach  er  ist,  ib 
eine  Herausforderung  an  die  französischen  Mathematiker*)  aosgt* 
sprechen  zu  sein.  Der  Beweis ,  den  wir  folgen  lassen ,  stimmt  io 
Wesentlichen  mit  dem  von  Archibald  Smith**)  gegebenen  übcrciD. 

Nach  §  522  sind  die  Componenben  der  Attraction  eines  homogenes 
Ellipsoides  mit  den  Halbaxen  a,  b,  c  auf  einen  Punkt  I,  17,  C  seiner  Ober 
fläche 

0 

wir  wollen  dieselben  für  jetzt  A^^  Bti,  CC  nennen. 

Wenn  das  Elüpsoid  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  oi  um  die  Axe  der 
C  rotirt,  so  sind  die  Componenten  der  Centrifiigalkraft 

Folglich  sind  die  Componenten  der  aus  der  Schwere  und  der  Centrifuga*- 
kraft  für  den  in  I,  17,  C  befindlichen  Massenpunkt  resultirenden  Oesamsit* 
kraft 

(.1-  a»2)|,  (fi-  a>2),,  Ci. 

Es  sind  aber  die  Richtungscosinus  der  im  Punkte  |,  j?,  C  an  dieObcrfliche 
des  Ellipsoides  gelegten  Normale  den  Grössen  ^ 

L    ±    1 
a2'  ft2'    ca 

proportional,  und  im  Falle  des  Gleichgewichts  muss  die  resnltirende  Ki«ft 
zitr  freien  Oberfläche  senkrecht  sein.    Mithin  ist 


*)  Siehe  eine  Note  von  Liouville,   Journal  de  PKeoie  Poiglechufne , 
XXIil.  Anmerkung  zu  p.  290. 

**)   Cambridge  Math.  Journal^  Feb.  1838. 
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Diese  Gleichungen  liefern 


(2)  0,2  = 


a^A  —  c2(7        b^B  —  c^C 


a2  ""  ft2 

Wir  haben  nun  erstens  zu  zeigen,  dass  sich  für  beliebig  gegebene  Werthe 
von  a  und  h  ein  Werth  von  c  angeben  lässt,  welcher  diese  Werthe  von 
o»a  gleich  macht.  Dann  muss  gezeigt  werden,  dass  der  so  gefundene  Werth 
von  <»2  positiv  ist,  also  einen  reellen  Werth  von  ta  liefert.  Setzen  wir, 
wie  in  §  522, 


8o  erhalten  wir 


J    V(a«  +  V.)(62-f,^)(c2-j-^)' 


r4)     ^  —  —  i-  Äf  ^^^      n  __        3         rf^     ^  3  -  -  rf  * 

''^    ^~      T^5(P)-'^--T^rf(P)»^=~-2-^rf(32) 

Werden  diese  Werthe  in  (2)  eingesetzt,  so  ergibt  sich 


oder 


d<I*    ^    d4>    __    2  / J_ L^    ^"^ 

rf(a2)         d(ft2)  ~  ^    Va2        62/  dpT' 


00 

(5)  0  =  (aa  —  62)   /" 


d\fj 


V(a2  +  V')  (^^  +  V)  (e^  +  V) 


l      (a2  +  v)(ft^  +  V»)  ^  a^6^  c2  +  v/j 


a«  =  62  liefert  das  schon  behandelte  Rotationsellipsoid.  Die  Gleichung 
kann  aber  auch  befriedigt  werden,  ohne  dass  man  a^  =  6*  anninmit; 
denn  der  eingeklammerte  Factor  unter  dem  Integralzeichen  kann  in  der 
Form 

(c2a2  4-  c262  —  aa62)  i/>  +  c2V;2 
a--«62(a2  +  v)(&^  +  V^)(c2  +  V) 
geschrieben  werden,  und  in  diesem  Ausdruck  kann  nur  der  Zähler  sein 
Vorzeichen  ändern.  Wenn  nun  c  grösser  als  die  grösste  der  beiden  Zahlen 
a  und  6  ist-,  so  ist  das  Integral  positiv;  wenn  c  sehr  klein  ist,  so  ist  das- 
selbe offenbar  negativ.  Man  kann  also  dadurch,  dass  man  c  einen 
passenden  Werth  gibt,  für  ganz  beliebige  endliche  Werthe  von  a  und  6 
bewirken,  dass  das  Integral  gleich  Kuli  werde.  Bei  diesem  Werthe  von  c 
enthält  das  Integral  einen  gleichen  Betrag  an  positiven  und  negativen 
Elementen.  Dasselbe  kann  aber  keine  negativen  Elemente  enthalten, 
ausser  wenn  c^  a2  -f-  c*  62  —  a^  62  negativ,  d.  h.  c  kleiner  als  die  kleinste 
der  Grössen  a,  6  ist. 

Endlich  erhält  man  aus  (2)  und  (4) 


21* 
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2   a2  \      d(c^)        "    d(a2)/ 


da,  wie  wir  gezeigt  haben,  c  kleiner  als  a  ist,  so  ist  dieser  Ausdnck 
positiv;  derselbe  liefert,  wenn  c  aus  (5)  bestimmt  worden  ist,  die] gesuchte 
Winkelgeschwindigkeit. 

779.    Exours  über  harmonische  Kugelftuictionen.    Dm 
harmonische   Sphäroid.   —  Einige  erläuternde  Worte  nnd  gn- 
phiscbe  Illustrationen  der  NÄtur  der  harmonischen  Flächenfunctioses 
werden  zum  Verständniss  nicht  nur  des  Potentials  und  der  hydro- 
statischen Anwendungen  der  Laplac ersehen  Entwicklung,  die  om 
alsbald  beschäftigen  wird,  sondern  auch  der  viel  wichtigeren  Anwen- 
dungen beitragen,  die  im  zweiten  Bande  bei  der  Behandlung  der  Weüea 
und  der  Vibrationen  in  kugelförmigen  Flüssigkeiten  oder  elastisdia 
festen  Massen  zu  machen  sind.    Um  Umschreibungen  zu  Yermeidec 
werden  wir  mit  dem  Ausdruck  „harmonisches   Sphäroid'  eiif 
Fläche  bezeichnen,  deren  Radius  sich  in  jedem   Punkte  Ton  des 
einer  Kugel  durch  eine  unendlich  kleine  Länge  unterscheidet,  wekbf 
wie  der  Werth  einer  harmonischen  Flächenfunction  der  Lage  diese« 
Punktes  auf  der  Kugelfläche  variirt.     Die  Definitionen  der  rioD- 
lichen  harmonischen  Kugelfunctionen  und  der  harmonischen  FläciieB- 
functionen   [Zusatz  B  (a),  (b),  (c)]  zeigen,    dass   das  harmoniscbe 
Sphäroid  zweiter  Ordnung  eine  Oberfläche  zweiten  Grades  ist,  welcb 
nur  der  Bedingung  unterworfen  ist,  annähernd  kugelförmig  zu  efJM. 
d.  h.  dasselbe  kann  ein  beliebiges  elliptisches  Sphäroid  (oder  Elüp 
soid  mit  annähernd  gleichen  Axen)  sein.     Allgemein  ist  ein  ha^ 
monisches  Sphäroid  von  einer  beliebigen  Ordnung  n  >  2  eine  Ober 
fläche  vom  algebraischen  Grade  n,  welche  annähernd  kugelfSraigi 
aber  auch  noch  anderen  Beschränkungen  unterworfen  ist. 

Es  sei  Sn  eine  harmonische  Flächenfunction  nter  Ordnung,  in 
der  Coefficient  des  Hauptgliedes  so  gewählt  ist,  dass  das  grosstelLudst 
der  Function  den  Werth  Eins  habe.    Ist  dann  a  der  Badius  der  mitt 
Kugel  und  c  die  grösste  Abweichung   von   demselben,   so  ist  die 
gleichung  eines  harmonischen  Sphäroids  nter  Ordnung 

(1)  r  =  a-\-cSn, 

wenn  Sn  als  eine  Function  der  polaren  Winkel-Coordinaten  ^,  f 

c 
wird.     Wenn  wir  berücksichtigen,  dass  —  unendlich  klein  ist,  so 

wir  diese   Gleicluing   auf  eine  Gleichung  nten  Grades   in  rechtwink]^ 
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CoordinateD  reduclren,  und  zwar  auf  folgende  Weise:  —  Wird  jedes  Glied 

f» 

von  (1)  aufs  Quadrat  erhoben  und  —  durch  die  um  eine  unendlich  kleine 

a 

Grösse  zweiter  Ordnung  davon  verschiedene  Grösse  — tt  ersetzt,  so  er- 
halten wir 

(2)  r*=aa+  ^.r-&.  ■ 

Diese  Gleichung ,  auf  rechtwinklige  Coordinaten  reducirt ,  ist  vom  alge- 
braischen Grazie  n. 

780.  Harmonischer  Enotenkegel  und  Enotenlinie.  — 
Die  Verbindungslinie  der  Punkte  des  harmoniäthen  Sphäroids,  welche 
auf  der  mittleren  Kugelfläche  liegen,  heisst  die  Knotenlinie  des 
harmonischen  Sphäroids.  Es  ist  dies  die  Linie,  in  welcher  die  Kugel- 
fläche von  dem  harmonischen  Knotenkegel —  einem  bestimmten 
Kegel,  dessen  Scheitel  im  Mittelpunkt  der  Kugel  liegt,  und  dessen 
algebraischer  Grad  gleich  der  Ordnung  der  harmonischen  Function 
ist  —  geschnitten  wird.  Eine  wichtige  Eigenschaft  der  harmoni- 
schen Knotenlinie,  zu  welcher  ein  von  Rankine*)  gefundener  inter- 
essanter hydrodynamischer  Satz  geführt  hat,  besteht  darin,  dass, 
wenn  diese  Linie  in  einem  oder  in  mehreren  Punkten  sich  selbst 
schneidet,  ihre  verschiedenen  Zweige  um  jeden  Schnittpunkt  herum 
gleiche  Winkel  mit  einander  bilden. 

Wenn  wir  die  Function  f»  Sn  des  §  779  mit  Vn  bezeichnen,   so  er- 
halten wir  als  Gleichung  der  harmonischen  Knotenlinie 

(3)  .  F«  =  0. 

Da  [Zusatz  B  (a)]  F«  eine  homogene  Function  nten  Grades  ist,  so  können 
wir 

(4)  Yn  =  -ö'o-g'»  +   H^en-l  -\-  RjZ»^^  +  E^zn-S  -j-  u.   8.   W. 

schreiben,  wo  Hq  eine  Constante  ist,  während  Hi,  H^t  H^t  u.  s.  w.  ganze 
homogene  Functionen  von  x,  y  bezeichnen,  deren  Grade  beziehungsweise 
1,  2,  3 ,  u.  8.  w.  sind.  Dann  liefert  die  Bedingung  \7^  Fn  =  0  [Zusatz 
B(a)] 

(V^H^  +  n(«-l)  Ifo  =  0,  r^Hg  4-  (n-l)(n-2)  H,  =  o, 

l  v2Ä,  +  (n-s+2)(n-s+l)fr.-2  =  0, 

wodurch  alle  Bedingungen  ausgedrückt  sind,  denen  Hq^  H^,  H2,  u.  s.  w. 
genügen  müssen. 

Nun  wollen  wir  voraussetzen,  der  Knotenkegel  schnitte  sich  selbst, 
und  der  Kürze  und  Einfachheit  wegen  möge  OZ  längs  einer  Schnittlinie 


*)  „Summary  of  the  Properties   of  cert«in   Stream-Lines."     Phil.  Mag.,  Oct. 
1864. 
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angenommen  werden;  dann  macht  die  Annahme  z  z=  a  die  Gleichung  {3j 
zur  Gleichung  einer  Curve,  welche  in  der  in  einem  Doppelpunkte  od«r 
vielfachen  Punkte  der  Knotenlinie  an  die  Kugelfläche  gelegten  Tangential- 
ehene  liegt  und  zwei  oder  alle  Zweige  der  Knotenlinie  in  diesem  Punkte 
herührt.  Die  Bedingung,  dass  die  Curve  in  der  Tangentialebene  einen 
mit  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  zusammenfallenden  Doppelpunkt 
oder  vielfachen  Punkt  habe,  ist,  wenn  (4)  für  Vn  gesetzt  wird, 

Hq  =^  0  und,  für  alle  Werthe  von  x,  y,  Hi  =  0. 

Folglich  Uefert  (5) 

V^H,  =  0, 
so  dass  wir,  wenn 

Ä,  =  Ax^  +  By2  4.  2  Cxy 

ist, 

A  +  B  =.  0 

erhalten.    Dies  zeigt,    dass  die  beiden   Zweige   einander    unter    rechten 

Winkeln  schneiden. 

Wenn  der  Anfangspunkt  ein  Sfacher,  oder  ein  tifacher  Punkt  ist,  so 

muss 

Hq  =  0,  Hl  =  0,  .,.,  Hn-i  =  0 

sein,  und  (5)  liefert 

V^Hn  =  0. 

Folglich  ist  [§  707  (23)] 

Hn^  A{(x  +  y  y::^r  +  (^  -  y  y=T)"} 


1 


+  5  V-  1  {(«  +  y  y=Tr  -  (x-y  V-T)«}, 

oder,  wenn  x  =  q  cos  ip^  y  =  ^  sin  fp  gesetzt  wird, 

Hn  =  2^^(Acosng>  -f-  Bsinnip), 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  die  n  Zweige  einander  im  Coordinatenanfang«- 
punkt  unter  gleichen  Winkeln  schneiden. 

781.  Fälle,  in  welchen  räumliche  harmonische  Fnnc^ 
tionen  in  Factoren  zerlegbar  sind«  Zonale  und  sectoriale 
harmonische  Functionen«  —  In  sehr  vielen  Fällen  kann  der  har- 
monische Knotenkegel  aus  anderen  Kegeln  niedrigerer  Grade  be- 
stehen [Vn  ist  dann  in  Factoren  zerlegbar].  So  hat  (es  ist  dies  die 
einzige  bisher  ausgearbeitete  Classe  von  Fällen)  jede  der  2n  -|-  1 
!  harmonischen  Elementarfunctionen  [wie  wir  passend  die  durch  (36) 

oder  (37)  des  Znsatzes  B  ausgedrückten  Functionen  nennen  können, 
wenn  sie  jede  nur  einen  der  2n  -\-  l  Coefficienten  A^  B,  enthalten] 
Kreise   der  Kugelfläche    zu   Knotenlinien.     Diese  Kreise    sind   filr 
;  jedes  solche  harmonische  Element  entweder  (1)  sämmtlich  in  paral- 

I  lelen  Ebenen  (wie  Breitekreise  auf  einem  Globus)  und  tbeilen  die 

Kugelfläche  in  Zonen,  in  welchem  Falle  die  harmonische  Function 
eine  zonale  genannt  wird;  oder  (2)  sie  liegen  sämmtlich  in  Ebenen, 
die  darch  einen  Durchmesser  geben  (wie  Meridiane  auf  einem  Globus) 
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und  theilen  die  Oberfläche  in  gleiche  Sectoren,  in  welchem  Falle 
die  harmonische  Function  eine  Bectoriale  genannt  wird;  oder  (3) 
einige  derselben  liegen  in  parallelen  Ebenen,  während  die  übrigen 
in  Ebenen  liegen,  die  durch  den  zu  den  ersteren  Ebenen  senkrechten 
Durchmesser  gehen,  so  dass  sie  die  Oberfläche  in  rechteckige  Yier- 
seite  und  (in  der  Nähe  der  Pole)  dreiseitige  Segmente  theilen. 
Solche  Flächenstücke  werden  auf  einem  Globus  durch  parallele 
Breitenkreise  und  Meridiane  begrenzt,  die  in  gleichen  Abständen 
▼on  einander  gelegt  sind. 

Wenn  ein  gegebener  Durchmesser  die  Axe  der  Symmetrie  ist, 
so  gibt  es  für  vollkommene  harmonische  Functionen  [Zusatz  B  (c), 
(d)]  nur  eine  zonale  und  zwei  sectoriale  harmonische  Functionen 
jeder    Ordnung.       Die   zonale    ist  bloss  eine  Function    der  Breite 

[  •- d",  nach  der  Bezeichnung  des  Zusatzes  B  j ,     nämlich    der 

Ausdruck  ^^\  den  man  erhält,  wenn  man  in  Zusatz  B  (38)  8  =  0 
setzt.  Die  sectorialen  Functionen  nter  Ordnung,  die  man  aus  der- 
selben Formel  durch  die  Annahme  8  =  n  erhält,  sind 

(1)  sin^^cosntp,  sin"* ^ sinn (p. 

Die  allgemeine  harmonische  Elementarfunction  nter  Ordnung,  welche 
aus  ^'^  C08  8(p  und  ®^'^  8in8q>  des  Zusatzes  B  (38)  erhalten  wird, 
wenn  man  8  einen  beliebigen  zwischen  0  und  n  liegenden  Werth 
beilegt,  hat  zu  Enotenlinien  n  —  8  Kreise  in  parallelen  Ebenen  und 
8  grösste  Kreise,  welche  einander  in  ihren  Polen  unter  gleichen 
Winkeln  schneiden.  Längs  des  Aequators  oder  irgend  eines  Parallel- 
kreises  ist  die  Variation  dieser  Function  vom  Maximum  zum  Mini- 
mum eine  einfach  harmonische  Function.  Es  lässt  sich  leicht  be- 
weisen (der  mathematisch  gebildete  Leser  möge  dies  selbst  herleiten), 
das8  für  jede  harmonische  Elementarfunction  hoher  Ordnung,  welche 
eine  grosse  Anzahl  von  Knotenlinien  in  parallelen  Ebenen  hat  (d.  h. 
für  welche  n  —  8  eine  grosse  Zahl  ist),  das  Gesetz  der  Variation 
n aber ungs weise  einfach  harmonisch  ist  längs  der  einem  der 
beiden  Pole  nicht  zu  nahe  liegenden  Strecke  jedes  Meridians,  welche 
nur  eine  kleine  Anzahl  der  parallelen  Knotenkreise  schneiden.  Das 
Gesetz,  nach  welchem  harmonische  Elementarfunctionen  hoher  Ord- 
nungen längs  eines  Meridians  in  der  Nähe  eines  Poles  variiren, 
wird  im  zweiten  Bande  bei  der  Betrachtung  der  Wasserwellen  in 
einem  Gefass  mit  kreisförmigem  Boden  «und  der  Vibrationen  einer 
kreisförmigen  gespannten  Membran  sorgfaltig  untersucht  und  er- 
läutert werden. 
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782.  Murphy 's  analytische  Behandlung  der  aonalen 
harmonischen  Function.  —  Die  nachstehende  einfache  und  schaue 
Untersuchung  Mnrphy's*)  über  die  zonale  harmonische  Fnnctioo 
wird  dem  Freunde  der  Analysis  willkommen  sein ;  wir  geben  sie  aber 
nur  (§  453),  weil  sie  zu  einer  nützlichen  Formel  führt,  und  weil 
sich  aus  dieser  letzteren  Entwicklungen  herleiten  lassen,  die  von 
allen  oben  im  Zusatz  B  enthaltenen  verschieden  sind. 

„Prop.  I. 

„Eine  rationale  und  ganze  Function  von  gegebener  DimenaioB 
„in  Beziehung  auf  eine  beliebige  Veränderliche  zu  finden,  welche  so 
„beschafifen  ist,  dass,  wenn  man  sie  mit  einer  beliebigen  rationaleD 
„und  ganzen  Function  niedrigerer  Dimension  multiplicirt,  das 
„zwischen  den  Grenzen  0  und  1  genommene  Integral  des  Products 
„immer  verschwindet." 

„Es  sei  f(t)  die  gesuchte  Function,  die  in  Beziehung  auf  die  Veränder- 
„liehe  t  von  der  »'ten  Bimension  ist;  dann  erfordert  die  aufgestellte Bcdis- 
„gimg  offenbar,  dass  jede  der  folgenden  Gleichungen  einzeln  erfallt  sei: 

(a)  ff(t)dt  =  o,  ff(t),tdt  =  0,ff{t).t^dt  =  0, ff{t).ty-idt=t 

„darin  wird  jedes  Integral  zwischen  den  gegebenen  Grenzen  genommeii.* 
„Es  möge  nun  das  unbestimmte  Integral  von  f(t)j  die  untere  GreB» 
j^t  z=  0  angenommen,  durch  /}(0>  das  unbestimmte  Integral  von  fi{t)  fix 
„dieselbe  untere  Grenze  ^  =  0  durch  /a(0  dargestellt  werden,  u.  «.  v.; 
„dadurch  gelangen  wir  schliesslich  zu  einer  Function  fy(t)t  welche  offenbar 
„von  der  Dimension  2y  ist.  Dann  liefert  die  Methode  der  partiellen  Inte 
„gration  allgemein 

ff{t).t:rdt  =  t'Mt)—xt^-if^(t)  +  x{x^l)t^2f^(t)  —  u.  8.  w. 

„Setzen  wir  jetzt  t  =  l  und  substituiren  für  x  successive  die  Wertbt 
„1,  2,  3,  ...  {n  —  1),  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  («) 

(h)  /i  (0  =  0.  f^it)  =  0,  /3(0  =  0.  ,..fn{t)  =  0. 

„Folglich  verschwindet  die  Function  fn(t),  sowie  ihre  (n  —  1)  errta 
„Differentialquotienten  sowohl  für  *  =  0,  als  auch  für  t  =  1,  d.  h.  jede 
„der  Grössen  tn  und  (1  —  t)«  ist  ein  Factor  von  /n(0.  und  da  diese F^lD^ 
„tion  von  der  Dimension  2^  ist,  so  lässt  sie  keinen  anderen  Factor,  iu< 
„Ausnahme  einer  Constanten  c,  zu. 

„Setzen  wir  1  —  t  =  f^  so  erhalten  wir  also 

fn{t)  =  C,(tf)n^ 

„folglich 


♦)  Treatite  on  Eltdricity,     Cambridge,  1833. 
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„Zusatz.  —  Weun  wir  annehmen,  /(t)  sei  nach  steigenden  Potenzen 
.von  t  geordnet  und  das  erste  Glied  sei  Eins,  so  erhalten  wir  offenbar 

—  1 

""  1.2.3...n' 

.unter  dieser  Voraussetzung  wollen  wir  die  obige  Grösse  mit  Qn  bezeichnen. 

„Prep.  n. 

„Die  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  bestimmte  Function  Qn 
„stimmt  mit  dem  CoefQcienten  von  e*  in  der  Entwicklung  der  Grösse 

{1  -  2c. (1  —  2t)  +  e^]-'^ 
„überein. 

,,£8  sei  u  eine  Grösse,  welche  der  Gleichung 
(c)  ti  =  {  +  tf .  I*  (1  —  m) 

.genügt,  d.  h. 

l  —  € 


!♦  =r  — 


+fe^~^^^^~^')+*'r' 


2e 
„folglich 

.Wenn  wir  aber,  wie  vorher,  tf  für  1  —  t  schreiben  und  den  Lagrange' - 
.sehen  Satz  auf  die  Gleichung  (c)  anwenden,  so  erhalten  wir 

u_  t  +  e.tt  +__^+  ^^^  __-^u.  s.w. 

„Wird  dieser  Ausdruck  diiferentürt  und  — y        durch  seinen  in  Prop.  I 
.erhaltenen  Werth  1 . 2 . 3 . . .  ti  Qn  ersetzt,  so  folgt 

tJ  =  1  +  Ci«  +  «2«^  +  «3«'  +  u.  s.  w. 

du 
«Der  Vergleich  dieses  Resultats  mlt*dem  obigen  Werthe  von  -^  lehrt  die 

„Bichtigkeit  des  vorliegenden  Satzes. 

„Prop.  V. 

„Die  Function  Qn  in  eine  Reihe  zu  entwickeln. 
„Erste  Entwicklung,  —  Nach  Prop.  I  haben  wir 

_  1  dn(tt')n 

^*  ""  1.2.3... n      dtn     ' 
B  folglich  ist 

«•  =  1.2.8...n  JTn    I'"  -  "'"■'■  +   -4:2-   '"■'*   -  "•  »•  '•!• 

»d.  h. 
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(e)  Qn  =  1 
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!L  .  ^+  1 .  ^    ,    njn  -  1)    in  +  i)  (n  +  2)  .,_^^^ 
1  1  ^        1.2  1.2  '        "•*■ 


„Zweite  Entwicklung.  — Wenn  u  und  r  Functionen  einer  belidN^ 
„Veränderlichen  t  sind,  so  liefert  der  Leibnitz'sche  Satz  die  Identitäc 
d»{uv) 
dt^ 


rf«»  "^       de  dt«-!   "*~       1.2        d^a  iif,-2  "^ 


O.   S.  V. 


„Setzen  wir  hierin  u  =  e»,  t?  =  «'«  und  dividiren  durch  1  .2.3...«,  « 
„erhalten  wir 


(0 


fn(n-  i)(n— 2)|«  „     ,  ^,    , 


„Dritte  Entwicklung.  —  Wir  setzen  1  —  2«  =  ^,  folglich  («*  = 
1  —  i^a 
„ — ^2^;  dann  ist 

0    =  i  ^  .  1M^2  -  1)« 

^*         2«  1  .  2  .  3  . . .  n 


djU" 


d» 


L2n_n/i2«-2-}-  ?ii2 Ü  .  ^a«-*.. 


~"2.4.6...2n    d/u« 
„oder  endlich 

1  .3.5...(2n  — 1)     f    „_«(»»—  1) 

(g) 


a.8.v. 


2(2n— 1) 


tit— 2 


,    n(n~l)(n--2)(n-3)      ^_^  _ 
"•"  2.4(2n— l^(2n— 3) ''^ 


u.  s.  w. 


I 

Den  Zusammenhang  zwischen  den  Grössen  t,t^  und  ^  der  Marphj'- 
schen  Bezeichnung  und  der  von  uns  oben  benutzten  Grösse  ^  drncket 
folgende  Gleichungen  aus:  — 

(2)         j«=(2«mi-*y.«'=(2c«i-*y 

/4,  =  C08  &. 

Auch  ist  es  gut,  sich  aus  Zusatz  B  (v'),  (38),  (40)  und  (42)  ins  Gedäcboii» 

zurückzurufen,  dass  für  t^  =  0  der  Werth  von  Qn  [oder  b^^MesZusao» 

B  (60)1  die  Einheit  ist,  und  dass  Qn  mit  der  Grösse  ö^'\  womit  wir  h» 
die  harmonischen  Functionen-Elemente  bezeichnen,  in  folgendem  ZusammeB- 
hange  steht:  — 

^(0)  =  Q„  =  1.3.5...(2n  -^  1) 


(3) 


1 .2.3...n 


e 


(0) 


n  * 


was  auch  dadurch  bewiesen  werden  kann,  dass  man  (g)  mit  Zusatz  B  (39* 
vergleicht.     Wir  fügen  noch  die  folgende  Formel "  hinzu,   welche  ans  {Sit 

unmittelbar  hervorgeht  und  zeigt,  wie  S^*^  sich  aus  S^^    herleiten    lian, 

was  schon  deshalb  von  Nutzen  ist,  weil  es  beweist,  dass  die  n  —  8  WuixiiB 

von  6^^  =  0  sämmtlich  reell  und  ungleich  sind,  insofern  nach  Zusatz  B  (p' 
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Ite   «Wurzelu  der  Gleichung  9^^^  =   0    säinmtlicli    reell    und    ungleich 
find:  — 

4)  -^  =  ^- A 

'  sin  9        n  —  s  -j-  1  d  /i 

Sieraus  und  aus  (3)  erhalten  wir 

*  1  .3.5...(2»— 1)  d/Li» 

Sndlich  mögen  mit  Bezug  auf  Zusatz  B  (w) 

^>J,  und  Q^  [cos  ^  cos  &'  -j-  sin  ^  sin  &'  cos  {g>  —  ©')] 

Um  bezeichnen,  was  aus  Qn  wird,  wenn  man  cos^  beziehungsweise  durch 

!©«^    und  cos  & 008^'  +  8in^sin^co8(fj^  —  g>')  ersetzt,  und   es  werde 

W8^  mit  fjiy  sowie  C08&'  mit  f*'  bezeichnet.    Dann  können  wir  nach  dem 

iTorhergehenden  die  Formel  (60)  des  Zusatzes  B  auf  die  folgende  mit  der 

ron  Murphy  (Electricütf ^  p.  24)  gegebenen  übereinstimmende  passendere 

Porm  bringen:  — 

Qn  [cos  d^  cos  ^'  +  sin  d-  sin  &'  cos(g>  —  ^')] 

j  =  «.  e;  +  2  r'\'^  r  ,f  «n  *  «■»  *'  ^  |^ 

.6)  {       ^H^n    \        (   w(n  +  1)  dfii     dfA 

'  (n  —  l)»(n  +  l)(n  +  2)  dfi^    dfi^ 

783.  Physikalische  Probleme,  welche  rechteckige  oder 
kireisförmige  ebene  Platten  betreffen.  —  In  einem  Grenz- 
Falle  der  Theorie  der  harmonischen  Kagelfanctionen  werden  die 
barmonischen  Elementarfunctionen ,  sowohl  bei  Anwendung  von 
Polarcoordinaten,  wie  von  geradlinigen  rechtwinkligen  Coordinaten, 
lie  geeigneten  harmonischen  Functionen  für  die  Behandlung  von 
Problemen,  in  welchen  wir  statt  einer  Kngelfläche  oder  zweier  con- 
^ntrischen  Kugelflächen  eine  Ebene  oder  zwei  parallele  Ebenen 
iaben. 

£8  sei  zunächst  Sn  eine  beliebige  harmonische  Flächenfunction  nter 
)rdnung  und  Vn  und  F—r— i  die  auf  der  Kugelfläche  vom  Ba<liU8  a  ihr 
gleichen  räumlichen  Functionen  [Zusatz  B  (b)],  so  dass 


■1  Oft  una  r—n—\  =  l 
st    Nun  ist  (vergl.  §  655) 


Vn  =  (j^JSn  und  V-n-i  =  (7)       Ä 


( 


r 


iJ  =  --^: 


»renn  also  a  unendlich  gross  und  r  —  a  eine  endliche  Grösse  ist,  die  wir 
nit  X  bezeichnen  wollen,  welche  Annahme 

,       r         x 
Zo^r  —  =  — 


1 

I 

332  Abstracte  Dynamik. 

a 

liefert,  und  wenn  n  anendlich  gro«  and  —  =  p  i»t,  so  erhalten  wir 

w 

( — j    =  c*  »  und  aaf  ähnliche  Weiae  ( — j        =  e      *      =  *   '; 
die  räamlichen  hartnonischen  Functionen  werden  dann 

e'^Sn  und  e    '^ S». 

Wenn  wir  jetzt  voraussetzen ,  Sn  sei  eine  elementare  harmonische  FaB^ 
tion,  und,  wie  Green  in  seinem  berühmten  Essay  on  Electricity  thtt,  ös 
um  einen  Pol  liegende  nahezu  ebene  Flache  oder  auch  ein  von  jedem  Pii 
weit  entfernt  liegendes  nahezu  ebenes  FUichenstnck  betrachten ,  ao  isi  «d 
interessant  und  lehrreich,  zu  untersuchen,  wie  die  Formehi  [Zosatx  Bj 
...(40),  (60),  (64);  und  §  782  (e),  (f),  (g)]  in  die  für  ebene  Polar 
rechtwinklige  Coordinaten  geltenden  Formeln  übergehen.  Wir  k 
dies  dem  mathematisch  gebildeten  Leser  überlassen.  Im  zweiten 
wird  die  Lösung  in  ebenen  Polarcoordiuaten  vollständig  untermcht 
Hier  bemerken  wir  bloss,  dass  8n,  ausgedruckt  in  rechtwinkligen  FUcte 
coordinaten  (y,  x),  aaf  der  in  eine  Ebene  degenerirten  Kugelilüche  j 
beliebige  Function  sein  kann,  welche  der  Gleichung 

dy^   "^   d^a    "•"  p»  ""  " 

genügt,  und  dass  die  Lösung  in  rechtwinkligen  Coordinaten,  in  welche  t 
elementare  harmonische  Function  für  nahezu  ebene  Theile  der  Kaed 
fläche,  die  von  den  Polen' weit  entfernt  sind,  übergeht, 

Sn  =  cos  —  eo8  -7 

ist,  wo  q  und  q*  zwei  Constasten  bezeichnen,  die  der  Bedingung 

9»  +  «'»  =  J»* 
genügen. 
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784.  Beispiele  elementarer  harmonischer  Functionen.  — 

Die  folgenden  Tabellen  und  graphischen  Darstellungen  aller  elemen- 
taren harmonischen  Functionen  der  6.  und  7.  Ordnung  wird  für  das 
tiefere  Verständniss  des  Gegenstandes  von  Nntzen  sein. 

^.=  1(33^4-18^«+ 1)  =ii©i2)(j_.^,px 

^  =  1(11^2^3)^  =^©i»)(l^^»)-% 

10395    ^^='  =        ©?>(1-A^«)-»   nicht 


21 

1 

210 

1 
1260 

1 
4725 

1 
10395 

l 


28 

1 

378 

1 
3150 

1 
17325 

1 
62370 

1 
135135 

1 


Q,  =  ±  (429/i6  -  693/4*  +  315/|a  -  35)  ^  =  ^  ö^«». 
^  =  1  (143^4 -110A.«+15).a  =^®i«>(l-^2)-l 


ange- 
geben. 


135135     dfi'> 


^  =  1(13^«-!)  =ii0i»)(X_^,,-^i, 

^%  =1  =       d$D  (1  _  ^»)-%  nicht 


ange- 
geben. 


i 
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785.  Exours  über  die  Theorie  des  Potentials.  —  fan 
kurzer  Excars  über  die  Theorie  des  Potentials  und  speciell  über 
Flächen  constanten  Potentials,  die  nur  wenig  von  concentrischen 
Kugeln  verschieden  sind,  wird  die  hydrostatischen  Beispiele,  die  wir 
folgen  lassen,  vereinfachen.  Zunächst  werden  wir  rein  syntheüacli 
einige  Fälle  behandeln,  in  denen  bei  gegebenen  Massenvertheilnngeii 
die  resultifenden  Kräfte  und  die  Niveauflächen  (§  487)  bestimmt 
werden;  darauf  sollen  gewisse  Probleme  der  Green 'sehen  und 
Gauss 'sehen  Analysis  folgen,  in  welchen  entweder  die  Grössen  der 
Kraft  oder  die  Werthe  des  Potentials  auf  individuellen  Flachen  'odcf 
die  Formen  individueller  Niveauflächen  gegeben  werden,  und  die  Ver- 
theilung  der  Kraft  in  einem  zusammenhängenden  leeren  Raome  be- 
stimmt werden  soll.  Da  wir  jetzt  diese  Fragen  hauptsächlich  ihrer  An- 
wendung auf  die  physische  Geographie  wegen  herbeiziehen,  so  werden 
wir  bei  dieser  Gelegenheit  der  Kürze  wegen  uns  gleich  auf  die^Crde  be- 
ziehen, auch  wenn  irgend  eine  andere  anziehende  Masse  mit  annähend 
kugelförmigen  äusseren  Flächen  constanten  Potentials  unserem  Zweeke 
ebenso  gut  entsprechen  würde.  Auch  werden  wir  zuweilen  von  der 
„Meeresoberfläche^  (§§  750,  754)  sprechen,  indem  wir  damnter 
bloss  eine  „Niveaufläche"  oder  eine  „Gleichgewichtsoberfläche*  (§  487) 
verstehen,  welche  den  festen  Körper  ganz  oder  mit  Ausnahme  verhalt- 
nissmässig  kleiner  Theile,  wie  sie  unser  trockenes  Land  ist,  umschliesst 
Eine  solche  Fläche  wird  natürlich  eine  Fläche  constanten  Potentimb 
für  die  blosse  Gravitation  sein,  wenn  weder  eine  Rotation,  noch  eine 
aus  der  Anziehung  anderer  Körper,  wie  des  Mondes  und  der  Sonne, 
herrührende  Störung  und  durch  diese  Kräfte  für  die  Erde  erzeugte 
„Aenderung  der  Bewegung"  vorhanden  ist;  aber  auch  trota  dieser 
Störungen  kann  jene  Fläche  immer  eine  Fläche  constanten  Poien- 
tials  genannt  werden,  da,  wie  wir  in  §  793  sehen  werden,  sowohl 
die  Centrifugalkraft,  als  auch  die  übrigen  erwähnten  Störungen  sidi 
durch  Potentiale  darstellen  lassen. 

786.^  Störung  der  Meeresoberfläche  durch  eine  Kaasa, 
deren  Dichtigkeit  von  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Srde 
verschieden  ist.  —  Um  zu  bestimmen,  welchen  Einfluss  die  £xi* 
stenz  von  Felsen,  deren  Dichtigkeit  grösser  oder  kleiner  als  die 
mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  ist,  in  einem  begrenzten  unter  der 
Oberfläche  liegenden  Räume  auf  die  Meeresoberfläche  hat,  und  ma 
welchen  Betrag  dadurch  die  Schwerkraft  in  den  anliegenden  Theilen 
vermehrt  oder  vermindert  wird,  denken  wir  uns,  eine  Masse,  ^prelche 

nur  einen  sehr  kleinen  Bruchtheil  —    der    ganzen   Erdmasse     aus- 

n 
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macht,  sei  irgendwo  in  einem  unter  der  Oberfläche  liegehden  Punkte 
concentrirt,  dessen  Entfernung  von  der  Oberfläche  wir  als  klein  im 

Vergleich  zum  Radius,  aber  gross  im  Vergleich  zu  ^-7=  des  Radius 

Vn 

voraussetzen.  Unmittelbar  über  dem  Centrum  der  Störung  wird  sich 
die  Meeresoberfläche  in  Folge  der  störenden  Anziehung  erheben, 
und  zwar  um  eine  Höhe,  die  sich  zum  Radius  verhält,  wie  der 
Abstand  des  störenden  Punktes  von  dem  Hauptcentrum  zur 
nfachen  Tiefe  desselben  unter  der  so  gestörten  Meeresober- 
fläche. Die  Zunahme  der  Schwerkraft  in  diesem  Punkte  der 
Meeresoberfläche  wird  derselbe  Bruchtheil  der  ganzen  Schwerkraft 
sein,  der  das  iffache  des  Quadrats  der  Tiefe  des  anziehenden  Punktes 
von  dem  Quadrat  des  Radius  ist.  Da  wir  uns  auf  Umstände,  wie 
sie  die  Natur  darbietet,  beschränken  wollen,  so  müssen  wir  diesen 
Bruch  als  sehr  klein  voraussetzen.  Die  Aenderung  der  Richtung 
der  Schwerkraft  wird  für  die  Meeresoberfläche  ein  Maximum  in  den 

Punkten  eines  Kreises  sein,  welcher  von  Ä  als  Centrum  mit  77=  als 

V2 

Radius  beschrieben  wird,    wo  D   die  Tiefe    des  Mittelpunkts   der 

Störung  bezeichnet.     Die  Gfarösse  dieser  grössten  Abweichung  wird 

2         a^ 
7= der  Winkeleinheit  [57'296o  (§  41)]  betragen,  wenn  a 

den  Erdradius  bezeichnet. 

Es  sei  C  der  Mittelpunkt  der  Hauptmasse  ( 1 \  um  deren  An- 
ziehung es  sich  handelt,  und  B  der  Mittelpunkt  der  störenden  Masse 
(^\  und  es  werde  vorausgesetzt,  beide  Massen  wirkten  so,  als  wären  sie 

beziehungsweise   in   diesen   beiden   Punkten   concentrirt.     Femer   sei   P 

irgend  ein  Punkt  auf  der  Fläche  coustanten 
Potentials,  für  welche  das  Potential  den  Werth 
hat,  den  es  auf  einer  Kngelfläche  vom  Radius 
a  und  dem  Mittelpunkt  C  haben  würde,  wenn 
die  ganze  Masse  in  C  vereinigt  wäre.  Dann  ist 
(§  491) 


(■-ö 


CP^  n'  BP^  a 


und  dies  ist  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden 
Fläche  Constanten  Potentials.    Sie  liefert 


CP-'-a^z 


-«  =  ;^(^^-^^) 
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Dies  ist  für  jeden  Punkt  der  ex  acte  Ausdruck  der  positiven  oder  negttivca 
Erhebung  der  gestörten  Gleichgewichtsfläche  über  die  ungestörte  Fläche 
desselben  Potentials.  Für  den  über  dem  Centrum  der  Störung  UegcDden 
Punkt  Ä  erhält  man  daraus 

was  genau  mit  dem  vorhergehenden  Ausspruch  übei*einstimmt  und  beveis. 
dass  derselbe,  auf  die  Meeresoberfläche  angewandt,  approximativ  richtig 
ist,  wenn  wir  beachten,  dass,  wenn  BP  ein  grosses  Vielfache  nmBA 
ist,  CP — a  vielmals  kleiner  als  sein  Werth  in  A  sein  wird.  Wir  ober- 
lassen  den  Beweis  der  übrigen  Sätze  dieses  und  der  folgenden  Paragraphei 
(§§  787  . . .  792)  dem  Leser  als  Uebungsaufgabe. 

787.  Wirkung  einer  Masse,  deren  Dichtigkeit  die  mitt- 
lere übertrifft,  auf  die  Niveaufläohe,  sowie  auf  die  Rich- 
tung und  Intensität  der  Schwerkraft.  —  Wenn  q  die  allge- 
meine Dichtigkeit  der  Rinde  und  ö  die  mittlere  Dichtigkeit  der£r(ie 
ist,  und  wenn  die  §  786  angegebene  Störung  die  Folge  des  Vo^ 
handenseins  einer  Masse  von  einer  anderen  Dichtigkeit  q'  ist,  welcbe 
eine  Kugel  vom  Radius  h,  deren  Centrum  sich  in  einer  Tiefe  i^ 
unter    der    Meeresoberfläche    befindet,    ganz    ausfüllt,    so    wird  < 

den  Werth  j—, r-r-  haben,  und  die  Erhöhunff  der  Meereafläck 

sowie  die  entsprechende  Vergrösserung  der  Schwerkraft  in  d« 
gerade  darüber  befindlichen  Punkte  werden  beziehungsweise  folgende 
sein: 

öaD  öaD^ 

Der  wirkliche  Werth  von  Ö  ist  ungefähr  doppelt  so  gross  als  d« 
von  Q,     Wir  wollen,  um  ein  Beispiel  zu  geben,  annehmen,  es« 

D  =  d  =  1000  Fuss  (engl.)  oder  =  des  Erdradius  und  p 

entweder  gleich  2  q  oder  gleich  Null.  Dann  gehen  die  vorstehend« 
Resultate  über  in 

i  yr  Fuss  und  i  ■^---  der  Schwerkraft; 
42  42ÜUU 

dies  ist  also  die  Erhöhung  oder  Senkung  der  Meeresoberfläche,  vsi 
die  Vermehrung  oder  Verminderung  der  Schwerkraft,  welche  dini 
einen  kugelförmigen  Massentheil  vom  Durchmesser  2000  Fuss,  d««» 
Centrum  1000  Fuss  unter  der  Oberfläche  liegt,  und  dessen  Difhtif 
keit  entweder  das  Doppelte  von  derjenigen  der  Erde  oder  NuD  ^^ 
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hervorgebracht  werden.  Die  grösste  Abweichung  des  Senkbleis 
erfolgt  in  den  Punkten  des  Kreises,  der  mit  dem  Radius  707  Fuss 
um  die  Projection  des  Mittelpunktes  der  störenden  Substanz  auf  die 

Oberfläche  gezogen  ist,  und  beläuft  sich  auf  der  Winkelein- 

heit, oder  nahezu  auf  2". 

788.  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  als  Aequivalent 
gegen  die  aus  der  Attraction  der  störenden  Masse  herrührende 
Zunahme  im  Betrage  der  Schwerkraft,  die  wir  für  die  benachbarten 
Punkte  der  Meeresoberfläche  berechnet  haben,  nur  eine  unmerkliche 
Abnahme  der  Attraction  der  Hauptmasse  stattfindet,  die  in  der  durch 
den  störenden  Einfluss  erzeugten  Vergrösserung  des  Abstandes  der 
Meeresoberfläche  vom  Mittelpunkt  der  Hauptmasse  ihren  Grund  hat. 
Dieselbe  Bemerkung  gilt  ofl'enbar  für  Störungen  im  Betrage  der 
Schwerkraft;,  die  von  isolirten  Bergen  oder  von  Inseln  von  kleinen 
Dimensionen  herrühren,  und  in  §  794  werden  wir  beweisen,  dass 
sie  auch  für  Formabweichnngen  richtig  ist,  welche  durch  harmoni- 
sche Functionen  hoher  Ordnungen  dargestellt  werden.  Dagegen 
werden  wir  in  §  789  sehen,  dass  es  anders  ist  mit  harmonischen 
Abweichungen  niedriger  Ordnungen,  und  folglich  mit  weit  aus- 
gedehnten Störungen,  wie  sie  durch  grosse  Strecken  hohen  Landes 
oder  tiefer  See  hervorgebracht  werden.  Wir  beabsichtigen,  zu  diesem 
Gegenstande  im  zweiten  Bande  in  dem  Capitel  über  die  Eigen- 
schaften der  Materie  zurückzukehren,  wenn  wir  Gelegenheit  haben 
werden,  die  durch  Naturerscheinungen  und  Experimente  gewonnenen 
Grundlagen  unserer  Kenntniss  der  Schwerkraft  zu  prüfen;  wir 
werden  dann  die  §§  477  (b),  (c),  (d),  478,  479  und  die  Lösungen 
der  übrigen  verwandten  Probleme  dazu  benutzen,  die  Wirkungen 
zu  bestimmen,  welche  isolirte  Berge,  Gebirgsketten,  grosse  Tafel- 
lander und  entsprechende  Senkungen,  wie  Seen  oder  begrenzte  tiefe 
Stellen  im  Meere,  grosse  Thäler  oder  Klüfte,  grosse  Strecken  tiefen 
Meeres  auf  die  Grösse  und  Richtung  der  Schwere,  wie  auf  die  Niveau- 
flachen  haben. 

789.  Harmonische  Sphäroidalflächen.  —  Alle  Niveau- 
flächen für  ein  harmonisches  Sphäroid  (§  779)  von  homogener 
Masse  sind  harmonische  Sphäroide  von  derselben  Ordnung  und  Natur. 
Diejenige  dieser  Flächen,  welche  ebenso  sehr  innerhalb  wie  ausser- 
halb des  festen  Körpers  liegt,  schneidet  die  Umgrenzung  des  festen 
Körpers  in  einer  Linie  (oder  Gruppe  von  Linien)  —  der  mittleren 
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Niveaalinie  der  Oberfläche  des  festen  Körpers.  Diese  Linie  lieft 
auf  der  mittleren  Kngelfläche  und  bildet  daher  (§  780)  die  Knoicn 
jeder  der  beiden  Sphäroidflächen,  welche  einander  in  ihr  schneida. 
Wenn  i  die  Ordnung  der  harmonischen  Function  ist,  so  betragt  die 

3 

Abweichung  des  Niyeausphäroids  (§§  545,  815)  genau  Yoa 

der  Abweichung  der  sphäroidalen  Oberfläche ,  jede  Abweichung  toi 
der  mittleren  Kugelfläche  aus  gerechnet. 

So  fallt,  wenn  «  =  1  ist,  die  Niveaufläche  mit  der  ümgreih 
zung  des  festen  Körpers  zusammen:  der  Grund  davon  leuchtet  eis, 
wenn  man  beachtet,  dass  eine  jede  sphärische  harmonische  Ab- 
weichung erster  Ordnung  von  einer  gegebenen  Kugelfläche  gu 
gleiche  Kugelfläche  um  einen  Mittelpunkt  ausmacht,  welcher  eio« 
gewisse  unendlich  kleine  Entfernung  von  dem  Mittelpunkt  der 
gegebenen  Oberfläche  hat. 

Wenn  t  =  2  ist,  so  weicht  die  Niveaufläche  von  der  mittleres 

Kugel  um  —    der  Abweichung   der    umgrenzenden    Oberfläche  ab. 

0 

Dies  ist  der  Fall  einer  ellipsoidalen  Umgrenzung,  welche  unendhck 
wenig  von  einer  Kugel  verschieden  ist.  Wir  bemerken,  dass,  wie 
sich  leicht  aus  §  522  herleiten  lässt,  von  den  auf  ein  homogese! 
Ellipsoid  bezüglichen  Flächen  constanten  Potentials  diejenigco, 
welche  ganz  innerhalb  des  Ellipsoides  liegen,  gleichfalls  Ellipsoidt 
sind;  das  ist  aber  nicht  der  Fall  mit  den  Gleichgewichtsflächca, 
welche  die  Umgrenzung  des  Ellipsoides  schneiden  oder  ganz  ausso^ 
halb  derselben  liegen;  diese  letzteren  sind  nur  dann  näherongsweiM 
ellipsoidal,  wenn  die  Abweichung  von  der  Kugelgestalt  sehr  klein  ist 

790.    Harmonische  Sphäroidflächen  hoher  OrdniuigeB.-' 

Die  Verhältnisse  bei  sehr  hoher  Ordnung  werden  zur  Genüge  erläotexi 
wenn  wir  unsere  Aufmerksamkeit  auf  sectoriale  harmonische  Fuk- 
tionen  beschränken  (§  781).  Die  Linie,  in  welcher  ein  sectoriaki 
harmonisches  Sphäroid  von  irgend  einer  zu  seiner  Polaraxe  senk* 
rechten  Ebene  geschnitten  wird,  ist  [§  781  (1)]  gewissemufisn 
eine  harmonische  Gurve  (§  62),  von  einer  kreisförmigen  statt  toi 
einer  geraden  Absei ssenlinie  aus  gezogen.  Ihre  Wellenling« 
(oder  die  doppelte  Strecke  auf  der  Abscissenlinie  von  einem  Null- 

oder  Knotenpunkte  zum  nächstfolgenden)  ist  -r  'des  UmfEUUgs  ^ 

Kreises.  Wenn  i  sehr  gross  ist,  so  macht  der  Factor  sim*^  <£< 
sectoriale  harmonische  Function  sehr  klein,  ausgenommen  fikr  Wertb« 
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▼on  0*,  welche  wenig  von  einem  rechten  Winkel  verschieden  sind; 
daher  besteht  ein  sectoriales  harmonisches  Sphäroid  sehr  hoher 
Ordnung  ans  einer  Schaar  paralleler  Bergrücken  und  Thäler,  die 
senkrecht  zu  einem  grössten  Kreise  der  Kugel  sind,  in  dem  Schnitt 
niit  der  Ebene  dieses  Kreises  (oder  des  Aequators)  eine  nahezu  ein- 
fach harmonische. Form  haben  und  deren  Hebung  und  Senkung  zu 
beiden  Seiten  derselben  symmetrisch  abnimmt,  so  dass  sie  beiderseits 
in  einem  grossen  angularen  Abstände  von  demselben  (oder  in  grosser 
„Breite")  unmerklich  sind.  Die  Niveaufläche,  welche  die  Attrac- 
tion  eines  homogenen  festen  Körpers  dieser  Gestalt  liefert,  ist  eine 
Figur  derselben  Art,  aber  von  einem  viel  geringeren  Grade  der 
Erhöhungen  und  Senkungen,  d.  h.,  wie  wir  gesehen  haben,  nur 

3  .     .  *      . 

g^  .  , — r  derjenigen  der  Figur,  oder  näherungsweise  das  Dreifache 
2  t  -^^  1 

des  Bruchtheils  der  Ungleichheiten  der  Figur,  welches  die  halbe 
Wellenlänge  vom  Umfang  der  Kugel  ist.  JM[an  sieht  leicht,  dass, 
wenn  i  sehr  gross  ist,  die  Niveaufläche  an  jeder  Stelle  durch  die 
Ungleichheiten  in  den  entfernteren  Theilen  der  Figur  keine  merk- 
liche Einwirkung  erleidet. 

791.  Wellenförmige  Gestalt  der  Niveaufläohe,  hervor- 
g^erufen  durch  parallele  Bergrücken  und  Thäler.  —  Wir 
schliessen  daraus  Folgendes:  —  Wenn  die  Substanz  der  Erde  homogen 
wäre,  so  würde  eine  Reihe  paralleler  Bergketten  und  Thäler  eine 
entsprechende  näherungsweise  wellenförmige  Gestalt  der  Niveau- 
flftche  in  dem  mittleren  District  erzeugen;  die  Höhe,  zu  welcher 
sich  dieselbe  unter  jeden  Bergkamm  erhebt,  oder  sich  unter  die 
Höhe  der  ungestörten  Niveaufläche  über  der  Mitte  eines  Thaies 
hinabsenkt,  ist  das  Dreifache  desselben  Bruchtheils  der  Höhe  des 
Berges  über  das  mittlere  Niveau  oder  der  Tiefe  des  Thaies  unter 
dasselbe,  welches  die  Breite  des  Berges  oder  Thaies  von  dem  Umfang 
der  Erde  ist. 

792.  Wenn  die  Kugel  nicht  homogen  ist,  so  ist  die  Störung 
in  der  Grösse  und  Richtung  der  Schwerkraft,  welche  irgend  eine 
Ungleichheit   in   der  Gestalt   ihrer  Umgrenzungsfläche    hervorruft, 

(§  787)  — •  von  dem  Betrage,  den  sie  haben  würde,  wenn  die  Sub- 

stanz  homogen  wäre.  Weiter  bemerken  wir,  dass,  da  die  Störungen 
ab  klein  vorausgesetzt  werden,  wir  Störungen,  wie  wir  sie  jetzt 
beschrieben  haben,  zu  beliebigen  anderen  kleinen  Störungen  hinzu- 
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fügen  können,  wie  z.  B.  zu  den  Störungen,  die  in  der  Abplattaag 
der£rde,  mit  der  wir  uns  alsbald  beschäftigen  werden,  ihren  Grand 
haben. 

Da  die  Dichtigkeit  der  oberen  Kruste  überall  ungefibr  die 
Hälfte  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde  ist,  so  können  wir  sagn, 
dass  die  Wirkung,  welche  eine  Reihe  paralleler  Bergketten  mi 
Thäler  auf  die  Niveaufläche  ausübt,  von  der  in  §  791  dargelegtes 
allgemeinen  Beschaffenheit  ist ,  aber  nur  die  Hälfte  des  dort  anfe 
gebenen  Betrages  hat.  So  z.  B.  würde  eine  Reihe  mehrerer  brriter 
Bergketten  und  Thäler,  bei  denen  Kamm  von  Kamm  oder  Thal  tqd 
Thal  20  Seemeilen  entfernt  wäre,  und  deren  Länge  mehrmals  20 
Meilen  betrüge,  während  die  verticale  Erhebung  des  Kamms  über 
das  Thal  7200  engl.  Fuss  ausmachte,  die  Niveaufläche  so  erhökea 
und  erniedrigen,  dass  sie  2V2  engl.  Fuss  von  der  Fläche  abweicht, 
welche  die  Niveaufläche  sein  würde,  wenn  man  die  herausrageods 
Theile  der  Masse  entfernte  und  mit  denselben  die  Thäler  aasittllt& 

793.  Das  Potential  ist  überall  bestimmt,  wenn  sein  Werft 
für  jeden  Funkt  einer  Oberfläche  gegeben  ist.  —  GreeD^s 
Theorem  [Zusatz  A  (e)]*)  und  der  in  §  497  gegebene  Satz  n« 
Gauss  zeigen,  dass,  wenn  das  Potential  einer  nach  dem  Newtoi'- 
schen  Gesetze  anziehenden  beliebig  vertheilten  Masse  für  je<ki 
Punkt  einer  diese  Masse  vollständig  umschliessenden  Oberfikbe 
gegeben  ist,  das  Potential  und  daher  auch  die  Kraft  für  den  gania 
ausserhalb  der  Umgrenzungsfläche  der  Masse  liegenden  Baum  be 
stimmt  ist,  mag  die  Oberfläche  nun  nur  aus  einer  oder  aus  belieb^ 
vielen  isolirten  geschlossenen  Flächen  bestehen,  von  denen  jede  eio- 
fach  continuirlich  ist.  Allerdings  kann  man  für  das  Problem,  dn 
Werth  des  Potentials  im  Räume  zu  bestimmen,  noch  keine  allgemeii» 
Lösung  geben.  Und  sogar  in  den  Fällen ,  in  welchen  das  PoteDtiii 
für  den  Raum  ausserhalb  der  Oberfläche,  auf  welcher  es  gegeben  üt 
vollständig  bestimmt  worden  ist,  ist  es  der  mathematischen  ABalya 
bisher  nicht  gelungen ,  den  Werth  desselben  für  den  Raum  n  ^ 
stimmen,  welcher  zwischen  dieser  Oberfläche  und  der  eingeschlossei 
anziehenden  Masse  liegt.     Wir  hoffen,  in  den  folgenden  Bänden« 


*)Maii  wende  zuerst  Green 's  Theorem  auf  die  Oberfläche  an,  auf  welcher 
Potential  gegeben  ist.     Dann  zeigt  der  Satz  von  Gauss,    dass  es  nicht  zt«  V< 
theilungen   des  Potentials   geben  kann,    welche   in    dem    ganzen   ausserhalb  ^' 
Oberfläche   liegenden    Raum    übereinstimmen,    aber    fiir    irgend    einen  Tb«) 
Raums  verschieden    sind,    welcher   zwischen    ihr    und    der  UmgrenzuogsäicV 
Masse  liegt. 
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das  durch  den  Gauss^schen  Satz  des  §  497' gegebene  wichtige  Problem 
zurückzukommen.  Inzwischen  beschränken  wir  uns  auf  Fragen, 
welche  für  die  physische  Geographie  von  praktischem  Nutzen  sind. 

Beispiel  (l).  —  Die  eiuschliesBende  Fläche  sei  eine  Kugel  vom 
Badius  a,  und  es  sei  2^(^,  ^)  das  in  irp^nd  einem  Punkte  dieser  Oberfläche, 
der  in  der  gewöhnlichen  Weise  durch  seLae  Polarcoordinaten  t9-,  gp  be- 
stimmt ist,  gegebene  Potential.  Green 's  Lösung  [§  499  (3)  und  Zusatz 
B  (46)]  seines  Problems  für  die  Kugelfläche  lässt  sich  unmittelbar  auf 
einen  Theil  des  vorliegenden  Problems  anwenden  und  liefert  als  Werth 
des  Potentials  in  irgend  einem  ausserhalb  der  Kugelfläche  liegenden  Punkte 
(r,  ^,  (P) 

4najj    {r^—2ar[co8»co8&'+sin&smiyco8(g}—g;^]+a^)''/i' 
0  0 

Da  aber  La  place 's  Gleichung  X^^u  =  0  dui-ch  den  Ausdruck  (46)  des 
Zusatz  B  sowolil  in  dem  ganzen  inneren,  als  auch  in  dem  ganzen  äusseren 
Kaume  erfällt  wird,  und  da  in  dem  vorliegenden  Problem  die  Gleichung 
X'^V  =  0  nur  für  den  Theü  des  inneren  Raumes  gilt  [§  491  (c)], 
welcher  keine  Masse  enthält,  so  liefert  der  Ausdruck  (3)  die  Lösung  nur 
für  den  äusseren  Baum.  Wenn  F(S-^  9?)  eine  solche  Function  ist,  dass  für 
das  bestimmte  Integral  ein  Ausdruck  in  geschlossener  Form  gefunden 
-werden  kann,  so  ist  dieser  Ausdruck  nothwendig  die  Lösung  unseres  Pro- 
blems für  den  ganzen  ausserhalb  des  anziehenden  Körpers  befindlichen 
Raum.    Oder  wenn  F(^,  9p)  so  beschaffen  ist,  dass  das  bestimmte  Integral 

(3)  in  ein  anderes  bestimmtes  Integral  transformirt  werden  kann,  welches 
beim  Durchgang  durch  die  Kugelfläche  überall  oder  in  einem  gewissen 
Theil  derselben  stetig  variirt,  so  wird  dieses  zweite  Integral  die  Lösung 
auch  für  einen  gewissen  TbeU  des  inneren  Baumes  darstellen,  nämlich 
flir  den  Theil,  den  man  erreichen  kann,  ohne  dass  das  Integral  disconti- 
nuirlich  wird  (d.h.  dass  seine  Elemente  unendlich  gi'oss  werden),  und  ohne 
dasR  man  einen  Theil  der  anziehenden  Masse  trifft.  Wir  hoff'en,  den 
Gegenstand  später  in  Verbindung  mit  dem  Gauss 'sehen  Satze  (§  497) 
wieder  aufzunehmen;  für  unsern  jetzigen  Zweck  ist  es  aber  wüuschens werth, 

den  Ausdruck  (3)  nach  steigenden  Potenzen  "von  —  zu  entwickeln,   ganz 

wie   es  oben   in  Zusatz  B  (s)  geschah.    Das  Besultat  [Zusatz  3  (5")]   ist 

(3*)  F  =  -2.  F^(9,g,)  +  (-i)'  F,{»,9,)  +  (^J  F^{»,f)  +  u.  8.  w., 

wo  ^0  (^>  9*)»  -^1  (*i  9)i  ^2(^»  9^)1  "•  8-  w-  ^iö  successiven  Glieder  der  Entwick- 
lung [Zusatz  B  (51)]  von  F(d;g))  in  harmonische  Kugelflächen functionen 
sind;  das  allgemeine  Glied  dieser  Entwicklung  wird  durch  die  Formel 
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(4)  F„  (»,  <F)  =  ^^^  f  f  ^"^  ^(*'  '''^  ''  *'**»'' 

0      0 

gegeben,  wo  ^n  die  durch  Znsatz  B  (60)  ausgedrückte  Function  von 
(*,  9)  (*'.  qf)  ist. 
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In  jedem  Falle,  in  welchem  die  anziehende  Masse  ganz  innerhalb 
einer  inneren  concentrischen  Eugelflädie  vom  Badins  a'  liegt,  mu»  die 
Entwicklung  von  F{&f  g))  nach  harmonischen  Functionen  wenigstens  ebenso 
stark  convergent  sein,  wie  die  geometrische  Reihe 


i+eT+(T)'+- 


daher  wird  die  Beihe  (3*)  für  jeden  Werth  von  r,  der  grösser  als  a'  ist, 
convergiren,  folglich  die  Lösung  für  die  Punkte  des  von  der  Kugelfläche 
umschlossenen  Raumes  wenigstens  bis  an  diese  zweite  Kngelfifiche  hio 
darstellen. 

Beispiel  (2).  —  Bestimmiuig  des  Potentials  ans  der  Form 
einer  die  Mass^  umgebenden  n&herungsweise  kugelförmigen 
Fläohe  constanten  FotentialB.  —  Es  sei  die  anziehende  Masse  nähenmg»- 
weise  centrobarisch  (§  526)  und  eine  dieselbe  vollständig  umscbliessende 
Fläche  constanten  Potentials  gegeben.  Man  soll  die  Yertheilnng  der 
Kraft  und  des  Potentials  in  dem  ganzen  Räume  ausserhalb  der  kleinsten 
Kugelfläche  bestimmen,  welche  um  diese  Masse  von  dem  Schwerpunkt 
derselben  als  Mittelpunkt  aus  gezogen  werden  kann.  Es  sei  a  ein  approxi- 
mativer oder  mittlerer  Radius;  ferner  möge  der  Trägheitsmittelpiinkt 
(§  230)  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  genommen  werden  und  die 
Polargleichung  der  Oberfläche  constanten  Potentials 

(5)  r  =  a[l+  jP(*,(p)] 

sein,  wo  F  für  alle  Werthe  von  ^  und  ip  so  klein  ist,  dass  wir  sein 
Quadrat  sowie  seine  höheren  Potenzen  vernachlässigen  dürfen.  Betrachten 
wir  jetzt  die  beiden  benachbarten  Punkte  (r,  ^,  ^),  (a,  ^,  ^p).  Die  Ent- 
fernung beider  Punkte  ist  aJP(^,  gp),  und  die  Verbindungslinie  derselben 
geht  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  0.  Bezeichnet  M  die  gesamznte 
Masse,   so  ist  die  resultirende  Kraft  in  irgend  einem  Punkte  dieser  lanie 

näherungsweise  gleich  — g,  und  ihre  Richtung  ist  die  dieser  Linie.  Folg- 
lich ist  die  Differenz  der  Potentiale  (§  486)  zwischen  ihnen  ^  '     , 

und  wenn  a  der  genaue  mittlere  Radius  ist,  so  wird  der  constante  Werth 

M 

des  Potentials  an  der  gegebenen  Oberfläche  (5)  genau  —  sein.    Daher  ist 

bis  zu  dem  Grade  der  Genauigkeit,  der  durch  Vemachläasignng  der 
Quadrate  von  F{9j^)  erreicht  wird,  das  Potential  im  Punkte  (a,  ^,  ^) 

(6)  ^+^F(»,v). 

Danach  ist  das  Problem  auf  das  des  vorhergehenden  Beispiels  reducirt^ 

M 

und  wenn  wir  beachten,  dass  der  von  dem  Gliede  —  von  (6)  abhängende 

M 
Theil  seiner  Lösung  einfach  —  ist,  so  erhalten  wir  nach  (3*)  für  das  jetzt 

gesuchte  Potential 

(7)  ü  =  Jlf  [i.  +  ±  i\  {9,g>)-\-y^F^  (K  y)  +  u.  B.  w.j. 
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wo  Fn  durch  (4)  gegeben  ist.  Fq  ist  Null,  weil  a  der  genaue '  mittlere 
Radius  ist;  die  Gleichung,  welche  diese  Bedingung  ausdrückt,  ist 

(8)  ff^(^^  9)8tn^d»d9>  ==  0. 

Wird  weiter  0  in  einer  geeigneten  mittleren  Lage,  d.  h.  so  angenommen, 
dass 

(9)  "  ffQiF{^,g>)8in»d^dg>^0 

ist,  so  verschwindet  Fi,  und  es  ist  [§  539,(12)]  0  der  Schwerpunkt  der 
anziehenden  Masse ;  die  Entwicklung  von  F{d^j  g))  nach  harmonischen 
Functionen  wird  dann 

(10)  F(*,9P)  =  Fa(^,(p)  +  F8(^,5P)  +  F^i^.g,)  +  u.  s.  w. 

Wenn  a'  der  Badius  der  kleinsten  Kugelfläche  ist,  welche  0  zum  Mittel- 
punkt hat  und  die  ganze  anziehende  Masse  umschliesst,  so  convergirt  die 
Keilie  (7)  für  alle  Werthe  von  S-  und  gp  nothwendig  wenigstens  ebenso 
rasch  als  die  geometrische  Beihe 

(»)  l+^  +  (^)''  +  (^y  +  n.,.w. 

far  jeden  Werth  von  r,  der  grösser  als  a'  ist.  Folglich  drückt  der  Aus- 
druck (7)  die  Lösung  unseres  jetzigen  besonderen  Problems  aus.  Derselbe 
kann  die  Lösung  des  Problems  sogar  noch  für  weitere  Baumtheile  inner- 
halb der  Oberfläche  ausdrücken,  da  die  gegebene  Fläche  (6)  eine  solche 
sein  kann,  dass  die  Entwicklung  (10)  rascher  convergirt  als  die  Beihe 

SeBiütirende  Kraft.  —  Die  Bichtung  und  die  Grösse  der  resul- 
tirenden  Kraft  lassen  sich  natürlich  [§§  486,  491)  unmittelbar  aus  (7)  für 
den  ganzen  Baum  herleiten,  für  welchen  dieser  Ausdruck  anwendbar  ist, 
d.  h.  für  den  ganzen  Baum,  in  welchem  derselbe  convergirt,  und  welcher 
von  der  gegebenen  Oberfläche  aus  ohne  einen  Durchgang  durch  einen 
Theil  der  anziehenden  Masse  erreicht  werden  kann.  Es  ist  wichtig  zu 
bemerken,  dass,  da  die  resultirende  Kraft  von  der  radialen  Bichtung  um 
unendlich  kleine  Winkelgrössen  von  derselben  Ordnung  wie  F(&j^)  ab- 
weicht, ihre  Grösse  von  derjenigen  der  radialen  Componente  um  kleine 
Grössen  von  derselben  Ordnung  wie  das  Quadrat  von  F(^t  g>)  verschieden 
sein  wird;  bezeichnet  also  R  die  Grösse  der  resultirenden  Kraft,  so  ist 
für  unseren  Grad  von  Genauigkeit 

(12)  B  =  -  |^=^[l-|-3(^)%^4(*,^)+4(-i)''  J'8(*.y)  +  «.s.w.). 

Um  die  Besultante  der  Kraft  in  irgend  einem  Punkte  der  Kugel- 
fläche zu  finden ,  welche  nur  äusserst  wenig  von  der  gegebenen  Fläche 
abweicht,  setzen  wir  in  dieser  Formel  r  :=z  a  und  finden 

(13)  ^  (^  +  ^  -^2(*»^)  +  4  Fs(,^(p)  +  u.  s.  w.j. 

In   dem   Punkte   (r^S^.fp)   der   gegebenen    Oberfläche   genügt   es  für  die 
Genauigkeit,  die  wir  hier  fordern,   in  allen  Gliedern  der  Beihe  (12),  mit 
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Ausnahme  des  erst^eü,  r  =  0  zu  setzen;  im  ersten  Gliede  — ^abermösse» 
wir  r  =  a   [l  -\-  F(S;g})]  setzen,  so  dj^ss  sich  dasselbe  in 

/-    .\  ^  -M  ^    l,  «TT/*»  \l 

=§{i-2[Fj(».y)+u.»w]: 

verwandelt,  imd  wir  erhalten  für  die  in  Bichtung  der  Normalen  genc«»- 
mene  Componente  der  resultirenden  Kraft  im  Punkte  (^,  9)  der  gegebeaen 
näheinmgsweise  kugelförmigen  Fläche  constanten  Potentials 

(15)  ä^{i  +  Ft(»,g>)-\-iFs(9,v)  +  3i\{».g>)  +  --]- 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  ein  Glied  Fi  in  der  Entwicklung  von 
F  allein  und  betrachten,  mittels  Zusatz  B  (38),  (40), (p)  und  §§  779...:?^ 
die  Beschaffenheit  der  hai*monischen  Kugelflächenfunctionen ,  so  seh« 
wir,  dass  die  im  Bogenmaass  (§  404)  gemessene  grösste  Abweichung  der 
Normalen  an  die  Oberfläche 

(16)  r  =  fl  {1  -f  F,(^,9P)1 

von  der  radialen  Bichtung  genau  das  t  fache  der  halben  Entfemoof 
zwischen  einem  Minimum  und  einem  Maximum  in  den  Werthen  v« 
Fi  {^1  9>)  für  alle  harmonischen  Functionen  zweiter  Ordnung  (Fall  t  =  -' 
und  für  alle  sectonalen  hannonischen  Functionen  (§  781)  jeder  Ordnanz 
ist,  und  dass  es  sich  näherungsweise  so  verhält  auch  für  die  äquatorialeo 
Theile  aller  zonalen  harmonischen  Functionen  sehr  hohen  Grades,  Aach 
sind  für  harmonische  Functionen  hohen  Grades  benachbarte  Maxinia  u»i 
Minima  näherimgsweise  gleich.     Wir  schliessen  daraus  folgendes:  — 

794.     Resultante  der  Gravitationskräfte  in  irgend  eisem 
Funkte  einer  näherungsweise  kugelförmigen  Niveauflftohe.  - 

Wenn  eine  Niveaufläche  (§  487),  welche  eine  nach  dem  Newton'- 
sehen  Gesetz  anziehende  Masse  amschliesst,  von  einer  naheza  kug^l* 
förmigen  Form  um  eine  rein  harmonische  Undidation  (§  779)  »ter 
Ordnung  abweicht,  so  wird  die  Grösse  der  Schwerkraft  in  irgfii^ 
einem  ihrer  Punkte  den  mittleren  Werth  derselben  um  das  (i  —  l^ 
fache  des  sehr  kleinen  Bruchs  übertreffen,  um  welchen  der  Abstand! 
jenes  Punktes  vom  Centrum  grösser  ist  als  der  mittlere  Radios. 
Die  grösste  Neigung  der  resultirenden  Kraft  gegen  die  genaa  radiale 
Richtung,  gerechnet  in  Bruchtheilen  der  Winkeleinheit  57*3**  (§  41H'' 
ist  für  harmonische  Abweichungen  der  zweiten  Ordnung  gleich  dffi 
Verhältniss  der  ganzen  Entfernung  zwischen  Minimum  undMaximiUB 
zum  mittleren  Radius.  Für  die  oben  unter  der  Bezeichnung  secto- 
riale  harmonischeFunctionen  beliebigen  Grades  i  beschriebene 
Glasse  steht  die  grösste  Abweichung  in   der  Richtung  zu  der  eßt* 
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sprechenden  Abweichung  yon  dem  mittleren  Radius  genau  in  dem 
Verhältniss  i  :  {i  —  1);  für  zonale  harmonische  Functionen 
hoher  Grade  ist  dies  Verhältniss  nahezu  gleich  Eins. 

Beispiel  (3).  —  Resultante  der  Sohwere  und  der  Centrifagal- 
kraft  in  irgend  einem  Punkte  einer  n&herungsweise  kugelförmigen 
Niveaufläohe«  —  Die  anziehende  Masse  sei  %vieder  näheruugsweise  centro- 
barisch  and  rotire  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  cd  um  OZ;  dabei  sei 
eine  der  sie  vollständig  umschliessenden  Niveauflächen  (§  487)  durch  die 
Formel  (5)   des   §   793   ausgedrückt.    Das   Potential  der  Centrifugalkraft 

(§§  800,  813)  wird  •--  w*  {x^  -f-  y*),    oder   in   räumlichen   harmonischen 

Functionen  / 

1.  (a^r^  _|_  i-  a)2(a;2  +  yS  _  2  «2) 
3  6 

sein.  Für  den  Grad  der  Genauigkeit,  an  den  wir  gebundeu  sind,  ist  dies 
für  jeden  Punkt  der  gegebenen  Oberfläche  (5)  gleich 


i.  0,2^2  ^  i_  ci>2  o2  (i-  —  cos^d) 


Da  die  Summe  dieses  Ausdrucks  und  des  Gravitationspotentials  in  jedem 
Punkte  dieser  Oberfläche  constant  sein  muss,  so  ist  das  Gravitations- 
potential im  Punkte  {9^^  q))  der  gegebenen  Oberfläche  (5)  gleich 

E  ^  1.  a»^a^  (L  —  cos2,^Y 
a         2  \3  /* 

und  daher  erhalten  wir  jetzt,  wenn  alle  übrigen  Umstände  und  ebenso 
die  Bezeichnung  wie  im  Beispiel  2  (§  793)  sind,  für  das  Gravitations- 
potential im  Punkte  (a,  ^,  ip)  statt  (6)  den  folgenden  Ausdruck:  — 

(16)  ^+  f  F  (9,  ?)  -  y  «.«  «2  (1  -  C0S^»y 

Wenn  wir  also  die  Lage  von  O  und  die  Grösse  von  a  nach  (9)  und  (8) 
wählen,  so  erhalten  wir  für  das  Potential  der  reinen  Gravitation  in  jedem 
Punkte  (r,  &,  (p)  statt  (7) 

(17)  ry  =  M  jl  -f  ^  [f^  (*,  gp)  -  -1  m  (1  -  coa2^)] 


+  J'^3(*.^)+  75^40^9P)  +  ---), 


M 

wo  w  =  w2a  :  — 2   ist,    also    das    Verhältniss    der    Centrifugalkraft    am 

Aequator  zur  Schwerkraft  im  mittleren  Abstände  a  bezeichnet.  Die  Grösse 
der  reinen  Schwerkraft  im  Punkte  (^,  qi)  der  gegebenen  Oberfläche  (5) 
wird  folglich  statt  durch  (15)  durch  die  folgende  Formel  ausgedrückt:  — 

(I8)g[i  +  F2(,^,gp)_3.y  m(-i-cos2^)+2F8(,^^)+3F4(*,(p)+^ 

WUl  man  den  Gesammtbetrag  der  zur  gegebenen  Oberfläche  normalen 
rei»ultirenden  Kraft  g  (der  scheinbaren  Schwerkraft)  finden,  so   hat  man 
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von  (18)  die  radiale  Ck>mponente  der  Gentrifugalkraft,  welche  (in  harmoni- 
schen Functionen  ausgedrückt)  gleich 

isti  zu  Bubtrahiren;  es  ist  also 

(^  =  5  ('  -  T  »"  +  ^»<*'«')  -  T  "•  (t  -  *'"'*) 

(19) 

Wena  wir  in  einem  besonderen  Falle 

Fi(»,  9>)  =  0  [ausser  für  »  =  2)  und  F^i»,  ?>)  =  «  f-r-  —  CO»**) 
haben,  so  geht  (19)  über  in 

(20)      p  =  g(,_|.« -(!«-. )(!-«..»)). 

795.  Wenn  also  ausserhalb  eines  rotirenden  festen  Körpers 
die  Linien  der  Resultante  der  Gravitations-  und  der  Oentrifagalkraft 
von  einem  um  die  Rotationsaxe  symmetrischen  elliptischen  Sphäroid*) 
unter  rechten  Winkeln  geschnitten  werden,  so  variirt  die  Grösse  der 
Resultante  in  den  Punkten  dieser  Oberfläche  wie  das  Quadrat  des 
Sinus  der  Breite,  und  der  Ueberschuss  der  polaren  Resultante  über 
die  äquatoriale  steht  zum  ganzen  Betrage  einer  jeden  in  einem 
Verhältniss,  welches,  zur  EUipticität  (§  801)  der  Figur  addirtn,  zwei 
und  ein  halb  mal  so  gross  als  das  Verhältniss  der  äquatorialen  Centri- 
fugalkraft  zur  Schwerkraft  ist. 

Satz  von  Clairaut.  —  Für  den  Fall  einer  rotirenden  Flüssig- 
keitsmasse  oder  eines  festen  Körpers,  dessen  Dichtigkeit  in  den  ver- 
schiedenen  Punkten  eine  solche  ist,  als  wenn  der  Körper  flässig 
wäre,  wurden  diese  Sätze,  von  denen  der  zweite  jetzt  unter  dem 
Namen  des  Gl  ai rauf  sehen  Satzes  allgemein  bekannt  ist,  zuerst  von 
Glairaut  entdeckt,  der  sie  im  Jahre  1743  in  seinem  berühmten 
Werke:  La  Figure  de  la  Terre  veröffentlichte.  Laplace  erweiterte 
dieselben,  indem  er  die  Formel  (19)  des  §  794  fär  jeden  festen 
Körper  bewies,  welcher  aus  näherungsweise  kugelförmigen  Schichten 


*)  Nach  dem  Vorgange  der  besten  französischen  Schriftsteller  gebrauchen  vir 
den  Ausdruck  Sphäroid,  um  irgend  eine  Oberfläche  zu  bezeichnen,  welche  nur  sehr 
wenig  von  einer  Kugel  abweicht.  Der  in  englischen  Werken  gewöhnliche  Gebraock, 
jenen  Ausdruck  auf  ein  um  eine  Axe  symmetrisches  Ellipsoid  zu  beschriinkcn. 
und  ihn  auch  dann'  bei  Flächen  dieser  Art  anzuw^enden ,  wenn  dieselben  nicfat 
näherungs weise  kugelförmig  sind,  ist  verwerflich.  (Auch  von  deutschen  Schiift* 
stellern  wird  der  Name  Sphäroid  oft  in  dem  von  den  Autoren  hier  getadelten 
Sinne  gebraucht). 
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von  gleicher  Dichtigkeit  hesteht.  Endlich  führte  Stokes*)  ans, 
dasB  die  Gleichung  (19)  ihre  Geltang  behält,  wenn  nur  die  auf  die 
Gravitation  allein  und  ebenso  die  auf  die  Resultante  der  Gravitation 
und  der  Gentrifugalkraft  bezüglichen  Gleichgewichtsflächen  näherungs- 
weise  kugelförmig  sind,  die  Flächen  gleicher  Dichtigkeit  mögen 
kugelförmig  sein  oder  nicht.  Eine  sich  hieraus  ergebende  Folgerung, 
die  praktisch  von  der  äussersten  Wichtigkeit  ist,  ist  die,  dass  man 
unabhängig  von  jeder  Voraussetzung  hinsichtlich  der  Yertheilung 
der  Dichtigkeit  der  Erde  die  wahre  Gestalt  der  Meeresober- 
fläche allein  aus  Pendelbeobachtungen  bestimmen  kann, 
ohne  eine  Hypothese  über  den  Zustand  des  Innern  der  Erde  aufzu- 
stellen. 

Es  sei  der  Kürze  wegen 

(21)  p  [l  +  1  «,  (1  _  cos»»)]  =  /(»,  v), 

wo  m  (§  801)  gleich  — -  und  der  Werth  von  g  durch  an  verschiedenen 

Orten  angestellte  Beohachtongen ,  sowie  durch  eine  nach  dem  Quadrate 
des  Abstandes  vom  Erdmittelpunkt  (nicht  nach  der  Young;' sehen  Regel) 
ausgeführte  Beduction  auf  die  Meeresoberfläche  bestimmt  ist.  Die  Ent- 
vricklung  dieses  Ausdrucks  nach  harmonischen  Kugelfimctionen  sei 

(22)  /(*, 9>)=fo+  h(^.9>)  +  /8(*, g>)  +  u.  s.  w. 
Da  nach  (19) 

(23)  F,(,.y)=   l/[^) 

*       /o 

ist,  so  geht  die  Gleichung  (5)  der  Kiveaufläche  über  in 

(24)  r  =  a  ji  +  -^  \jh(^.g>  +  y /s (^. <P)  +  «.  s.  w.]j- 

Wir  wollen  jetzt  unsere  Aufmerksamkeit  für  einen  Augenblick  auf  die 
beiden  ersten  Glieder  dieses  Ausdrucks  beschränken.  Der  explicite  Werth 
von  /g  ist,  wie  sich  aus  Zusatz  B  (38)  ergibt, 

f/«(^,  9?)  =  AqUob'^^^  —  •■~\-\'(A^c08g)-^Bi8ing>)  sin  ^0099^ 

(25)  \  3/ 

l  -|-  (A^  c08  2g>  -|-  B^  sin  2  gi)  sin^  d: 

Wird  dies  in  die  Gleichung  (24)  substituirt,  nachdem  dieselbe  aufs  Quadrat 
erhoben  ist,  so  erhält  man,  wenn  man  noch 

cosd^  =  —,  sin^cosw  =  — ,  sin&simp  =  -J- 

T  T  T 

setzt  und  einige  leichte  Beductionen  ausfahrt, 


♦)  „On  the  Variation  of  Gravity  at  the  Surface  of  the  Barth."  —  Trans,  of 
ike  Camb.  Phil.  Soc.f  1849. 

Thomion  u.  Tait,  theoretische  Physik.    II.  28 


i 
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(/o  +  I  ^  -  ^)  ««  +  (/<,  +  I  ^+^)  Sf* 

(26)  { 

+  (/o— |..io)  ^'  -  B^yz  -  A^gx  -  2B^xy=Ua^, 

Nun  ersehen  wir  aus  §§  539,  534,  dass,  wenn  OX,OY,OZ  Hanptaxen 
der  Trägheit  sind,  die  Glieder  Ton  f^^  welche,  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  ausgedrückt,  die  Producte  ys^  ßx,  xy  enthalten,  verTChwinden 
müssen,  d.  h.  es  muss  B^  =  0,  ^|  =  0,  i?3  =  0  sein.  Wenn  aber  OZ 
eine  Hauptaxe  ist,  so  muss,  B^  mag  verschwinden  oder  nicht,  ^|  =  0  ond 
Bi  =  0  sein;  dies  ist  also  zu  einem  äusserst  grossen  Grade  von  Genauig- 
keit der  Fall,  wenn  für  OZ  die  mittlere  Botationsaxe  der  Erde  gew&Ut 
wird,  wie  wir  im  seweiten  Bande  unter  der  durch  die  unten  angef&hiten 
Gründe  wahrscheinlich  gemachten  Voraussetzung  beweisen  werden,  daas 
die  Unvollkommenheit  der  Starrheit  der  Erde  nur  eine  kleine  oder  nicht 
merkliche  Störung  der  Bewegung  derselben  herbeifahrt  Die  Entwicklung 
(22)  reducirt  sich  also  auf 

(27)  |/(*-»)=/«  +  ^H*-t) 

l  4"  {^iC08 2 9)  +  i?2 sin  2  g>)  sin* ^  +  /s {*t  gp)  +  u.  b.  w. 

Wenn  f^  (^,  ip)  und  die  höheren  Glieder  vernachlässigt  werden ,  so  ist  dif 
Niveaufläche  ein  Ellipsoid,  dessen  eine  Aze  mit  der  Botationsaxe  der 
Erde  zusammenfallen  muss.  Bezeichnen  wir  mit  e  die  mittlere  EllipUchit 
der  Meridianschnitte,  mit  e^  die  EUipticität  des  äquatorialen  Schnittes 
und  mit  /die  Neigung  einer  der  Axen  des  letzteren  gegen  OX,  so  er- 
halten wir 

e  -  lio  ,,  _  VW  +  BD  i_  B, 

2   /o'  /o         '2  «»•««««  X, 

Im  Allgemeinen  sind  die  Constanten  der  Entwicklung  (22) :  /q  (d.  i.  der 
mittlere  Betrag  der  Schwerkraft),  Äq^  A^t  B^,  die  sieben  CoefiScienten 
in  fs(^i9>)i  dio  neun  Goefficienten  in  /4(^,  9^)»  u.  s.  w.  aus  Beobachtungeo 
über  die  Grösse  der  Schwerkraft  zu  bestimmen,  die  zahlreich  genug  imd 
an  weit  von  einander  entfernten  Orten  angestellt  sein  müssen. 

796.  Bestimmung  der  Gestalt  der  Meeresoberfläche  duroli 
Messtingen  der  Schwerkraft.  —  Ein  erstes  approximatives  Re- 
sultat, das  auf  diese  Weise  durch  Pendelbeobachtongen  gewonnen 
und  durch  direkte  geodätische  Messungen  bestätigt  worden  ist, 
besteht  darin,  dass  die  Form  der  Meeresoberfläche  sich  einem  abge- 
platteten Rotationssphäroid  nähert^  dessen  Elliptidtät  nngefiilur  rrr 

beträgt.  Beide  Methoden  werden  in  hohem  Grade  von  den  localen 
Unregelmässigkeiten  der  festen  Erdoberfläche  nnd  der  Dichtigkeit 
desErdinnem  beeinträchtigt,  zn  deren  Elimination  viele  Arbeit  und 
mathematische  Geschicklichkeit  mit  bis  jetzt  nur  theilweisem  Erfolge 
aufgewendet  worden  sind.     Wenn  wir  die  allgemeine  Yertheiloog 
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der  grossen  Landzüge  and  Oceane  betrachten,  so  können  wir  kaum 
daran  zweifeln,    dass   eine    sorgfaltige  Reduction    der    zahlreichen 
genauen  Pendelbeobachtungen,  welche  in  weit  über  die  Erde  zer- 
streuten Orten  angestellt  worden  sind*),  zu  der  Bestimmung  eines 
Ellipsoides  mit  drei  ungleichen  Axen  fähren  wird,  welches  im  Ganzen 
mit  der  wahren  Oestalt  der  Meeresoberfläche  genauer  als  irgend  ein 
Rotationssphäroid  zusammenfallt.    So  lange  dies  nicht  erreicht  oder 
als  unausführbar  erwiesen  ist,  würde  es  vergeblich  sein,  über  die 
Möglichkeit  zu  speculiren,  aus  erlangbaren  Daten  eine  noch  grössere 
Annäherung  durch  Einführung  einer  harmonischen  Function  dritter 
Ordnung  [/g  (t^,  q))  in  (27)]  zu  erzielen.     Es  ist  femer  wenig  Wahr- 
scheinlichkeit vorhanden,  dass  sich  harmonische  Functionen  vierter 
oder  höherer  Ordnungen  je  von  Nutzen  erweisen  werden,  und  man 
muBS  —  nach  dem  zuerst  von  Maskelyne  in  seiner  Untersuchung 
der  durch  den  Shehallien  hervorgebrachten  Abweichung  gegebenen 
Beispiele  —   zu  localen  Quadraturen  seine  Zuflucht  nehmen,   um 
Unregelmässigkeiten  in  besonderen  Distrikten  zu  erklären,  mögen 
diese  Unregelmässigkeiten  nun  die  durch  das  Pendel  gelieferte  Grösse, 
oder  die  durch  geodätische  Beobachtungen  bestimmte  Richtung  der 
Schwerkraft  betreflen.     Wir  bemerken   hier  nur,    dass    die    durch 
locale  Quadraturen  dargebotenen  die  Grösse  der  Schwerkraft  be- 
treffenden Probleme  in  demselben  Grade  einfacher  und  leichter  als 
die   auf  die  Richtung   der  Schwerkraft  bezüglichen  Probleme   er- 
scheinen, als  Pendelbeobachtungen  einfacher  und  leichter  denn  geo- 
dätische Messungen  sind,  und  dass  wir  hinsichtlich  unserer  Erkennt- 
niss  der  wahren  Gestalt  der  Meeresoberfläche  mehr  von  den  ersteren 
als  von  den  letzteren  erwarten,  obgleich  die  grössten  Anstrengungen 
bisher  gerade  zur  Reduction   der  letzteren  gemacht  worden  sind. 
Wir   beabsichtigen,    zu    diesem    Gegenstande   im    zweiten    Bande 
zurückzukehren,  wenn  wir  in  dem  Gapitel  über  die  Eigenschaften 
der  Materie    die    thatsächliche  Grundlage   unserer  Kenntniss    der 
Schwerkraft  darlegen  werden. 

797.  Während  der  letzten  sieben  Jahre  ist  eine  geodätische 
Arbeit  von  äusserster  Wichtigkeit  in  der  Ausführung  gewesen ;  indem 
durch  das  Zusammenwirken  der  Regierungen  von  Preussen,  Russ- 


*)  Im  Jahre  1672  bewies  ein  von  Rieh  er  tod  Paris  nach  Cayenne  ^brachtes ' 
Pendel  zuerst,  dass  die  Schwerlcraft  an  beiden  Orten  verschieden  ist.  —  CapitSn 
Kater  und  Dr.  Thomas  Young,  Tran«.  Ä. /S^.,  1819. — Biot,  Arago,  Mathieu, 
Bonvard  und  Chaix,  Baae  du  Sysiemt  Mdirique,  Voi.  III j  Paris,  1821.  — 
Capitin  Edward  Sabine,  „Experimenis  to  detemUne  the  Figurt  of  ihe  Barth  by 
sKofM  of  th€  Pendulumf'^  London,  1825.  —  Stokes  „On  ihe  Variatum  of  OravUy 
fU  th£  amfaet  of  ihe  Earth,""  Camb.  Phil.  Trans.,  1849. 
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land,  Belgien,  Frankreich  und  England  die  1860  für  diesen  Z\re(k 
weit  genug  vorgeschrittene  Triangulation  von  Frankreich ,  Belgien, 
Busfiland  und  Preussen  mit  der  1851  beendeten  Haupttriangnlatioii 
von  GroBsbritannien  und  Irland  verbunden  wurde.  Bezüglich  diesei 
Werkes  macht  Sir  Henry  James  die  folgenden  Bemerkungen:  — 
„Vor  der  Verbindung  der  Triangulationen  der  verschiedenen  Lander 
in  ein  grosses  Netz  von  Dreiecken,  das  sich  über  die  ganze  Breite 
von  Europa  erstreckt,  und  vor  der  Erfindung  des  elektrischen  Tele- 
graphen und  seiner  Anwendung  von  Irland  bis  an  das  Üral-Gebirge 
war  es  nicht  möglich,  ein  so  umfassendes  Unternehmen  wie  das  jetit 
in  Angriff  genommene  auszuführen.  Es  ist  dies  in  der  Tbat  ebe 
Arbeit,  welche  in  keiner  früheren  Periode  in  der  Geschichte  der 
Welt  hätte  ausgeführt  werden  können.  Die  genaue  Bestimmung 
der  Gestalt  und  der  Dimensionen  der  Erde  ist  das  grosse  Ziel,  das  aick 
die  Astronomen  seit  2000  Jahren  gestellt  haben,  und  es  ist  ein  Glüc^ 
dass  wir  in  einer  Zeit  leben,  in  welcher  die  Menschen  so  erleuchtet 
sind,  ein  allseitig  ersehntes  Ziel  durch  gemeinsame  Arbeit  zu  er* 
reichen,  und  dies  im  ersten  Augenblick,  wo  die  Erreichung  deaselhen 
'möglich  geworden  ist." 

Für  eine  kurze  Zeit  müssen  wir  noch  zufrieden  sein  mit  des 
aus  der  neuesten  britischen  Triangulation  hergeleiteten  Resultata 
und  mit  den  in  Peru,  Frankreich,  Preussen,  Russland,  Indien  usJ 
am  Cap  der  guten  Hofibung  ausgeführten  Messungen  von  Meridisfr 
bogen.  Die  Bestimmung  des  mit  der  Meeresoberfl&che  für  die  gantf 
Erde  am  meisten  übereinstimmenden  Rotationsellipsoids  ist  toi 
Capitän  A.  R.  Clarke  mit  besonderem  Geschick  geschehen  und  im 
Jahre  1858  auf  Befehl  des  „Board  of  Ordnance**  veröffentlicht.  Du 
Werk  (ein  Quartband  von  780  Seiten,  von  denen  fast  jede  einzelne  dk 
Resultate  höchst  umfangreicher  und  einsichtiger  Arbeit  zusanunenüaast] 
ist  vom  Capitän  Clarke  unter  der  Leitung  des  Obersten  (jetzt  Sil 
Henry)  James  abgefasst  worden.  Die  nachstehende  Zusammen* 
Stellung  der  später  genauer  zu  betrachtenden  Ergebnisse  hinsichtlid 
des  mit  der  Meeresoberfläche  am  genauesten  znsammen£&llendes 
Ellipsoids  von  drei  ungleichen  Axen  ist  aus  der  Vorrede  zu  eineo 
anderen  neuerdings  veröffentlichten  Bande  entnommen ,  welcher  n 
dem  grossen  Werke  gehört,  welches  die  britische  mit  den  neaera 
Triangulationen  anderer  Länder  verbindet*):  — 


*)  „Comparisons  of  the  StandardB  of  Length  of  England,  France,  BelghsB 
Prassia,  Russia,  India,  Aaatralia,  made  at  the  Ordnance  Survey  Office,  Southamptoa 
by  Captain  A.  R.  Clarke,  ander  the  directiou  of  Colonel  Sir  Henry  James.' 
Published  by  order  of  the  Secretary  of  State  for  War,  1866. 
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„Berechnet  man  die  Gestalt  der  Meridiane  und  des  Aequators 
für  die  verschiedenen  gemessenen  Meridianbogen,  so  ergibt  sich, 
dass  der  Aequator  schwach  elliptisch  ist,  und  dass  die  längere  Axe 
dieser  Ellipse  sich  in  15^34'  östlicher  Länge  (von  Green  wich)  be- 
findet. Auf  der  östlichen  Halbkugel  geht  der  Meridian  15^34'  durch 
Spitzbergen,  ein  wenig  westlich  an  Wien  vorbei,  durch  die  Strasse 
von  Messina,  durch  den  Tschadsee  in  Nordafrika  und  die  Westküste 
von  Südafrika  entlang ;  derselbe  entspricht  also  nahezu  dem  Meridian, 
welcher  die  grösste  Masse  Land  auf  jener  Halbkugel  berührt  Auf 
der  westlichen  Halbkugel  geht  dieser  Meridian  durch  die  Behrings- 
strasse  und  durch  die  Mitte  des  Stillen  Oceans,  entspricht  also  nahezu 
dem  Meridian,  welcher  die  grösste  Wassermasse  auf  jener  Halbkugel 
trifft. 


n- 


, Der  Meridian  105^34^  geht  durch  das  nördliche  Eismeer,  nahe 
am  Cap  Tsqheljuskin  (Nordost-Cap)  vorbei,  durch  Tonkin  und  die 
Sunda- Strasse,  und  entspricht  nahezu  dem  Meridian,  welcher  die 
grösste  Ländermasse  in  Asien  trifPt;.  Auf  der  westlichen  Halbkugel 
geht  dieser  Meridian  durch  den  Smith -Sund  in  der  Baffins-Bay, 
nahe  an  Montreal  und  New- York  vorbei,  zwischen  Guba  und  St. 
Domingo  hindurch  und  die  Westküste  von  Südamerika  ganz  nahe 
dem  Meere  entlang,  entspricht  also  nahezu  dem  Meridiane,  welcher 
die  grösste  Landmasse  auf  der  westlichen  Halbkugel  berührt. 

„Diese  Meridiane  entsprechen  also   den    am  meisten    hervor- 
stehenden Theilen  des  Globus. 

Engl.  Fu88. 

Die  längste  Halbaxe  der  äquatorialen  Ellipse  hat  eine 

Länge  von 20  926  350 

Die  kürzeste  Halbaxe  etc 20  919  972 

Hieraus  ergibt  sich  die  Ellipticität  des  Aequators  gleich  onaq'K 

Die  Polarhalbaxe  ist  gleich 20  853  429 

Das  Maximum  und  das  Minimum  der  Abplattung  an  den 

Polen  ist  beziehungsweiae 285^  "'^  3l3^' 

oder  der  Mittelwerth  der  Abplattung  ist  ganz  nahezu 


u 
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Capitän  Clarke  hatte  schon  vorher  („Account  of  Principal 
Triangulation,"  1858)  für  das  Rotationssphäroid  dieselbe  Reihe  von 
Beobachtungen  aufgestellt,  nämlich  folgende:  — 


358  Abstracte  Dynamik. 

„  Aequatoriale  Halbaxe  =  a  =  20  926  062  engl  Fusb 

Polare  Halbaxe  =  b  =  20  856 121      ,        „ 

,      b        293-98        .„,.  ^.  .^.^        a  —  b  1 

""^  7  =  29H8'  undElhpticitat  = -^  =  ^^^^ 

„Bei  dieser  Oberfläche  ist  aber  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler 
in  den  Breiten  153*9939,  während  dieselbe  bei  dem  Ellipsoid  nit 
drei  ungleichen  Axen  1383020  beträgt*)." 

798.  Fortsetzxmg  der  hydrostatischen  Beispiele.  —  Um 

ein  Beispiel  der  elementaren  Principien  des  Gleichgewicht«  der 
Flüssigkeiten  zu  geben,  welches  lehrreich  und  zugleich  Yon  Naim 
ist,  weil  es  di^  berühmten  hydrostatischen  Theorien  der  Ebbe  und 
Fluth  und  der  Gestalt  der  Erdoberfläche  in  sich  schHesst,  woUcb 
wir  voraussetzen,  eine  heterogene  unzusammendrückbare  Flüssigkeits- 
masse  von  endlicher  Grösse,  die  auf  einer  starren  Kugelschale  oder 
Yollkugel  ruht,  und  welche  unter  der  Einwirkung  der  zwischen  ikreo 
Theilchen  wechselseitig  wirkenden  Gravitationskräfte  und  der  ds 
symmetrisch  vorausgesetzten  Attraction  des  Eugelkemea  steht,  wenk 
ein  wenig  gestört,  entweder  durch  irgend  welche  anziehende  Maasn, 
welche  im  Kern  der  Kugel  oder  ausserhalb  der  Flüssigkeit  fest  liegeii, 
oder  durch  ein  einem  beliebigen  Gesetz  genügendes  KraftsysteiB, 
welches  nur  der  Bedingung  unterworfen  ist,  conservativ  zu  seio, 
oder  endlich  durch  die  Centrifiigalkraft. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass ,  wenn  keine  solche  Störung  vo^ 
banden  wäre,  die  Flüssigkeit  in  concentrischen  Eugelschichten  vos 
gleicher  Dichtigkeit  zur  Ruhe  kommen  würde,  und  zwar  würden  die 
Schichten  nach  dem  Mittelpunkt  zu  immer  dichter  werden.  Dwtt 
letztere  Bedingung  ist  wesentlich,  wenn  das  Gleichgewicht  stalä 
sein  soll.  Es  darf  dann  offenbar  auch  die  mittlere  Dichtigkeit  da 
Kerns  nicht  kleiner  als  diejenige  der  ihm  zunächst  liegenden  FIüBig- 
keitsschicht  sein ;  denn  sonst  würde  der  Kern  das  Centrum  veriagsci 
und  entweder  auf  einer  Seite  aus  der  Flüssigkeit  heraustreten,  oder 
(wenn  die  Abnahme  der  Dichtigkeit  in  der  Flüssigkeit  es  gestattet) 
in  einer  excentrischen  Lage,  in  der  er  von  der  Flüssigkeit  gua 
umhüllt  wäre,  zur  Ruhe  kommen;  in  beiden  Fällen  würde  er  der 
Bedingung  (§  762)  des  Gleichgewichts  schwimmender  Körper  genägvMi- 

799.  Die  Wirkung  der  störenden  Kraft  könnte  sofort  oho« 
Hülfe  derAnalysis  bestimmt  werden,  wenn  keine  wechselseitige 
Anziehung  zwischen  den  Theilen  der  Flüssigkeit  statt- 
fände, so  dass  die  Einwirkung,  welche  die  Kugelgestalt  zu  erhalten 


*)  „ComporisoD  of  Standards  of  Length"  (1866),  p.  287. 
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strebt,  einfach  die  symmetrische  Anziehung  des  festen  Kernes  sein 
würde.  Denn  dann  wären  die  Flächen  'constanten  Potentials  (als 
direkt  in  den  Daten  enthalten)  bekannt,  und  die  Flüssigkeit  würde 
sich  (§  750)  in  Schichten  von  gleicher  Dichtigkeit  anordnen,  welche 
durch  diese  Flächen  bestimmt  wären. 

800.  Beispiele  des  §  799.  —  (1)  Der  Kern  möge  nach  dem 
Newton' sehen  Gesetz  wirken  und  entweder  um  einen  Punkt  herum 
symmetrisch  sein  oder  (§  526)  eine  beliebige  andere  centrobarische 
Anordnung  haben;  ferner  sei  die  störende  Einwirkung  die  Centri- 
iugalkraft.  Im  zweiten  Bande  wird  sich  als  eine  unmittelbare 
Folgerung  aus  der  elementaren  Dynamik  kreisförmiger  Bewegungen 
ergeben,  dass  in  jedem  Falle  das  kinetische  Gleichgewicht  unter  der 
Einwirkung  der  Centrifugalkraft  dasselbe  ist,  wie  das  statische 
Gleichgewicht  in  dem  imaginären  Falle,  in  welchem  dasselbe 
materielle  System  sich  in  Ruhe  befindet,  aber  unter  dem  Einfluss 
einer  dem  Abstände  von  der  Axe  einfach  proportionalen  Abstossung 
Yon  derselben  steht. 

Wemi  z  die  Botationsaze  und  ai  die  Winkelgeschwindigkeit  ist,  so 
sind  die  Componenten  der  Centrifugalkraft  (§§  32,  35a,  259)  io^x  und  my^y. 
Polglich  ist  das  Potential  der  Centrifugalkraft 

-!.««(«»  +  y«); 

dasselbe  wird,  mn  eine  Uebereinstimmung  mit  der  in  §  485  getroffenen 
Bestimmung  für  Gravitationspotentiale  zu  erzielen,  in  der  Axe  als  Null 
gerechnet  und  nimmt  zu  in  der  Bichtung  der  Kraft.  Der  Ausdruck  für 
die  letzteren  Potentiale  ist  (§§  491,  528) 

E 

V(«a  +  y«  +  z^)' 

wo  E  die  Masse  des  Kerns  bezeichnet,  und  die  Coordinaten  von  dem 
Schwerpunkt  (§  526)  des  Kerns  als  Anfangspunkt  aus  gerechnet  werden. 
Man  erhält  somit  die  ausserhalb  des  Kerns  gelegenen  „Niyeauflächen" 
(§  487),  indem  man  in  der  Gleichung 

(1)  ^,        ^  +  V  «M«?^  +  y^)-  0 

^^  y(x^  4-  ya  +  ^2)  ^   2  ^^^ 

C  verschiedene  "Werthe  beilegt ,  und  wenn  sich  die  Flüssigkeit  im  Gleich- 
gewicht befindet,  so  fallen  ihre  Schichten  gleicher  Dichtigkeit  und  ihre 
äussere  Umgrenzung  in  diese  Oberflächen.  Ist  q  die  Dichtigkeit  und  p 
der  Flüssigkeitsdruck  in  irgend  einem  Punkte  einer  dieser  als  Functionen 
von  C  angesehenen  Oberflächen,  so  ist  (§  760) 

(2)  p  =  fqdC. 

Wenn  nicht  die  Flüssigkeit  durch  einen  an  ihrer  Grundfläche  angebrachten 
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Druck  zurückgehalten  wird,  so  muss  das  Potential  von  dieser  Flache  ms 
nach  innen  zu  zunehmen  (oder  die  zur  Oberfläche  senkrechte  Besultante 
der  Schwere  und  der  Centrifugalkraft  muss  nach  innen  zu  gerichtet  sein), 
da  ein  negativer  Druck  praktisch  unzulässig  ist.  Wir  empfehlen  es  dem 
Leser  als  eine  interessante  Uebung,  die  Umstände  zu  untersuch^i,  nnts 
denen  diese  Bedingung  erfüllt  ist;  es  geschieht  dies  am  besten  dadordL, 
dass  man  die  Meridiancurven  der  Schaar  der  durch  die  Gleichung  (l) 
gegebenen  Rotationsflächen  verzeichnet. 

Es  seien  a  und  a  (1  —  e)  der  äquatoriale  und  der  polare  Halbmc 
einer  dieser  Oberflächen.    Dann  ist 

-^    I     las  ^ 


1 


a    '     2  a(l--e)' 

und  daraus  folgt  ' 

2  91t 

^  +  -  «^a 

wenn  m  das  Yerhältniss  der  Centrifugalkraft  am  Aequator  zur  reina 
Schwerkraft  an  demselben  Orte  bezeichnet.  (Vergl.  die  nahezu  überan- 
stimmende  Definition  des  m  in  §  794).  Hieraus  und  aus  der  Form  tob 
(l)  schliessen  wir  Folgendes:  — 

801.  Im  Falle  einer  nur  geringen  Abweichung  von  der  Kugel- 
gestalt, welcher  allein  für  die  Theorie  der  Gestalt  der  Oberfläche 
nnd  der  inneren  Constitution  der  Erde  Yon  Interesse  ist,  sind  die 
Umgrenzungsfläche  und  die  Flächen  gleicher  Dichtigkeit  und  gleichet 
Drucks  nur  äusserst  wenig  von  abgeplatteten  Rotationsellipsoiden^) 
verschieden.  Die  EUipticität**)  eines  jeden  dieser  EUipsoide  ist 
halb  so  gross  als  das  Yerhältniss  der  Centrifugalkraft  im  grössten 
Kreise  desselben  (den  wir  seinen  Aequator  nennen  können)  zoi 
Schwerkraft  in  irgend  einem  Theile  dieses  Kreises.  Die  Ellipticitit 
nimmt  daher  von  Fläche  zu  Fläche  nach  aussen  hin  wie  der  Kubus 
der  Radien  zu.  Der  äquatoriale  Radius  der  Erde  beträgt  20  926  000 
engl.  Fuss,  ihre  Umlaufszeit  (der  siderische  Tag)  86  164  Sekunden 
mittlere  Sonnenzeit.     Folglich   ist   in   britischem   absoluten   Maas 

(§  225)  die  Centrifugalkraft  am  Aequator  (rT^rTT  )    X  20  926000 

\oD  164/ 

*)  Airy  hat  die  grösste  Abweichung  der  Grenzfläche  von  einem  genftnenElÜf 
Boid  auf  24  engl.  Fuss  geschätzt. 

**)  Dieser  Ausdruck  wird  in  den  Schriften  über  die  Gestalt  der  Erde  dsxa 
benutzt,  das  Yerhältniss  zu  bezeichnen,  in  welchem  die  Differenz  der  Axen  esacf 
Ellipse  zur  grösseren  Axe  steht.  Wenn  also  e  die  Ellipticitat  und  e  die  Bicn- 
tricität  einer  Ellipse  ist,  so  haben  wir  £^  =  2s  -|-  e^.  Wenn  daher  die  Eice«- 
tricität  eine  unendlich  kleine  Grosse  ist,  so  ist  die  Ellipticitat  eine  unendlich  Ueis« 
Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  das  Quadrat  der  Ezcentricität ,  und  die  entrrv 
ist  näherungsweise  gleich  der  Quadratwurzel  aus  dem  Doppelten  der  letztem. 
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oder  0"11127.     Dies  ist  r—  von  32*158  oder  nur  sehr  wenig  von 

289        ' 

1 

rrr  des  durch  Pendelbeobachtongen  bestimmten  Mittelwerthes  32*14 

der  scheinbaren  Schwerkraft  auf  der  ganzen  Meeresoberfläche  verschie- 
den.  Sie  beträgt  daher  [§  794  (20)]  rrr-rr  oder  näherungsweise  -jr— : 

J89'OD  290 

des  Mittelwerthes  der  wahren  Schwerkraft.  Wenn  demnach  die  feste 
Erde  bloss  wie  ein  im  Erdmittelpunkt  befindlicher  Massenpunkt 
anzöge  und  keine  wechselseitige  Anziehung  zwischen  den  ver- 
schiedenen Theilen  der  See  stattfände,  so  würde  die  Meeresoberfläche 

ein  Sphäroid  von  der  Ellipticität  — r  sein.     In  Wirklichkeit  lehren 

die  Beobachtungen,  dass  die  Ellipticität  des  Rotationssphäroids, 
welches  sich  der  Meeresoberfläche  am  engsten  anschliesst,  ungefähr 

T—  ist.     Die  Diflerenz  zwischen  beiden  Werthen,  d.  i.  — jr,    muss 

also   in  der  Abweichung  der  wahren  Schwerkraft  yon  sphärischer 
Symmetrie  ihren  Grund  haben.    Danach  kann  man  die  ganze  Ellip- 
ticität rrrz   der  wirklichen  Meeresoberfläche   als   aus   zwei   naheza 
295 

gleichen  Theilen  bestehend  ansehen,  von  denen  der  grössere 


580 

direkt  von   der    Centrifugalkraft,   der  kleinere  -rr-r    von    der  Ab- 

dOO 

weichung  der  anziehenden  festen  und  flüssigen  Masse  von  einer 
wirklich  centrobarischen  Anordnung  (§  526)  herrührt.  Ein  wenig 
später  (§§  820,  821)  werden  wir  auf  diesen  Gegenstand  zurück- 
kommen. 

802.  Die  Grösse  der  zur  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
senkrechten  resultirenden  Kraft  findet  man,  indem  man  die  nach 
dem  Mittelpunkt  hin  wirkende  Schwerkraft  mit  der  Centrifugalkraft 
verbindet,  welche  eine  Entfernung  von  der  Axe  herbeizuführen  sucht. 
Wenn  die  Abweichung  von  der  Kugelgestalt  nicht  bedeutend  ist,  so 
ist  jene  Resultante  näherungsweise  gleich  der  Schwerkraft,  vermindert 
um  die  für  ihre  Richtung  genommene  Componente  der  Centrifugalkraft. 
Da  nun  die  erstere  Componente  umgekehrt  wie  das  Quadrat  des  Ab- 
standes  vom  Centrum  variirt,  so  wird  sie  am  Aequator  kleiner  als 
an  jedem  Pole  sein,  un^  zwar  um  einen  Betrag,  dessen  Yerhältniss 
zu  ihrem  Mittelwerth  gleich  dem  Doppelten  der  Ellipticität,  und 
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welcher  daher  (§  801)  gleich  der  Centrifdgalkrafib  am  Aeqnatorii 
Daher  ist  im  vorliegenden  Falle  die  Differenz  der  scheinbaren  Schwq 
kraft  an  den  Polen  and  am  Aequator  znr  Hälfte  der  Centrifiigi 
kraft,  znr  Hälfte  der  Differenz  des  Abstandes  vom  Centram  zu 
schreiben.  Es  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass  die  Grosse  der  Bchdi 
baren  Schwerkraft  vom  Aequator  nach  den  Polen  hin  allmälig  « 
das  Quadrat  des  Sinus  der  Breite  zunimmt,  und  dies  nicht  n 
für  das  Resultat  der  Verbindung  beider  Ursachen  der  Yariatid 
sondern  auch  für  jede  einzelne.  Diese  Schlussfolgerungen  bedoHli 
aber  keines  neuen  Beweises,  da  sie  bloss  die  Anwendungen  der  obc 
(§  795)  bewiesenen  allgemeinen  Sätze  von  Clairaut  auf  den  lü 
liegenden  Fall  bilden. 

Um  die  Sache  analytisch  zu  behandeUi,  bo  haben  wir  hier 

^  =  -17'    . 
wenn  g  die  Grösse  der  Resultante  der  wahren  Schwerkraft  and  der  Genti 

fugalkraft  bezeic]^net,  ^  [wie  in  Zusatz  B  (g)]  die  für  die  Längeneinhi 

in  der  Richtung  von  r  genommene  Grösse  der  Variation  und  V  das  en 
Glied  von  (l)  in  §  800  ist.    Nehmen  wir  also 

^a  =  r^cos^d^  und  ««  +  y*  =  r^8in^&, 

so  erhalten  wir 

(4)  ^  =  j^  —  (o^rsin^^. 

I 
Unter  der  Voraussetzung  einer  unendlich  kleinen  Abweichung  von  4 
Kugelgestalt  geht  dies  über  in 

(5)  ^  =  ^  (1  —  2u)  —  w^asin^»,  i 

weniiT  wir  in  dem  ersten  Theil  des  rechten  Gliedes  von  (4)  r  z=  a  (l  -h^ 

E 

im  zweiten  Theil  r  ^  a  =^  const.  setzen.    Aus  (l)  sehen  wir,  das«  -^  4 

Näherungswerth  fär  r  ist,  und  wenn  wir  ihn  für  a  nehmen,   so  lieiv 
jene  Gleichung  ' 

(6)  M  =  y-^«m2^;  I 
wird  dieser  Werth  in  (5)  eingesetzt,  so  ergibt  sich                                     \ 

(7)  <,  =  |(i  _  2  2^*  «•««*)  =  5  (1  -  2msin»9). 

WO  m  wie  früher  das  Verhältniss  bezeichnet,  welches  die  Gent 
am  Aequator  zUr  Schwerkraft  hat. 

803.     Fortsetzung  der  Beispiele  des  §  799.  —  (2), 
werde,  während  der  Kern  fixirt  ist,  die  Flüssigkeit  auf  ihrer  Obei 
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Inrch  die  Attraction  eines  weit  entfernten  festliegenden  Körpers 
gestört,  welcher  nach  dem  Newton^schen  Gesetz  anzieht. 

!Es  seien  r,^.  Polarcoordinaten,  bezogen  auf  den  Schwerpunkt  des 
{[erns  als  Anfangspunkt  und  die  Linie  vom  Schwerpunkt  zu  dem  störend 
dnwirkenden  Körper  als  Axe;  femer  sei  wie  früher  £J  die  Masse  des 
Cems,  endlich  M  die  Masse  des  störenden  Körpers  und  D  seine  Entfernung 
ron  dem  Centrum  des  Kerns.  Dann  ist  die  Gleichung  der  Flächen  con- 
Ikanten  Potentials 

f 

tnd  dies  geht  für  sehr  kleine  Werthe  von  jr  näherungsweise  über  in 

J)  ^  +  ^(i+^eos»)=  eonst. 

letzen  wir,  wie  wir  in  entsprechenden  Fällen  thaten ,  r  =^  a  {l-^-u),  wo 
',  ein  genauer  Mittelwerth  von  r  und  u  eine  unendlich  kleine  numerische 
IröAse,  eine  Function  von  ^,  ist,  so  erhalten  wir  schliesslich 

10)  u  =  -g^  cos  &. 

Hes  ist  eine  harmonische  Kugelfläche&Ainction  erster  Ordnung,  und  nach 
789  schliessen  wir  daraus  Folgendes:  — 

Die  Flüssigkeit  wird  ihre  Kugelgestalt  nicht  verlieren,  sondern 
ach  dem  störenden  Körper  hin  gezogen  werden,  so  dass  ihi'Mittel- 
nnkt  vom  Mittelpunkt  des  Kerns  um  eine  Strecke  abweicht,  welche 
jch«zum  Badius  des  Kerns  verhält  wie  die  Attraction  des  störenden 
Körpers  auf  einen  Punkt  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  zu  derjenigen 
es  Kerns    auf   denselben  Punkt.      Für  Erde    und  Mond   ist   der 

Jerth  dieses  Verhältnisses  ungefähr  g- ^^  (nämlich  83x60x6o)' 
a  der  Abstand  des  Mondes  vom  Mittelpunkt  der  Erde  ungefähr 
0  Erdradien  und  die  Masse  des  Mondes  —  der  Erdmasse  beträgt. 

oO 

''enn  also  die  Mittelpunkte  der  Erde  und  des  Mondes  beide  fest- 
)halten  würden,  so  würde  in  dem  dem  Monde  zunächst  liegenden 

inkte    der  Erde    eine  Erhöhung    der  Meeresfläche    um    ^^^^^  ■ 

®  300000 

»  Erdradius,  d.  i.  ungeiahr  70  engl.  Fuss  eintreten,  und  ebenso 

el  würde  in  dem  vom  Monde  am  weitesten  entfernten  Punkte  die 

mkung  der  Meeresoberfläche  betragen.     Wenn  wir  den  Einfluss 

O"  Sonne  unter  ähnlichen,  freilich    nicht    der   Wirklichkeit  ent- 

^rechenden  Umständen  betrachten,  so  erhalten  wir  auf  der  der 
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Sonne  zunächst  liegenden  Erdseite  eineFlath  von  12,500  engLFius 
Erhebung  und  auf  der  entgegengesetzten  Seite  ein  Fallen  von  dem- 
selben Betrage  Id.  i.  (§  812)  — — — —  des  Abstandes  der  Sonne l* 

804.  Fortsetzung  der  Beispiele  des  §799.  —  (3)  Es  werde 
jetzt,  während  die  übrigen  Bedingungen  dieselben  wie  in  Beispiel  {2\ 
§  803  bleiben,  die  eine  Hälfte  des  störenden  Körpers  entfernt  und 
in  gleicher  Entfernung  auf  der  anderen  Seite  befestigt. 

Statt  (8)  haben  wir  jetzt  als  Gleichung  der  Flächen  constantea  Po- 
tentials 

T 

und  für  ein  sehr  kleines  jr  ergibt  sich  jetzt  statt  (9)  als  erste  Annähe- 
rung 

E       M  r  l    r^  i 

^^^^  7  +  F  L^  +  T  55  (3co«2*  -  l)J  =  const, 

woraus  endlich  statt  (10)  und  bei  Benutzung  einer  entsprechenden  Be 
Zeichnung 

(13)  «=1  J^(3C0^*-1) 

folgt.    Dies  ist  eine  harmonische  Kugelflächenfunction  zweiter  Ordnung 

und   T.1  y\9  ist  ein  Viertel  des  Verhältnisses,   in  welchem  die  ViffenBM 

zwischen  den  Werthen,  welche  die  Anziehung  des  Mondes  beziehungsweise 
auf  den  ihm  zunächst  liegenden  und  den  von  ihm  am  weitesten  abstehendeD 
Theil  der  Erdoberfläche  hat,  zur  Grösse  der  terrestrischen  Schwere  steht 
Daraus  geht  Folgendes  hervor:  — 

Die  Flüssigkeit  wird  unter  der  voraosgeBetzten  störenden  Em- 

Wirkung  die  Form  eines  verlängerten  Ellipsoides  annehmen,  des^n 

lange  Axe   in   die  Verbindungslinie  der  beiden   störenden  Körper 

3 
fallt,  und  dessen  Ellipticität  (§  801)  gleich  -j  des  Verhältnisses  ist 

in  welchem  die  Differenz  der  Attractionen  eines  der  störenden 
Körper  auf  die  ihm  zunächst  liegenden  und  die  am  weitesten  tob 
ihm  entfernten  Punkte  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  zur  Grosse 
der  Attraction  steht,  welche  der  Kern  auf  die  Oberfläche  ausübt 
Setzen  wir  z.  B.  voraus,  der  Mond  werde  in  zwei  gleiche  Theile 
getheilt  und  diese  Theile  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Erde 
befestigt,  so  dass  der  Abstand  eines  jeden  von  der  Erde  glcifl» 
dem   mittleren  Mondabstand   wäre.     Die  Niveaufläche,   welche  dw 
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Erde    unter    dieser   Einwirkung    erhielte,   würde    die    EUipticität 

i^^öÄcöööö  -^mL^  -».  -^  -'  «•»»  =--- 

renz  Yom  höchsten  zum  niedrigsten  Punkte  würde  ungefähr  IV4 
engl.  Fuss  betragen.  Im  zweiten  Bande  bei  der  Darlegung  der 
kinetischen  Theorie  der  Ebbe  und  Fluth  werden  wir  vielfach  Ge- 
legenheit haben,  obige  Hypothese  zu  benutzen.  Wir  werden  sehen, 
dass  dieselbe  (oder  eine  äquivalente  Hypothese)  unentbehrlich  ist 
für  Laplace's  verschwindende  tägliche  Fluth  auf  einem  festen 
Sphäroid,  das  mit  einem  überall  gleich  tiefen  Ocean  bedeckt  ist. 
Andererseits  wird  sich  alsbald  (§  814)  zeigen,  dass  diese  Hypothese 
sehr  nahe  mit  den  wirklich  vorhandenen  Umständen  in  Ueberein- 
stimmung  steht,  so  weit  es  sich  um  die  Begründung  der  Oleich- 
gewichtstheorie  handelt. 

« 

805.  Das  Steigen  und  Fallen  des  Wassers  in  irgend  einem 
Punkte  der  Erdoberfläche  können  wir  uns  jetzt  dadurch  hervor- 
gebracht denken,  dass  wir  diese  beiden  störenden  Körper  (Mond  und 
Gegenmond,  wie  wir  sie  der  Kürze  wegen  nennen  wollen)  einmal  in 
24  Mondstunden  um  die  Erdaxe  rotiren  lassen,  so  dass  ihre  Ver- 
bindungslinie mit  dem  Erdäquator  einen  der  Declination  des  Mondes 
beständig  gleichen  Winkel  bildet.  Wenn  wir  annehmen,  dass  in 
jedem  Augenblick  die  Bedingung  des  hydrostatischen  Gleichgewichts 
erfüllt  ist,  d.  h.  dass  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  zur  resul- 
tirenden Kraft  senkrecht  ist,  so  erhalten  wir  die  sogenannte  „Gleich- 
gewichtstheorie  der  Ebbe  und  Fluth". 

9 

806.  Correction  der  Gleichgewichtstheorie.  —  Aber  auch 

nach  dieser  Gleichgewichtstheorie  würde  dr.s  Steigen  und  Fallen  an 
einem  Orte  ganz  falsch  geschätzt  werden,  wenn  man  es  [und  das 
geschieht,  glauben  wir,  allgemein]  als  das  Steigen  und  Fallen  der 
sphäroidalen  Oberfläche  ansähe,  welche  das  Wasser  begrenzen  wüi^de, 
wenn  kein  trockenes  Land  (kein  unbedeckter  fester  Körper)  vorhanden 
wäre.  Dies  zu  erläutern,  denken  wir  uns,  der  Ocean  bestände  aus 
zwei  kreisförmigen  Seen  Ä  und  B,  deren  Mittelpunkte  auf  dem 
Aequator  90^  von  einander  entfernt  lägen,  und  die  durch  einen 
engen  Canal  mit  einander  in  Verbindung  ständen.  Im  Verlauf  von 
12  Mondstunden  würde  die  Oberfläche  des  Sees  Ä  steigen  und  fallen, 
die  von  B  gleichzeitig  fallen  und  steigen,  und  es  würden  in  diesem 
Zeitabschnitte  die  Maxima  der  Abweichungen  von  der  mittleren 
Niveaufläche  eintreten.     Wenn  die  Flächen  der  beiden  Seen  gleich 
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wären,  so  würden  auch  die  Ebben  und  Flathen  beider  gleich  msb 
und  in  einem  jeden  ungefähr  1  engl.  Fubs  Senkung  und  Hebang 
von  der  mittleren  Niveaufläche  aus  betragen.  Anders  dagegen  würde 
es  sich  verhalten,  wenn  die  Flächen  der  beiden  Seen  ungleich  wära. 
Wenn  der  Durchmesser  des  grösseren  Sees  nur  ein  kleiner  Theil  des 
Erdquadranten,  z.  B.  nicht  mehr  als  20^  ist,  so  verhalten  sich  die 
Höhen,  um  welche  das  Wasser  in  beiden  Seen  steigt  und  fiQlt,  hb 
zu  einem  grossen  Grade  von  Genauigkeit  umgekehrt  wie  die  Flachoi 

derselben.  Ist  z.  B.  der  Durchmesser  von  B  nur  —  des  Durch- 
messers von  Ä,  so  wird  das  Steigen  und  Fallen  in  Ä  kaum  wahr- 
nehmbar sein,  während  die  Oberfläche  von  B  von  ihrer  mittleren 
Lage  aus  um  ungefähr  2  Fuss  steigt  und  fallt,  ganz  wie  das 
Steigen  und  Fallen  des  Quecksilbers  in  dem  offenen  Ende  eines 
Gefiässbarometers  nur  klein  ist  im  Vergleich  zum  Fallen  und  Steigen 
in  der  Röhre.  Oder  wenn  zwei  grosse  Seen  Ä,  Ä'  sich  an  den  ent- 
gegengesetzten Enden  eines  äquatorialen  Durchmessers,  zwei  andere 
kleine  Seen  P,  B'  sich  an  den  Enden  des  zum  ersteren  senkrechten 
äquatorialen  Durchmessers,  endlich  zwei  kleine  Seen  C,  C  sich  an  den 
Enden  der  Polaraxe  befinden,  und  wenn  selbst  der  grösste  dieser  mit 
einander  durch  Canäle  oder  unterirdische  Tunnel  in  freier  Yerbindong 
stehenden  sechs  Seen  sich  nur  über  einen  kleinen  Theil  der  ge- 
krümmten Erdoberfläche  erstreckt,  so  werden  in  den  Seen  A,  Ä* 
keine  merklichen  Ebben  und  Fluthen  eintreten;  in  B  und  Bf  wird 
sich  das  Wasser  2  Fuss  über  seine  mittlere  Höhe  erheben,  wenn  der 
Mond  oder  der  .Gegenmond  im  Zenith  steht,  und  um  gleichfalls  2 
Fuss  unter  seine  gewöhnliche  Höhe  hinabsinken,  wenn  der  Mond 
auf-  oder  untergeht;  in  C  und  C  endlich  werden  Ebben  undFluthoi 
eintreten,  bei  welchen  das  Steigen  und  Fallen  des  Wassers  von  der 
mittleren  Höhe  aus  1  Fuss  beträgt,  und  zwar  ist  die  Zeit  nie- 
drigen Wasserstandes  die,  wenn  der  Mond  oder  der  Gegenmond 
im  Meridian  von  A^  die  Zeit  hohen  Wasserstandes  die,  wenn  Mond 
oder  Gegenmond  im  Horizont  von  A  stehen.  Der  einfachste  Weg, 
den  Fall  für  die  hier  vorausgesetzten  äussersten  Umstände  zu  be- 
handeln, besteht  darin,  dass  man  erstens  die  sphäroidale  Oberfläche 
betrachtet,  welche  das  Wasser  in  irgend  einem  Augenblick  begrenzen 
würde,  wenn  kein  trockenes  Land  vorhanden  wäre,  und  sodann  sich 
vorstellt,  diese  ganze  Oberfläche  würde  ringsherum  um  so  viel 
erniedrigt  oder  erhöht,  als  erforderlich  ist,  damit  die  Höhe  in  A  und 
in  A'  keine  Aenderung  erleide.  Oder  wenn  sich  in  irgend  einem 
Theile  der  Erde  ein  grosser  See  A  befindet,  der  durch  Canäle  mit 
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kleinen  Seen  in  Verbindung  steht,  welche  über  verschiedene  Theile 
der  Crdoberfläche  vertheilt  sind  und  im  Ganzen  im  Vergleich  zu  Ä 
nur  eine  kleine  Wasserfläche  haben,  so  erhält  man  die  Fluthhöhe 
in  jedem  dieser  kleineren  Seen ,  indem  man  eine  sphäroidale  Fläche 
zieht,  in  welcher  die  Diflerenz  zwischen  dem  grössten  und  dem 
kleinsten  Radius  zwei  Fuss  beträgt,  und,  ohne  den  Mittelpunkt  zu 
yerrücken,  jeden  Radius  um  eine  solche  Länge  (diese  ist  für  alle 
kleineren  Seen  dieselbe)  yergrössert  oder  verkleinert,  dass  das  Steigen 
oder  Fallen  in  Ä  in  Abrechnung  gebracht  wird. 

807.  Dass  das  Steigen  und  Fallen  an  einem  Orte  fast  ganz 
ausser  Acht  gelassen,  an  einem  anderen  Orte  verdoppelt  werden 
kann,  ist  indessen  nur  unter  der  von  uns  gemachten  Voraus- 
setzung möglich,  dass  es  eine  Wassermasse  gebe,  welche  grösser 
sei  als  alle  übrigen  zusammen  und  dabei  selbst  nur  einen  kleinen 
Theil  der  Erdoberfläche  bedecke.  Wenn  wir  uns  an  die  wirk- 
liche Vertheilung  von  Land  und  Wasser  auf  der  Erdoberfläche 
halten,  so  müssen  wir  von  dem  Radius  des  Sphäroids,  welches  das 
Wasser  umgrenzen  würde,  wenn  kein  Land  vorhanden  wäre,  eine 
gewisse  positive  oder  negative  Grösse  a  subtrahiren;  oe  wird  nach 
der  Lage  des  Mondes  und  mit  Rücksicht  auf  die  Bedingung  bestimmt, 
dass  das  Volumen  des  Wassers  unverändert  bleibe;  auch  hat  diese 
Grösse  oe  für  alle  Punkte  des  Meeres  zu  der  nämlichen  Zeit  den- 
selben Werth.  Viele^  welche  über  die  Ebbe  und  Fluth  geschrieben 
haben,  haben  dieses  einleuchtende  und  wesentliche  Princip  über- 
sehen; wir  kennen  in  der  That  nur  einen  bisher  veröffentlichten 
Satz*),  welcher  ein  Bewusstsein  dieses  Princips  verräth. 

808.  Die  Grösse  oe  ist  eine  harmonische  Kugelfunction  zweiter 
Ordnung  der  Declination  des  Mondes  und  des  Stundenwinkels,  vom 
Meridian  von  Greenwich  aus  gezählt.  Die  fünf  constanten  Goeffl- 
cienten  dieser  Function  hängen  bloss  von  de^r  Configuration  von 
Land  und  Wasser  ab  und  können   leicht  bestimmt  werden  durch 

» 

nothwendiger  Weise  sehr  mühselige  Quadraturen,  deren  Data  sich 
ans  der  Betrachtung  guter  Landkarten  ergeben. 

Es  sei  wie  oben 
(14)  r  =  a(l  +  tt) 

die  sphäroidale  Niveaufläche,   welche  das  Wasser  heg^nzen  würde,  wenn 
dasselbe  den  festen  Erdkörper  bedeckte;  u  ist  durch  §  804  (13)  gegeben. 


*)  „Rigidity  of  the  Earth,"  §  17,  Phü,  Tränt,,  1862. 
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Bezeichnet  nun  i  f  de  eine  sich  über  die  ganze  Meeresfläche  er- 
streckende Integration,  so  drückt 

affud* 

die  (je  nach  der  Beschaffenheit  des  Falles  positive  oder  negative)  Grosse 
aus,  welche  zum  Yoliunen  addirt  werden  muss,  damit  das  Wasser  äbersU 
auf  dieser  Höhe  sich  erhalte,  um  diese  Yolumenänderung  zu  beseitigen. 
müssen  wir  voraussetzen,  die  ganze  Oberfläche  werde  überall  gleichmitsi^ 
um  einen  (positiven  oder  negativen)  Betrag  a  von  solcher  Grösse  ernie- 
drigt, dass  dadurch  die  Zunahme  des  Volumens  aufgehoben  werde.  Irt 
also  Sl  die  ganze  Meeresoberfläche,  so  erhalten  wir 

a  f  fuda 

(15)  «'=-Ä ' 

und 

(18)  t  =  r-«  =  a|l  +  u-  •L£^ — ^ 

ist  die  berichtigte  Gleiclmiig  der  sphäroidAlen  NiTeaufläche  des  Meera. 
Hieraus  folgt 

(17)  Ä  =  «  I«  -  JJ^       |, 

WO  h  die  Erhebung  der  Meeresoberfläche  an  irgend  einem  Orte  über  die 
Höhe  bezeichnet,  welche  dieselbe  einnehmen  würde,  wenn  der  Mond  ent- 
fernt wäre. 

Um  die  Gleichung  (15)  zu  entwickeln,  setzen  wir  zunächüt  der  Kom 
wegen 

wodurch  (13)  in 

(19)  f#  =  «  {cos^9^  —  y) 

übergeht.  Es  seien  nun  2  und  A  beziehungsweise  die  geographische  Breit« 
und  die  westliche  Länge  des  Ortes,  welchem  u  entspricht;  ferner  seien  ^ 
und  if  der  vom  Meridian  von  Greenwich  gerechnete  Stundenwinkel  und 
die  Declination  des  Mondes.  Da  ^  die  Zenithdistanz  des  Mondes  ai 
jenem  Orte  ist,  so  ist  nach  der  sphärischen  Trigonometrie 

€08  d-  =  co8leo8&co8{X  —  V)  +  8inl8in&, 

und  dies  liefert 


(20) 


3 
SCO^d^  —  1  =  --  C08^lc08^dC08  2(X  —  V) 

+  6  8inlco8l8%nSco8dco8{X  —  V')  +  -^(3«fV«r— lX3«»V— i^ 

Wenn  wir  also  mit  9,  S,  C,  ID,  €  fünf  Integrale  bezeichnen,  wekhe  nur 
von  der  Yertheilung  von  Land  und  Wasser  abhängen,  und  weiche  durch 
die  folgenden  Ausdrücke  definirt  sind:  — 


tl) 


Statik  fester  und  flüssiger  Körper. 
'51  =  -1  ffcosHcos^Xda 

IB  =  -^   ffco^nsinllda 

€  =  -jr  1  IsinlcoslcoaXda 

5)  =  -^  1  isin  l  cos  l  sin  Xdc 

e  =  ^  rf{^sin^l-^l)de, 
Vwo  natürlich  da  =  cosldldX  ist, 
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)  erhalten  wir 


12)- 


+  6  5tw  <f  CO«  cr(€  CO«  V^  +  &sin\l>)  +  —  (g(3«m2(f— 1)1. 

rird  diese  Formel  in  Verhindnng  mit  (19)  und  (20)  auf  (17)  angewandt, 
>  erhält  man  als  Gesammtergehniss  der  Gleichgewichtstheorie 
(h  = 


18) 


^  [(co«2Zco«2Ä— ?l)cö«2i//  +  (co«2Z«tn2Ä  —  SB)«m2t//]co«a(f 
-\-2ae  [(sin  l  cos  l  cos  A  —  (S)cosilf~\-  (sin  l  cos  l  sin  X — 5))«»n  \f^]sin  d  cos  d 
4-4-a«(3«»n2J— 1  —  (g)(3««n3(f  — 1), 

6 

^o  der  Werth  von  e  aus  (18)  für  die  Bonne  oder  für  den  Mond  genommen 
«rden  kann,  und  <f  und  \fß  die  Declination  und  den  von  Greenwich  aus 
erechneten  Stundenwinkel  der  Bonne,  respective  des  Mondes  bezeichnen. 
I  diesem  Ausdrucke  können  wir  natürlich  die  halbtäglichen  Glieder 
of  die  Form  Ä  cos  (2  V^  —  £)  und  die  täglichen  Glieder  auf  die  Form 
L'co«(V'  —  «')  reduciren.  Die  Interpretation  derselben  führt  zu  den  fblgen- 
en  Schlüssen:  — 

809-  In  der  Gleichgewichtstheorie  wird  die  durch  das  Zu- 
immenwirken  der  Sonne  und  des  Mondes  hervorgebrachte  Aende- 
iing  der  Höhe  in  irgend  einem  Punkte  des  Meeres  durch  die  Summe 
on  sechs  Gliedern  ausgedrückt,  von  denen  drei  sich  auf  jeden  dieser 
eiden  Weltkörper  beziehen. 

(1)  Die  halbtägige  Mond-  oder  Sonnenfluth  steigt  und 
illt  proportional  einer  einfach  harmonischen  Function  des  vom 
[eridian  von  Greenwich  ans  gerechneten  Stundenwinkels;  diese 
'nnction  hat  zur  Periode  180^  dieses  Winkels  (oder,  durch  die  Zeit 
asgedrückt,  die  halbe  Periode  der  Rotation  der  Erde),  und  ihre 

Thomson  u.  Tait,  theoretiHcha  Physik.    II.  24 
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Amplitude  yariirt  einfach  proportional  dem  Quadrate  des  Coemus 
der  Declination  der  Sonne,  respective  des  Mondes,  yariirt  demgemiss 
nur  langsam  und  zwischen  wenig  von  einander  entfernten  Grenzen. 

(2)  Die  tägliche  Mond-  oder  Sonnenfluth  variirt  wie 
eine  einfache  harmonische  Function  des  Stundenwinkels  Ton  der 
Periode  360^  oder  vier  und  zwanzig  Stunden;  ihre  Amplitude  yariirt 
immer  einfach  proportional  dem  Sinus  der  doppelten  Declinatioo 
des  störenden  Körpers  und  geht  daher  in  der  tropischen*)  Periode 
jedes  der  beiden  Körper  in  seinem  Umlauf  yom  positiyen  Maximim 
zum  negatiyen  und  wieder  zum  positiyen  Maximum  zurück. 

(3)  Die  yierzehntägige  Mond-  oder  die  halbjährliche 
Sonnenfluth  ist  eine  Variation  der  mittleren  Wasserhöhe  für  die 
24  Mond-  oder  die  24  Sonnenstunden,  nach  welcher  das  Wasser  in 
Ganzen,  wenn  die  Declination  des  störendeu  Körpers  Null  ist,  nm 
den  Aequator  herum  höher  und  an  den  Polen  tiefer  ist,  als  w&a 
die  Declination  einen  anderen  nördlichen  oder  südlichen  Werih  hat, 
und  das  Wasser  an  den  Polen  am  höchsten  und  am  Aequator  aa 
niedrigsten  steht,  wenn  die  Declination  ihren  grössten,  nördlichen  oder 
südlichen,  Werth  hat.  Gauss'  Art,  die  Umstände,  yon  welchen  die 
„säcularen"  Variationen  in  den  Elementen  des  Sonnensystems  ab- 
hängen, auszudrücken,  ist  zur  Erklärung  dieser  Componente  der 
Fluthen  geeignet.  Es  mögen  die  zwei  Parallelkreise  der  nördlichen 
und  südlichen  Declination  des  Mondes  und  Gegenmondes  zu  irgend 
einer  Zeit  auf  einer  geocentrischen  Kugelfläche,  deren  .Radius  gleich 
dem  Abstände  des  Mondes  ist,  gezogen  und  auf  jedem  dieser  Kreise 
die  Hälfte  der  Mondmasse  yertheilt  werden.  Da  diese  Massenkreiie 
alle  yierzehn  Tage  allmälig  yom  Aequator  zur  grössten  DeclinatioB 
und  wieder  zurück  yariiren,  so  wird  die  erzeugte  Fluth  ledigH^ 
und  genau  die  „yierzehntägige  Fluth"  sein. 

810.  Correctionen  der  gewöhnlichen  Gleidigewicht«- 
theorie.  —  Nach  der  Gleichgewichtstheorie,  wie  sie  gewöhnlich  aus- 
gesprochen wird,  ist  an  irgend  einem  Orte  hoher  Wasserstand  der 
halbtägigen  Fluth  genau  zur  Zeit,  wenn  der  störende  Körper,  oder 
sein  Entgegengesetztes  den  Meridian  des  Ortes  passirt;  die  Höbe 
des  Wassers  dieser  Fluth  ist  fUr  alle  Orte  derselben  Breite  die  näm- 
liche,  und  für  Orte  yerschiedener  Breite  dem  Quadrat  des  Cosinus 


*)  Die  tropische  Periode  unterscheidet  sich  von  der  siderischen  dadurch,  da* 
sie  nicht  von  einer  im  Räume  festliegenden  Linie,  sondern  vou  dem  ersteo  Paukte 
des  Widders  aus  gerechnet  wird;  die  Differenz  beider  betragt  nur  einen  Taf  a 
26  000  Jahren. 
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der  Breite  proportional,  also  z.  B.  an  jedem  Pole  gleich  Null.  Nach 
der  berichtigten  Gleichgewichtstheorie  kann  hoher  Wasserstand  der 
halbtägigen  Flnthen  vor  und  nach  dem  Durchgang  des  störenden 
Körpers  durch  den  Meridian  stattfinden;  auch  ist  die  Wasserhöhe 
an  verschiedenen  Orten  derselben  Breite  sehr  verschieden  und  jeden- 
falls nicht  Null  an  den  Polen. 

Nach  der  Gleichgewichtstheorie,  wie  sie  gewöhnlich  ausge- 
sprochen wird,  findet  auf  der  nördlichen  Erdhälfte  genau  zur  Zeit 
des  Durchgangs,  jenachdem  die  Declination  des  Körpers  eine  nörd- 
liche oder  eine  südliche  ist,  hoher  oder  niedriger  Wasserstand  der 
täglichen  Fluthen  statt,  und  die  Grösse  des  Steigens  oder  Fallens 
ist  einfach  proportional  dem  Sinus  der  doppelten  Breite,  also  sowohl 
am  Aequator  wie  an  den  Polen  gleich  Null.  Nach  der  berichtigten 
Gleicbgewichtstheorie  kann  hoher  Wasserstand  lange  vor  oder  nach 
der  Zeit  des  Durchgangs  eintreten ;  sein  Betrag  ist  für  verschiedene 
Orte  derselben  Breite  sehr  verschieden  und  weder  am  Aequator, 
noch  an  den  Polen  gleich  Null.  Nach  dem  gewöhnlichen  Ausspruch 
der  Theorie  findet   keine  vierzehntägige  Mond-  oder  halbjährliche 

Sonnen-Fluth  inderBreite35<^16'  (es  ist  dies  arcsin  77= )  statt,  und 


'  (  es  ist  dies  aresin  77=  ) 


in  anderen  Breiten  ist  ihr  Betrag  proportional  den  Abweichungen  der 
Quadrate  ihrer  Sinus  von  dem  Werthe  Va*  Nach  der  berichtigten 
Gleichgewichtstheorie  ist  jede  dieser  Fluthen  noch  constant  in  con- 
stanter  Breite  und  verschwindet  in  einer  gewissen  Breite,  während 
sie  in  allen  anderen  Breiten  einfach  proportional  ist  der  Ab- 
weichung der  Quadrate  ihrer  Sinus  von  dem  Quadrat  des  Sinus  der 
Breite,  in  welcher  sie  Null  ist.    Die  Breite,  in  welcher  es  keine  Fhith 

dieser  Art  gibt,  ist  aber  nicht  armn  -t=,   sondern  aresin    W     '     , 

wo  (S  der  Mittelwerth  ist ,  welchen  3  sin^  l  —  1  für  den  ganzen  mit 
Wasser  bedeckten  Theil  der  Erdoberfläche  hat,  eine  Grösse,  welche 
sich  durch  eine  mühsame  Quadratur  aus  hinlänglich  vollständigen 
geographischen  Daten  in  Betreff  der  Küstenlinien  der  ganzen  Erde 
leicht  bestimmen  lässt. 

Da  die  vierzehntägigen  und  halbjährlichen  Fluthen  thatsäch- 
lich  höchst  wahrscheinlich  nur  wenig  von  dem  Gleichgewichtsgesetz 
abweichen,  so  ist  es  von  grosser  Bedeutung,  jene  Grösse  zu  ermitteln. 
Wir  bedauern,  dass  wir  bisher  noch  nicht  im  Stande  gewesen  sind, 
diese  Arbeit  zu  unternehmen.  Umgekehrt  ist  es  wahrscheinlich, 
dass  eine    sorgfältige  Bestimmung   der  vierzehntägigen  und   halb- 

24* 
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jährlichen  Flnthen  an  verschiedenen  Orten  durch  passende  Bedae- 
tionen  der  Flathbeobachtangen  zur  Bereicherung  unserer  geographi- 
schen Kenntnisse  über  die  Grösse  der  Wasseroberfläche  in  den  In»- 
her  unerforschten  Theilen  der  arctischen  und  antarctischen  Regionen 
beitragen  wird. 

811.  Spring-  und  Nippfluthen»  Verfirühung  und  Ver- 
zögerung. —  Die  Superposition  der  halbtägigen  Sonnen-  und  der 
halbtägigen  Mondfluth  ist  oben  als  ein  Beispiel  der  Zusammen- 
setzung eiafacher  harmonischer  Bewegungen  behandelt  worden,  und 
die  wohlbekannten  Erscheinungen  der  „Springfluthen"  und  der 
„Nippfluthen*' ,  sowie  der  ^Yerfrühung''  und  der  „Verzögemng'^ 
sind  erklärt  (§  60).  Wir  haben  jetzt  nur  noch  hinzuzufügen,  das 
die  Beobachtung  beweist,  dass  die  ferhältnissmassige  Differeni 
zwischen  den  Höhen  der  Springfluthen  und  der  Nippfluthen,  and 
der  Betrag  der  Verfrühung  und  der  Verzögerung  an  fast  allen  Ortei 
viel  kleiner  ist,  als  in  §  60  unter  der  Voraussetzung  des  Gleich- 
gewichts bestimmt  wurde,  sowie  dass  diese  Grössen  in  verschiedenen 
Orten  sehr  verschieden  sind,  was,  wie  wir  im  zweiten  Bande  sehen 
werden,  sich  nach  der  kinetischen  Theorie  auch  erwarten  läsat. 

812.  Einfluss  des  Mondes  und  der  Sonne  auf  die  scheinbare 
terrestrische  Schwerkraft.  —  Die  in  der  vorhergehenden  Unter- 
suchung benutzten  Potentialausdrücke  sind  ohne  Weiteres  passend 
für  das  hydrostatische  Problem  (§§  802,  804).  Es  ist  aber  vm 
Interesse,  in  Verbindung  mit  diesem  Problem  zu  bestimmen,  wie 
gross  der  störende  Einfluss  ist,  welchen  der  Mond  oder  die  Sonne 
auf  die  scheinbare  terrestrische  Schwerkraft  in  irgend  einem  Punkte 
der  Erdoberfläche  ausübt.  Wir  werden  daher  —  indem  wir  die 
passende  statische  Hypothese  des  §  804  noch  beibehalten  —  geei^ 
nete  rechtwinklige  Componenten  für  die  Resultante  der  in  jener 
Hypothese  angenommenen  beiden  nahezu  gleichen  und  nahezu  ent- 
gegengesetzten störenden  Kräfte  bestimmen.  Zunächst  bemerken 
wir,  dass  diese  beiden  Kräfte  annäherungsweise  äquivalent  sind  einer 
Kraft,  welche  gleich  ihrer  Differenz  ist  und  in  einer  der  Verbindungs- 
linie der  Gentren  der  Erde  und  des  Mondes  parallelen  Richtung 
wirkt,  und  einer  zweiten  zu  dieser  ersteren  senkrechten  Kraft,  weldie 
gleich  dem  doppelten  Product  aus  einer  jener  Kräfte  in  den  Cosinss 
des  halben  stumpfen  Winkels  ist,  den  sie  einschliessen. 

Wenn  wir  jede  dieser  Componenten  längs  des  durch  den  Ort 
gehenden  Erdradius  und  senkrecht  zu  diesem  Radius  in  Componenten 
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zerlegen,  so  erhalten  wir  durch  ein  Verfahren,  dessen  Einzelheiten 
wir  dem  Leser  als  Uebungsaufgabe  überlassen,  die  folgenden,  im 
Gravitationsmaass  ansgedrückten  Resultate:  — 


Die  verticale  Gomponente,  die  aufwärts  wirkt,  ist 


=^(i)(^<^o^^-^^^^)' 


Die  horizontale  Componente,  die  nach  einem  Punkte   des  Horizonts 
unter  dem  Mond  oder  Gegenmond  wirkt,  ist 

M  /a\3 


=  3  -VT  (jr\  sin  &  COS  9^. 


Hier  bezeichnen,  wie  früher,  E  und  M  die  Massen  der  Erde 
und  des  Mondes,  D  den  Abstand  ihrer  Mittelpunkte,  a  den  Erdradius 
und  ^  die  Zenithdistanz  des  Mondes. 

Dieselben  Ausdrücke  erhalten   wir  auch  aus  dem  Potentialausdruck 

(12),  indem  wir  an  demselben  die  durch  -j-  und --77  ausgedrückten  Opera- 
tionen ausfuhren. 

Die  yerticale  Componente  hat  einen  aufwärts  wirkenden  Maximal- 
werth,  wenn  Mond  oder  Gegenmond  im  Zenith  stehen;  dieses  Maxi- 
mum beträgt 

E\J)J' 

sie  hat  einen  abwärts  wirkenden  halb  so  grossen  Maximalwerth, 
wenn  der  Mond  im  Horizont  ist.  Die  horizontale  Gomponente  ist 
ein  Maximum,  das  sich  auf 

3  M  /aV 


1  ^  fl\ 

2  E  \DJ 


beläuft,  wenn  der  Mond  oder  der  Gegenmond  45®  über  dem  Horizont 
ist     Aehnliche  Sätze   gelten  natürlich  für  den  störenden  Einfluss 

der   Sonne.     Für  den  Mond  ist    T7  (7) )   wahrscheinlich  ungefähr 

gleich  -— — ,^^    .^  oder  tt— r — ttt,  und  das  entsprechende  Maass  des 
83  X  (60-3)3  18-2x10«  ^ 

Sonneneinflusses  ist  nur  sehr  wenig  von  (1   +   qq  )  (  Tök  )   Zßivi^ 

^er  —T  verschieden.    Wenn  nun  der  Mond  oder  Gegenmond 

39-1 X 10« 

an  jedem  Orte  der  Erdoberfläche  vom  Horizont  zum  Zenith  steigt,  so 
wird  die  Intensität  der  scheinbaren  Schwerkraft  um  etwa  ^^^   ^^^ 
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yermindert,  und  das  Senkblei  wird  nach  dem  unter  dem  Mond  oder 
Gegenmond  liegenden  Punkt  des  Horizonts  um  einen  Betrag  abgelenkt, 

welcher  seinen  grössten  Werth,  d.  i.  — — r—    der    Winkeleinheit 

(57*3^)  erreicht,  wenn  die  Höhe  des  Mondes  45*  ist.  Die  ent- 
sprechenden Einwirkungen  der  Sonne  sind  ungefähr  halb  so  groesw 

813.  Fortsetzung  der  Beispiele  des  §  799.  —  (4)  Er- 
klärung der  Fluth  erzeugenden  Einwirkung  durch  die  Centri- 
fugalkraft.  —  Es  seien  alle  anderen  Umstände  wie  im  Beispiel  (2); 
es  mögen  aber  die  beiden  Körper  nicht  fest  sein,  sondern  in  Kreisen 
um  ihren  gemeinschaftlichen  Trägheitsmittelpunkt  mit  einer  solchen 
Winkelgeschwindigkeit  rotiren ,  dass  die  Centrifugalkraft,  die  jedem 
derselben  ertheilt  wird,  gleich  der  Attractionskraft  ist,  die  der  andere 
Körper  auf  ihn  ausübt. 

Es  sei  der  Mittelpunkt  der  Erde  der  Anfangspunkt  rechtwinklifcr 
Coordinaten  und  OZ  senkrecht  zur  Ebene  der  kreisförmigen  Bahnen; 
femer  möge  die  Axe  OX  sich  so  drehen,  dass  sie  beständig  dnrch  da 
störenden  Körper  geht.  Verfahren  wir  dann  mit  der  Centiifugalkrsi^ 
nach  der  Potentialmethode  wie  in  §  794,  so  erhalten  wir  for  die  Gleichosf 
einer  Oberflächenschaar ,  welche  die  Besoltirende  der  Schwere  und  der 
Centrifugalkraft  überall  unter  rechten  Winkeln  schneiden, 

wo  0)  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Botation  der  beiden  Körper  ob 
ihren  Trägheitsmittelpunkt  und  h  den  Abstand  dieses  Punktes  vom  Mittel- 
punkt der  Erde  bezeichnen,  so  dass 

(25)  M(D  —  6)  w2  =  ii^&  (u2  =  ^ 

ist.    Folglich  ist 

_ a>^6a;  =  0. 

Wird  dies  in  der  Formel  (24)  angewandt,  nachdem  dieselbe  entwickelt  and 
allgemein  wie  (12)  in  Beispiel  (3)  behandelt  worden  ist,  so  sehen  wir,  tbkv 
die  erste  Potenz  von  x  verschwindet,  und  wenn  wir  die  Glieder  dritttf 
und  höherer  Ordnungen  weglassen,  so  erhalten  wir 

<">       f + 5  ('  +  i  '-^ä^') + T  "'  (^* + y') = '*"«*• 

Um  dies  auf  harmonische  Kugelfunctionen  zu  reduciren,  haben  ^ir 

«*  +  y>  =  |-r'- j(3*a-r»); 

folglich  erhalten  wir,  da  wir  bei  der  Annäherung,  die  wir  fordern,  •*«* 
für  io^r^  nehmen  können  [wenn  wie  oben  die  Bezeichnung  r  =  a(l-4-t' 
angewendet  wird] 
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(27)  •  oder  in  Folarcoordinaten 

1    Md^  1    aßa^ 

Interpretirt  lehrt  diese  Formel  Folgendes:  — 

Die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  wird  ein  harmonisches  Sphäroid 
zweiter  Ordnung  [d.  h.  (§  779)  ein  EUipsoid,  welches  nur  unendlich 
wenig  von  einer  Kugel  verschieden  ist]  sein,  welches  wir.  betrachten 
können  als  das  Resultat  der  Superposition  der  in  §  804  betrachteten 
Abweichung  von  der  Kugelgestalt  und  einer  zweiten  Abweichung, 
die  in  der  Abplattung  besteht,  welche  aus  der  Rotation  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  C3  um  den  zur  Ebene  der  Bahn  des  störenden 
Körpers  senkrechten  Erdradius  herrührt.  Wir  können  diesen  Satz, 
ohne  80  viel  mathematische  Analysis  anzuwenden,  auch  dadurch  be- 
weisen, dass  wir  voraussetzen,  das  rein  statische  System  des  Beispiels 
(3)  rotire  zuerst  mit  beliebiger  Winkelgeschwindigkeit  ö  um  irgend 
einen  Erddurchmesser,  welcher  senkrecht  zu  der  durch  das  Gentrum 
gehenden  geraden  Linie  ist,  in  die  man  die  störenden  Körper  gesetzt 
hat,  und  dass  wir  weiter  annehmen,  diese  Winkelgeschwindigkeit 
sei  eine  solche,  dass  die  von  der  Erde  auf  die  beiden  störenden 
Körper  ausgeübte  Attraction  aufgehoben  werde,  so  dass  die  Klam- 
mem, durch  welche  ein  Zusammenfallen  der  Körper  verhindert 
würde,  entfernt  werden  können.  Dann  ist  es  leicht,  analytisch  zu 
beweisen,  dass,  wenn  man  einen  der  störenden  Körper  auf  die  andere 
Seite  bringt  und  ihn  mit  dem  zweiten  vereinigt,  die  Wirkung  eine 
kleine  Störung  in  der  Gestalt  der  Flüssigkeit  sein  wird,  die  sich  zu 
der  im  Beispiel  (3)  untersuchten  Störung  verhält,  wie  der  Erdradius 
zu  dem  Abstände  des  störenden  Körpers. 

814.  Das  rein  statische  System  des  Beispiels  (3)  liefert  die 
einfachste  und  am  meisten  symmetrische  Grundlage  für  die  Gleich- 
gewichtstheorie der  Fluthen.  Zwar  ist  das  kinetische  System  des 
Beispiels  (4)  nicht  weniger  rein  statisch  in  Beziehung  auf  die  Erde 
und  einem  absolut  statischen  imaginären  System  äquivalent,  in 
welchem  die  Centrifagalkraft  des  rotirenden  Systems  ersetzt  ist  durch 
eine  auf  Theile  eines  nicht  rotirenden  Systems  ausgeübte  Abstossung 
von  einer  festen  Linie.  Doch  ist  dasselbe  nicht  so  einfach,  wegen 
der  durch  die  Centrifugalkrafli  oder  die  Abstossung  erzeugten  Ab- 
plattung der  Oberfläche  der  Flüssigkeit.    Diese  Abplattung  würde 


376  Abstracte  Dynamik. 

8ich,  wie  wir  aus  §  801  sehen,  anf  ^^^^  X  ^  oder  ^^^^  be- 

laufen,  also  ungefähr  das  27'8 fache  der  Ellipticität  der  lonaren 
Flnthniveaufläche  für  den  Fall  der  Erde  und  des  Mondes  sein;  för 
den    Fall    der  Erde    und    der  Sonne   wurde    dieselbe    freilich  nnr 

1  1       ,  1  , 

X    ^^-r  oder  ^  betragen. 


3662         580  77,700,000 

815.  VergrÖBserung  des  Besultats  durch  die  swischoi 
den  Theilen  der  gestörten  Wassermasse  wirkende  Attrac- 
tion.  —  Wenn  die  Attraction,  welche  die  Theile  der  Flüssigkeit 
auf  einander  ausüben ,  nicht  unmerklich  ist,  so  ruft  die  Störung  ii 
der  Vertheilung  derselben  eine  entgegengesetzte  störende  Enü 
hervor,  welche  die  Abweichung  der  Flächen  constanten  Potentials 
von  der  Kugelgestalt  vergrössert.  Die  allgemeine  hydrostatische 
Bedingung  (§  750),  dass  die  Oberflächen  gleicher  Dichtigkeit  noeh 
mit  den  Flächen  constanten  Potentials  zusammenfallen  müssen,  fuhrt 
hierbei  auf  ein  ausgezeichnetes  Problem  der  Analysis.  Legendre 
und  La  place  gelangten  dadurch  zu  einer  ganz  neuen  Methode  ib 
der  Mathematik,  welche  von  den  englischen  Schriftstellern  gewöhn- 
lich die  Methode  der  „Laplace' sehen  Coefficienten**  oder  der 
„Laplace'schen  Functionen"  genannt  wird.  Die  Principien  dieser 
Methode  haben  wir  in  dem  zweiten  Zusatz  zu  unserem  ersten  Capit«! 
skizzirt.  Daraus  und  aus  den  ergänzenden  Untersuchungen  der 
§§  778  .  .  .  784  erhalten  wir  sofort  die  Lösung  für  den  Fall,  ii 
welchem  die  Flüssigkeit  homogen  und  der  Kern  [d.  i.  ein  fester 
Körper  von  beliebiger  Form,  dessen  innere  Dichtigkeit  eine  beliebige 
ist,  und  der  nur  der  Bedingung  genügen  muss,  dass  seine  äasseno 
Flächen  constanten  Potentials  nähernngsweise  kugelförmig  sind] 
ganz  von  der  Flüssigkeit  bedeckt  ist.  Das  Ergebniss  kann  in  fol- 
gender Weise  ausgedrückt  werden:  —  Es  sei  Q  die  Dichtigkeit  6a 
Flüssigkeit  und  Ö  die  mittlere  Dichtigkeit  der  ganzen  Masse,  d.  i* 
der  Flüssigkeit  und  des  festen  Körpers.  Ferner  möge  der  störend 
Einfluss,  mag  derselbe  nun  von  äusseren  störenden  Massen,  oder 
von  einer  Abweichung  des  Kernes  von  einer  genauen  centrobarisckei 
(§  526)  Beschaffenheit  oder  von  der  durch  die  Rotation  erzeugten 
Centrifugalkraft  herrühren,  ein  solcher  sein,  dass  die  Niveanflächcfi 
harmonische  Sphäroide  iter  Ordnung  werden,  wenn  die  Flfissf^eit 
durch  eine  sie  vollständig  umschliessende  starre  Hülle  in  ejocr 
Kugelform  erhalten  wird.  Das  Streben  der  Oberfläche  der  Flüsdir 
keit  würde  sein,  die  Gestalt  derjenigen  dieser  Nivei^iflächen  anxi- 
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nehmen,  welche  genau  das  Volumen  der  Flüssigkeit  amschliesst. 
Aber  während  die  Flüssigkeit,  wenn  dies  gestattet  wäre,  ihre  Gestalt 
änderte,  würde  sie  die  Abweichung  von  dieser  Niveaufläche  y er- 
grösser n.  Das  Resultat  besteht  darin,  dass  die  Niveaufläche  der 
Flüssigkeit,  wenn  dieselbe  nach  Entfernung  des  Zwanges  ins  Gleich- 
gewicht gekommen  ist,  ein  harmonisches  Sphäroid  von  derselben 
Art   ist,  dessen  Abweichung  von  der  Kugelgestalt  jedoch  in  dem 

3  p 

Yerhältniss  1  zu  1  —  -jrr-, — \ — -r--  vergrössert  ist. 

(2«  +  1)<J 

£8  sei  das   Potential  auf  der  umgrenzenden  Fläche  oder  unendlich 
nahe  derselben 

(1)  ^  +  Ä. 

wenn  die  Flüssigkeit  durch  eine  kugelförmige  Umhüllung  vom  Badius  a 
in  einer  festen  Form  erhalten  wird.     Unter  diesen  Umständen  ist 

«  '=«('+jiäi) 

•  _ 

die  Fläche  constanten  Potentials  vom  mittleren  Badius  a.  Wii-d  nun  die 
Umgrenzangsfläche  der  Flüssigkeit  in  das  harmonische  Sphäroid 

(3)  r  =  a(l  +  cSi) 

verwandelt,  so  geht  das  Potential  (l)  über  in  (§  543) 

U\  ^^"^^  J-  /"i  -L  i!»i^\  o, 

<^^  3r      +V^  +  2*1^7;^'» 

und  die  Fläche  constanten  Potentials  wiixi  nicht  mehr  (2)  sein,  sondern 
<•'>  r  =  a  jl  +  (l  +  ^^)  ^^. 

Damit  also  die  Gre^ize  (3)  der  Flüssigkeit  eine  Fläche  constanten  Poten- 
tials sei,  müssen  wir 

/  42£ca2x   _3_ 

^         V     ^  2t  +  1/  4nua^ 
haben,  und  dies  liefert 

471  ca^  = , 

3  2t  -f  1 

woraus 


+  1       1 ^5_ 

(2  t  +  l)<r 

folgt.    Durch  Einsetzung  dieses  Besultats  in  (5)  und  durch  Vergleich  mit 
(2)  ergibt  sich  der  Satz. 

816.    Stabilität  des  Ooeans.  —  Die  schon  oben  als  einleuch 
tend  angegebene  Instabilität   des  Gleichgewichts  in  dem  FaUe,    in 
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welchem  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  grösser  ist,  als  die  mittlere 
Dichtigkeit  des  Kerns  wird  in  merkwürdiger  Art  durch  das  letste 
Resultat  erläutert,  welches  die  Abweichung  unendlich  gross  madit, 
wenn  t  =  1  und  (9  =  p  ist.  Wir  müssen  aber  bemerken,  dass  das 
Gleichgewicht  nur  dann  instabil  werden  würde,  wenn  der  Kern  toQ- 
ständig  von  der  Flüssigkeit  bedeckt  ist.  Wie  dicht  auch  die  Flüssig- 
keit sein  möge,  es  würde  immer  eine  Lage  stabilen  GleichgewiditB 
geben,  wenn  der  Kern  auf  einer  Seite  herausträte,  und  wenn  die 
Masse  der  Flüssigkeit  im  Vergleich  zu  der  des  Kernes  sehr  klein 
oder  sehr  gross  wäre,  so  würde  die  Gestalt  ihrer  Oberfläche  im 
Zustande  des  stabilen  Gleichgewichts  offenbar  näherungsweise  kugel- 
förmig sein.  Wenn  wir  den  Fall  eines  sehr  kleinen  Kerns  tod 
einem  geringeren  specifischen  Gewicht  ausschliessen  (dieser  Kern 
würde  bloss  ein  kleiner  schwimmender  Körper  werden,  der  die  allge- 
meine Kugelform  der  Flüssigkeit  nicht  merklich  störte),  so  haben 
wir  in  der  anscheinend  einfachen  Frage,  die  Yertheilung  einer  kleinen 
Flussigkeitsmasse  über  einen  symmetrischen  kugelförmigen  Kern 
von  geringerem  specifischen  Gewicht  zu  ermitteln,  ein  Problem,  sa 
dessen  Behandlung  die  bis  jetzt  erlangte  mathematische  Greschick- 
lichkeit  bei  weitem  nicht  ausreicht. 

817.  Die  Fälle  i  =  1  und  t  =  2  liefern  die  Liösnngen  der 
verschiedenen  Beispiele  des  §  799,  wenn  die  Attraction,  welche  die 
Theile  der  Flüssigkeit  auf  einander  ausüben,  in  Rechnung  gesogen 
wird,  immer  vorausgesetzt,  dass  der  feste  Körper  vollständig  bedeckt 
ist.  So  würde  [§  799,  Beispiel  (2)],  wenn  die  Erde  und  der  Mond 
inne  gehalten  und  im  Räume  befestigt  würden ,  die  Anziehung  des  j 
Mondes  die  Gestalt  der  flüssigen  Erdoberfläche  zwar  noch  kugel-* 
förmig  lassen,  aber  die  Excentricität  derselben  in  dem  Verhältnis» 

von  1  zu  1 vergrössem.     Für  die  Erde  und  das  Meer  ist  —- 

o  Q 

ungefähr  — ,  folglich  würde  die  kugelförmige  Flüssigkeitsfläche  nm 

86  Fuss  nach  dem  Monde  zu  gezogen  werden,  was  1^  smal  so  viel 
ist,  als  die  oben  (§  803)  gefundenen  70  Fuss.  Ebenso  würden  die 
Fluth-  und  die  Rotationsellipticitäten ,  die  wir  in  den  §§  800,  814, 
813  bestimmt  haben,  unter  der  jetzt  gemachten  Voraussetzung  jede 

3     ö 

im  Verhältniss  1  zu  1  —  — ,  oder  für  den  Fall  der  Erde  und. 

des  Meeres  im  Verhältniss  55  zu  49  vergrössert  werden.  Die  ge- 
naue Gorrection  für  die  durch  die  Fluth  in  der  Attraction  des  Meere« 


Statik  fester  und  flüssiger  Körper.  379 

hervorgebrachte  AeDderung  mnBS  in  der  Gleichgewichtstheorie  der 
Finthen  kleiner  als  jene  Grösse  sein,  da  die  Flüssigkeit  nicht  mehr 
als  ungefähr  ^/a  des  festen  Körpers  bedeckt.  Die  genaue  Grösse 
der  Gorrection  für  die  von  den  Wassertheilchen  auf  einander  aus- 
geübte Attraction  zu  finden,  wenn  nicht  der  ganze  feste  Körper  be- 
deckt ist,  gehört,  sogar  wenn  die  Anordnung  von  Wasser  und  Land 
ganz  symmetrisch  und  einfach  ist  (wenn  z.  B.  ein  einziger  kreis- 
förmiger Continent  da  ist,  während  alles  Uebrige  Ocean  ist),  zu  dem 
schon  (§816)  erwähnten  der  mathematischen  Behandlung  noch  nicht 
.zugänglichen  Problem.  Dasselbe  kann  erforderlichen  Falls  praktisch 
gelöst  werden  durch  mühsame  Näherungsmethoden ;  aber  die  unregel- 
mässigen  Grenzen  von  Land  und  Meer,  wie  sie  auf  der  Erde  that- 
sächlich  vorhanden  sind,  und  die  Mitwirkung  kinetischer  Einflüsse 
hei  Fluthen  machen  alle  Arbeiten  dieser  Art  illusorisch.  Glücklicher 
Weise  ist  der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  die  in  Bede  ste- 
hende Gorrection  ganz  vernachlässigt,  auf  weniger  als  10  Proc.  zu 

veranschlagen  l—  würde.  12*3  Proc.  sein],  und  kann  bei  unserer 

gegenwärtigen  Unsicherheit  in  Betreff  der  absoluten  Werthe  der 
Ursachen  und  Wirkungen  in  der  Theorie  der  Fluthen  unberück- 
sichtigt bleiben. 

818.  Localer  Einflusa  hohen  Wasserstandes  auf  die 
Bichtung  der  Schwerkraft.  —  Obwohl  nun  der  durch  die  Attrac- 
tion des  Wassers  selbst,  wenn  es  steigt  und  fallt,  auf  die  Fluthen 
ausgeübte  Einfluss  an  keinem  Orte  beträchtlich  ist,  so  ist  es  doch 
ein  offenbarer,  obgleich  nicht  selten  begangener  Irrthum,  anzu- 
nehmen, dass  der  störende  Einfluss  des  Mondes  auf  die  terrestrische 
Schwerkraft  überall  unmerklich  sei.  Es  ist  schon  vor  langer  Zeit 
von  Robiso n*)  darauf  hingewiesen  worden,  dass  die  grossen  Fluthen 
der  Fundy-Bay  eine  sehr  bedeutende  Ablenkung  des  Senkbleis  in 
den  benachbarten  Orten  erzeugen,  und  dass  eine  Beobachtung  dieser 
Wirkung  zu  einer  Bestimmung  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde 
benutzt  werden  könne.  Aber  auch  gewöhnliche  Fluthen  müssen 
an  Orten,  welche  der  Meeresküste  nahe  liegen,  Ablenkungen  des 
Senkbleis  hervorrufen,  welche  den  grössten  directen  Einfluss   des 

Mondes,  der,  wie  wir  (§  812)  besehen  haben,  sich  auf  ,  ^  ^^^  ^  ^ 
'         '  V»         /  6  »  12,000,000 

der  Winkeleinheit  (57-3^  belauft,  weit  übertreffen.     So  würde  in 


*)  Hechaoical  Philosophy,  1804.    Siehe  auchForbes,  Proc.  R.  S.£.,  April  1849. 
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einem  Punkte,  der  in  der  mittleren  MeereBniveanfläche  oder  nicht 
viele  Fass  darüber  liegt,  and  der  100  Yards  von  dem  Orte  entfiemt 
ist,  welcher  zur  Zeit  der  Ebbe  die  Grenze  zwischen  Wasser  and 
Land  bildet,  durch  Fluthen  von  5  Fuss  Hebung  und  Senkung  über 
die  mittlere  Höhe,  wenn  die  Eüstenlinie  von  dem  Punkte  aus  nach 
jeder  Seite  hin  50  Meilen  weit  nicht  bedeutend  von  einer  mittleren 
Richtung  abweicht,  und  wenn  50  Meilen  ins  Meer  hinein  das  Steigen 
und  Fallen  näherungsweise  gleichzeitig  und  mit  gleicher  Stärke  er* 
folgt,  eine  Ablenkung  von  der  mittleren  Yerticalen  erzeugt  weidea, 

welche  nach  jeder  Seite  hin  mehr  als  der    Winkeleinfaeit 

8,000,000 

beträgt.      Denn  ein  in  0  (Fig.  73)  befindlicher  Punkt  wird,  wenn 

Fig.  73. 
0 


das  Wasser  aus  dem  niedrigen  Stande  in  den  hohen  auMeigt,  die 
Attraction  einer  Wasserplatte  erleiden,  die  im  Durchschnitt  durch 
HKE! L' L  dargestellt  wird.  Wenn  wir  den  kleinen  Theil  der 
Gesammtwirkung  vernachlässigen,  welcher  in  der  längs  der  Küste 
sich  hinziehenden  langen  Wassermasse  ihren  Grund  hat,  Yon  welcher 
HKL  ein  Durchschnitt  ist,  so  haben  wir  nur  die  Attraction  der 
rechteckigen  Wasserplatte  zu  bestimmen,  welche  nach  der  Vorauj- 
setzang  von  KL  aus  eine  Breite  von  50  Meilen  hat,  längs  der  Küste 
100  Meilen  lang  ist,  und  deren  Dicke  KL  10  Fuss  beträgt.  Diese 
Fig.  74.  Attraction    wird    nicht    merklkb   geändert, 

wenn  man  sich  den  Punkt  0  in  die  Ver- 
längerung der  Mittelebene  tll!  versetzt  denkt 
(wenn  derselbe  auch  bei  einem  am  Meere 
Erbauten  passenden  Grayitationsobseryatontai 
der  Regel  nach  einige  Fuss  höher  liegea 
würde)  und  die  ganze  Masse,  der  Platte  ia 
dieser  Mittelebene  concentrirt  annimmt.  IKe 
Attraction  einer  gleichförmigen  rechteckigen 
Platte  auf  einen  Punkt  0  hat  aber  als  Com- 
ponente,  welche  AB  parallel  ist, 

r  {OA  +  AE)  .  {OB  +  BE)  .  OÜ^  \ 
^    ^^  \{0A^  +  A'E')  .  {OBf  -f  B^E")  .  OE^y 
wo  Q  die  Dichtigkeit  des  Wassers  und  t  die  Dicke  der  Platte  be- 


(7) 
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zeiclinet,  die  nach  der  YorausBetzung  ein  kleiner  Bruchtheil  von 
OE  ist.  (Den  Beweis  überlassen  wir  dem  Leser  als  Uebnngsaufgabe.) 
Wird  jetzt  die  Seemeile  =  2000  Yards  angenommen,  so  erhalten 
wir  nach  den  vorausgesetzten  Daten  mit  einem  grossen  Grade  von 
Genauigkeit 

AE       OA       OU  ^       ,  OA'  ./- 

und  B^  B*  liegen  in  denselben  Entfernungen  auf  der  einen  Seite  von 
OJS',  wie  AyA'  auf  der  anderen.  Folglich  geht  der  vorhergehende 
Ausdruck  über  in 

2100 
^Qt^og^  +  1/2"' 

und  dies  ist  gleich  13*5xpf. 

4:7Ü 

Das  Verhältniss  dieser  Grösse  zu  -^^r,  d.h.  zur  ganzen  Attrac- 
tion,  welche  die  Erde  auf  0  ausübt,  ist  gleich  — : — .und dies 

betragt  (da  —  nach  der  Voraussetzung  und  —  ungefähr 

2   .    \  1 

TT  ist )  o  g  o^  /^rw/^'  ^^  Senkblei  wird  daher  zur  Zeit  der  Fluth  aus 
11       /  o,öoO,000 

der  Lage,  die  es  zur  Zeit  der  Ebbe  inne  hatte,  durch  eine  horizon- 
tale Kraft  entfernt  werden,  welche  etwas  grösser  ist  als 


4,000,000 

der  verticalen  Kraft,  und  seine  Ablenkung  wird  natürlich  diesen 
Bruchtheil  der  Winkeleinheit  57*3®  ausmachen. 

819.  Anwendung  des  §  817  auf  die  Theorie  der  Ghestalt 
der  Erde.  —  Wenn  wir  wieder  zu  dem  Falle  p  =  <5  zurückkehren, 
so  lernen  wir  aus  §  817,  dass  eine  unter  dem  Einflnss  der  Centri- 
fugalkraft  oder  einer  Fluth  erzeugenden  Einwirkung  im  Gleich- 
gewicht befindliche  homogene  Flüssigkeit  eine  2V2Uial  so  grosse 
EUipticitat  hat,  wie  sie  haben  würde,  wenn  die  wechselseitige  Attrac- 
tion  ihrer  Theile  entfernt  (§  800)  würde  und  die  Schwerkraft  nach 
einem  festen  innem  Kraftmittelpunkt  hin  gerichtet  wäre.  Daher 
ist  für  eine  homogene  Flüssigkeit,  welche  von  derselben  mittleren 
Dichtigkeit  wie  die  Erde  ist,  und  welche  eine  Rotationsdauer  von 

der  Länge  eines  siderischen  Tages  hat,  die  EUipticitat  — -,  d.  i.  das 
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2V2fache  des  in  §  801  gefondenen  Restdtats  z-r^r'    Dies  stimmt  mit 

DoO 

dem  für  den  Fall  einer  nähemngsweise  kugelförmigen  Gestah 
geltenden  Satz  überein,  den  wir  (§  775)  ans  dem  Satze  des  §  771 
über  das  Gleichgewicht  einer  homogenen  rotirenden  Flüssigkeit  her- 
leiteten. Aber  auch  für  diesen  Fall  ist  Laplace's  Entwickliuig 
nach  harmonischen  Engelfdnctionen  von  grösster  Wichtigkeit,  indem 
sie  beweist,  dass  die  Lösung  im  Falle  einer  nähermigsweise  kugel- 
förmigen  Gestalt  eindeutig  ist,  so  dass  weder^  ein  Ellipsoid  mit 
drei  ungleichen  Axen,  noch  irgend  eine  andere  Figur  ausser  einem 
abgeplatteten  elliptischen  Rotationssphäroid  den  hydrostatischen  Be- 
dingungen genügen  kann,  wenn  die  Beschränkung  einer  näherung»- 
weise  kugelförmigen  Gestalt  auferlegt  ist.  Unsere  Leser  werden 
leicht  ermessen,  wie  wir  auch  in  diesem  Punkte  dem  grossen  fran- 
zösischen Naturforscher  verpflichtet  sind,  wenn  wir  ihnen  mittheilen, 
dass  einer  von  uns  in  der  That  einige  Zeit  hindurch  Untersuchungen 
darüber  angestellt  hat,  ob  nicht  ein  Ellipsoid  von  drei  ungleichen 
Axen  eine  Figur  terrestrischen  Gleichgewichts  sein  könne. 

820.  Um  ein  anderes  Beispiel  des  Resultats  des  §  817  for 
den  Fall  f  =  2  zu  geben,  denken  wir  uns,  die  Erde,  welche  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit,  die  sie  thatsächlich  hat,  rotiren  möge,  be- 
stehe aus  einem  festen  centrobarischen  Kern,  und  dieser  sei  mit 
einer  dünnen  Schicht  Flüssigkeit  bedeckt,  deren  Dichtigkeit  gleicb 
der  wirklichen  Dichtigkeit  der  Erdrinde  sei,  d.  h.,  wie  wir  sagea 
können,  gleich  der  Hälfte  der  mittleren  Dichtigkeit  des  Kerns.  Dann 
würde  die  EUipticität  der  freien  Oberfläche 

1  1  1_ 

680   ^  ,  3  1    ~  406 

sein. 

Endlich  sei  die  Aufgabe  gestellt:  Die  Dichtigkeit  der  auf  einem 
centrobarischen  Kern  liegenden  Flüssigkeitsschicht  zu  bestimmen, 
welche,  mit  der  Winkelgeschwindigkeit,  die  die  Erde  wirklich  hat 

rotirend,  eine  sphäroidale  Form  von  der  Ellipticität  r^»  d.  i.  der 

Ellipticität  der  Meeresoberfläche,  annimmt.     Wir  erhalten 

1  _  580 

5    T 
und  dies  liefert  Q  =  0'819xö 
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821.  Wenn  wir  die  verschiedenen  Resoltate  der  §§  801,  817, 
819  zusammenstellen,  die  wir  für  einen  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit der  Erde  rotirenden  centrobarischen  Kern  erhalten  haben,  der 
mit  einer  dünnen  Schicht  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  Q  bedeckt 
ist,  so  erhalten  wir,  wenn  die  mittlere  Dichtigkeit  der  ganzen  Masse 

(des  Eems  und  der  Flüssigkeit)  0  ist, 

I 

(1) 


für  **   =0 
0 

1 

''"'ÖSO' 

9  _  2 
"ff         11 

1 

""       517' 

Q  _  1 

"ff          2 

1 
""       406' 

„  -£-  -  0-819 

1 

^-"295' 

„    *   -1 

1 
^       232' 

(2) 


(3) 


(4) 


(5) 

darin  bezeichnet  e  die  Ellipticitat  der  freien  Grenzfläche  der  Flüssig- 
keit. Die  Dichtigkeit  der  oberen  Erdrinde  kann  man  ungefähr 
gleich  der  Hälfte  der  mittleren  Dichtigkeit  der  ganzen  Erdmasse 
annehmen;  jedenfalls  ist  sie  in  jedem  Theil  kleiner  als  0*812  dieser 
mittleren  Dichtigkeit.     Die  Ellipticitat  der  Meeresoberfläche  weicht 

von  —r  nicht  um  mehr  als  2  oder  3  Proc.  ab  und  ist  daher  ent- 

schieden  zu  gross,  als  dass  man  sie  der  Centrifugalkrafk  und  der 
Ellipticitat  in  der  oberen  Kinde  allein  zuschreiben  könnte,  dass  also 
die  YorauBsetzung  sich  rechtfertigen  liesse,  es  sei  ein  starrer  centro- 
barischer  Kern  vorhanden,  mit  einer  nur  dünnen  Schicht  bedeckt, 
deren  Oberfläche  hinsichtlich  der  Ellipticitat  im  Ganzen  mit  der 
freien  Flüssigkeitsoberfläche  übereinstimmte.  Es  ist  daher  ganz 
unzweifelhaft,  dass  auch  in  den  inneren  Schichten  eine 
Abplattung  von  einem  gewissen  Betrage  vorhanden  sein 
muss,  und  zwar  muss  diese  Abplattung  von  der  Richtung  sein,  in 
welcher  die  Centrifugalkraft  eine  solche  erzeugen  würde,  wenn  die 
Masse  flüssig  wäre.  Wie  wir  in  einem  späteren  Bande  sehen  werden, 
gibt  es  eine  grosse  Menge  überzeugender  Gründe,  welche  die  von 
den  Geologen  allgemein  angenommene  Hypothese  stützen,  dass  die 
obere  Erdrinde  zu  einer  Zeit  durch  die  Wärme  ganz'* geschmolzen 
war.  Dies  würde  die  Uebereinstimmung  erklären,  welche  im  Allge- 
meinen zwischen  der  Oberfläche  des  festen  Körpers  und  der.  einer 
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im  Gleichgewicht  befindlichen  flüssigen  Masse  besteht,  obechon 
dieselbe  durch  die  Hebungen  und  Senkungen  bedeutend  gestört  ist^ 
welche  während  des  Festwerdens  der  £rdrinde  eintraten,  ein  Vor- 
gang, welcher  (Zusatz  D)  wahrscheinlich  einige  Millionen  Jahre  ge- 
dauert hat  und  noch  jetzt  nicht  ganz  beendet  ist  (2^uge  dafür  ist 
die  Lava,  die  aus  den  noch  thatigen  Yulcanen  herausfliesst).  Die 
Abplattung  der  tieferen  Schichten  gleicher  Dichtigkeit,  die  wir  jetzt 
aus  der  Gestalt  der  Meeresniveaufläche  schliessen,  die  beobachtete 
Dichtigkeit  der  Erdrinde  und  Cavendish's  Wagung  der  ganzen 
£rde  machen  es  im  höchsten  Grade  wahrscheinlich,  dass  die  Erde 
zu  einer  Zeit  nicht  bloss  auf  ihrer  ganzen  Oberflache,  sondern  ent- 
weder überall  oder  jedenfalls  bis  zu  einer  grossen  Tiefe  überaü 
flüssig  war. 

822.  Gleichgewicht  einer  heterogenen  FlüsBigkeitsmaflse 
von  der  Form  eines  Sphäroids.  —  Wir  werden  demgemäss  als 
letztes  hydrostatisches  Beispiel  die  Bedingungen  einer  heterogenen 
Flüssigkeit  untersuchen,  welche  einem  starren,  kugelförmigen,  cen- 
trobari sehen  Kern  aufliegt  und,  wie  in  §  815  erklart  wurde,  eine 
geringe  Störung  durch  anziehende  Massen  erleidet,  die  entweder 
ausserhalb  oder  im  Kern  festliegen  (darunter  sind  natürlich  auch 
die  etwa  vorhandenen  Abweichungen  von  einer  streng  centrobarischen 
Vertheilung  der  Masse  des  Kerns  mit  inbegriffen). 

Es  sei  für  ii'gend  einen  Punkt  (r,  ^,  q>)  des  Baxmies 

N  das  Potential  des  Kerns, 

V    „  „         der  ungestörten  Flüssigkeit, 

Q    „  „         der  störenden  Krafh, 

ü    „  „         der  Störung  in  der  Vertheilung  der  Flüssigkeit. 

Es  ist  also  das  Gesammtpotential  in  dem  in  Rede  stehenden  Ponkt«  ^-f"^* 
so  lange  die  Flüssigkeit  ungestört  ist,  und  -AT  4"  ö  +  ^  +  ^t  wenn  die 
störende  Kraft  eingeführt  und  Gleichgewicht  eingetreten  ist.  Weit«r  sei 
g  die  Dichtigkeit  der  ungestörten  Flüssigkeit  im  Punkte  (r,  ^,  ^r)  [natör- 
lich  würde  q  verschwinden,  wenn  dieser  Punkt  in  einem  von  der  Flüssig- 
keit nicht  eingenommenen  Baiimtheil  sich  befände]  und  ^  -4~  ^  die  ge- 
änderte Dichtigkeit  in  demselben  Punkte  (^,  ^,  y»),  wenn  die  Flüssigkeit 
unter  der  störenden  Einwirkung  verharrt.  Es  ist  zu  beachten,  dajo  S. 
F,  Q  Functionen  von  r  allein,  dagegen  Q,  CT,  isr  Functionen  von  r,  *,  f 
sind. 

Es  sei  nun  Sr  eine   unendlich   kleine  Variation   von  r.     Dann  «-ird 
die   Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  im  Punkte   (r   -|-    d  r,  ^,  ^)   den  Werth 

^  -|-  73"  -| r~ — '  ^  **  haben ,   oder ,   da  Vf  nach  der  Voraussetzung  un- 

endlich  klein  ist,  einfach 
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r  4-  ZBT  4-  -7^  <fr 
'    dr 

«ein.     Setzen  wir  dies  gleich  (>,  so  erlialten  wir 
und  hieraus  ergibt  sich  die  Gleichung 

''>  '^  =  -§ 

dr 
welche  die  Abweichung  der  sphäroidalen  Oberfläche,  auf  welcher  die 
Dichtigkeit  in  der  gestörten  Flüssigkeit  q  ist,  von  der  Kugelfläche  vom 
Radius  r  ausdrückt.  Da  die  Flüssigkeit  unzusammendrückbar  ist,  so  muss 
das  von  dieser  sphäroidalen  Oberfläche  eingeschlossene  Volumen  gleich 
dem    von   der  Kugelfläche   eingeschlossenen   sein.    Wenn    daher   da   ein 

Element  der  Kugelfläche  und  J'J'  eine  sich  über  diese  ganze  Fläche  er- 
streckende Integration  bezeichnet,  so  ist 

(2)  ff  drda  =  0. 

dg 
"^"*  dr  ^^^^^^^^S  von  ^,9>  ist,  so  folgt  aus  (l)  als  Ausdruck  der 

Unzusammendrückbarkeit 

[3)  ff'^^'^  =  0- 

Kun  erhalten  wir,  wie  früher  für  die  Dichtigkeit,  für  das  gestörte  Poteu- 
üal  in  (r  -\-  ^r^^^g)) 

oder,  weil  Q  -{-  ü  unendlich  klein  ist, 

lf+Q-\-VJrV-¥  ^^^^57-^  '♦■■ 

dm  daher  auszudrücken,  dass  die  der  Abweichung  (1)  unter  der  Voraus- 
setzung eines  constanten  r  entsprechende  sphäroidale  Fläche  in  der  ge- 
rtörten  Flüssigkeit  eine  Fläche  constanten  Potentials  sei,  erhalten  wir 

[*)  Q+ü j^ Tir  +  i\r  +  F  =  F(r), 

dr 

ir»8  (§  750)  die  Gleichung  des  hydrostatischen  Gleichgewichts 
ist.  In  dieser  Gleichung  müssen  wir  N  und  q  als  ezplicit  gegebene 
Punctioneu  von  r  und  Q  als  eine  explicite  Function  von  r,  ^,  (p  ansehen. 
Pur  F,  als  Potential  von  q,  ergibt  sich,  wenn  man  in  §  542  (15)  und  (16) 
f  ==  0  setzt, 

[5)  F=  47r/  y  rf^^dr*  +  jr  f  r'^g'dr'Y 

Thomson  v.  Tait,  theoretiMhe  Physik.    11.  25 
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wo  ^'  der  Werth  von  q  in  dem  Abstände  r*  vom  Centram,  r  der  Badius 
der  äusseren  Umgrenzungsfläche  der  ungestörten  Flüssigkeit  and  a  der 
Badius  der  festen  Kugeloberfläche  des  Kerns  ist,  auf  dem  die  Flüssigkeit 
ruht.  Um  F  -|-  77  zu  finden ,  folgen  wir  streng  den  Regeln  des  §  M5, 
addiren  also  das  Potential  einer  mit  der  Dichtigkeit  ^  4~  ^  dorch  den 
Baum  zwischen  den  beiden  Kugelflächen  der  Badien  a  and  t  vertheütoa 
Masse  zu  dem  Potential  der  in  §  545  definirten  Schicht  B  positiver  und 
negativer  Masse.  Es  sei  h  die  Dicke  der  letzteren  im  Punkte  (r,  ^,  f). 
d.  h.  der  "Werth  von  dr  auf  der  Oberfläche,  und  es  bezeichne  q  ihre 
Dichtigkeit,  d.  i.  den  Flächenwerth  von  g.  Wird  dann  das  nngeatörte 
Potential  V  subtrahirt,  so  erhalten  wir  für  den  aas  der  Abplattani 
herrührenden  Theil  des  Potentials 

wenn  wie  gewöhnlich  D  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  (r,  ^,  f), 
(r',  1^,  g/),  von  einander,  die  accentuirten  Buchstaben  die  Werthe,  w^cbe 
die  entsprechenden  Elemente  im  letzteren  Punkte  haben,  und  []  die 
Werthe  an,  beziehlich  Integration  über  die  Oberfläche  bezeichnen. 

Wir  wollen  jetzt  voraussetzen,   die  gesuchte  Abweichung  der  Ober- 
flächen gleichen  Drucks,  gleicher  Dichtigkeit  und  gleichen  Potentials 
in  folgender  Weise  durch  harmonuche  Flächenftmctionen  ausgedrückt, 
denen  das  Glied  Rq  der  Gleichung  (2)  wegen  verschwindet:  — 

ffür  das  Innere  der  Flüssigkeit  <f r  =  Äj  -f"  -Rj  +  -^  +  'i-  "•  "'•^•" 
^  ^  (und  für  die  äussere  Grenzfläche  ^  =  9ii  -f  9ta  +  9ls  +  ^^  ^  ^* 
Dann  ist  nach  (l) 

(8)  BT  =  =1^  (El  +  Ä,  +  Ä8  +  u.  8.  w.). 

Wird  diese  Formel  nach  §§  544,  542,  536  in  (6)  angewandt,  ao 
man 


(9) 


^=*»257TirA-'"*=#^^<''' 


r 
r 


+  r-^*  fr'"*'  ^K^*'  +  9K-^, 


WO  B'y  den  Werth  von  B^  für  den  Punkt  (r',^,y)  statt  für  (r,*,f)  be- 
zeichnet.   Diese  Formel  drückt  U  in  harmonischen  Functionen  ans. 

Um  die  Entwicklung  der  hydrostatischen  Gleichung  (4)  za  verroll' 
ständigen,  können  wir  voraussetzen,  der  harmonische  Ausdruck  für  Q  m 
entweder  direkt  gegeben,  oder  er  werde,  je  nach  der  Form,  unter  welcto 
die  Data  dargestellt  sind,  unmittelbar  nach  Zusatz  B  (51)  oder  nach  §&3i} 
(8)*'gefanden.  Es  möge  also  nach  der  Bezeichnung  des  Zusatzes  (B)  {S7\ 
und  (38) 


(10) 
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sein,  wo  4jj\  5^^  bekannte  Functionen  von   r  bezeichnen.     Wird   diese 
Formel,  sowie  auch  (8)  in  (4)  benutzt,  so  erhalten  wir 


(11) 


i/— 1 


faO 


+ 


21' 


TT  (V 


I-V+ 1  ZL^  J8'  d  r' 


dr 


r 


^  b;,««»-  +  «, 


■^ 


I 


+  4<'>  +  iV  +  F  =  F  (r). 


—  d  p"|  —  dp 

^y   J  den  Werth  von      ,    '  für  r  =  t  bezeichnet.    Hieraus  ergibt 

sich  erstens  für  die  Glieder  nullter  Ordnung 

(12)  4«^  +  JV  +  F  =  -F(r), 

was  bloss  den  Werth  vonF(r)  liefert,  den  wir  zeitweilig  in  (4)  eingeführt 
und  nicht  wieder  gebraucht  haben.  Ferner  erhalten  wir  durch  die  Glieder 
ytei-  Ordnung 

—  (1(2^+  Y) 
dr 


(13)  J 


B, 


--K-1     /  ^y-^i-^Q' 


W^v^ 


a=»y 


+  ««.^  -^^   =2  (^y  «««'*  +  4'^  «*«'«»)  »?'• 


«»0 

Wenn  wir  endlich  B^  (wie  oben  für  das  vte  Glied  von  Q)  nach  Zusatz 
B  (37)  entwickeln,  möge  sich 

(14)  Ä,.  =  2  W^  CO«* (p  +  !?;;>  «n*9))  e« 

ergeben,  wo  t<^\  t^^^  Functionen  von  r  sind,  auf  deren  Bestimmung  das 
Problem  reducirt  ist.  Wenn  wir  jetzt  die  beiderseitigen  CoefiQcienten  von 
e088^€^y\  u.  s.  w.  eiuzeln  einander  gleich  setzen,  und  mit  Uy  «ine  be- 
liebige der  gesuchten  Functionen  uf^\  «Jj\  ferner  mit^^  irgend  eine  der 
gegebenen  Functionen  Ä^y\  By\  endlich  mit  u^,  Uy  beziehungsweise  die 

2Ö* 
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Werthe  von  «„  für  r  =  r'  und  r  =  t  bezeichnen,  so  erhalten  wir 


(15) 


d(N -h  V) 


dr 


u. 


47r 
2  1^-1-1 


f 


V+l  ~  ^^  «'  dt' 

dr'       " 


a  / 

oder,  wie  es  zuweilen  der  Kürze  wegen  zweckmässig  geschrieben  wird. 


darin  bezeichnet  c^  eine  gewisse  Operation,  welche  bestimmte  Integra- 
tionen in  sich  schliesst  und  so  beschafifen  ist,  dass  c^(u)  für  jede  —  con- 

tinuirliche  oder  disoontinuirliche  —  Function  u  von  r  für  alle  Werthe  von  r 
nothwendig  verschwindet,  für  welche  ti  =  0  ist.  Um  (15)  auf  eine  Diffe- 
rentialgleichung zu  reduciren,  dividiren  wir  durch  f ",  differentitren,  moiti- 

pliciren  mit  r^*'+^  und  differentiiren  zum  zweiten  Male.  Setzen  wir  der 
Kürze  wegen 


(16) 

so  erhalten  wir 


dr  ^' 


(17) 


dr 


f^y+2 


dQ 


dr  J 


dr 


-j?i         d?    r 


eine  in  Beziehung  auf  Uy  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

deren  Coefftcienten  und  unabhängiges  Glied  bekannte  Functionen  von  r 
sind.  Die  allgemeine  Lösung  dieser  Gleichung  ist,  wie  bekannt,  von  der 
Form 

(18)  a^  =  CP+  (^i^  +  a; 
darin  iBt  a  eine  Function  von  r,  welche  der  Gleichung 

(19)  <r^(«)  =  Äy 

genügt;  C  und  C  sind  zwei  willkürliche  Constanten  und  P.P'  zwei  ver- 
schiedene Functionen  von  r. 

Die  Gleichung  (15)  erfordert,  dass  C  =  0  und  <?  =  0  sei;   mit  an- 
deren Woi-ten,  die  Function  «^  ist  völlig  bestimmt,  wenn  sie  (15)  genügt 

Dies  erkennt  man  am  besten  durch  folgende  Erwägung:  Wenn  wir  statt 
(15) 

(20)  Cy(u)  =  Äy  +  Kf^  +  Z'r-»^! 

haben,  wo  JT,  K'  zwei  willkürliphe  Constanten  sind,  so  verschwinden  diese 
Constanten  in  den  Differentiationen,  wir  erhalten  noch  dieselbe  Differential- 
gleichung (17),  und  die  beiden  willkürlichen  Constanten  C  und  C  der 
allgemeinen  Lösung  (18)  der  letzteren  smd  durch  (20)  bestimmt,    wem 
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zwei  beliebige  Werthe  für  K  nnd  W  gegeben  werden.  In  der  That 
reduoirt  sieb  (20),  wenn  man  für  Uy  den  Ausdruck  \\%)  anwendet,  auf 

(21)  Cay(F)  +  C'ir^(P')  =  Kr''  +  ^'f-^'^S 

welche  Formel  zeigt,  dass  <ty(P)  und  <r^(PO  verschiedene  lineare  Func- 
tionen von  r*'  und  r""*'~^  sind,  und  welche  C  und  C  bestimmt. 

Wir  sehen  somit,   dass,  welchen  Werth  Ay  auch  haben  mag,  wir 

dnrch  Integration  der  Differentialgleichung  (19)  und  durch  Bestimmung 
der  willkürlichen  Gonstanten  (14)  die  vollständige  Lösung  des  Problems 
erhalten. 

So  lange  man  nicht  der  analytischen  Merkwürdigkeit  halber  oder  aus 
einem  anderen  besseren  Grunde  die  Annahme,  N  sei  eine  willkürliche 
Function  von  r,  gelten  lassen  will,  ist  es  unnöthig,  t^  imd  q  als  zwei 
verschiedene  gegebene  Functionen  beizubehalten.  Denn  da  die  äussere 
Kraft  des  Kerns  oder  der  Theil  derselben,  dessen  Potential  iV  ist,  nach 
der  Voraussetzung  in  Beziehung  auf  den  Mittelpunkt  symmetrisch  ist,  so 
muss  sie  in  der  Natur  umgel^ehrt  wie  das  Quadrat  des  Abstandes  von 
diesem  Punkte  variiren,  d.  h.  es  ist 


(22) 


—  dN 
dr 


_.  ft 


2» 


wo  ^  eine  Constante  ist,   welche  in  der  gewöhnlich  benutzten  Einheit 
(§  459)  die  Masse  des  Kerns  ausdrückt.    Ferner  ist  nach  (5) 


(23) 


—  dV 
dr 


r'*dr'. 


Hierana  folgt  in  Verbiiidiuig  mit  (22)  und  (17) 


(24) 

und  dies  liefert 

(25) 


r 


*"^-7^dF 

dr^   *       dr 


Wird  diese  letzte  Formel  auf  (17)  angewandt  und  sodann  durch  Differen- 
tiation reducirt,  so  erhält  man 


(d^u. 


(26) 


dr^ 


-j-  2 


/d logip  ^  2\  ^^  _  (y— l)(y  +  2) 


"^  r)  dr 


u. 


I 


,.V+8  ' 


_d_  l^j^+2 
dr 


d(i 


dr       ) 


Eine  andere  Form,  welche  für  die  Fälle  geeignet  ist,  in  denen  die 
störende  Kraft  von  einer  äusseren  anziehenden  Masse  oder  von  der 
Centrifügalkraft  der  Flüssigkeit  selbst,  falls  diese  rotirt,  herrührt,  erhält 
man,  indem  man  in  (17) 
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(27)  ,.-»'+1  Uy  =:  e^ 

setzt  and  durch  Differentiation  reducirt.    Es  ergibt  sich  auf  diese  Weise 


(28) 


"57a"  i-  ^  V-SIT"  '^      r    J  dr  ^        r  dr     ""y 

^j'+a  dr  Y  dr       ) 

Bei  dieser  Bezeichnung  liefert  das  Zwischenintegral,  das  man  aus  (15) 
durch  Ausführung  des  ersten  Schrittes  des  in  der  angegebenen  Beiheii- 
folge  vorzunehmenden  Differentiationsverfahrens  erhält, 


(29) 


de^ 


"■         dr 


Wichtige  Schlässe,  die  man  leicht  aus  diesen  Formeln  ziehen  kann, 
sind  folgende :  Wenn  Q  eine  räumliche  harmonische  Function  ist  (wie  a 
der  Fall  ist,  wenn  die  Störung  entweder  von  störenden  Körpern,  die  sich 
im  Kern  oder  in  dem  Baume  ausserhalb  der  Flüssigkeit  befinden,  oder 
von  der  Oentrüugalkraft  der  Flüssigkeit  herrührt,  wenn  letztere  wie  ein 
fester  Körper  um  eine  Aze  rotirt),  so  kann  (l)  die  als  positiv  and  ab 
Function  von  r   angesehene  Grösse  Cy  zwar  einen  Minimalwerth ,  aber 

keinen  Maximalwerth  haben  und  (2),  wenn  die  StÖnmg  von  äassereo 
störenden  Massen  oder  von  irgend  einer  anderen  Ursache  (wie  der  Centn- 
fugalkraft)  herrührt,    welche  als  Potential    eine  räumliche  harmonische 

Function  vter  Ordnung  liefert,  die  nur  das  Glied  r^i  nicht  auch  das  Glied 
^—y—i  enthält,  so  kann  6^,  ausser  im  Centrum,  keinen  Minimalwerth 
haben  und  muss  in  der  Flüssigkeit  nach  aussen  hin  zimehmen. 

Diese  Sätze  zu  beweisen,  bemerken  wir  zunächst,  dass  ip  nothwendig 
nach  aussen  hin  abnehmen  muss.  Um  dies  darzuthun,  bezeichnen  wir 
mit  n  den  Ueberschuss  der  Masse  des  Kerns  über  die  Masse  einer  gleich 
grossen  Yollkugel,  deren  Dichtigkeit  8  gleich  derjenigen  der  dem  Kern 
zunächst  liegenden  Flüssigkeitsschicht  ist.  Dann  können  wir  (24)  aof  die 
Form 

(30)  ^  =  4715  -  ij  ^(s-(>')r'Ur'  +  ^^ 

a 

bringen.  Damit  nun  das  Gleichgewicht  stabil  sei,  muss  jede  der  Grössen 
n  und  8  —  q'  positiv  sein ;  folglich  ist  der  letzte  Theil  des  zweiten  Gliedci 
positiv  und  wird  bei  zunehmendem  r  kleiner,  während  der  zweite  TheS 
desselben  Gliedes  negativ  ist  und  an  absoluter  Grösse  zunimmt  und  der 
erste  Theil  einen  constanten  Werth  hat.  Mithin  nimmt  «^  bei  wachsenden 
r  ab.  Weiter  müssen  wir,  wenn  die  Kraft  von  der  angegebenen  Art  ifu 
[Zusatz  B  (57)] 

(31)  Ay  =  iTr"  +  K'  r-»'-* 
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liaben,   und  daher  verschwindet  das  zweite  Glied  von  (28).    Wenn  also 
für  irgend  einen  Werth  von  r 


de^ 
dr 

— 

0 

ist. 

so 

ist  für  denselben  Werth 

d^e^ 
dr^  "" 

2{y 

~ 

1)  dlogxp 

d\p 

^v 

eine  positive  Grösse,  und  dies  beweist  den  Satz  (1).  Wenn  endlich  die 
Kraft  von  der  in  (2)  angegebenen  Art  ist,  so  haben  wir  einfach  A^  = 

Kr^^  und  daher  verschwindet  das  zweite  Glied  von  (29).  Diese  Gleichung 
liefert  dann  für  Werthe  von  r,  welche  um  eine  unendlich  kleine  Grösse 
grösser  als  a  sind, 

"37  -         TT"    •" 

was  positiv  ist.  Folglich  beginnt  die  Function  e^  vom  Kern  aus  zu 
wacbsen,  und  da  sie  nach  (l)  keinen  Minimalwerth  haben  kann,  so  wächst 
sie  nach  aussen  hin  unaufhörlich. 

823.  Fall  der  Centriftigalkraft;.  —  Wenn  die  Störung  die 
ans  der  Rotation  der  Flüssigkeit  herrührende  ist,  so  ist  das  Potential 
der  störenden  Kraft 

y  (*'  +  y*), 

und  dies  ist  gleich  der  Snmme  einer  räumlichen  harmonischen  Func- 
tion zweiten  Grades  und  einer  Constanten.  Hieraus  folgt  [§§  822, 
779],  dass  die  Flächen  gleicher  Dichtigkeit  concentrische  abgeplattete 
Rotationsellipsoide  sind,  welche  eine  gemeinschaftliche  Axe  haben, 
und  deren  £llipticitäten  von  der  Oberfläche  aus  naöh  innen  zu 
immer  kleiner  werden. 

Wir  erhalten  in  §  822  (10) 

Dies  liefert  sofort,  wegen  (7)  und  (14), 

Folglich  ist 

r  +  <rr  =  r  (l  +^9^^^) 


=  ^[^  +  ?G--^^)} 


oder,  wenn  wir  die  Glieder  zweiter  Ordnung  vernachlässigen,  was  zulässig 
ist,  wen  Ol  und  daher  auch  —  sehr  klein  sind, 
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(1)  ♦■  +  '^'-  =-  K'  -  7?)  ('  +  ?  "■'•'*)■ 

Danach  ist  die  Kugel,   deren  Radius  r  war,  ein   abgeplattetes  Botatioiu 
ellipsoid  von  der  ElUpticität  [§  822  (27)] 

(2)  e,  =  22 

geworden. 

Ihr  Polardurchmesser  ist  um  den  Bruch  ~  oder  -—2    ideiner,     ilu 

Sr  3 

Aequatorialdurchmesser  um  -^  grösser  geworden,   während  ihr  Yolomei 

unverändert  geblieben  ist. 

Um  den  Werth  von  «2  zu  erhalten,  müssen  wir  J>aten  oder  Yorans 
Setzungen  haben,  welche  uns  in  den  Stand  setzen,  die  Gleichung  (15)  zi 
integriren.  Diese  können  in  vielen  Formen  gegeben  werden;  es  ist  abe 
nur  die  eine,  zu  der  wir  uns  jetzt  wenden,  für  praktische  Scblnssfolg« 
rungen  ausgearbeitet  worden. 

824«  Laplace's  hypothetisches  Qesetz  über  die  DiclitiS' 
keit  im  Innern  der  Erde.  —  Um  die  ErgebnisBe  der  vorher 
gehenden  Untersncliimg  auf  die  Bestimmung  des  Gesetzes  der  £31ip 
ticität  der  Schichten  gleicher  Dichtigkeit  innerhalb  der  Erde,  nntei 
der  Voraussetzung,  dass  dieselbe  ursprünglich  flüssig  gewesen  ist 
anzuwenden,  ist  es  unumgänglich  nöthig,  dass  wir  (da  Beobachtungen 
darüber  unmöglich  sind)  mit  einer  Hypothese  über  das  Gesetz  be- 
ginnen, nach  welchem  sich  die  Dichtigkeit  mit  dem  Abstand  vom 
Erdmittelpunkt  ändert.  Denn  wir  haben  (§  821)  gesehen,  zn  wie 
sehr  verschiedenen  Resultaten  wir  gelangen,  wenn  wir  die  beiden 
äussersten  Voraussetzungen  machen,  nämlich  erstens,  dass  die  Masse 
homogen  sei,  und  zweitens,  dass  die  Dichtigkeit  im  Centram  unend- 
lich gross  sei.  In  wenigen  der  bisher  gemachten  Messungen  der 
Zusammendrückbarkeit  der  Flüssigkeiten  (siehe  Bd.  IT.,  Eigen- 
schaften der  Materie)  ist  der  angewandte*  Dmck  gross  genng 
gewesen,  um  eine  Verdichtung  zu  erzeugen,  die  mehr  als  ^/j  Proc 
betrug.  Wie  man  erwarten  konnte,  hat  sich  herausgestellt,  dass 
die  in  diesen  Experimenten  erhaltenen  Verdichtungen  in  jedem  Falle 
näherungsweise  dem  Druck  einfach  proportional  sind;  aber  man 
hat  experimentell  noch  keine  Andeutung  über  das  Gesetz  der  Zu- 
sammendrückbarkeit für  eine  Flüssigkeit  unter  einem  Druck  erhaltes, 
der  gross  genug  war,  beträchtliche  Verdichtungen  hervorzubringen. 
Da  es  uns  an  Kenntniss  darüber  fehlt,  so  stellte  Laplace  die  Hypo- 
these auf,  das  Gesetz  der  Zusammendrückbarkeit  der  Masse,  aus 
welcher  die  P>de  vor  ihrer  Festwerdung  bestand,  sei  folgendes:  — 
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Die  Zanahme  des  Quadrates  der  Dichtigkeit  ist  der  Zu- 
nahme des  Drucks  proportional.  Diese  Hypothese  fährt,  mit- 
tels der  gewöhnlichen  Gleichung  des  hydrostatischen  Gleichgewichts, 
8u  einem  sehr  einfachen  Ausdruck  für  das  Gesetz  der  Dichtigkeit, 
welcher  noch  weiter  vereinfacht  wird,  wenn  wir  annehmen,  die 
Dichtigkeit  sei  überall  von  endlicher  Grösse. 

Bei  yemachlil88i||;ang  der  störenden  Kräfte  haben  wir  (§§  822,  752) 

(1)  dp  =  f>d(V+N)- 

Kacb  der  oben  angegebenen  Hypothese  von  Laplace  ist  aber,  wenn  k 
eine  gewisse  Constante  bezeichnet, 

(2)  dp  =  kQdg, 

Folglich  ist 

kg+  C  z=  V  +  N, 

oder  nach  §  822  (5) 

r  r 

r  a 

Wird  jetzt  mit  r  multiplicirt  und  sodann  d]£fereutiirt,  so  folgt 

X 

*|:  (»•?)+  C=:inJ'r'Q'dr' 


and 


Batzen  wir 


4»  _    1 

so  kann  das  Integral  dieser  Gleichung  in  folgender  Form  ausgedrückt 
werden:  — 


rQ  =  F  sin  (J  +  ff) 


Wenn  wir  voraussetzen,  die  ganze  Masse  sei  flüssig,  d.  h.  es  sei  kein 
fester  Kern  vorhanden,  oder  es  gelte  auf  alle  Fälle  dasselbe  Dichtigkeits- 
gesetz von  der  Oberfläche  bis  zum  Centrum,  so  muss  G  verschwinden,  da 
flonst  die  Dichtigkeit  im  Centrum  unendlich  gross  sein  würde.    Wir  werden 

daher  im  Folgenden 

F         r 

(3)  ^  =  7  ****  X 

annehmen.    Für  diesen  Werth  von  q  ist  es  leicht,  die  Richtigkeit  der 

Formel 

r 

(4)  /*r'2^'cir'  =  — x2ra  j| 

0 

zu  erkennen,  indem  jede  Seite  derselben  den  Werth 


1 
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Fx^  (sin  L  ^Lco8  ^\ 

\  X  X  x/ 

hat. 

Wir  sind  jetzt  vorbereitet  zur  Bestimmung  des  Werthes  von  1%  in 
§  823,  von  welchem  die  Ellipücität  der  Schichten  abhängt.  Demi  die 
Formel  (15)  des  §  822  wird  nach  §  822  (23)  und  der  vorhergebeod» 
Gleichung  (4) 


(5) 


L    r  a  J 


5    *      r 


wo  fi'  die  Masse  der  von  dem  Kern  fJi  verdrängten,  dem  DichdgkeitegeBecz 
(3)  folgenden  Flüssigkeit  ist.  In  dem  die  Erde  betreffenden  Problem 
können  wir  fA*  ■=:  fA  und  natürlich  a  ■=.  0  annehmen.  Der  Einfachbdt 
wegen  setzen  wir  noch 

(«)  r  ^  «,  =  r, 

dividiren  sodann  durch  r^  und  differentiiren.    Es  ergibt  sich 


Ä  (f.)  +  ^Jr-Wä,  =  0. 


Wir  multipliciren  jetzt  mit  f^  und   differentiiren  von  Neuem;   dann  &- 
halten  wir 

Das  Integi-al  dieser  Gleichung  ist  bekanntlich 

(«)        r,  =  C  [(1  -  1)  m  (I  +  c)-±  cos  (I  +  c)]. 

so  dass  u^  aus. (6)  bekannt  ist.    Nun  haben  wir  schon  bewiesen,  daies  • 
vom  Centrum  aus  nach  aussen  hin  wächst;  es  muss  daher 

C  =  0 

sein ,  da  sonst  U2  ini  Centrum  unendlich  gross  sein  wurde.     Wir  erluütei 
also  schliesslich 

/3  _  1  \  ^^^  I__  J_ 

>  .  ti«  C  \  75      x^/  X       X  r 

(9)  e«  =  —  =  —  -^ 

tan 

X  X 

Die  Constanten  sind  natürlich  aus  den  bekannten  Werthen  der  EllipticitiU 
der  Oberfläche  und   der  Winkelgeschwindigkeit  der  Masse  zu  bestimmeo. 
Jetzt  geht  (5)  an  der  Oberfläche  über  in 

r  r 

(10)  -Ja  «ay  ^^'^^^  +  ^sj  r'  ^  u^dr  =  -^  +  —  gu^r. 

0  0 

Wir  können  weiter  ^,  -y^  und  q  vermittels  der  Formeln  (3),  (4),  (6)  und  fSi 
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eUmlnireu  asd  überall  re^  für  u^  setzen.  Wenn  ausserdem  m  das  Ver- 
hältniss  (^^)  bezeichnet,  in  welchem  die  Centrifügalkraft  am  Aequator 
zur  Schwerkraft  steht,  so  kann  o»  vermittels  der  Gleichung 


r6>a 
m  = — 


0 

eliminirt  werden,   aus  welcher  mit  Hülfe  von  (3)  die  Grösse   q  entfernt 
wird.     Durch  diese  Substitutionen  transformirt  sich  (10)  in 


r 
4nFt 


—  y  r  .»n  -  dr  +  -j^ J  r»  [(-,  -  -,)  am  -  -  -co.-Jdr 

0 

r 

4nmF   f      *    r    ,      ,    4nF  t 

=  — /  rstn  —  dr  -\ —  xtatn  — • 


Setzen  wir 


tan  —  =:  t  und  —  =  ^, 

X  X 


4nFt 
so  wird  der  integrirte  Ausdruck,  nach  Division  durch  — - — , 

=  It  ('  -  *)  +  ***• 

Hieraus  folgt  leicht 

.  bm  _  j»4  -f.  ^8g  ^  ^4^2  ^  2^g^a 

^    ^  2e   ~  (t  —  ^)[(3  —  ^^)t  —  3^)]  ' 

r 

Setzen  wir  1  —  -?  für  —,  d.  h.  für ,    so   wird  diese  Formel    etwas 

t  ^       ^ 

tan  — 

X 

einfiacher  und  kann  folgendermaassen  geschrieben  werden:         , 

^  2e  ~"  «(3-er  —  ^2) 

Die  mittlere  Dichtigkeit  ist  natürlich 

r 

7^*'*^**        V  a/«-     r        r          r\                .     t         r  r 

r  x^Kixn cob  — )  ^,  «n cos  — 

0 \        X        X x) 3  2*  X         X X 

I  r^dr  3  \x/ 

0 

Es  sei  nun  q^  die  mittlere  Dichtigkeit  und  q ,   wie  oben ,   die  Dichtigkeit 
auf  der  Oberfläche,  dann  ist 
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sF  sind-  —  &co8S^ 


ffo  =  — 

F 

tf    =  —  sind-, 


^ 


folglich 

Wenn  wir  dieses  VerMltnias  der  mittleren  Dichtigkeit  zur  Dichtigkeit  in 
der  Oberfläche  mit  /  bezeichnen,  eine  Grösse,  welche  experbnentdi  be- 
stimmt werden  kann,  so  liefert  (13) 

t  —  & 


/=3 


t^^ 


Ans  dieser  Gleichung  kann  B  durch  Annäherung  bestimmt  werden,  md 
dann  drückt  (12)  e  durch  bekannte  Grössen  aus.  In  der  That  geht  (1:^1 
über  in 


(14) 


bm  _      ^       -^"^     9     _       /^»  3 

ae~^      /(/-i)       ""3(/-i)       / 


Aus  (13)  und  (14)  berechnet  man  ohne  Mühe  die  Zahlen  der  Colunmco 
IV  und  Y  der  folgenden  Tabelle.  Die  ColunmeVII  zeigt  das  Yerhältnifl, 
in  welchem  das  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  einen  mittleren  I>iirdi> 
messer  für  das  angenonmiene  Dichtigkeitsgesetz  zu  dem  Werthe  steht 
den  dasselbe  unter  der  Voraussetzung,  die  Erde  wäre  homogen,  haben  würde. 


I. 

n. 

in. 

IV. 

« 
V. 

VI. 

VIL 

■-? 

-  1800 

71 

* 

f 

e 

c 

C 

3-91 

140» 

4-244 

1-966 

1 

292 

0-00335 

0-843 

4-24 

1420-5 

2-487 

2-057 

1 
295 

■00330 

'8S5 

4-61 

145° 

2-531 

2-161 

1 
299 

00325 

•82« 

5*04 

1470-5 

2-574 

2-282 

1 

•00321 

-81S 

302-5 

5-53 

1500 

2-618 

2-423 

1 
306-5 

00315 

•810 

6-11 

1520-5 

2-662 

2-589 

1 
311 

-00309 

•801 

6-80 

1550 

2-705 

2-788 

1 
315 

-00304 

•792 
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825.  Dynamisoher  Ursprung  der  PräcoBsion  und  Nuta- 
tion.  —  Die  Erscheinungen  der  Präcession  und  der  Nutation  rühren 
daher,  dass  die  Erde  nicht  centrobarisch  (§  526)  ist  und  deshalb 
die  Sonne  und  den  Mond  anzieht  und  von  diesen  Körpern  Ein- 
wirkungen erleidet  in  Richtungen,  welche,  ausser  wenn  sie  in  der 
Ebene  des  Aequators  der  Erde  liegen,  nicht  genau  durch  den  Träg- 
heitsmittelpunkt derselben  gehen.  Daher  erhält  man,  wenn  man 
die  Anziehung  jedes  der  beiden  Körper  aus  ihrer  wirklichen  Linie 
in  eine  durch  den  Trägheitsmittelpunkt  der  Erde  gehende  parallele 
Linie  yersetzt  (§  ÖÖÖ),  ein  Kräftepaar,  welches,  wenn  wir  zunächst 
der  Einfachheit  wegen  annehmen,  die  Schwerkraft  sei  um  die  Polar- 
axe  herum  symmetrisch,  die  Erde  um  einen  Durchmesser  ihres 
Aequators  in  einer  solchen  Richtung  zu  drehen  strebt,  dass  die  Ebene 
des  Aequators  dem  störenden  Körper  zugewandt  wird.  Das  Moment 
dieses  Kräftepaars  ist  [§  539  (14)]  gleich 

„^.  ^S(C  —  Ä)sindeosd 

wo  8  die  Masse  des  störenden  Körpers,  D  seine  Entfernung,  d  seine 
Declination  und  C  und  Ä  die  beziehungsweise  für  den  Polar-  und 
den  Aequatorialdurchmesser  genommenen  Trägheitsmomente  der 
Erde  bezeichnen.  Aller  Wahrscheinlichkeit  nach  (§§  796,  797)  sind 
die  f&r  die  beiden  Hauptaxen  in  der  Ebene  (§  795)  des  Aequators 
genommenen  Trägheitsmomente  sehr  merklich  von  einander  yer- 
schieden;  es  leuchtet  aber  ein  und  wird  im  zweiten  Bande  bewiesen 
werden,  dass  die  Präcession  und  die  Nutation  doch  so  beschaffen 
sind,  wie  sie  sein  würden,  wenn  die  Erde  um  eine  Axe  symmetrisch 
wäre  und  zum  Trägheitsmoment  in  Beäehung  auf  die  äquatorialen 
Durchmesser  das  arithmetische  Mittel  zwischen  dem  grössten  und 
dem  kleinsten  Werthe  hätte,  den  dieses  Trägheitsmoment  thatsächlich 
hat.  Aus  §  539  (12)  sehen  wir,  dass  zur  Bestimmung  der  Diffe- 
renzen der  in  Beziehung  auf  die  Hauptaxen  genommenen  Trägheits- 
momente, oder,  falls  um  eine  Axe  Symmetrie  stattfindet,  des  Werthes 
von  C  —  A  im  Allgemeinen  eine  Kenntniss  der  Schwerkraft  auf 
der  Oberfläche  oder  im  äusseren  Räume,  oder  [§§  794,  795]  der  Ge-' 
stalt  der  Meeresniveaufläche  genügt,  und  dass  es  keiner  Data  in 
Betreff  der  Dichtigkeit  im  Linem  der  Erde  bedarf. 

Setzt  man  §  539(12)  gleich  §  794(17),  wo  F,  (^,  gp),  wenn  die  Meeres- 
niveaufläche als  symmetriflch  vorausgesetzt  wird,  einfach  t  (-  —  coi^d'] 
wird,  so  erbalten  wir 
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^(•-l-)(l-'-«)=I^G-"«). 

und  hieraus  folgt 

(16)  C-^=|j|fr«(e-  im). 

In  ähnlichei*  Weise  können  wir  darthun,  daas  dieselbe  Formel  für  dem 
realen  Fall  gilt,  in  welchem  die  MeeresniveauMche  ein  Ellipsoid  von  drä 
ungleichen  Axen  ist,  von  denen  die  eine  mit  der  Rotationsaxe  znBaniin»«- 
föllt;  es  bezeichnet  dann  e  den  Mittel werth  der  Elliptici täten  der  beides 
durch  die  Rotationsaze  gehenden  Hauptschnitte  dieses  Ellipfloides  und  Ä 
den  Mittelwerth  der  für  die  beiden  in  der  Ebene  des  Aequators  licgcndea 
Hauptaxen  genommenen  Trägheitsmomente. 

826.  Die  Fräcession  belehrt  uxia  über  die  Vertheilung 
der  Erdmasse,  während  die  Grosse  der  Schwerkraft  auf  der 
Erdoberfläche  es  nicht  thut.  —  Die  durch  die  störenden  Kräfte 
erzeugten  Winkelbeschleunigungen  sind  (§  281)  den  Momenten  der 
Kräftepaare  direkt  und  dem  für  einen  äquatorialen  Durchmeaser 
genommenen  Trägheitsmoment  der  Erde  umgekehrt  proportional 
Es  würden  aber  (Band  IE)  die  in  der  Präcession  und  Nutation  beob- 
achteten Gesammtresultate,  wenn  der  Zustand  der  Erde  sich  änderte» 
direkt  wie  C  —  A  und  umgekehrt  wie  G  variiren.  Wir  haben 
gesehen  (§  794),  dass  C  —  Ä  unverändert  bleibt,  wenn  die  Dichtig- 
keit im  Innern  der  Erde  eine  andere  wird,  dabei  aber  die  Schwer- 
kraft auf  der  Oberfläche  [und  folglich  (§  793)  auch  im  äosaereB 
Räume]  keine  Aenderung  erleidet.  Anders  verhält  es  sich  dagegen 
mit  der  Grosse  0,  welche  kleiner  oder  grösser  sein  wird,  jenachden 
die  Masse  in  den  um  den  Mittelpunkt  liegenden  Theilen  mehr  ver- 
dichtet, oder  bis  auf  eine  kleine  Entfernung  von  der  Oberfiädie 
näherungsweise  mehr  homogen  ist.  So  kommt  es,  dass  ein  Yergiw^ 
z¥rischen  der  dynamischen  Theorie  und  der  Beobachtung  der  Prä- 
cession und  Nutation  uns  über  die  Vertheilung  der  Masse  im  Innen 
der  Erde  belehrt  (ganz  so,  wie  wir  aus  der  Grösse  der  Besehlemugunf 
von  Kugeln  oder  Cylindem,  die  eine  geneigte  Ebene  hinunterroDeB, 
erkennen  können,  ob  wir  einen  vergoldeten  Messingkörper  ohne 
Höhlung  oder  einen  hohlen  Goldkörper  von  der  nämlichen  Schwere 
und  gleicher  Oberfläche  vor  uns  haben),  während  wir  eine  soldy 
Belehrung  nicht  schöpfen  können  aus  der  Gestalt  der  Meeresober» 
fläche ,  der  Vertheilung  der  Schwere  auf  der  Erdoberfläche  oder  der 
Störung  der  Bewegung  des  Mondes,  ohne  eine  Hypothese,  wie  das 
anföngliche  Flüssigsein  oder  die  gegenwärtige  UebereinstimiBiiiig 
der  Oberflächen  gleicher  Dichtigkeit  mit  den  Flächen  ansonehmea, 
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welche,  wenn  die  ganze  Erde  ihrer  Starrheit  beraubt  würde,  Flächen 
gleiclien  Drucks  sein  würden. 

827.    {Bestimmung  der  Constanten  derPräcession  mittels 
des  Iiaplaoe'sehen  Gesetzes.  —  Wir  wollen  aber  zunächst  unter- 
em —  il 

suchen,  welche  Grösse  die  terrestrische  Constante r; —  der  Pra- 

C 

cession  und  Nutation  haben  würde,  wenn Laplace's Gesetz  über 
die  Dichtigkeit  im  Innern  der  Erde  richtig  wäre,  und  wenn  die 
Schichten  gleicher  Dichtigkeit  für  die  jetzige  Winkelgeschwindigkeit 
der  Rotation  Niyeauflächen  wären.  Jedes  Trägheitsmoment,  welches 
den  letzteren  Theil  dieser  Annahme  inyolvirt,  soll  durch  einen  grossen 
deutschen  Buchstaben  bezeichnet  werden. 

Das  Trägheitsmoment  für  die  Polaraze  ist  nach  §  281 

r     ^  2    in 

0       0  0 

wo  der  erste  Factor  unter  dem  Integralzeichen  ein  Element  der  Hasse, 
der  zweite  das  Quadrat  seines  i  Abstandes  von  der  Aze  ist. 

Für  das  in  Beziehung  auf  eine  andere  Hauptaxe  (die  irgend  ein 
äquatorialer  Badius  sein  kann,  hier  aber  in  der  Ebene  angenommen  wird, 
von  welcher  aus  g>  gemessen  wird)  genommene  Trägheitsmoment  erhalten 
wir 

+  ZL 
a  =  2  ff     fQT*8in»drd»dq>.r^{l'-8in*»8in^g>), 

0     0  0 

Nun  ist  nach  §  823 


r  =  r  [i  +.  ea  (i  -  co«a|>)], 


wo  r  den  mittleren  Badius  der  durch  (r,^,  90)  gehenden  Oberfläche  gleicher 
Dichtigkeit  bezeichnet;  daraus  folgt 

5  dr  '       ar     \3  / 


Es  sei  nun 


(17) 


/  Qr*dr  =  K 


0 
und 

V 

/ 


9  -37-*  ^r  =  üTi. 
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dann  ist 


^  8     271 


6  =  2/"     fain^dd&d^  \k  +  h\  Q  —  cm«*)], 


0        0 
oder  näherangsweise 

(18)  «  =  T  *• 


Ferner  ist 


(19) 


^  a  271 


(£—«=2/*    /«n*d.^dJjr+iCi(i— co*«*)j(«V*— l+«tji»*ai««fl 


0      0 
""    15       ** 


Nun  haben  wir 


K  =  fqr^dr  =  F  /r»«»«  j  dr. 


r 
oder,  wenn  wir  wie  früher  *  =  —  setzen, 

Weiter  ist 

r  r 

0  0 

und  dies  geht  nach  §  826  (10)  über  in 


0 


5r»a>a 
lÄi  =  5t»e  #  ^r"tf r  — 

(20) 

=  5  /e  —  ~)  Fx*^(«  —  *)co«*. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  schliesslich 

/€--J[  _  1  Äj  _  /    _  m\  ,'»2(t  —  ^) 

C        ""  5   J:  ~  V  2/ — *«  +  3^t4-6*  — 6t 

Mittels  dieser  Formel  sind  die  Zahlen  der  Columne  VI  in  der  TabeOt 
des  §  824  berechnet  worden.    Aus  (19)  und  (20)  sehen  wir,  dass 


(21) 
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e 


3    \      J^  %n) 


ist,  was,  wie  es  auch  der  Fall  sein  muss,  mit  §  825  (16)  übereinstimmt. 

828.  Vergleioli  der  Laplace'sohen  Hypothese  mit  der 
Beobachtung.  —  Aus  den  von  Le  Verrier  und  Serret  mit 
grosser  Sorgfalt  ausgeführten  Untersuchungen  über  die  Präcession 

und  Nutation  gebt  hervor,  dass  der  wabre  Werth  von  — j^ —   nur 

sehr  wenig  von  0'00327  *)  verschieden  ist.     Nacb  der  Tabelle  des 

S  — «  1 

§  824  stimmt  dies  mit  — -^ —  für  /=  2*1  überein,  was  c  = 

^  C  297 

liefert.  Dies  sind  (§§  792, 796, 797)  die  wahrscbeinlichsten  Werthe, 
die  wir  diesen  Elementen  durch  Beobachtung  beilegen  können.  Da- 
nach ist  die  Hypothese  von  Laplace,  soweit  wir  die  Mittel  haben, 
sie  zu  prüfen,  bewabrheitet. 

829.  Prüfdng  der  Laplace'schen  Hypothese  mit  Bezie- 
hung auf  die  Zusammendrüokbarkeit  einiger  Stoffe. —  Um  die 
Hypothese  von  Laplace  noch  weiter  zu  prüfen,  ist  zu  untersuchen, 
ob  die  Resultate  derselben  Etwas  enthalten,  was  mit  unserer  expe- 
rimentellen Kenntniss  der  Zusammendrückbarkeit  der  Materie  unter 
Druckkräften,  wie  wir  sie  in  unseren  Laboratorien  anwenden  kön- 
nen, unvereinbar  wäre.  Zu  diesem  Zwecke  ist  der  vorhergehenden 
Tabelle  die  erste  Columne  zugefügt  worden.  Aus  derselben  lässt 
sich  die  nach  dem  angenommenen  Dichtigkeitsgesetze  für  die 
respectiven  Werthe  von  -ö"  erforderte  Zusammendrückbarkeit  der 
obersten  Schicht  der  flüssigen  Masse  entnehmen,  welche  die  Erd- 
rinde bildete.  In  der  That  sind  die  Zahlen  in  der  Golumne  I  die- 
jenigen, durch  welche  der  Erdradius  dividirt  werden  muss,  um 
gemäss  dem  Werthe,  welchen  die  Schwerkraft  auf  der  Oberfläche 
hat,  die  Längen  des  Compressionsmodulus  (§  688)  der  obersten 
Flüssigkeitsschicht  zu  finden. 

Wir  haben  nach  §  824  (3) 


*         r  X 


ar  r    \    r  x    / 


*)  Annales  de  rObservatoire  Imperial  de  PariB,  1859,  p.   324. 
Thomton  n.  Tait,  theorotisob«  Physik.    II.  26 
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hieraus  ergibt  sich  an  der  Oberfläche 

[-i  U]  =  -.{'-  !)■ 

Die  eutsprechenden  Zahlen  für  mehrere  verschiedene  flüsaige  oad 
feste  Substanzen  sind  folgende :  — 

Alkohol 37 

Wasser 27 

Quecksilber 21 

Glas 50 

Kupfer    .     .     .     . < 8*1 

Eisen 4*1 

Geschmolzene  Lava,  nach  Laplace^s  Gesetz,  für/  =  2*1    .    4*42 

Dieser  Vergleich  kann  entschieden  als  dem  Gesetz  von  Li a place 
nicht  widersprechend  angesehen  werden;  es  ist  aber  wunschens- 
werth,  dass  Experimente  über  die  ZusammendrÜckbarkeit  gceschmol' 
zener  Felsen  wirklich  angestellt  würden. 

830.  Ein  aus  der  Ellipticität  der  Erde  und  der  'FluHt- 
reibung  gezogener  Sohluss.  —  In  §  276  wurde  bewiesen,  das« 
die  Ebbe  und  Fluth  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation  der 
Erde  zu  verringern  bestrebt  sein  muss,  und  in  einem  spätereD 
Bande  wird  dargethan  werden,  dass  diesem  Streben  nur  in  eines 
ganz  geringen  Grade  durch  die  Beschleunigung  entgegen  gearbeitet 
wird,  welche  aus  der  säcularen  Abkühlung  und  Zusammenziehusf 
der  Erde  resnltirt.  Seit  dem  Druck  des  §  276  sind  uns  Grgebniss«? 
der  physischen  Astronomie  bekannt  geworden ,  welche  den  in  §  405 
aufgestellten  Satz  umstürzen  und  so  dem  §  276  eine  praktische 
Bedeutung  beilegen,  welche  jener  Satz  ihm  versagte.  Der  ii 
§  405  angegebene  Satz  wurde  von  Laplace  aus  der  Uebereic* 
Stimmung  der  Beobachtung  und  seiner  Dynamik  der  mittleren  Be- 
wegung des  Mondes  gezogen.  Im  Jahre  1858  wies  Adams  m 
Laplace's  Werk  einen  Fehler  nach,  der  bis  dahin  der  Aniinerk- 
samkeit  der  Astronomen  entgangen  war,  und  zeigte,  dass  nngefahr 
nur  die  Hälfte  der  beobachteten  Beschleunigung  der  mittleren  Be- 
wegung des  Mondes  in  Beziehung  auf  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Rotation  der  Erde  nach  Laplace^s  Theorie  ihre  £rklänmf 
fände.  Im  Jahre  1859  theilte  er  Delaunay  als  Resultat,  zu  des 
er  schliesslich  gelangt  sei,  mit:  —  dass  der  Mond  am  Ende  eines  Jahr^ 
hunderts  sich  5'7"  vor  der  Lage  befindet,  welche  er  in  BeKiehnnf 
auf  einen  Meridian   der  Erde    nach  den  Winkelgescbwindigkeües 
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der  beiden  Bewegungen  nnd  der  aus  den  verschiedenen  bekannten 
störenden  Ursachen  genau  berechneten  Beschleunigung  seiner  eige- 
nen   Bewegung    beim    Beginn    des    Jahrhunderts    haben    würde. 
Delaunay  bewahrheitete  bald  nachher  dieses  Resultat  und  erklärte 
im  Anfang  des  Jahres  1866,  dass  diese  Erscheinung  sich  nur  durch 
die  Annahme  einer  Verlangsamung  der  Rotation  der  Erde  durch 
die  Fluthreibung  erklären  lasse.     Indem  Adams  diese  Hypothese 
benutzte  und  die  daraus  sich  ergebende  Verlangsamung  der  mitt- 
leren Bewegung  des  Mondes  durch  die  Fluthreaction  (§  276)  in 
Rechnung  zog,  fand  er  in  einer  Berechnung,  die  er  uns  mittheilte, 
unter  der  näherungsweise  richtigen  Voraussetzung,  dass  die  aus  den 
Sonnen-  und  Mondfluthen  herrührenden  Theüe  der  Verlangsamung 
der  Erdrotation  den  Quadraten  der  bezüglichen  Fluth  erzeugenden 
Kräfte  proportional  sind,  22'  als  die  Zeit,  um  welche  die  Erde  in 
einem  Jahrhundert  hinter  einer  vollkommenen  zu  Anfang  des  Jahr- 
hunderts gestellten  Uhr  zurückbleiben  würde.     Wenn  die  Verlang- 
samung, welche  in  einem  Jahrhundert  diese  Gesammtwirkung  her- 
vorbringt,  gleichförmig  (§  35,  b)  wäre,  so  würde  die  Erde,  als 
Chronometer  angesehen,  in   der  Mitte  des  Jahrhunderts  um   0*22 
einer   Secunde   und    am   Ende    des   Jahrhunderts   um    0*44    einer 
Secunde    per    Jahr    langsamer    gehen.     Der    letztere    Betrag    ist 

70,000,000  ^®^  jetzigen  Winkelgeschwindigkeit,  und  wenn  die 
Grösse  der  Verlangsamung  seit  10,000,000  Jahrhunderten  gleich- 
förmig gewesen  wäre,  so  müsste  vor  dieser  Zeit  die  Erde  um  -  schnel- 
ler als  gegenwärtig  rotirt  haben  und  die  Centrifugalkraft  im  Ver- 
hältniss  von  64  zu  49  grösser  gewesen  sein.  Wenn  die  Erstarrung 
damals  oder  früher  stattfand,  so  muss  die  EUipticität  der  oberen 

Schichten     gleicher    Dichtigkeit  —  statt  ungefähr  — -  gewesen 

sein,  welchen  Werth  sie  jetzt  sicherlich  hat.  Es  ist  unmöglich,  döm 
Schluss  zu  entgehen,  dass  die  Erstarrung  vor  weit  weniger*  als 
tausend  Millionen  Jahren  erfolgt  ist.  Im  Zusatz  D  wird  aus  der 
Theorie  der  Wärmeleitung  gefolgert,  dass  die  Erstarrung  vor  etwa 
hundert  Millionen  Jahren  stattgefunden  haben,  aber  nicht  fünf- 
hundert Millionen  Jahre  entfernt  sein  kann. 

831.  Plötzliche  Aendeningen  der  Dichtigkeit  im  Innern 
der  Erde  sind  nicht  unwahrscheinlich«  —  Nach  den  bekannten 
Thatsachen  hinsichtlich  der  oben  (§  829)  angegebenen  Zusammen- 

26* 
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drückbarkeit  terrestrischer  SnbBtanzen  ist  es  höchst  wahrscheinlid!, 
dass  sogar  in  einem  chemisch  homogenen  Stoffe  nach  unten  an  eine 
continuirliche  Zunahme  der  Dichtigkeit  in  einem  Betrage  erfolgt,  der 
mit  dem  in  Laplace*s  Gesetz  vorausgesetzten  vergleichbar  ist.  Es 
ist  aber  nicht  unwahrscheinlich,  dass  auch  discontinuirliche  Aende- 
rungen  in  der  Beschaffenheit  der  Substanz  vorhanden  sein  mögen,  vie 
z.B.  wenn  ein  grosser  Theil  desErdinnem  zu  einer  früheren  Zeit  aas 
geschmolzenen  Metallen  bestanden  hätte,  die  jetzt  erstarrt  sind.  Wir 
fügen  daher  eine  Lösung  des  Problems  hinzu,  die  Ellipticitäten  der 
Oberflachen  einer  rotirenden  Masse  zu  bestimmen,  die  aus  zwei  sich 
mit  einander  nicht  vermischenden  Flüssigkeiten  tob 
ungleicher  Dichtigkeit  besteht,  wobei  jedoch  jede  der  Flüssig- 
keiten als  unzusammendrückbar  vorausgesetzt  wird. 

Es  seien  q  und  q  -^^  q'  die  Dichtigkeiten  der  beiden  FlüssigkeiteB ; 
die  Flüssigkeit  von  der  Dichte  ^  -|~  ^  bilde  das  SphAroid 

(1)  r  =  a'[l  +  e/Q-co««*)], 

während  die  Flüssigkeit  von  der  Dichte  q  den  Baum  zwischen  dem 
Sphäroid  (1)  und  der  ausserhalb  desselben  liegenden  concentrischen  und 
coaxalen  Oberfläche 

(2)  r  =  a  [l  4-  «  Q-c^^«**)] 

ausfuUen  möge.  Ferner  möge  die  ganze  Masse  mit  der  gleichlormig«n 
Winkelgeschwindigkeit  cü  rotiren.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewidits 
sind,  dass  die  Oberfläche  jedes  Bphäroids  eine  Fläche  constanten  Poten- 
tials sei. 

Nun  ist  das  Potential  in   einem  Punkte  r,  S-  in  der  äusseren  Flö»- 
sigkeit 


(3) 


,    4no'  ra'«    ,    8  o'»   ./l  ,  .\1 


Die  erste  Zeile  ist  das  aus  einer  das  grössere  Sphäroid  ausfülleadea 
Flüssigkeit  von  der  Dichte  q  herrührende  Potential,  die  zweite  dt» 
Potential,  welches  ans  einer  das  innere  Sphäroid  erföllenden  Flnssigkat 
von  der  Dichte  q'  entsteht,  die  dritte  das  in  räumlichen  hannonitdMD 

Functionen   dargestellte  Potential  (-  tß  r^  «tn*  d-j  der  Centriftigalkraft 

Substituiren  wir  in  (3)  der  Beihe  nach  die  in  (1)  und  (2)  angegeben 
Werthe  von  r,  vernachlässigen  die  zweiten,  u.  s.  w.  Potensen  der  EUip- 

tidtäten   und   setzen   die    Summe    der   Coeffloienten   von    ( -  —  co«^  l) 

gleich  Null,  so  erhalten  wir  zwei  Gleichungen,  aus  denen  sich 


(6) 
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(4)  .=  ^       '^  "'^ 1?^ 

ergibt.    Der  entsprechende  Werth  von  e'  ist  ans  der  Gleichung 

.(,+^^)=.(.+i^(,+,9) 

zu  entnehmen. 

Drückt  man  a^  durch  die  bekannte  Grösse  m  aus,  so  erhält  man 

(">  "8;r  =  -2  (^  +  P  O- 

Auch  ist  zu  einem  genügenden  Grade  der  Genanigkeit 

I«  =  TT  «•('  +  $  •■)      . 

and  die  mittlere  Dichtigkeit  ist  offenbar 

Die   numerischen  Werthe  der  Ausdrücke  (4)  und  (7)  sind  näherungsweise 

aus   der  Beobachtung  und  aus  Experimenten  bekannt,  so  dass,  wenn  wir 

a' 
einen  Werth  von  —    annehmen,   wir   sofort   ^   und    q-  und   daraus   den 

C—A 
Werth  von  — -t; —  bestimmen  können. 

Aus  den  hier  gegebenen  Formeln  können,  wie  sich  leicht 
zeigen  lässt,  mit  der  Beobachtung  sehr  nahe  übereinstimmende 
Resultate  hinsichtlich  der  Präcession,  des  Verhältnisses  der  Dichtig- 
keit auf  der  Oberfläche  zur  mittleren  Dichtigkeit  und  der  £llip- 
ticität  der  Meeresniveaufläche  gezogen  werden,  ohne  dass  man  un- 
zulässige Hypothesen  über  die  relativen  Volumina  und  Dichtigkeiten 
der  beiden  yorausgesetzten  Flüssigkeiten  zu  Hülfe  zu  nehmen  hätte. 
Dieser  Gegenstand  muss  jedoch  dem  Leser  als  Uebungsaufgabe 
überlassen  werden. 

832.  Starrheit  der  Erde.  —  Diese  Berechnungen  und  alle 
bisher  über  die  Flutherscheinungen  und  die  Präcession  und  Nuta- 
tion  veröffentlichten  dynamischen  (sowohl  die  statischen,  wie  die 
kinetischen)  Untersuchungen,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  unten 
erwähnten,  setzten  voraus,  dass  die  äussere  Oberfläche  der  festen 
Erdrinde  absolut  starr  sei.      Vor  wenigen   Jahren  *)  wurde    zum 


*)  „Ou  the  Rigidity  of  the  Earth."     W.  Thomson.    Traru.  R,  5.,  May  1862. 
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ersten  Male  die  Frage  erhoben :  Behält  die  Erde  ihre  Gestalt  mit 
vollkommener  Starrheit  bei,  oder  gibt  sie  in  merklicher  Weise  dem 
deformirenden  Streben  der  Attractionskräfte  nach,  welche  Mond  imd 
Sonne  auf  ihre  oberen  Schichten  und  ihre  innere  Masse  aasüben? 
In  einem  gewissen  Grade  muss  sie  nachgeben,  da  keine  SubsUnx 
eine  unendlich  grosse  Starrheit  besitzt;  ob  aber  diese  Flnthen  der 
festen  Erdmasse  gross  genug  sind,  um  durch  irgend  eine  Art  Beob- 
achtung auf  directem  oder  auf  indirectem  Wege  entdeckt  werden  %a 
können,  ist  noch  nicht  ausgemacht  worden.  Das  negative  Resultat  der 
Versuche,  ihren  Einfluss  auf  die  Meeres-  und  Seefluthen,  wie  sie  bisher 
beobachtet  sind,  und  auf  die  Präcession  und  Nutation  zu  erforschen, 
genügt,  wie  wir  sehen  werden,  die  bis  jetzt  so  vorherrschende 
Hypothese  zu  widerlegen,  dass  wir  auf  einer  dünnen  Schale  fester 
Substanz  leben,  welche  eine  flüssige  Masse  geschmolzener  Felsen 
und  Metalle  umhülle,  und  beweist  im  Gegentheil,  dass  die  Erde  im 
Ganzen  weit  starrer  als  irgend  einer  der  Felsen  ist,  welche  ihre 
obere  Rinde  ausmachen. 

833.  Die  Beschaffenheit  des  deformirenden  Einflusses  wird 
leicht  verstanden  werden,  wenn  wir  betrachten,  dass,  wenn  die 
ganze  Erde  vollkommen  flüssig  wäre,  ihre  Oberfläche  zusammen- 
fallen würde  mit  einer  Fläche  constanten  Potentials  in  Beziehung 
auf  die  Attraction  ihrer  eigenen  Masse,  die  Centrifugalkraft  ihrer 
Rotation  und  die  Fluth  erzeugende  Resultante  (§  804)  der  Kräfte 
des  Mondes  und  der  Sonne  und  deren  kinetische  Reactionen  *). 
So  würden  (§§  819,  824)  die  vollen  Mond-  und  Sonnengleich- 
gewichtsfluthen  eintreten,  und  deren  Höhe  würde  2%  mal  so 
gross  sein,  wenn  die  Flüssigkeit  homogen  wäre,  oder  nahezQ 
doppelt  so  gross,  wenn  die  Flüssigkeit  heterogen  wäre  und 
ihre  Dichtigkeit  nach  Laplace's  hypothetischem  Gesetz  zn- 
nähme.  Wenn  jetzt  eine  sehr  dünne  Schicht  einer  leichteren 
Flüssigkeit  hinzugefügt  würde,  so  würde  diese  Schicht  die  früher« 


*)  Es  wird  im  zweiten  Bande  gezeigt  werden,  dass  die  nGIeichgewicfatotheone' 
der  Fluthen  für  einen  Ocean  von  gleichmässiger  oder  nach  unten  hin  zunehmai^eT 
Dichtigkeit,  welcher  einen  festen  Kern  vollständig  bedeckt,  wegen  der  tSglidm 
Rotation  eine  Correction  erfordert,  aber  eine  um  so  kleinere  Correction,  je  klciiff 
dieser  Kern  ist,  und  dass  sie,  wenn  kein  solcher  Kern  vorhanden  ist,  ToUstäwS; 
mit  der  „kinetischen  Theorie"  übereinstimmt,  immer  vorausgesetzt,  dass  die  ü'^akcy- 
geschwindigkeit  für  die  gewohnlichen  Annäherungen  (§§  794,  801,  802,  81S)  nickt 
zu  gross  ist,  welche  erfordern,  dass  auf  keine  Weise  eine  mehr  als  unendlich  kkioc 
Abweichung  von  der  Kugelgestalt  stattfinde.  Es  ist  interessant  zu  bemerken,  das» 
dieser  Satz  nicht  erfordert,  dass  die  Fluthdeformationen  klein  seien  im  Verj^eid 
zu  der  durch  die  Centrifugalkraft  der  Rotation  erzeugten  Abweichung  toh  70,00i' 
engl.  Fuss. 
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Grenzfläche  in  einer  ringsherum  nahezu  gleichen  Höhe  bedecken 
und  anter  den  Einflüssen  der  Fluth  mit  jener  Fläche  einfach  steigen 
und  fallen,  ohne  mehr  als  unendlich  kleine  Variationen  in  ihrer 
eigenen  Tiefe  zu  zeigen.  Wenn  also  der  feste  Theil  der  Erde  so 
wenig  Starrheit  besässe,  dass  es  ihm  gestattet  wäre,  in  seiner 
Gestalt  nahezu  in  demselben  Grade  nachzugeben,  als  wenn  er  flüssig 
wäre,  so  würde  fast  Nichts  yon  dem  stattfinden,  was  wir  Ebben  und 
Fluthen  nennen  —  Fallen  und  Steigen  des  Wassers  in  Beziehung 
auf  das  Land  — ,  sondern  Meer  und  Land  zusammen  würden  jede 
zwölf  Mondstunden  einige  Fuss  steigen  und  fallen.  Dies  würde,  wie 
wir  sehen  werden ,  auch  der  Fall  sein ,  wenn  die  geologische  Hypo- 
these einer  dünnen  Erdrinde  wahr  wäre.  Die  Erscheinungen  der 
Ebbe  und  Fluth,  wie  sie  wirklich  erfolgen,  liefern  also  eine  sichere 
Widerlegung  jener  Hypothese.  Wir  werden  in  der  That  alsbald 
sehen,  dass  sogar  eine  continuirliche  feste  Kugel  von  derselben 
Masse  und  demselben  Durchmesser  wie  die  Erde,  wenn  sie  homogen 
und  von  derselben  Starrheit  (§  680)  wie  Glas  oder  Stahl  wäre,  in 
ihrer  Gestalt  den  Flutheinwirkungen  beziehungsweise  %oder  Vs^al 
so  viel  nachgeben  würde,  wie  eine  vollkommen  flüssige  Kugel,  und 
weiter  wird  gezeigt  werden,  dass  die  Wirkung  eines  solchen  Nach- 
gebens in  dem  festen  Körper,  je  nachdem  seine  Starrheit  gleich  der 
des  Glases  oder  der  des  Stahls  vorausgesetzt  wird,  darin  bestehen 
würde,  die  Fluthen  auf  ungefähr  %  oder  Vs  von  dem  Betrage  zu 
redociren,  den  sie  haben  würden,  wenn  die  Starrheit  unendlich 
gross  wäre. 

834.  Fluthen  der  elastischen  festen  Erdtheile.  —  Um 
dies  zu  beweisen  und  diese  Frage  der  Fluthen  in  der  elastischen 
festen  Erde  zu  erläutern,  wollen  wir  die  Lösung  des  allgemeinen 
Problems  des  §  696  explicit  entwickeln  für  den  Fall  einer  homoge- 
nen elastischen  festen  Kugel,  welche  keinem  Oberflächenzuge  ausge-' 
setzt  ist,  sondern  durch  ein  im  Gleichgewicht  befindliches  System 
von  Säften  unendlich  wenig  deformirt  wird,  die  im  Innern  kör- 
perlich einwirken,  und  die  wir  zum  Schluss  mit  dem  Fluth 
erzeugenden  Einflüsse  des  Mondes  oder  der  Sonne  zusammenfallen 
lassen  werden.  Zunächst  beschränken  wir  jedoch  die  deformirende 
Kraft  nur  durch  die  am  Ende  des  §  733  gemachte  Voraussetzung. 

Sine  homogene  feste  elastische  Kugel  mit  freier  Oberfläche 
wird  durch  eine  körperlich  einwirkende  harmonische  Kraft 
deformirt.  —  Wenn  wir  den  Vorschriften  des  §732  folgen,  so  haben  wir, 
um  die  vollständige  Lösung  zu  erhalten,  die  beiden  Arten  von  Functionen 
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('«,  '/9,  Y)  i^d  (<^/>  A>  7/)  zu  findeu;  für  die  entere  liefern  die  Formeln  (<) 
und  (7)  des  §  733  folgende  Werthe:  — 


(1) 


a 


+ 


))  (m  +  n)         dx  m-|-«l     2(2^+3    dx 


(2J/+3)  (2i'  +  5)  dx 

und  symmetrische  Formeln  für  ^ß  und  Vi  woraus  [§  733  (6)] 


(2) 


V  =  -        " 


und  [§  737  (28)] 


^C  =- 


TO-|-n 

2(2y-|-5)  (m+fi) 


folgt.    In  §  737  (29)  eingesetzt,  liefern  diese  Formeln,  wenn  man  ^  +  2 
für  y  setzt, 


(3) 


—  F.r  =  — I —  \(m — n)W^,.  xA-)^      ,\.v 5 


was,  durch  die  geeignete  Formel  [§  737  (36)]  auf  harmonische  FunctioBai 
reducirt,  in 


*  XT 


ii'r  = 


(4) 


(2v  + 


ni ir 

3)  (m  +  n)  IL 


m4-(*'  +  l) 


1    ,^^y^i 


(2^  +  5)m~n  ^^^^^  ^^(^B.-n^'  '""'>! 
2*^  +  3  dx  ) 


übergeht.  Diese  und  die  symmetrischen  Formeln  für  'ör  und '//f 
drücken ,  wenn  r  gleich  a  genommen  wird ,  die  Compouenten  der  für  die 
Flächeneinheit  genommenen  Kraft  aus,  welche  durch  Anwendung  eb«r 
auf  die  Grenzfläche  der  Kugel  von  aussen  einwirkenden  Zugkraft  aafgv- 
hoben  werden  müsste,  wenn  die  Deformation  im  Innern  genau  die  dnicb 
(1)  ausgedrückte  wäre.  Folglich  müssen  wir  jetzt,  immer  noch  nach  dn 
Vorschriften  des  §  732,  den  Zustand  der  inneren  Deformation  {«,,  ßp  K 
bestimmen,  bei  welcher  keine  auf  das  Innere  von  aussen  körperlich  ein- 
wirkende Kraft  aus  der  (4)  gleichen  und  entgegengesetzten  OberfliiclKB- 
Zugkraft  resultiren  würde.  Die  Lösung  dieses  Theils  des  Problenu  est 
hält  §  737  (52),  wo  die  besonderen  Data  jetzt 


(   A. 


(5) 


M-\-(y+\)n     ^_, 


d  W. 


*'+! 


^y^i         (2^  +  3)  (w^  +  n) 


dx 


A 


y-\'2 


(2  »'  -h  5)  m  —  n 


a^^-^' 


(2  y  +  3)  (2  »'4-5)  (m  +  fi) 


.*'+3 


d{W^^,  r 


.—2  f-Ji 


jr 


und  sj-mmetrische  Ausdrücke  für  B^,  C^  und  -B^^a»  ^^+2»  ^^^^  ^^ 
Grössen  von  anderen  Ordnungen  als  y  und  y  -\-  2  sind.  Folglich  «rgj^ 
sich  für  diu  Uilfsfunctiouen  des  §  737  (50) 


(6) 
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V^_i  -  ^»   *''+i (2v  +  3)(m  +  n) ^»'+1 


_  (y  +  2)[(2y  +  5)w  — n]a'^+^ 
(2y4-3)(m  +  n) 


Nun  kann  (52),  wenn  man  die  passenden  Ausdrücke  fär  y  -^  2  statt  y 
addlrt,  zur  Bestimmung  von  «^  benutzt  werden  und  geht,  da  V'y_i  und 
*^+3  vorscliwinden,  über  in 


(7) 


+  ^ 


1  m  (a»  —  ra),o-*'-*  ^  ^v+i 


2  [2(*'4-2)24-i]w  — {2y+3)n      da; 


,    g-'^-^r      [(i^  +  4)ii>-(2v  +  3)n]        r^^-^'tf(^V+ir 
"^  y+i   L[2(*'4-2)a4.i]i»  — (2r  +  3)n  (2y+b)d 


X 


Hierzu  müssen  wir  den  durch  (l)  gegebenen  Werth  von  ^a  addiren,  um 
nach  §  732  die  ezplicite  Lösung  tt  unseres  Problems  zu  erhalten.  Auf 
diese  Weise  gelangen  wir  nach  etwas  mühseligen  algebraischen  Beduc- 
tionen,  wobei  m  ■}-  n^  welches  als  Factor  im  Zähler  und  Nenner  jedes 
Bruches  auftritt,  wegfällt,  zu  einem  merkwürdig  einfachen  Ausdruck 
für  «.  Dieser  und  die  symmetrischen  Formeln  für  ß  und  y  sind  folgende :  — 


) 


(9) 


wo 

»'+1         21/11  {[2(i'  +  2)24-  l]w  — (2y  +  3)n} 

_  (y  +  2)  (2  y  +  5)  W  —  (2  y  +  3)  n 

^y-^^  "~  2(2  j/  +  3)m  {[2(y-f  2)2-1- l]i»~(2y4-3)nl 

i'+i       (2  V  +  3)  n  {[2  (y-l-  2)2-1-  1]  w  — (2  y  +  3)  n} 


ist.     Der  unendlich  grosse  "Werth  von  ^^  i  j  für   den   Fall   y  =  0   hängt 

von  dem  Umstände  ab,  dass  die  körperlich  wirkende  Kraft  für  diesen 
Fall,  da  sie  gleichförmig  ist  und  durch  die  ganze  Masse  in  parallelen 
Bichtuugen  wirkt,  sich  nicht  durch  sich  selbst  im  Gleichgewicht  befindet, 
und  dass  es  daher  zur  HerstelUing  des  Gleichgewichts  eines  Oberflächen- 
zwanges bedarf. 
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Der  Fall  v  =  1  ist  derjenige,  mit  dem  wir  es  in  dem  die  Flvth 
betreffenden  Problem  zu  thun  haben.  In  diesem  Falle  verwandebi  neb 
die  Formeln  (9)  für  die  numerischen  Coefßcienten  in 

(10)       g2  =  ^/,n.^ rrv    Sa  =  TTTTTTTTZ TZx»   ®a  = 


n(19OT— 5ny    "^      10n(l9m— 5n)'      *      5n(19iii— 5«) 

Um  uns  für  terrestrische  Anwendungen  vorzubereiten,  ist  es  zweckmaani, 
zu  Folarcoordinaten  überzugehen.  Wir  bezeichnen  den  Abstand  tod 
Centrum  mit  r,  die  Breite  mit  l  und  die  Länge  mit  X,  so  dass 

(11)  x  =  rcoslco8X,      y  =1  r  cos  l  sin  X,     gzzzrsinl 

ist,  und  drücken  die  entsprechenden  Componenten  der  Verschiebung  dorck 

V,  7,  'A   aus.    Die  Ausdrücke  für  diese  letzteren  werden  genau  dieselbea 

d 
wie  die  für  a,  /9,  y  sein,  nur  dass  wir  statt  t — ,  wie  es  in  dem  Aosdnid 

für  a  erscheint,  t—  in  dem  Ausdruck  für  V,   —n   in   dem    für  '/  uai 

dr  '  rdl 

d 

TjT  in  dem  für  *A  haben.    Setzen  wir  also 

rcosldX 

(12)  W^^,  =  S^^,r''+\ 

SO  dass  Sy,^  die  W^,^  entsprechende  harmonische  Flächenfunctioo  oda 

die  harmonische  Function  der  Winkelcoordinaten  Z,  X  bezeichnet,  so  «• 
halten  wir 


(13) 


[  >  =  [(y  +  1)  e^+i  a=  -  [(^  +  1)  ä^+i  -  (»'  +  2)  ®^^,]  r*}  r"  5^ 
7=jgy+iaa-(5^+i-®^4.i)fajr 


(i5 
<2{ 


dS 
>y  y-\-l 


cos  l,d  X' 
woraus  schliesslich  nach  (9)  für  V 

_  {y+i){{y+i)[{y+s)m-nW-^y[(y-\-2)m-^n]r^\  y 
^'*'     "^  ""  2>'n{[2(*'4-2)a+l]t»  — (2v  +  3)fi}  ''+^ 

folgt.     Die  Ausdrücke  für  ^l  und  'A  lassen  wir  besser,  wie  sie  in  (12)  rai 
(9)  dargestellt  sind.     Aus  (13)  ergibt  sich 

d'r  _  {y  +  l)^{ma^+[{y^2)m^n]{a^^r^)]      k~i  o 
^    ^  dr""       2n{[2(>'-t-2)a+i]m  — (2,^  +  3)»}  »'-^>' 

was  für  r^a  immer  positiv  ist,  da  y  wenigstens  gleich  1  und  ßÄ^^Ciij] 

m  nothwendig  (§  694)  grösser  als  -  n   ist.      Obgleich   daher   V  für 

successiven  concentrischen  Sphäroide  nach  aussen  hin  beständig 

so   sehen   wir  doch,   wenn  wir  den  Ausdruck  für  —3 —  nieder»chreiV< 

'  dr 

dass   — ,  wenn  v  >•  1  ist ,  vom  Centrum  nach  aussen  hin  anfange  »"äcM 
in  einer  gewissen  Entfernung  vom  Centrum  einen  Mazimalwerth  ei 
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and  von  da  bis  an  die  Oberfläche  wieder  abnimmt.    Wenn  v  =  1  ist,  so 
erhalten  wir 

'^^^  ""- n(19m-5n) '^^»' 

T 

daher  nimmt  —  in  diesem  Falle  vom  Centram  an  bis  znr  Oberfläche  ab, 

r 

imd  seine  äussersten  Werthe  sind 
(im  Centrmn 


(17)^ 


V  _  2  (4  w  —  n)  g«        _  8  a»  (       ,        76  m       | 
r  ""n(l9w-5n)  ^«  ""  TFS  l  ^  "^  :         bT  I  ^^' 

an  der  freien  Oberfläche 

V  __    (5  m  —  n)a^    ^         5  a»  (               äü  ?/»       i  ^ 
7  -  n(i9m-5n)  ^^  =  19^'^"' ^"  '  ^" 


1 

n 

^ 

76 

m 

1 

5 

n 

19 

m> 

6 

n 

25 

m 

1 

5 

n 

19 

f» 

Besondere  Fälle.  —  Wenn  die  störende  Wirkung  die  aus  einer 
Rotation  mit  der  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  co  herrührende 
Centrifngalkraft  ist,  so  haben  wir,  wie  wir  oben  (§  794)  fonden,  für 
das  ganze  Potential 

(18)  ^=^[1  ««'*•'  +  5  ^'''  G  ""  '^^*'^)1 ' 

wo  to  die  in  der  Volumeneinheit  enthaltene  Masse  des    festen  Körpers 

bezeichnet.    Die  Wirkung  des  Gliedes  -wtßr^  ist  bloss  ein  ringsherum 

o 

symmetrisch    erfolgender    Zug   des    festen  Körpers  vom   Centrum    nach 

aussen  hin;  dies  werden  wir  im  zweiten  Bande  in  dem  Capitel  über  die 

Eigenschaften  der  Materie  eingehend  betrachten.    Die  übrigen  Theile  des 

Ausdrucks  liefern  uns  nach  unserer  jetzigen  Bezeichnung 

(19)  TTj  =  i  T  (a;a  +  ya  —  2  ^2),    oder    8^  =  wt  Q—  cos^A, 
wo 

(20)  ^  =1"^ 

ist. 

Für  die  Fluth  erzeugende  Kraft  gelten  gleichfalls  die  Formeln 
(15)  und  (16),  wenn  wir  (§§  804,  808,  813) 

(21)  ^  =  2  ^ 

nehmen  und  die  Zeichen  so  ändern,  dass  die  Deformationsellipsoide  zuge- 
spitzt statt  abgestumpft  werden.  Die  deformirte  Gestalt  jeder  der  concen- 
trischen  Kugelflächen  der  Kugel  ist  natürlich  ein  Kotationsellipsoid ,  und 
aus  (15)  und  (17)  erhalten  wir  für  die  äussersten  dieser  Flächen:  — 


(22) 
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die  EUlpticität  des  centralen  Deformationssphäroids 

Sa«/,        76  «i       1 

19n  \       *       b_  n^j 

\  19  1»/ 

die  EUlpticität  der  freien  Oberfläche 

/  £iL    \ 

5  a2   /        ,         95   m       1 

19n  l        '    1  _  ^  IL} 
\  19   m' 

Aus  den  Besoltaten  (8)  bis  (22)  schliessen  wir  Folgendes:  — 

835.  Die  Umgrenzungsfläche  und  die  inneren  concentriscben 
Kugelflächen  einer  homogenen  elastischen  festen  Kugel,  irelche 
durch  von  aussen  einwirkende  einander  das  Gleichgewicht  haltende 
Attractionskräfte  schwach  deformirt  wird,  verwandeln  sich  in  har- 
monische Sphäroide  von  derselben  Ordnung  und  Art,  wie  die  räum- 
liche harmonische  Function,  welche  die  Potentialfunction  dieser 
Kräfte  ausdrückt,  wenn  dieselben  sich  so  ausdrücken  lassen,  und 
die  Richtung  der  zum  Radius  in  irgend  einem  Punkte  senkrechtea 
Yerschiebungscomponente  ist  dieselbe,  wie  die  Richtung  der  zu  dem 
Radius  senkrechten  Componente  der  anziehenden  Kraft.  Diese  oon- 
centrischen  harmonischen  Sphäroide  sind  zwar  von  derselben  Art, 
aber  nicht  ähnlich.  Wenn  sie  vom  zweiten  Grade  sind  (d.  h. 
wenn  das  Kraftpotential  eine  räumliche  harmonische  Fnnctioo 
zweiten  Grades  ist),  so  sind  die  Verhältnisse  der  Ellipticitäten  in  den 
drei  Normalschnitten  eines  jeden  in  allen  dieselben;  aber  in  jeden 
Schnitt  wachsen  die  Ellipticitäten  der  concentriscben  EUipsoide  Tom 
äassersten  an  nach  dem  Centrum  zu  in  dem  Yerhältniss 

5»!  —  n 
*  2(4m  — w)' 
Für  harmonische  Störungen  höherer  Ordnui^gen  nimmt  die 
natürlich  im  Yerhältniss  szum  Radius  gerechnete  Grösse  der  Ab- 
weichung von  der  Kugelgestalt  von  der  Oberfläche  an  nach  innen 
hin  bis  zu  einem  gewissen  Abstände  zu  und  von  da  bis  zum  Gen- 
trum  ab.  Dieser  bemerken swerthe  Satz  lässt  sich  leicht  ohne  An- 
wendung der  mathematischen  Analysis  darthun;  wir  werden  uns 
aber  darauf  beschränken,  diesen  Beweis  bloss  für  den  Fall  ellip- 
soidaler  Störungen  zu  geben. 

836.  Synthetischer  Beweis  des  Satzes,  dass  bei  einer 
Deformation  zweiter  Ordnung  die  EUlpticität  am.  Centnun 
ein  Maximum  ist.  —  Es  möge  die  körperlich  wirkende  störende 


Statik  fester  und  flüssiger  Körper.  413 

Kraft  aufhören  zu  wirken  und  die  Oberfläche  durch  ein  auf  ihr  bo 
vertheiltes  System  von  Zugkräften  (§§  693,  662)  in  derselben  ellip- 
Boidalen  Form  erhalten  bleiben,  dass  überall  im  Innern  eine  homo- 
gene Deformation  ei*zeugt  wird.     Die  inneren  ellipsoidalen  Defor- 
mationsflächen    werden    jetzt     ähnliche     concentrische    Ellipsoide 
'werden,  und  die  mehr  nach  innen  zu  liegenden  müssen  jetzt  offen- 
l>ar  weniger  elliptisch  sein,  als  sie  waren,  als  die  äussere  Umgren- 
zung durch  Kräfte,  die  durch  das  ganze  Innere  wirkten,  in  dorsel- 
l>en  Form  erhalten  wurde;  sie  müssen  daher  für  die  innere  Fläche 
^ÖBser  gewesen   sein.     Einen  ähnlichen  Schluss  können   wir  hin- 
sichtlich desTheils  des  ganzen  festen  Körpers  ziehen,  der  innerhalb 
eines  jeden  dieser  Deformationsellipsoide  liegt,  indem  wir  voraus- 
setzen, die  ganze  Cohäsion,  sowie  die  tangentiale  Kraft  zwischen 
diesem  Theil   und  der  ihn  umgebenden  Masse   werde    aufgehoben, 
und  er  behalte  seine  ellipsoidale  Form  durch  ein  auf  seine  Ober- 
fläche vertheiltes  System  von  Zugkräften,  welches  geeignet  ist,  über- 
all in  seinem  Innern  eine  homogene  Deformation  zu  erzeugen,  wenn 
die  körperlich  angreifende  Kraft  aufhört  zu  wirken.    Wir  schliessen 
daraus,  dass  die  EUipticitäten  der  concentrischen  Ellipsoide  von  der 
Oberfläche  durch  den  ganzen  festen  Körper  bis  zum  Centrum  hin 
wachsen,  wenn  auf  den  Körper   die  körperlich  angreifende  Kraft 
störend  einwirkt,  und  seine  Oberfläche  nicht  der  Einwirkung  von 
Zugkräften  unterliegt. 

837.  Die  durch  eine  Botation  in  einer  homogenen  ela- 
stischen festen  Kugel  erzeugte  Abplattung.  —  Wenn  die 
störende  Wirkung  die  Centrifugalkraft  oder  eine  Fluth  erzeugende 
Kraft  (wie  die  von  der  Sonne  oder  dem  Mond  auf  die  Erde  aus- 
geübte) ist,  so  ist  das  Potential,  wie  wir  gesehen  haben,  eine  in 
Beziehung  auf  eine  Axe  symmetrische  harmonische  Function  zweiten 
Orades.  In  einem  Falle  sind  die  Deformationsellipsoide  abgeplat- 
tete, im  andern  Falle  zugespitzte  concentrische  Rotationsellipsoide. 
In  jedem  Falle  nimmt  die  EUipticität  von  der  Oberfläche  aus  nach 
innen  hin  nach  demselben  Gesetz  [§  834  (16)]  zu,  welches  natürlich 
vom  Radius  der  Kugel  unabhängig  ist.  Für  Kugeln  von  verschie- 
denen Dimensionen  und  ähnlichen  Substanzen  verhalten  sich  die 
durch  Rotationen  von  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  erzeugten 
EUipticitäten  wie  die  Quadrate  der  Radien.  Oder,  wenn  die  Ober- 
fiächengeschwindigkeit  V  am  Aequator  in  rotirenden  elastischen 
Kugeln  von  verschiedenen  Dimensionen  aber  ähnlicher  Substanz 
dieselbe  ist,  so  sind  die  EUipticitäten  einander  gleich.     Für  feste 
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Körper,  welche  P oi b so n 's  Hypothese  (§685),  nach  welcher  m'=2n 
ist,  erfüllen,  sind  die  Werthe  der  Ellipticitat  auf  der  Oberfläche  und 
am  Centrum  beziehungsweise 

3   V^to  ,        14  V^fo 

—  und        —  * 

11    2n  33   2n 

Numerische  Kesultate  für  Eisen  und  Glas.  —  Für  Stahl 
oder  Eisen  sind  die  Werthe  von  n  und  m  beziehungsweise  780x10* 
und  ungefähr  1600  X  10^  Gramm  per  Quadratcentimeter,  oder  in 
absoluten  Einheiten  (§  223),  wenn  aLs  Masseneinheit  das  Oramm, 
als  Zeiteinheit  die  Secunde  und  als  Raumeinheit  das  Centimeter 
angenommen  wird,  770  X  10®  und  ungefähr  1600  X  10*;  das  ^e- 
eifische  Gewicht  (w?)  ist  ungefähr  7'8.  Folglich  wird  eine  rotirende 
Stahlkugel  von  beliebigem  Radius,  deren  Geschwindigkeit  am 
Aequator   10,000  Centimeter  per  Secunde  beträgt,  so  abgeplattet 

dass  ihre  Ellipticitat  (§  801)  gleich  wird.     Für    eine    Probe 

Flintglas  vom  specifischen  Gewicht  2*94  findet  Everett  w=  244x  10* 
Gramm  per  Quadratcentimeter  und  näherungsweise  tn  =  2n,    Für 

diese  Substanz  ist  daher  —  =  83  X  10*  Fes  ist  dies  die  in  Centi- 
metem  ausgedrückte  Länge  des  Moduls  der  Starrheit  (§  687)].   Die 
oben   gebrauchten  Zahlen   liefern  aber  für  Stahl  —  =  100  X  10 
Centimeter,  und  daher  (§  838)  ist  die  Abplattung  einer  Glaskngd 
r—   oder    lYsmal    so    gross,    als    die    einer   mit   der   namlidies 

Geschwindigkeit  rotirenden  Stahlkugel. 

838.  In  elastischen  festen  Kugeln  von  Metall,  Glas  oder 
gallertartigem  Stoff  ist  die  Zusammendrückbarkeit  nur  von 
geringem  Einfluss  auf  die  Rotations-  oder  Eluthelliptich 
täten.  —  Für  Glas-  oder  Metallkugeln,  welche  durch  Rotation  odK 
durch  Ebbe  und  Fluth  deformirt  sind,  wird  die  Grosse  der  Defoi^ 
mation,  wie  wir  sofort  aus  §  834  (22)  erkennen,  durch  die  Zusammen* 
drückbarkeit  nur  wenig  beeinflusst,  da  für  solche  Substanxeo 
(§§  684,  694)  der  Werth  von  ift  entweder  gleich  2  n  oder  noch 
grösser  ist.  So  wird  für  jede  Substanz,  fOr  welche  i»^2n  ist,  die 
Ellipticitat  der  Oberfläche  um  3  Proc.  oder  um  weniger  als  3  Proc^ 
die  Ellipticitat  am  Centrum  um  Va  Proc.  oder  um  weniger  ak 
%  Proc.  verringert ,  wenn  wir  voraussetzen ,  dass  die  Starrheit  in 
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jedem  Falle  unverändert  bleibt,  aber  die  Substanz  absolut  unzusam- 
mendrückbar  wird.  Für  die  Ellipticitat  der  Oberfläche  liefert  die 
Formel  (22)  des  §  834  unter  dieser  Voraussetzung 

(23)  e  =  ■—■ —  r, 
^    ^  19n     ' 

oder  wenn  wir 

n  =  770  X  10»  (wie  für  Stahl,  §  837) 

a  =  640  X  10^  (der  in  Centimetem  ausgedrückte  Erdradius) 

iv  =    5*5  (die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde) 

annehmen,  so  erhalten  wit 

(24)  e  =  77xl0*.r. 

839.  ElUpticität    der  Oberfläche    für    eine  Kugel   von 

der  Grösse  usd  Masse  der  Erde,  deren  Substanz  nicht  der 

Schwere    unterworfen,  homogen,  nicht   zusammendrückbar 

und  so  starr  wie  Stahl  ist.  —  Betrachten  wir  jetzt  eine  Kugel 

von  der  Grösse  der  Erde,  die  aus  einem  nicht  zusammendrückbaren 

homogenen  Stofie  besteht,  und  deren  Dichtigkeit  gleich  der  mittleren 

Dichtigkeit  der  Erde  ist,  die  aber  dieselbe  Starrheit  wie  Stahl  oder 

Glas  hat.     Wir  setzen   zunächst  voraus,    die  Masse  dieser  Kugel 

werde  der  Eigenschaft  beraubt,  dass  ihre  Theile  eine  Attraction  auf 

einander    ausüben.      Dann  werden    die   durch   eine  Rotation   oder 

durch  eine  Fluth  erzeugende  Kraft  hervorgebrachten  EUipticitäten 

die   durch    die   vorhergehenden  Formeln   [§  834  (22)]   gegebenen 

w 
sein,  wenn  n  dieselben  Werthe  wie  früher  hat,  —  =  0,  a=640  X 10^= 

m 

dem  in  Centimetern  ausgedrückten  Erdradius  und  to  =  5*5  ist,  statt 

dem  specifischen  Gewicht  von  Glas  und  Stahl  gleich  zu  sein. 

Wenn  aber  der  Körper  gar  keine  Starrheit  besitzt  und  nur  die 

zwischen    seinen  Theilen  wirkende  Gravitation  einer  Abweichung 

von  der  Kugelgestalt  entgegenarbeitet,  so  ist  die  Ellipticitat,  wie 

wir  früher  (§  819)  fanden, 

(25)  6  =  I  -  r  =  162  X  10*. r. 

2  g 

840.  Die  Gravitation  ist  auf  die  Gestalt  grosser,  homo- 
gener, fester  Kugeln  von  grösserem  Einfluss  als  die  Starr- 
heit. —  Vergleichen  wir  daher  die  beiden  Einflüsse,  die  wir  einzeln 
betrachtet  haben :  —  auf  der  einen  Seite  die  Elasticität  der  Gestalt, 
sogar  bei  einer  so  grossen  Starrheit,  wie  sie  das  Eisen  besitzt:  auf 


I 
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der  anderen  Seite  die  zwischen  den  Theilen  wirkende  Gravitation  — 
so  sehen  wir,  dass  der  letztere  £inflns8  in  einer  Kngel  yon  solchen 
Dimensionen  wie  die  Erde  bedeutend  mächtiger  als  der  erstere  isl 
Wenn,  wie  es  in  der  Natnr  geschieht,  diese  beiden  Widerstände 
gegen  eine  Formänderung  vereint  wirken,  so  wird  die  resnltirende 
Ellipticität  der  reciproke  Werth  der  Summe  der  reciproken  Wertlie 
der  Ellipticitäten  sein,  welche  einzeln  erzeugt  werden  würden,  wenn 
jeder  Widerstand  für  sich  allein  wirkte.  Denn  wir  können  uns  den 
störenden  Einfluss  in  zwei  Theilc  getheilt  denken,  von  denen  der 
eine  allein  die  vom  festen  Körper  wirklich  erlangte  Ellipticität  bei 
fehlender  Gravitationskraft  unterhalten  würde,  während  der  andere 
dieselbe  Ellipticität  erzeugen  würde,  wenn  die  Substanz  keine  Stan> 
heit  besässe,  aber  einer  zwischen  ihren  Theilen  wirkenden  Gravita- 
tionskraft ausgesetzt  wäre.     Es  sei  r  der  nach  §  834  (20),  (21) 

TV, 

gemessene  störende  Einfluss,  —  und  —  beziehungsweise   die  Ellip- 

ticitäten  der  sphäroidalen  Figur,  in  welche  sich  die  Kugel  anter 
den  beiden  Voraussetzungen:  Starrheit  ohne  Schwere  und  Schwere 
ohne  Starrheit  verwandelt.  Ferner  sei  e  die  wirklich  erlangte 
Ellipticität,  und  es  werde  r  in  tr'  und  r"  getheilt,  welche  Grossen 
den  beiden  Theilen  proportional  sein  sollen,  in  welche  wir  uns  den 
störenden  Einfluss,  während  er  jene  Ellipticität  unterhält,  getheilt 

denken.     Dann  ist 

T  =  r'  +  t" 
und 


Daraus  folgt 

t*       z" 
r         9 

e       '  +  9' 

oder 

e        T  ^  r' 

was  den  Satz  beweist.     Die  letzte  Formel  liefert  auch 


(26) 


Nach  §§  838,  839  ist 


_       9 


'+9        I+l 
9 
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(28)  1  =  JÜL=_?, 

9         2gaio       2aw 

wo  —  die  Starrheit  ist,  ausgedrückt  in  Gramm  per  Quadratcenti- 

meter.     Für  Stahl  und  Glas  (§§  837,  839)  sind  die  Werthe  von  — 

g 

beziehungsweise  2'1  und  0*66. 

841.  Daraus  erhellt,  dass,  wenn  die  Starrheit  der  Erde  im 
Ganzen  nur  gleich  der  des  Stahls  oder  Eisens  wäre,  sie  den  Fluth 

1 
erzeugenden  Einflüssen  der  Sonne  und  des  Mondes  ungefähr  —   so 

3 

viel   nachgeben  würde,  wie  sie  thun  würde,  wenn   sie  gar  keine 

3 
Starrheit  besässe.     Sie  würde  ungefähr  -  mal  so  viel  wie  eine  Flüs- 
sigkeit nachgeben,  wenn  ihre  Starrheit  nicht  grösser  als  die  des 
Glases  wäre. 

842.  Einfluss  des  elastischen  Nachgebens  des  festen 
Erdkörpers  auf  die  Wasserfluthen.  —  Um  die  Wirkung  zu  fin- 
den, welche  das  elastische  Nachgeben  der  Erde  auf  die  Fluthen  hat, 
müssen  wir  uns  ins  Gedächtniss  zurückrufen  (§  819),  dass  die  aus 
der  störenden  Kraft  und  der  Gravitation  der  ungestörten  Kugel  her- 
rührende EUipticität  der  Niveaufläche,  welche  [§§  804,808  (18),  (19)] 

d 

gleich  -  r  ist,  wegen  der  Umwandlung  der  Kugel  in  ein  Sphäroid 

y 

3 

von  der  EUipticität  e  um  —  e  vergrössert  wird,  so  dass  wir,  wenn 

die  Attraction  zwischen  den  Wassertheilen  vernachlässigt  wird 
(§  799),  für  die  EUipticität  der  gestörten  Meeresoberfläche  (§  785) 

(29)  ^  7^  +  5" 

erhalten.  Das  Steigen  und  Fallen  des  Wassers  in  Beziehung  auf 
das  Festland  wird  von  dem  Ueberschuss  dieses  Werthes  über  die 
EUipticität  des  festen  Erdkörpers  abhängen.  Wird  dieser  Ueber* 
schuss,  oder  die  EUipticität  der  relativen  Fluthen  mit  £  bezeichnet, 
so  ist 

a  2  ^ 

(30)  a  =  -  r  —  r  e, 

ThomBon  n.  Tait,  theoretische  Physik.    II.  27 
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oder  nach  (26)  und  (27) 


a 


(31)  fi  =  -.r— — . 

^    ^     r  +  9 

Folglich  ist  das  Steigen  und  Fallen  der  Flathen  kleiner,  als  es  bei 

vollkommener  Starrheit  der  Erde  sein  würde,  und  zwar  in  dem  Ver^ 

hältniss,  in  welchem  der  ans  der  Starrheit  herrührende  Widerstand 

des  festen  Körpers  gegen  eine  Deformation  im  Sinne  der  Fluthbeve- 

gnng  zur  Summe  der  Widerstände  steht,  welche  anf  der  Starrhett 

des   festen   Körpers    und   der    zwischen    seinen   Theilen   wirkenden 

Gravitation  beruhen.     Aus   den   am  Schluss  des  §  840   gegebenen 

Zahlen  schliessen  wir,  dass,  wenn  die  Starrheit  so  gross  wie  die  des 

Stahls  wäre,  das  relative  Steigen  und  Fallen  des  Wassers  durch  das 

2 

elastische  Nachgeben  des  festen  Körpers  auf  ~,    oder    wenn    die 

o 

Starrheit  nur  gleich  der  des  Glases  wäre,  das  relative  Steigen  und 

2 
Fallen  auf  -  des  Betrages  reducirt  werden  würde,  den  es  bei  voU- 

kommener  Starrheit  haben  würde. 

843.  Die  Starrheit  der  Erde  im  Ganzen  ist  wahrMhein- 
lich  grösser  als  die  einer  festen  Glaskugel.  —  Trotz  der  Unvoll- 
kommenheit,  die  den  Yergleichungen  zwischen  Theorie  und  Beob- 
achtung in  Betreff  der  wirklichen  Höhe  der  Fluthen  bis  jetzt  noch 
anhaftet,  ist  es  doch  kaum  möglich  zu  glauben,  dass  die  Hohe  in  Wahr- 
heit nur  z-  von  dem  beträgt,  was  sie  sein  würde,  wenn,  wie  in  den 

D 

Theorien  der  Ebbe  und  Fluth  allgemein  angenommen  wird,  die  Erde 
vollkommen  starr  wäre.  Es  scheint  daher  schon  durch  die  bisherigen 
Beobachtungen  ziemlich  festgestellt  zu  sein ,  dass  die  in  Betreff  der 
Fluth  wirksame  Starrheit  der  Erde  grösser  als  die  des  Glases  ist, 

844.  Die  dynamische  Theorie  der  Fluthen  ist  su  unvoll- 
kommen, um  eine  Berechnung  der  absoluten  Werthe  der 
Haupterscheinungen  zu  gestatten.  —  Die  wirkliche  Yertheüung 
von  Land  und  Wasser  auf  der  Erdkugel  ist  so  unreigelmässig,  and 
das  Wasser  hat  an  den  damit  bedeckten  Stellen  eine  so  verschie- 
dene Tiefe,  dass  wir  sogar  von  der  eindringendsten  mathematischen 
Analysis  keine  Annäherung  an  eine  directe  dynamische  Berechnong 
des  Betrages  erwarten  dürfen,  den  die  gewöhnlichen  halbtägigen 
Fluthen  an  irgend  einem  Orte  haben  sollten,  wenn  die  Erde  voll- 
kommen starr  wäre.  In  Wasser  von  10,000  Fuss  Tiefe  (was  im 
Allgemeinen  , beträchtlich    weniger   cds   die  Tiefe  des  Atlantischen 
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Oceans  ist,  wie  durch  viele  Messungen  in  den  letzten  Jahren, 
namentlich  durch  Messungen  längs  des  Atlantischen  Telegraphen- 
kabels von  Valencia  bis  Newfoundland  bewiesen  ist)  ist  die  Ge- 
schwindigkeit langer  freier  Wellen,  wie  wir  im  zweiten  Bande 
zeigen  werden,  576  engl.  Fuss  per  Seounde*).  Bei  dieser  Geschwin- 
digkeit MTürde  ein  Fortschreiten  durch  57^  (oder  eine  Entfernung 
von  der  Grösse  des  Erdradius)  nur  eine  Zeit  von  10  Stunden  erför- 
dern. Folglich  dürfen  wir  vermuthen,  dass,  wenigstens  an  allen 
Inseln  des  Atlantischen  Oceans,  jede  Fluthstörung ,  deren  Periode 
einige  Tage  oder  mehr  beträgt,  mit  ziemlicher  Annäherung  die 
wahre  Gleichgewichtsflnth  geben  muss,  die  durch  die  Trägheit  der 
Flüssigkeit  nicht  merklich  oder  nur  wenig  modificirt  ist.  Nun 
gibt  es  solche  Fluthstörungen  (§  808)  wegen  der  Aenderungen 
der  Declination  des  Mondes  und  der  Sonnß,  und  die  Perioden  dieser 
Störungen  sind  gleich  den  Perioden  der  genannten  Deolinations- 
änderungen. 

845.  Berechnung  der  Höhe  der  vierzehntägigen  Fluth 
fOx  versohiedene  Werthe  der  Starrheit.  —  Fluthmesser.  —  Die 
Summe  des  Steigens  vom  niedrigsten  zum  höchsten  Punkte  in 
Teneriffa  und  des  gleichzeitigen  Fallens  vom  höchsten  zum  niedrig- 
sten Stande  in  Island  würden  in  der  vierzehntägigen  Mondfluth 
4*5  Zoll  betragen,  wenn  die  Erde  vollkommen  starr  wäre,  oder  3 
oder  1*8  Zoll,  wenn  die  hinsichtlich  der  Fluthen  wirksame  Starrheit 
beziehungsweise-  nur  gleich  der  des  Stahls  oder  des  Glases  wäre. 
Die  Beträge  der  halbjährlichen  Fluth  würden,  unabhängig  von  der 
Starrheit  der  Erde,  natürlich  ungefähr  die  Hälfte  der  vierzehn- 
tägigen Fluth  sein.  Die  Grösse  einer  jeden  liesse  sich  an  jedem 
Orte  bis  auf  einen  kleinen  Bruchtheil  eines  ZoU  genau  bestimmen 
durch  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  die  An- 
gaben eines  genauen  selbstregistrirenden  Fluthmessers,  eine  Arbeit, 
die  bis  jetzt  noch  nicht  ausgeführt  ist.  Was  den  jetzt  vorliegenden 
Gegenstand  betnfft,  so  kann  die  halbjährliche  Fluth,  obgleich  sie 
den  Yortheil  haben  mag,  dass  ihre  Grösse  wahrscheinlich  nicht 
merklich  von  der  durch  die  Gleichgewichtstheorie  gegebenen  ver- 
schieden ist,  doch  durch  das  Schmelzen  von  Eis  aus  den  arctischen 
imd  antarctischen  Kegionen,  sowie  durch  das  Niederfallen  von  Regen 
imd  das  Abschwemmen  von  Land  an  anderen  Stellen  merklich 
modificirt  werden,  und  dies  wird  wahrscheinlich  messbare  Störungen 


*)  Airy,  Jtdes,  und  Wavesy  §  170. 

27* 
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in  der  Meeresniveaufläche  ergeben,  die  im  Dorchschnitt  vieler  Jahre 
eine  jährliche  und  halbjährliche  harmonische  Variation  zeigen  wer- 
den. Diese  Stömn^  kann  aber  ftir  jeden  Zeitraom  von  yi&nxhn 
Tagen  pder  einem  halben  Jahre  dadurch  eliminirt  werden,  da»  man 
die  an  passend  gewählten  Stationen  verschiedener  Breite  gemachten 
Beobachtungen  combinirt.  Es  scheint  daher  wahrscheinlich,  dmss 
man  aus  guten  selbstregistrirendenFluthmessem,  die  mehrere  Jahre 
hindurch  an  Stationen  wie  Island,  Teneri£fa,  den  Inseln  des  Granen 
Vorgebirges,  Ascension  und  St.  Helena  benutzt  sind,  die  wahre 
Grösse  des  elastischen  Nachgebens  der  £rde  gegen  die  Fluth  er- 
zeugenden Kräfte  des  Mondes  und  der  Sonne  ziemlich  genau  bestim- 
men kann.  Ebenso  ist  es  wahrscheinlich,  dass  sich  aus  solchen 
Beobachtungen  das  Verhältniss  der  Masse  des  Mondes  zu  der  der 
Sonne  genauer  bestimmen  lassen  wird,  als  es  bisher  geschehen  ist. 
Es  ist  zu  hoffen,  dass  diese  Gegenstände  die  Britische  Begienmg, 
welche  in  vielen  Beziehungen  so  viel  für  die  physische  Geographie 
gethan  hat,  veranlassen  werden,  an  geeigneten  Stationen  Fluth- 
messer  aufzustellen  und  mit  möglichster  Genauigkeit  die  vierzehn- 
tägigen  und  die  halbjährlichen  Fluthen,  sowie  die  Variationen  der 
Meeresniveaufläche  bestimmen  zu  lassen,  welche  von  dem  Schmelzen 
des  Eises  in  den  Polargegenden  und  von  dem  Niederfallen  von 
Regen  und  dem  Abschwemmen  von  Land  in  den  übrigen  Theflen 
der  Erde  herrühren. 

846.  Mehr  Beobachtungen  und  eine  genauere  ReducÜcn  der 
schon  gemachten  Beobachtungen  sind  erforderlich,  um  eine  ent- 
scheidende Antwort  auf  die  Fragen  zu  geben,  wie  viel  die  vierzehn- 
tägigen und  wie  viel  die  halbjährlichen  Fluthen  betragen.  „In  dez 
„Philosophical  Transactions,  1839,  p.  157  zeigt  Whewell, 
„dass  die  in  -Plymouth  angestellten  Beobachtungen  des  hohen  und 
„niedrigen  Wasserstandes  ergeben ,  dass  die  mittlere  Wasserhoba 
„zunimmt  bei  zunehmender  Declination  des  Mondes  und  sich  nvt 
„3  Zoll  beläuft,  wenn  die  Declination  des  Mondes  25®  ist.  Die£« 
„  Aenderung  geschieht  in  demselben  Sinne,  wie  die,  welche  der  obig« 
„Ausdruck  für  hohe  Breiten  anzeigt.  Die  Wirkung  der  Declination  der 
„Sonne  ist  aus  den  Beobachtungen  nicht  bestimmt  worden.  In  der  ge* 
„nannten  Arbeit  (p.  163)  theilt  Whewell  die  Beobachtungen  einig^tf 
„ausserordentlichen  Fluthen  in  Peter-Paulshafen,  Novo-ArchangeU 
„und  der  an  der  Westküste  von  Nordamerika  gelegenen  Insca 
^Sitcha  mit. 

„Sowohl  nach  den  in  den  Philosophical  Transaction^veri 
„öffentlichten,*wie  nach  den  übrigen  auf  dieselben  BeobachtongBorti 
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„bezüglichen  Curven  (von  denen  uns  Herr  Wh e well  Einsicht  neh- 
^men  zu  lassen  die  Güte  hatte)  scheint  es  ganz  anzweifelhaft  zu 
„sein,  dass  die  mittlere  Höhe  des  Wassers  in  Peter-Paulshafen  und 
„Archangelsk  steigt,  wenn  die  Beclination  des  Mondes  zunimmt. 
„Mehr  ist  über  diesen  Punkt  nicht  bekannt.*'  —  (Airy,  Tides  and 
Waves,  §  533). 

847.  Einfluss  des  elastischen  Nachgebens  der  Erde 
auf  die  Frftcession  und  Nutation.  —  Wir  beabsichtigen,  im 
zweiten  Bande  eine  dynamische  Untersuchung  der  Präcession  und 
Notation  zu  geben,  in  welcher  gezeigt  werden  wird,  dass  das  ela- 
stische Nachgeben  der  Erde  diese  Erscheinungen  in  demselben 
Grade  wie  die  Fluthen  beeinflusst.  Wir  haben  schon  gesehen 
(§§  825,  826,  796,  797),  dass,  um  die  beobachteten  Werthe 
derselben  mit  den  unter  der  Voraussetzung  einer  vollkommenen 
Starrheit  theoretisch  gefundenen  mit  einer  solchen  Genauigkeit 
zu  vergleichen,  dass  der  begangene  Fehler  nicht  mehr  als  1  Proc. 
beträgt,  nur  eine  bis  zu  eben  diesem  Grade  genaue  Kenntniss  des^ 
Trägheitsmomentes  der  Erde  in  Beziehung  auf  irgend  einen  Durch- 
messer erfordert.  Wir  haben  gesehen  (§  828),  dass  die  besten  bis- 
her angestellten  Berechnungen  der  Präcession  mit  der  beobachteten 
Grösse  derselben  in  merkwürdiger  Uebereinstimmung  stehen.  Es 
ist  aber  durchaus  nicht  unwahrscheinlich,  dass  besser  begründete 
Bestimmungen  des  Trägheitsmomentes  (§  826)  der  Erde  und  eine 
genauere  als  die  bis  jetzt  durch  Beobachtung  erlangte  Kenntniss 
der  in  dem  Ausdrucke  der  äusseren  Schwerkraft  (§§  825,  795)  ent- 
haltenen harmonischen  Function  zweiten  Grades  zeigen  werden,  dass 
der  wahre  Betrag  der  Präcession  (der  jetzt  bis  zum  äussersten 
Grade  von  Genauigkeit  bekannt  ist)  etwas  kleiner  ist,  als  er  sein 
würde,  wenn  die  Starrheit  unendlich  gross  wäre.  Solch  eine  Ab- 
weichung könnte,  wenn  sie  wirklich  vorhanden  wäre,  nur  durch 
eine  gewisse  kleine  Deformation  erklärt  werden,  die  die  festen 
Theile  der  Erde  unter  dem  Einflüsse  des  Mondes  und  der  Sonne 
erlitten.  Es  findet  aber  im  Ganzen  bei  Zugrundelegung  der  Hypo- 
these einer  vollkommenen  Starrheit  eine  so  genaue  Uebereinstim- 
mung zwischen  Theorie  und  Beobachtung  hinsichtlich  der  Präcession 
und  Nutation  statt,  dass  wir  berechtigt  sind^  das  elastische  Nach- 
geben der  Erde  gegen  den  störenden  Einfluss  der  Sonne  und  des 
Mondes  als  sehr  klein  anzunehmen,  als  viel  kleiner  z.  B.,  als  es 
sein  würde,  wenn  die  wirksame  Starrheit  nicht  grösser  als  die  Starr- 
heit des  Stahls  wäre. 


422  Abstracte  Dynamik. 

848.  Früftmg  der  Consequenzen  der  geologiBChen  Hypo- 
these einer  dünnen  mit  Flüssigkeit  erfüllten  Schale.  —  Es  ist 
interessant,  dass  die  weit  verbreitete  geologische  Hypothese,  nach 
welcher  die  Erde  eine  dünne  Schicht  fester  Substanz  ist,  die  in 
ihrem  Hohlräume  mit  Flüssigkeit  gefüllt  sei,  zwei  Wirkungen  der 
Abweichung  von  einer  yollkommeneh  Starrheit  involvirt,  welche  die 
Grösse  der  Pracession  in  entgegengesetzter  Weise  beeinflussen  wür- 
den. Das  vergleichsweise  leichte  Nachgeben  der  Schale  muss,  wie 
wir  im  zweiten  Bande  sehen  werden,  das  wirksame  bewegende 
Kräftepaar,  welches  aus  der  Sonne  und  dem  Monde  herrührt,  viel 
kleiner  machen,  als  es  sein  würde,  wenn  das  ganze  Innere  fest 
wäre,  und  muss  deshalb  die  Grösse  der  Pracession  und  Nutation  zn 
verringern  streben.  Dagegen  würde  das  wirksame  Trägheitsmoment 
einer  dünnen  festen  Schale,  die  in  ihrem  Innern  eine  homogene 
oder  heterogene  Flüssigkeit  enthält,  viel  kleiner  als  das  der  ganzen 
Masse  sein,  wenn  diese  überall  fest  wäre,  und  dieser  Grand 
würde  eine  viel  grössere  Pracession  und  Nutation  hervorzubringen 
streben.  Es  scheint  äusserst  unwahrscheinlich  zu  sein,  dasa  die 
Grösse,  um  welche  das  Trägheitsmoment  wegen  der  im  Innern 
der  Erde  enthaltenen  I^lüssigkeit  kleiner  ist,  zum  ganzen  Trägheits- 
moment näherungsweise  in  demselben  Verhältniss  stehen  sollte,  wie 
das  wirklich  stattfindende  elastische  Nachgeben  zu  dem  vollkommen 
leichten  Nachgeben,  welches  eintreten  würde,  wenn  die  Erde  gani 
flüssig  wäre.  Wir  müssen  aber  entweder  diese  Voraussetzung  za- 
lassen,  so  unwahrscheinlich  sie  auch  zu  sein  scheint,  oder  aus  der 
genauen  Uebereinstimmung  zwischen  den  Werthen,  welche  die 
Pracession  und  Nutation  wirklich  haben,  mit  denen,  die  sie  haben 
würden,  wenn  die  Erde  vollkommen  starr  wäre,  den  Schluss  ziehen, 
dass  in  Beziehung  auf  jeden  Durchmesser  die  aus  der  im  Innen 
enthaltenen  Flüssigkeit  hen*ührende  Abnahme  des  Trägheitsmomen- 
tes im  Vergleich  mit  dem  ganzen  Trägheitsmomente  der  Erde  sehr 
klein  ist,  und  dass  die  von  der  Erde  durch  die  Einwirkung  des 
Mondes  und  der  Sonne  erlittene  Deformation  klein  ist  im  Vergleich 
zu  der,  die  die  Erde  erleiden  würde,  wenn  sie  vollkommen  flüssig 
wäre.  Es  steht  jedoch  fest,  dass  es  im  Innern  der  Erde  flüssig« 
Massen  gibt.  Beweis  dafür  sind  die  Eruptionen  von  Lava  aas  deo 
Vulcanen.  Aber  dies  sind  wahrscheinlich  ganz  locale  Zustände,  wie 
Hopkins  behauptete,  der  zuerst  die  Erscheinungen  der  Pracession 
und  Nutation  anführte,  um  die  Hypothese,  dass  der  feste  Theü  der 
Erdmasse  bloss  eine  dünne  Schale  sei,  zu  widerlegen. 
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849.  Eine  merkwürdig  ähnliche  Bemerkung  lässt  sich  auf  die 
•"hithen  anwenden;  aber  nur  wegen  der  grösseren  Dichtigkeit  in 
len  tieferen  Theüen  der  hypothetischen  Flüssigkeit.  Die  durch  die 
i^luth  erzeugende  Einwirkung  in  den  Schichten  gleicher  Dichtigkeit 
tervorgebrachte  Abplattung  würde  (§  815)  die  EUipticität ,  welche 
ie  Flütb  der  obersten  Fläche  ertheilt,  vergrössem,  und  wenn  daher 
ie  feste  Erdrinde  vollkommen  starr,  also  die  Umgrenzungsfläche 
on  absolut  constanter  Gestalt  wäre,  so  würden  die  Fluthen  grösser 
ein,  als  sie  sein  würden,  wenn  die  Erde  überall  vollkommen  starr 
rare. 


Zusätze    zum    Capitel    VII. 


C.     Gleichungen  des  Gleichgewichts  eines  elastischen 
festen  Körpers,  hergeleitet  aus  dem  Princip  der 

Energie. 


(a)  Bestimmung  einer  Deformation  durch  sechs  Elemente,- 
Es  sei  ein  fester  Körper  von  irgend  einer  Form  gegeben,  der  ans  einer 
Masse  besteht,  welche  in  keinem  einzebienTheile  irgend  eine  Art  rod 
Isotropie  und  keine  Art  von  Uomogeneität  zwischen  verschiedeneo 
Theilen  zeigt.  Der  Körper  befinde  sich  in  einem  nicht  deformirten 
Zustande,  and  es  werde  jeder  Punkt  seiner  Oberfläche  in  einer  gege- 
benen Bichtung  eine  gegebene  Strecke  weit  verschoben.  Man  soll,  nsch 
eingetretenem  Gleichgewicht,  die  Verschiebung  jedes  Punktes  derSaV 
stanz  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  seien  o;,  y,  s  die  Goordinaten  eines 
beliebigen  Massenpunktes  P  der  Substanz  in  ihrer  ungestörten  Lage; 
derselbe  Punkt  P  habe,  wenn  er  in  der  angegebenen  Weise  ver 
schoben  ist,  die  Goordinaten  a?  +  a,  y  4"  /5,  ä  -f-  y,  d.  h.  es  seien 
a,  p,  y  die  Gomponenten  der  gesuchten  Verschiebung.  Setzen  wir 
dann  der  Kürze  wegen 


(1) 
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so  ist  bewiesen  [§  190  (e)  und  §  181  (5)],  dass  diese  sechs  Grössen 
-4,  -&,  C,  a,  &,  c  die  von  der  Substanz  in  unendlich  kleiner  Entfer- 
nung vom  Massenpunkt  P  erlittene  Deformation  (abgesehen  von  der 
Kotation,  welche  der  Körper  vielleicht  noch  vollführt)  vollständig 
bestimmen,  und  zwar  in  der  folgenden  Weise:  — 

(b) .  Es  seien  | ,  i? ,  5  die  Coordinaten  der  ungestörten  Lage 
eines  unendlich  nahe  an  P  liegenden  Massenpunktes,  bezogen  auf 
Axen,  welche  durch  P  gehen  und  beziehungsweise  den  Axen  der 
fl?,  y,  z  parallel  sind.  Derselbe  Punkt  habe,  auf  dieselben  durch  P 
gehenden  Axen  bezogen,  die  Coordinaten  |^,  i^^  S^,  wenn  sich  der 
Körper  in  seinem  deformirten  Zustande  befindet.     Dann  ist 

und  daher  liegen  alle  Massenpunkte,  welche  sich  im  deformirten  Zu- 
stande auf  der  Kugelfläche 

^?  +  »j?  +  ??  =  »f 

befinden,  im  undeformirten  Zustande  auf  der  Oberfläche  des  Ellip- 
soides 

^|2  +  Bri^  +  0^2  +  2ai?g  +  2bg|  +  2c§i?  =  r?. 

Dies  definirt  (§§'155  bis  165)  die  homogene  Deformation  der  in  der 
Nähe  von  P  liegenden  Masse  vollständig. 

(c)  Die  thermodynamischen  Principien,  durch  welche  bewiesen 
wurde  [in  einer  iA  der  ersten  Nummer  des  Quart erly  Mathema- 
tical  Journal,  April  1855  veröffentlichten  Arbeit  über  die  thermo- 
elastischen  Eigenschaften  der  Materie,  über  welche  im  dritten  Bande 
berichtet  werden  wird],  dass  Green 's  dynamische  Theorie  der  ela- 
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stisclien  festen  Körper  ein  Theil  der  neueren  dynamischen  Wänne- 
theorie ist,  zeigen  also,  dass,  wenn  uodxdyde  die  Arbeit  bezeichnet^ 
die  erfordert  wird,  um  ein  unendlich  kleines  ungestörtes  Volumen 
dxdydz  des  festen  Körpers  in  seinen  gestörten  Zustand  za  ver- 
setzen, während  die  Temperatur  constant  erhalten  wird, 

(3)  w=f{A,B,  aa,b,c) 

sein  muss,  wo  /  eine  positive  Function  der  sechs  Elemente  bezeichnet, 
welche  verschwindet,  wenn  jede  der  Grössen  Ä  —  1,  B —  1,  C —  1, 
a,  &,  c  Null  ist.  Wenn  die  Gesammtarbeit,  deren  es  bedarf,  um 
die  vom  ganzen  Körper  wirklich  erlittene  Aenderung  zu  erzeugen, 
mit  W  bezeichnet  wird,  so  ist 

(4)  W  =  fffto  dx  dy  dz, 

wo  die  Integration  für  den  ganzen  Baum  auszuführen  ist,  den  der 
Körper  in  seinem  ungestörten  Zustande  einnimmt. 

(d)  Bei  stabilem  Gleichgewicht  ist  die  potentielle  Snergie 
der  Deformation  ein  Minimum.  —  Die  Lage,  welche  jeder 
Massenpunkt  im  Innern  des  festen  Körpers. annimmt,  wird  eine 
solche  sein,  dass  der  Ausdruck  (4)  zu  einem  Minimum  wird,  wobei 
noch  die  Bedingung  erfüllt  sein  muss,  dass  jeder  Punkt  der  Ober- 
fläche in  die  ihm  angewiesene  Lage  komme;  dies  ist  die  Bedingung 
des  stabilen  Gleichgewichts,  daher  liefert  die  Variationsrechnung 

(5)  8W=  fSwdxdyds  =  0. 

Wir  erhalten  aber,   wenn  wir  nur  die  von  Sa,  abhängigen  Glieder 
niederschreiben, 

l    JA\dx^     )  ^  dh  dz^  de  dy] 


{  dw  da        dw  da    .    dw  /da  \| 

"^1  dBdy'^dadz'^dcKdx'^  )] 

f  dw^  ^  j_  dw  da       dw  /da  \| 

■^  l  dCdz'^  dady^  dhXdx^  )} 


de  dyi    dx 
dda 

dda 


d  a  dy       dh  \dx  /)    dz 

4-  u.  s.  w. 

Wenn  wir  daher  partiell  integriren  und  beachten,  dass  da,  dß,  Sy 
an  der  Grenzfläche  verschwinden,  so  ergibt  sich 

wo  P,   Q,  Jß  der  Kürze  wegen  die  Grössen  bezeichnen,  weichein 
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,         ,      ,       ,      ,      ^   dd a   döa    dda        _ 

dem  vorhergehenden  Ausdruck  -^ — ,  — ; — ,  —: —  multipliciren.  Da- 

dx      dy      dz  ^ 

mit  d  W  verschwinde ,  müssen  in  dem  jetzt  dafür  gefundenen  Aus- 
drucke (6)  die  Multiplicatoren  von  Ja,  Äj3,  dy  einzeln  verschwinden, 
und  wir  erhalten  somit  als  Gleichungen  des  inneren  Gleich- 
gewichts 

d    {     dw^  /da    ,    A    ,    ^  ^    ,    ^  d «I 
dx\    dA\dx  "^     )  "^  dl  de^  de  dy] 


(7) 


d 
d 


+  d 


y\    dBdy^dadz-'^dcKdx'^    )] 
"*"  d;5  l    dC  d^  "^  5^6?^  "^  dh  \dx  "^  Vi  ~    ' 


u.  s.  w.  u.  s.  w., 

wo  die  zweite  und  dritte  Gleichung,  die  wir  nicht  angegeben  haben, 
ihres  symmetrischen  Baues  wegen  sofort  niedergeschrieben  werden 
können. 

(e)  Beweis,  dass  die  Gleiohungen  (7),  wenn  die  Ober- 
fläolienverschiebung  gegeben  ist,  eine  und  nur  eine  Lösung 
zulassen,  wenn  es  keine  Conflguration  instabilen  Gleieh- 
gewichts  gibt.  —  Aus  der  Eigenschaft,  dass  w  nothwendig  po- 
sitiv ist,  wenn  irgend  eine  Deformation  vorhanden, ist,  folgt,  dass 
auch   im   Innern   eine  gewisse  Deformation    vorhanden    sein  muss, 

welche  f  f  fio d X  dy  dz  den  der  vorgeschriebenen  Oberflächen- 
bedingung unterworfenen  kleinsten  möglichen  Werth  annehmen 
lässt,  und  dass  daher  auch  die  Lösung  der  Gleichungen  (7)  unter 
Beobachtung  dieser  Bedingung  möglich  ist.  Yon  welcher  Beschaf- 
fenheit nun  auch  der  feste  Körper  hinsichtlich  der  Elasticitätsdiffe- 
renz,  die  in  irgend  einem  Theil  in  verschiedenen  Richtungen  statt- 
finde, oder  hinsichtlich  der  Heterogenität  von  Punkt  zu  Punkt  .sein 
mögB,  und  einer  wie  grossen  Form-  und  Dimensionenänderung  er 
auch  unterworfen  sein  möge,  wenn  es  keine  innere  Conflguration 
instabilen  und  folglich  nur  eine  Conflguration  stabilen  Gleichgewichts 
geben  kann,  welche  die  für  die  Punkte  der  Oberfläche  vorgeschrie- 
bene Verschiebung  enthält,  und  bei  welcher  keine  störende  Kraft 
auf  das  Innere  einwirkt,  so  mnss  w  nicht  nur  positiv,  sondern  eine 
solche  Function  von-4,  J?,  u.  s.  w.  sein,  dass  die  Gleichungen  (7)  nur 
eine  Lösung  besitzen.  Offenbar  ist  dies  der  Fall,  wenn  der 
feste  Körper  in  seinem  undeformirten  Zustande  homo- 
gen ist. 
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(f)  Verallgemeinerungen.  —  Es  ist  leicht,  in  einer  der  vorher- 
gehenden ähnlichen  allgemeinen  Untersuchung  dieWirkrmgen  einer 
auf  die  innere  Substanz  einwirkenden  Kraft  mit  in  Rechnung  zu  ziehen, 
wie  wir  sie  oben  in  §§  730  .  .  .  737  für  eine  Kugelschale  von  ho- 
mogener, isotroper  Masse  betrachtet  haben.  Femer  ist  es  leicht, 
die  allgemeine  Untersuchung  dem  Falle  anzupassen,  in  welchem 
nicht  die  Verschiebungen  der  Oberflächenpunkte,  sondern  die  lof 
dieselben  einwirkenden  Kräfte  gegeben  sind. 

(g)  Fall  unendlich  kleiner  Deformationen.  Green'i 
Theorie.  —  Welches  auch  die  allgemeine  Form  der  Function /for 
irgend  einen  Theil  der  Substanz  sein  möge,  da  dieselbe  immer  posi- 
tiv ist ,  so  kann  sie  ihr  Zeichen  nicht  ändern ,  wenn  A  —  1 ,  B  —  1, 
C —  1,  a,  2),  c  ein  anderes  Zeichen  erhalten,  und  muss  daher  for 
unendlich  kleine  Werthe  dieser  Grössen  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  derselben  sein,  die  constante  Coefficienten  hat.  (Ea 
ist  von  Nutzen  zu  bemerken ,  dass  /  daher  für  alle  Werthe  der  Ver- 
änderlichen A^  B,  u.  s.  w.  in  derselben  Form  ausgedrückt  werden 
kann,  und  dass  jeder  der  variabeln  Coefficienten  dieses  Ausdmcb 
für  alle  Werthe  der  Veränderlichen  immer  von  endlicher  Grösse  ist) 
Für  unendlich,  kleine  Deformationen  ist  demnach  Green^s  Theorie 
der  elastischen  festen  Körper  auf  eine  homogene  Function  zweiten 
Grades  der  Deformationsoomponenten  basirt^  und  zwar  drückt  diece 
Function  die  zur  Hervorbringimg  der  Deformation  erforderliche 
Arbeit  aus.     Setzen  wir  also 

(8)  ^  —  1  =  2  e,  5  —  1  =  2/,  C  —  1  =  2^ 

und  bezeichnen  die  Coefflcienten  mit  —  (e,  e),  -^  (/,  /),  •  •  •,  (e,  /),  •  •  •, 
(e,  rt),  , . .,  so  erhalten  wir,  wie  oben  in  §  673 , 

«»  =  4  [(e, e) e»  +  (/,/)/» +  (g, g) g^  +  (o,  a)  a«  +  (h,  b)  b*  +  (<;f)«^ 

4-  (e,f)ef+  (e,g)eg  +  {e,ä)ea  +  (e,b)eb-\-(e,e)et 

(9)    \  +(/,g)f9  +  (/,a)/ai'(/,l>)/b-\-if,(V* 

+  (3,a)9a-{-(g,b)gb-\-(ß,c)H 

+  (a,6)o6+(o,cH 

(h)  Dynamische  Oleichungeii  des  inneren  Oleiohg*- 
wiohts,  —  Wenn  die  Deformationen  unendlich  klein  sind,  bo  iit  ^ 
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dto  d OL  dw  da 
jedes  der  Producte  -r—r  -r— ,  — -  -7—,  a.  s.  w.  eine  unendlich  kleine 

a A  ax  ab  de 

Gi-osse  zweiter  Ordnung.     Wir  können  diese  Producte  daher  fort- 
lassen und  die  Gleichungen  (7)  mit  Rücksicht  auf  (8)  auf  die  Form 

d    dw 


(10) 


{  d   dw         d   dw  „  

dx  de        dy  de        d  e  dh 

d   dw         d   dw         d   dw  

dxdc        dydf        d  z  da 

d   dw  j d^  dw         d   dw  

dx  dh        dydadedg 


bringen;    dies    sind    die  Gleichungen    des  inneren   Gleichgewichts. 


Ans  (9)  ersehen  wir,  dass  t— »  •  •  •»  t^i 

de  d  a 


lineare  Functionen   der 


Deformationscomponenten  e,  /,  g,  a,  &,  c  sind.  Eine  derselben  wollen 
wir  als  Beispiel  vollständig  niederschreiben: 

(11)    ff =(c,  e)e  +  (e,/)/+  (c,  9)9  +  (e,  a)a-{- (c,  6)6  +  (c,  c)e. 

Wenn  wieder  o^  ß,  y  die  Gomponenten  der  Verschiebung  bezeichnen, 
welche  irgend  ein  innerer  Massenpunkt  P  von  der  anfanglichen 
I^ge  (x,  y,  z)  aus  erleidet,  so  ist  nach  (8)  und  (1) 


(12) 


a 


_da  f  —  iß 

~  dx'  äy' 

_dl       d^  dy 


9  = 


da 


dy 
dz 

da 


dz^  dy'     ~dx^dz'^~dy'^dx 


Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Goefficienten' (6,  e),  (e,f),  u.  s.  w.  im 
Allgemeinen  Functionen  von  (x,  y,  z)  sind;  jeder  dieser  Goefficienten 
ist  aber  eine  Gonstante ,  wenn  der  feste  Körper  in  seinem  undefor- 
mirten  Zustande  homogen  ist. 

(i)  Im  Falle  unendlich  kleiner  Deformationen  haben  die 
Gleichungen  des  inneren  Gleichgewichts  nur  eine  Losung, 
wenn  die  Oberfläohenveiechiebung  gegeben  ist.  —  Es  ist  jetzt 
leicht,  für  den  Fall  unendlich  kleiner  Deformationen  direct  zu  be- 
weisen, dass  die  Gleichungen  des  inneren  Gleichgewichts  sowohl 
für  einen  heterogenen,  als  auch  für  einen  homogenen  festen  Körper, 
dessen  Gberfläche  der  angegebenen  Bedingimg  unterworfen  ist,  nur 
eine  Lösung  zulassen.  Zu  diesem  Zwecke  seien  a,  ß,  y  Yerschie- 
bungscomponenten,  welche  den  Gleichungen  genügen,  und  es  bezeich- 
nen a',  ß',  y'  beliebige  andere  Functionen  von  x,  y,  z,  welche  die- 


I 
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selben  Oberflächenwertbe  wie  tx^ß^y  baben.  Wenn  femer  ^,/, .'..,«' 
Functionen  bezeicbnen,  die  in  derselben  Weise  von  «',  /J*,  y',  wie 
e,  /,  ...,  w  Yon  ay  ß^  y  abbängen,  so  ist  nacb  dem  Taylor^sckeiL 
Satze 

da  dh  de 

darin  bezeichnet  H  dieselbe  homogene  Function  zweiten  Grades  tc» 
e'  — c,  u.  s.  w.,  welche  w  von  c,  u.  s.  w.  ist.  Substituiren  wir  fär 
e*  —  e,  u.  s.  w.  die  Werthe,  welche  die  Formeln  (12)  liefern,  so  geht 
die  letzte  Gleichung  über  in 

,j      dwdja'  —  a)  ,  dwd{a!r'(^)  ,  du>d{a!  —  a)  , 

de       dx  db       dz  de       dy 

Wenn  wir  dies  mit  dx  dy  dz  multipliciren  und  sodann  partiell  in- 
tegriren,  so  erhalten  wir  einfach  der  Gleichungen  (10)  wegen,  und 
weil  a'  —  a,  /3'  —  /3,  y'  —  y  auf  der  Umgrenzungsfiäche  verschwindea 

(13)  ///(«^'— ^)  dx  dy  dz  =  ff/H  dx  dy  de. 

Nun  ist  aber  H  seiner  Natur  nach  positiv.  Folglich  erfordert  jeder 
von  dem  durch  a,  ß^  y  definirten  abweichende  innere  Zustand,  v(ff- 
ausgesetzt  nur ,  dass  er  dieselbe  Umgrenzungsfläche  hat ,  zu  seiner 
Hervorbringung  eine  grössere  Arbeit,  als  to^  und  zwar  ist  diese 
Mehrarbeit  gleich  der  Arbeit,  die  nöthig  sein  würde,  um  vom  iu-- 
deformirten  Zustande  aus  eine  Verschiebung  zu  erzeugen,  die 
a,  j3,  y  superponirt  die  andere  Verschiebung  ausmachen  würde. 
Da  nun  a^  ß,  y  nur  den  Bedingungen  (11)  genügen  und  die  gege- 
benen Oberflächenwertbe  haben ,  so  ergibt  sich ,  dass  nur  eine  Lö- 
sung diese  Bedingungen  erfüllen  kann. 

(j)  Die  Gleichungen  haben  nicht  nothwendig  nur  eiiM 
Losung ,  wenn  die  auf  die  Oberfläche  wirkenden  Krftfte  ge- 
geben sind.  —  Wenn  aber  (wie  Stokes  ausgeführt  hat)  nichts 
Verschiebung,  sondern  die  Kraft  gegebe«  ist,  welcher  die  OberflÄtlir 
ausgesetzt  ist ,  oder  wenn  von  aussen  her  eine  Kraft  auf  die  innere 
Substanz  des  Körpers  einwirkt,  so  ist  die  Lösung  im  AllgmneiseD 
nicht  eindeutig,  und  es  kann  selbst  bei  einer  unendlich  kleinen  Ter 
Schiebung  Gonfigurationen  instabilen  Gleichgewichts  geben.  Es  möge 
z.  B.  ein  Theil  des  Körpers  aus  einem  Stahlstabmagneten  besteben 
und  ein  zweiter  solcher  Magnet  ausserhalb  des  Körpers  so  gehalten 
werden,  dass  beide  Magnete  in  derselben  Linie  liegen,  und  dass  srei 


(14) 


Statik  fester  Körper.  431 

gleichnamige  Pole  einander  genähert  sind.  Dann  wird  das  Gleich- 
gewicht instahil  sein,  und  es  wird  Lagen  stabilen  Gleichgewichts 
geben,  bei  denen  der  innere  Stab  gegen  die  Richtung  des  äusseren 
schwach  geneigt  ist,  wofern  nicht  die  Starrheit  des  übrigen  Theiles 
des  Körpers  eine  gewisse  Grenze  überschreitet. 

(k)  Bedingung  der  Isotropie.  —  Wenn  wir  jetzt  zum  all- 
gemeinen Problem,  zurückkehren,  in  welchem  die  Deformationen 
nicht  als  unendlich  klein  vorausgesetzt  werden,  so  sehen  wir,  dass, 
wenn  der  feste  Körper  in  jedem  Theil  isotrop  ist,  die  to  ausdrückende 
Function  von  Ä,  B^  C,  a,  5,  c  bloss  eine  Function  der  Wurzeln  der 
Gleichung  [§  181  (11)] 

(^  -  eo  (^  -  g^)  (C- f")  -  «M^  -  5^) 
—  b2(J5  — g2)__c2(C  — 5«)  +  2abc  =  0 

sein  moss,  welche  (d.  h.  die  positiven  Werthe  von  S)  die  Verhält- 
nisse der  Elongation  längs  der  Hauptaxen  des  Deformationsellip- 
Boides  sind.  Es  ist  unnöthig,  hier  auf  den  analytischen  Ausdruck 
dieser  Bedingung  einzugehen.  Für  den  Fall,  dass  jede  der  Grössen 
A  —  1,  ^-*-l,  C — 1,  a,  6,  c  unendlich  klein  ist,  erfordert  dieselbe 

o£fenbar,  dass 

|(e,6)  =  (/,/)===((7,(;);(/,5r)===((7,c)===(e,/);(a,a)===(6,t)  =  (c,c); 

(15)j(c,  a)  =  (/,  5)  =  0/,  c)  =  0;  (6,  c)  =  (c,  a)  =  (a,  l)  =  0; 

[(c,  h)  =  (e,  c)  =  (/,€)  =  (/,  a)  =  0/,  a)  =  07,  5)  =  0 

seL  Die  21  Goef&cienten  reduciren  sich  daher  auf  folgende  drei:  — 
(e,  e),  was  wir  mit  dem  einen  Buchstaben  «  bezeichnen 

t/»  9)i     nn»n»  n  "^  n 

(ö,  a),     n        n         n         n    •      n  n  **  v 

Es  ist  klar,  dass  dies  noth wendig  und  hinreichend  ist  für  eine  cu- 
bische  Isotropie,  d.  h.  für  eine  vollkommene  Gleichheit  der  ela- 
stischen Eigenschaften  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Richtungen 
OX,  OYj  OZhin.  Für  eine  sphärische  Isotropie  dagegen, 
d.  h.  für  eine  vollständige  Isotropie  nach  allen  durch  die  Substanz 
gehenden  Richtungen  hin,  ist  weiter  erforderlich,  dass 

(16)  «--»  =  2n 

sei ;  dies  lässt  sich  leicht  auf  zwei  Weisen  darthun :  analytisch,  in- 
dem man  zwei  der  Coordinatenaxen  in  ihrer  eigenen  Ebene  durch 
einen  Winkel  von  45^  dreht;  geometrisch,  indem  man  die  Natur  der 
durcli  eins  der  Elemente  a,  &,  r  dargestellten  Deformation  (eine 
neinfache  Schiebung")  untersucht  und  mit  der  Resultante  von  c  und 


(18) 
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/  =  —  e  (was  auch  eine  einfache  Schiebung  ist)  vergleicht    Es 
empfiehlt  sich  jetzt, 

(17)  «  +  S  =  2  ff?,  also  ä  =  i»  +  n,  S  =  w  —  n 

zu  setzen,  und  danaclt  geht  der  Ausdruck  der  für  die  Volumeneinheit 
genommenen  potentiellen  Energie  über  in 

+  n(e«+/»  +  5f2  — 2/</  — 2^e  — 2c/-+a«  +  &*  +  cn. 
Wenn  wir  dies  in  (9)  benutzen  und  für  e,  /,  g^  a^h,  c  die  aus  (12) 
entnommenen  Werthe  substituiren ,  so  erhalten  wir  unmittelbar  for 
die  Gleichungen  des  innereti  Gleichgewichts  dieselben  GleichimgeB 
wie  in  §  698  (6). 

(1)  Componenten  des  für  eine  unendlich  kleine  Deforma- 
tion erforderten  elastischen  Zwanges.  —  Um  die  tod  den 
Massenpunkten,  welche  zu  beiden  Seiten  einer  Flache  innerhalb  des 
festen  Körpers  liegen ,  auf  einander  ausgeübte  Kraft ,  wie  sie  dareh 
§  662  (1)  ausgedrückt  ist,  zu  finden,  haben  wir  offenbar,  wenn  vir 
die  beziehungsweise  von  P,  ö,  JB,  S,  T,  ü  (§  662)  bei  einer  un- 
endlich kleinen  Aenderung  der  Grestalt  oder  der  Dimensionen  des 
Körpers  geleistete  Arbeit  betrachten. 


(19) 


dto  dt€   ^        dtc 

g_^  d«  die 

da  dl)  de 


Für  einen  isotropen  festen  Körper  liefert  also  (18)  die  Ausdrücke, 
die  wir  oben  in  §  673  (12)  gebraucht  haben. 

(m)  Moduln  der  Starrheit  und  des  Widerstandes  gegen 
eine  Compression.  —  Um  die  CJoefficienten  m  und  n  in  Verbindung 
mit  den  Grundbegriffen  der  Elasticität  fester  Körper  zu  interpretiren. 
nehmen  wir  zunächst  an,  es  sei 

a  =  5  =  c  =  0  und  e=f=g  =  —  d^ 

ö 

mit  anderen  Worten,  die  Substanz  erfahre  eine  in  allen  Richtangen 
gleichmässige  Ausdehnung,  welche  das  Volumen  in  dem  Verhältniss 
von  1  zu  1  -f-  Ä  vergrössert.  In  diesem  Falle  verwandelt  sich 
(18)  in 

w  =  ■-  (m  —  T-w)Ä^ 
2  \  3     /     ' 

und  wir  erhalten 
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Folglich  ist  (nt  —  q  ^)  ^  ^®  ^^^  ^®  Flächeneinheit    genommene 

znr  Oberfläche  normale  Kraft,  deren  es  bedarf,  um  irgend  einen 
Theil  des  Körpers  in  der  durch  d   ausgedruckten  Ausdehnung  zu 

erhalten.      Danach   misst  m  —  —  n  die  durch  die  Yolumenänderung 

o 

ins  Leben  gerufene  elastische  Kraft  oder  den  elastischen  Widerstand 

gegen  die  Volumenänderung  und  kann,   als  filasticitätsmodulus 

angesehen,    die  Yolumenelasticität  genannt  werden  [vergleiche 

§§  692,  693,   694,   688,  682  und  680].     Was  man  gewöhnlich  die 

„Zusammendrückharkeit*'  nennt,  wird  durch —  gemessen. 

m--n 

Weiter  sei  e  =  f  =  g  =:6  =  c  =  0;  dies  liefert 

IT  =  —  na*  und  nach  (19)  S  =  na. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  für  die  Flächeneinheit  genommene 
Tangentialkraft,  die  erfordert  wird,  um  eine  unendlich  kleine  Schie- 
bung (§  171)  von  der  Grösse  a  zu  erzeugen,  na  ist.  Folglich  misst 
n  die  dem  Körper  inne  wohnende  Kraft,  einer  Formänderung  zu 
widerstehen  und  seine  anfangliche  Gestalt  wieder  anzunehmen,  wenn 
dieselbe  durch  eine  äussere  Kraft  geändert  ist,  d.  h.  n  misst  die 
Starrheit  der  Substanz. 
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U.     Ueber  die  säculare  Abkühlung  der  Erde*). 


(a)  Achtzehn  Jahre  lang  hat  mich  der  Gedanke  benDmhigt,  dass 
wesentliche  Principien  der  Thermodynamik  von  denjenigen  Geologei 
übersehen  worden  sind,  welche  sich  allen  Hypothesen  ohne  Unterscbied 
widersetzen,  nach  denen  in  der  Entwicklang  der  Erde  verschiedeDf 
scharf  von  einander  getrennte  Perioden  za  unterscheiden  seien,  qb^ 
welche  behaupten ,  dass  wir  nicht  nnr  jetzt  auf  der  Erde  Beispiel 
all  der  verschiedenen  Wirkungen  vor  uns  haben,  durch  welche  dit> 
Erdrinde  im  Laufe  der  Zeit  modificirt  worden  ist,  sondern  dass  die« 
Wirkungen  nie  oder  doch  nicht  im  Ganzen  in  früherer  Zeit  heftiger 
gewesen  sind  als  jetzt. 

(b)  Abnahme  des  Energievorraths  im  Sonnensystem.  — 
Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  das  Sonnensystem,  sogar  in  aeiiieia 
jetzigen  Zustande,  nicht  einige  Hunderttausend  oder  Millionen  Jahrr 
bestanden  haben  kann ,  ohne  dass  ein  sehr  beträchtlicher  Theil  der 
gesammten  Energie,  welche  das  System  anfanglich  für  Sonnenwinv 
und  vulcanische  Wirkung  bes^|s  (durch  Abgabe  nach  aussen,  nicht  dnrrk 
Vernichtung),  unwiederbringlich  verloren  sei.  Es  ist  ganz  gewiss, 
dass  der  im  Sonnensystem  enthaltene  Energievorrath  in  allen  vei^ 
gangenen  Zeiten  grösser  gewesen  ist  als  jetzt.  Man  könnte  sich  nm 
zwar  denken,  dass  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  diese  Energie 
durch  die  Sonnenstrahlung  oder  durch  vulcanische  Wirkungen  in  der 
Erde  oder  in  anderen  dunkeln  Körpern  des  Systems  aufgebraucht 
worden  ist,  in  gewissen  Perioden  der  Vergangenheit  nahezu  eben» 


*)  TranBactions  of  the  Royal  Society  of  EdiDburgh,  1862  (W.  Thomson i. 
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grosB  oder  vielleicht  gar  kleiner  gewesen  ist  als  jetzt;  es  ist  aber 
weit  wahrscheinlicher,  dass  zu  jeder  Zeit  nach  dem  Beginn  der 
gegenwärtigen  Ordnung  der  Dinge  der  säcolare  Verlust  in  einer 
gewissen  directen  Proportion  zu  dem  gesammten  Energievorrath 
gestanden  hat  und  daher  von  Jahr  zu  Jahr  sehr  langsam  kleiner 
geworden  ist. 

(c)  Ich  habe  versucht,  dies  für  die  Sonnenwärme  in  einem  neu- 
lich in  Macmillan^s  Magazine  (März  1862)  veröffentlichten  Ar- 
tikel zu  beweisen,  in  welchem  ich  gezeigt  habe,  dass  die  Sonne 
höchst  wahrscheinlich  vor  einer  Million  Jahren  wärmer 
war,  als  sie  jetzt  ist.  Folglich  haben  die  geologischen  Specu- 
lationen,  welche  sich  darauf  stützen ,  dass  in  früherer  Zeit  die  Tem- 
peraturextreme grösser,  die  Stürme  und  Fluthen  heftiger,  die  Vege- 
tation üppiger  und  die  Pflanzen  und  Thiere  gröber  und  zäher 
gewesen  seien,  mehr  Wahrscheinlichkeit  für  sich,  als  diejenigen  der 
Vertreter  einer  äussersten  Gleichförmigkeit  in  der  Geschichte  der 
Erde.  Ein  „Mittelweg",  der  in  wissenschaftlichen  Untersuchungen 
freilich  nicht  immer  der  sicherste  ist,  scheint  es  doch  in  diesem  Falle 
zu  sein.  Es  ist  wahrscheinlich,  dass  die  Annahme  grosser  Katastrophen, 
die  alles  Leben  von  der  Erde  vertilgten  und  plötzlich  die  ganze 
Oberfläche  derselben  zerstörten,  durchaus  falsch  ist ;  ebenso  ist  es  aber 
auch  unmöglich,  dass  Hypothesen  vollständig  richtig  sein  können, 
nach  welchen  die  Wärme  und  die  Stürme  1,000,000  Jahre  hindurch 
von  gleicher  Grösse  gewesen  seien. 

(d)  Fourier's  mathematische  Theorie  der  Wärmeleitung  ist 
eine  schöne  Bearbeitung  eines  besonderen  Falles  aus  der  allgemeinen 
Theorie  der  „Zerstreuung  von  Energie"  *).  Eine  Eigenthümlichkeit 
der  praktischen  Lösungen,  welche  Fourier's  Arbeit  darbietet,  besteht 
darin,  dass  in  jedem  Falle  eine  Temperaturvertheilung ,  welche  in 
einer  unbegrenzten  Zukunft  allmälig  ausgeglichen  wird,  durch  eine 
Function  der  Zeit  ausgedrückt  wird,  die  für  alle  länger  als  eine 
gewisse  bestimmbare  Epoche  verflossenen  Zeiten  ins  Unendliche  di- 
vergirt.  Die  Vertheilung  der  Wärme  in  einer  solchen  Epoche  ist 
eine  ursprüngliche,  d.  h.  sie  kann  nicht  durch  natürliche  Vor- 
gänge aus  einem  vorausgehenden  Zustande  der  Materie  herrühren. 
Sie  wird  daher  in  Fourier's  grossem  mathematischen  Gemälde 
passend  eine  „willkürliche  ursprüngliche  Wärme  vertheilung"  ge- 


♦)  Proceedings  of  Royal  Soc.  Eäin.,  Febr.  1852.  „On  a  Universal  Tendency 
in  Nature  to  the  Dissijiation  of  Mechanical  Energy".  Siehe  auch  „On  the  Re- 
storation  of  Energy  in  an  Unequally  Heated  Space",  Phil.  Afag.^  1853,  I.Halbjahr. 
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nannt,  da  sie  nnr  durch  die  Wirkung  einer  Kraft  herbeigeführt 
werden  konnte,  die  im  Stande  war,  die  Gesetze  der  todten  Materie 
zu  modificiren.  In  einem  vor  ungefähr  neunzehn  Jahren  im  Cam- 
bridge Mathematical  Journal*)  veröffentlichten  Artikel  gab  ich 
das  mathematische  Criterium  für  eine  wirklich  ursprüngliche  Ter- 
theiluDg ,  und  in  einer  vor  der  Facilltät  der  Universität  Glasgow  im 
Jahre  1846  gelesenen  Antrittsrede  „De  Motu  Caloris  per  Terrae 
Corpus"  theilte  ich  als  eine  Anwendung  dieser  Principien  mit,  dass 
ein  ganz  vollständiges  geo thermisches  System  uns  die  Daten  snr 
Bestimmung  einer  ursprünglichen  Epoche  in  dem  Problem  der 
Wärmeleitung  der  Erde  liefern  würde.  Auf  der  Zusammenkunft 
der  Gesellschaft  britischer  Naturforscher  zu  Glasgow  im  Jahre  1855 
forderte  ich,  dass  man  specielle  geothermische  Tabellen  entwerfe, 
um  dadurch  absolute  Daten  in  der  Geologie  zu  erhalten,  und  fiihrte 
einige  Fälle  aus,  besonders  den  der  Salzquellen  in  Kreuznach  in 
Rheinpreussen,  in  welchen  Eruptionen  basaltischen  Gesteins  Spuren 
ihres  vulcanischen  Ursprungs  in  rückständiger  Wärme  zu  hinter- 
lassen scheinen**).  Ich  hoffe,  dass  dieser  Rath  jetzt  befolgt  und 
sich  in  gewissem  Grade  als  nützlich  erweisen  wird,  obwohl  die  Ein- 
flüsse ,  welche  auf  die  Temperatur  im  Erdinnem  störend  einwirken, 
wie  Professor  Philipps  in  einer  anderen  Zuschrift  an  die  geologische 
Gesellschaft  gezeigt  hat,  zu  gross  sind,  als  dass  wir  sehr  genaue 
oder  zufrieden  stellende  Resultate  erwarten  dürften. 

(e)  Der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Mittheilung  ist  der,  aus 
der  bekannten  allgemeinen  Zunahme  der  Temperatur  in  der  Erde 
den  Zeitpunkt  zu  bestimmen,  in  welchem  zuerst  jener  consistentior 
Status  eintrat,  welcher  nach  Leibnitz's  Theorie  der  Ausgangs- 
punkt jeder  geologischen  Geschichte  ist. 

(f)  Temperaturzunahme  im  Erdinnem.  —  In  allen  Theilen 
der  Welt,  in  welchen  die  Erdrinde  in  Tiefen  untersucht  worden 
ist,  die  gross  genug  waren,  um  den  grossen  Einfluss  der  unregel- 
mässigen und  der  jährlichen  Variationen  der  Temperatur  der  Ober* 
fläche  zu  vermeiden,  hat  man  gefunden,  dass  die  Temperatur  all- 
mälig  steigt,  wenn  man  tiefer  in  die  Erde  hinabgeht.  Ueber  die 
Grösse    der    Zunahme    (für    die    man    in    einigen    Gegenden    nur 

— —  Grad  F.,  in  anderen  gar  -— Grad  F.  für  die  Tiefe  von  1  enffl.Fnss 
110  15  ** 


♦)  Feb.  1844.  —  „Note  on  Certain  Points  in  the  Theory  of  Heat". 
^)  British  Association  Report  of  1855  (Glasgow)  Meeting. 
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erhielt)  hat  man  noch  nicht  an  hinreichend  vielen  Orten  Beobach- 
tungen angestellt,  um  einen  znverlässigen  Durchschnittswerth  für 
die  Rinde  der  ganzen  Erde  zu  bestimmen.     Als  einen  ungefähren 

Mittelwerth  nimmt  man  gewöhnlich  —  Grad  F.  per  engl.  Fuss  an, 

öl/ 

mit  anderen  Worten:  es  wird  als  ein  Ergebniss  der  Beobachtung 
angenommen,  dass  die  Temperatur  um  etwa  1^  F.  steigt  für  jede 
50  engl.  Fuss,  die  man  in  die  Erde  hinabgeht. 

(g)  SäciQarer  Wärmeverlust  der  Erde.  —  Die  Thatsache, 
dass  die  Temperatur  mit  der  Tiefe  steigt,  involvirt  einen  unaufhör- 
lichen Wärmeverlust  aus  dem  Erdinnern,  indem  aus  demselben 
Wärme  in  die  Rinde  oder  durch  diese  in  den  Weltraum  geleitet 
wird.  Da  nun  die  Erdrinde  nicht  von  Jahr  zu  Jahr  wärmer  wird, 
80  muss  die  Erde  im  Ganzen  einen  säcularen  Wärmeverlust  erleiden. 
Möglicher  Weise  ist  die  Wirkung  dieses  Verlustes  keine  Abkühlung, 
sondern  nur  ein  ^' erbrauch  der  potentiellen  Energie,  welche  in 
diesem  Falle  kaum  etwas  Anderes  sein  könnte,  als  die  chemische 
Verwandtschaft  zwischen  den  die  Erdmasse  bildenden  Substanzen. 
Es  unterliegt  aber  keinem  Zweifel,  dass  die  Erde  im  Ganzen  ent- 
weder von  Jahr  zu  Jahr  kälter  wird,  oder  dass  sich  die  Wärme,  die 
sie  verliert,  in  ihrem  Innern  durch  temporäre  dynamische  (d.  h.  in 
diesem  Falle  chemische)  Wirkung  wieder  erzeugt.  Mit  Lyell'*'), 
der  die  chemische  Hypothese  adoptirte,  vorauszusetzen,  dass  die 
Substanzen,  die  sich  vereinigen,  elektrolytisch  durch  die  thermo- 
elektrischen  Ströme  wieder  getrennt  werden  möchten,  welche  durch 
die  bei  der  Verbindung  der  Substanzen  erzeugte  Wärme  erregt 
werden ,  und  dass  auf  diese  Weise  die  chemische  Wirkung  und  die 
daraus  folgende  Wärmeerzeugung  in  einem  endlosen  Cyclus  sich 
fortsetzten,  verletzt  die  Principien  der  Physik  in  derselben  Weise 
and  demselben  Grade,  wie  der  Glaube,  dass  eine  mit  einem  sich 
selbst  aufziehenden  Gehwerk  construirte  Uhr  die  Erwartungen  ihres 
geistreichen  Erfinders,  dass  sie  ewig  fortgehen  würde,  erfüllen 
könnte. 

(h)  Es  muss  in  der  That  zugegeben  werden,  dass  viele  geolo- 
gische Schriftsteller,  welche  die  „Uniformität"  vertheidigen  und  in 
anderen  Beziehungen  ihren  Gegenstand  tief  philosophisch  zu  be- 
handeln verstanden,  in  einer  ganz  sophistischen  Weise  gegen  die 
Annahme  stürmischerer  älterer  Entwicklungsperioden    angekämpft 


*)  Prineipks  of  Geolog^fy  chap.  XXXI,  ed.  1853. 
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haben.  Wenn  sie  sich  damit  begnügt  hätten ,  darzuthnn ,  dass 
▼iele  vorhandene  Erscheinungen,  obschon  sie  auf  eine  änsaerste 
Gewalt  und  einen  plötzlichen  Wechsel  hindeuten,  doch  durch  eine 
lang  fortgesetzte  Wirkung  oder  durch  plötzliche  Aendenmgen 
zu  Stande  gebracht  sind,  die  keine  grössere  Intensität  als  einige 
von  denen  haben,  mit  denen  wir  innerhalb  der  Perioden  der 
menschlichen  Geschichte  bekannt  geworden  sind,  so  würde  ihre 
Stellung  unangreifbar  gewesen  sein  und  könnte  jedenfalls  nur  durch 
eine  detaillirte  Discussion  der  von  ihnen  vorgebrachten  Thatsachen 
angegriffen  werden.  Es  würde  ein  übeiTaschendes,  aber  nicht  absolat 
unglaubliches  Resultat  sein,  dass  die  vulcanische  Wirkung  im  (ranzen 
niemals  heftiger  gewesen  ist,  als  während  der  letzten  zwei  oder  drei 
Jahrhunderte;  aber  es  ist  ebenso  gewiss,  dass  sich  jetzt  weniger 
vulcanische  Energie  als  vor  1000  Jahren  in  der  ganzen  Erde  be- 
findet, wie  es  keinem  Zweifel  unterliegt,  dass  ein  Kriegsschiff,  nach- 
dem es  fünf  Stunden  hindurch  ohne  frische  Munition  zu  erhalten 
Schüsse  und  Bomben  in  nahezu  gleichen  oder  ungleichen  Intervallen 
abgefeuert  hat,  weniger  Pulver  enthält,  als  sich  beim  Beginn  seiner 
Thätigkeit  darauf  befand.  Und  doch  ist  diese  Wahrheit  von  vielen 
der  ersten  Geologen  der  Gegenwart  ignorirt  oder  bestritten  worden, 
weil  sie  glauben,  dass  die  Thatsachen,  die  sich  innerhalb  ihres  Ge- 
sichtskreises befinden,  keine  grössere  Heftigkeit  in  den  früheren  Verän- 
derungen der  Erdoberfiäche  beweisen  oder  für  eine  nahezu  gleich- 
massige  Wirkung  in  allen  Perioden  sprechen. 

(i)  Die  chemische  Hypothese  zur  Erklärung  der  Srd- 
wärme  ist  nicht  unmöglich,  aber  sehr  unwahrscheinlich.  — 
Man  könnte  die  chemische  Hypothese  zur  Erklärung  der  Wärme 
des  Erdinnern  als  nicht  unwahrscheinlich  ansehen,  wenn  sich  eine 
Zunahme  der  Temperatur  mit  der  Tiefe  nur  in  isolirten  Gegenden 
ergeben  hätte,  und  in  der  That  ist  kaum  daran  zu  zweifeln,  dass 
die  chemische  Wirkung  einen  bemerkenswerthen  (möglicher  Weise 
jedoch  negativen)  Einfluss  auf  die  Wirkung  der  Yulcane  ausübt 
Dass  aber  in  einer  grossen  unbekannten  Tiefe  unter  der  Oberfläche 
überall  eine  langsame  gleichmässige  „Verbrennung"  oder  chemische 
Verbindung  irgend  einer  Art  vor  sich  gehe,  die  allmälig,  wenn  die 
chemischen  Verwandtschaftskräfte  successive  in  einer  Schicht  nach 
der  anderen  gesättigt  werden,  immer  weiter  in  die  Erde  eindringt, 
scheint  ausserordentlich  unwahrscheinlich ,  obgleich  man  nicht  be- 
haupten kann ,  dass  es  absolut  unmöglich  oder  allen  Analogien  in 
der  Natur  entgegen  wäre.  Doch  ist  beim  gegenwärtigen  Standpunkt 
der  Wissenschaft  offenbar  die  weniger  hypothetische  Ansicht  vom- 
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ziehen,  nach  welcher  die  Erde  nichts  als  ein  chemisch  unthätiger,  in 
der  Abkühlung  begrijBfener  warmer  Körper  ist. 

(j)  Mangelhaftigkeit  der  Poisson'schen  Hypothese.  —  P  o  i  s  - 
son's  berühmte  Hypothese,  dass  die  jetzige  Wärme  des  Erdinnern 
aus  einem  in  einer  früheren  Periode  erfolgten  Durchgang  des  Sonnen- 
systems durch  wärmere  Regionen  des  Weltenraumes  herrühre,  kann 
nicht  den  Umstand  erklären,  dass  die  Petrefactenbildung  während 
dieser  Epoche  äusserer  Wärme  keine  Unterbrechung  erlitt.  Forbes 
hat  an  drei  verschiedenen  Stellen  in  der  Nähe  von  Edinburg  Beob- 
achtungen über  die  Temperatur  des  Erdinnern  angestellt..  Aus 
einem  Mittelwerth  der  aus  diesen  Beobachtungen  hergeleiteten 
Werthe  des  dui*ch  die  Wärmecapacität  der  Volumeneinheit  der  Erd- 
rinde ausgedrückten  Leitungsvermögens  derselben  finde  ich,  dass, 
wenn  der  vorausgesetzte  Durchgang  durch  einen  wärmeren  Theil 
des  Weltraums  vor  nicht  weniger  als  1250  und  nicht  mehr  als 
6000  Jahren  stattfand,  die  Temperatur  jenes  Raumes  25®  bis  50^  F. 
höher  gewesen  sein  muss,  als  die  jetzige  mittlere  Temperatur  der 
£rdoberfiäche ,  um  die  jetzige  allgemeine  Zunahme  der  Temperatur 
mit  der  Tiefe  in  der  Erde  —  1®  F.  per  50  engl.  Fuss  Tiefe  —  zu 
erklären.  Die  Greschichte  widerlegt  diese  Annahme.  Ferner  werden, 
denke  ich,  die  Geologen  und  Astronomen  zugeben,  dass  die  Erde 
vor  20,000  Jahren  nicht  in  einem  Räume  sich  befunden  haben  kann, 
der  um  100"  F.  wiirmer  als  jetzt  die  Erdoberfläche  ist.  Wenn  aber 
der  von  Poisson  vorausgesetzte  Uebergang  aus  einer  wärmeren  in 
eine  kältere  Region  vor  mehr  als  20,000  Jahren  stattfand,  so  muss 
die  Temperaturdifferenz  mehr  als  100"  F.  betragen  haben,  und  da- 
her hätte  alles  animalische  und  vegetabilische  Leben  zerstört  werden 
müssen.  Je  weiter  wir  daher  Poisson's  wanne  Region  zurückver- 
setzen, und  je  wärmer  wir  sie  voraussetzen ,  um  so  besser  ist  es  für 
die  Geologen,  welche  möglichst  lange  Perioden  fordern;  am  besten 
ist  für  ihren  Zweck  aberLeibnitz^s  Theorie,  welche  einfach  voraus- 
setzt, dass  die  Erde  früher  eine  glühende  Flüssigkeit  war,  ohne  zu 
erklären,  wie  sie  in  diesen  Zustand  gelangte.  Wenn  wir  die  Tem- 
peratur einer  schmelzenden  Felsmasse  gleich  ungefähr  10,000^  F. 
(eine  äusserst  hohe  Schätzung)  annehmen,  so  kann  die  Erstarrung 
vor  200,000,000  Jahren  erfolgt  sein.  Oder  wenn  wir  voraussetzen, 
dass  Felsmassen  schon  bei  einer  Temperatur  von  7000^  F.  schmelzen 
(was  mit  der  gewöhnlichen  Annahme  mehr  übereinstimmt),  so  können 
wir  annehmen,  dass  die  Erstarrung  vor  98,000,000  Jahren  statt- 
gefunden hat. 
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(k)  Wahrscheinliche  Qrenowerthe  des  Wftrmeleitonga- 
vermögens  und  der  Wärmecapacität  der  Erdoberflftohe.  — 
Diese  Bestimmungen  gründen  sich  auf  die  unten  entwickelte  Theorie 
YonFourier.  Die  grösste  Veränderung,  die  wir  an  ihnen  zu  machen 
haben,  um  die  Differenzen  in  den  Verhältnissen  des  Leitungsrer- 
mögens  zur  specifischen  Wärme,  die  sich  an  den  drei  yerschiedenen 
Stellen  bei  Edinburg  ergeben  haben,  in  Rechnung  zu  ziehen,  beatebt 
darin,  dass  man  sie  auf  ungefähr  die  Hälfte  reducirt  oder  sie  mn 
etwas  mehr  als  die  Hälfte  vergrössert.  Eine  Reduction  der  bei 
Green  wich  angestellten  Beobachtungen  der  Erd  wärme,  die  mir  neaer- 
dings  Professor  Everett  aus  Windsor  mitgetheilt  hat,  liefert  für  die 
Green  wicher  Felsmassen  Zahlen,  die  zwischen  den  bei  Edinburg  er- 
haltenen liegen.  Wir  sind  aber'  völlig  unwissend  in  Betreff  der 
Wirkungen,  welche  hohe  Temperaturen  auf  das  Leitungsrermögen 
und  die  specifische  Wärme  der  Steine  ausüben,  und  in  Betreff  der 
latenten  Schmelzwärme  derselben.  Daher  müssen  wir  in  einer  Be- 
rechnung, wie  ich  sie  zu  machen  versucht  habe,  sehr  weite  Grenzen 
einräumen;  ich  glaube  aber,  dass  wir  mit  vieler  Wahrscheinlichkeit 
sagen  können,  dass  die  Erstarrung  der  Erde  vor  nicht  weniger  ah 
20,000,000  Jahren  und  vor  nicht  mehr  als  400,000,000  Jahren 
stattgefunden  haben  kann;  denn  im  ersteren  Falle  würde  die  Wärme 
des  Erdinnem  grösser  sein  müssen,  als  sie  jetzt  ist;  im  letzteren 
Falle  würde  die  Temperatur  mit  der  Tiefe  nicht  in  dem  Grade  n- 
nehmen,  welchen  die  kleinsten  durch  directe  Beobachtungen  erhal- 
tenen Resultate  angeben.  Ich  schliesse  daraus,  dass  Leibnitz's 
Epoche  der  Entstehung  des  consistentior  status  wahrscheinlich  zwi- 
schen jenen  Grenzen  liegt. 

(1)  Mathematischer  Ausdruck  für  die  innere  Temperatur 
in  der  Nähe  der  Oberfläche  eines  heissen  festen  Körpers,  der 
anfängt  sich  absukühlen.  —  Die  mathematische  Theorie,  sof 
welche  diese  Berechnungen  sich  gpründen,  ist  sehr  einfach,  nänüich 
bloss  eine  Anwendung  einer  der  elementaren  Lösungen,  welche 
Fourier  für  das  Problem  gegeben  hat:  In  einem  festen  Körper,  der 
sich  nach  allen  Richtungen  hin  ins  Unendliche  erstreckt,  zu  irgend 
einer  Zeit  die  Variation  der  Temperatur  von  Punkt  zu  Punkt  nnd 
die  in  irgend  einem  Punkte  wirklich  vorhandene  Temperatur  unter 
der  Voraussetzung  zu  bestimmen ,  dass  die  Temperatur  zu  einer  an- 
fänglichen Epoche  zu  beiden  Seiten  einer  gewissen  unendlich  groBsen 
Ebene  zwei  verschiedene  constante  Werthe  hatte.  Die  Lösung  flr 
die  beiden  gesuchten  Elemente  ist  folgende:  — 
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dv  V       _jfL 

^x        Vnxt 


2  V  r 


2  7    /•,     _,• 


darin  bezeichnen 

X  das  dnrcb  die  Wärmecapacität  der  Masseneinheit  ausgedruckte 
LeitnDgsyermögen  des  festen  Körpers; 

V  die  halbe  Differenz  der  beiden  anfänglichen  Temperaturen ; 
Vq  das  arithmetische  Mittel  dieser  Temperaturen; 

t  die  Zeit; 

X  den  Abstand  irgend  eines  Punktes  von  der  Mittelebene; 

V  die  Temperatur  des  Punktes  X  zur  Zeit  t;  und  folglich 

dv  . 

T-  (nach  der  Bezeichnung  der  Differentialrechnung)  die  für  die 

Längeneinheit  senkrecht  zu   den  isothermalen  Ebenen   genommene 
Grösse  der  Variation  der  Temperatur. 

(m)  Diese  Lösung  zu  beweisen,  haben  wir  nur  Folgendes  dar- 
znthun:  — 

(1)  Dass  der  Ausdruck  fCLr  v  der  partiellen  Differentialgleichung 

dv d^v 

Tt~  ^  dJ^' 

Fourier's  Gleichung  för  die  „lineare  Wärmeleitung'',  genügt; 

(2)  Dass,  wenn  ^  =  0  ist,  der  Ausdruck  f&r  v  fOr  alle  positiven 
Werthe  von  x  in  Vq  -f-  F,  für  alle  negativen  Werthe  von  o;  in  ro  —  ^ 
übergeht ; 

d  V 

(3)  Dass  der  Ausdruck  für  -r—  der   nach  X  genommene  Diffe- 

a  X 

rentialquotient  des  Ausdrucks  für  v  ist. 

Die  Sätze  (1)  und  (3)  werden  direct  durch  Differentiation  bewie- 
sen. Um  (2)  zu  beweisen,  haben  wir,  wenn  ^  =  0  und  x  positiv  ist, 

0 

1    /— 
oder  nach  dem  bekannten  Werthe  r-K  ^    des  bestimmten  Integrals 

00 

— *t 


0 


442  Säculare  Abkühlung 

v  =  vo  +  F; 
da  nun  für  alle  Wei'the  von  t  das  zweite  Glied  für  gleiche  ponÜTe 
und  negative  Werthe  von  x  gleiche  positive  und  negative  Werthe 
hat,  so  folgt,  wenn  ^  =  0  und  x  negativ  ist, 

V  =  Vq  —  V. 
Die  bewunderns werthe  Analyse,  durch  welche  Fourier  zu  Lösongeii 
gelangte,  die  die  obige  umfassen,  bildet  ein  äusserst  interessantes 
und  wichtiges  mathematisches  Studium.     Sie  findet  sich   in  seioer 
Theorie  Analytique  de  la  Chaleur,  Paris  1822. 

(n)  Die  Fig.  90  auf  Seite  444  stellt  durch  zwei  Curven  bezie- 
hungsweise die  vorhergehenden  Ausdrücke  für  -y"  und  v  dar. 

a  X 

(o)  Die  in  dieser  Weise  ausgedrückte  und  erläutert«  Lösung 
lässt  sich  für  eine  gewisse  Zeit  ohne  merklichen  Irrthum  auf  den 
Fall  einer  Vollkugel  anwenden,,  welche  ursprünglich  auf  eine  gleich- 
massige  Temperatur  erwärmt,  und  deren  Oberfläche  sodann  plötilich 
einer  Einwirkung  unterworfen  wurde,  die  für  alle  folgende  Zeit  die 
Oberfläche  in  einer  anderen  constanten  Temperatur  erhält.  Wenn 
z.  B.  der  betrachtete  Fall  der  einer  aus  fester  Felsmasse  bestehenden 
Kugel  von  8000  engl.  Meilen  Durchmesser  ist,  so  kann  die  Lösung 
mit  kaum  merklichem  Fehler  auf  mehr  als  1000  Millionen  Jahre 
angewandt  werden.  Denn  wenn  die  Felsmasse  hinsichtlich  des  Lei- 
tungsvermögens und  der  speciflschen  Wärme  von  einer  gewissen 
mittleren  Beschaffenheit  ist,  so  ivird  der  Werth  von  x,  wie  ich  in 
einer  früheren  Mittheilang  an  die  königliche  Gesellschaft  *)  gefunden 
habe ,  400  sein ;  dabei  ist  als  Längeneinheit  der  britische  Fuss  und 
uls  Zeiteinheit  das  Jahr  angenommen;  die  Gleichung,  welche  die 
Lösung  ausdrückt,  geht  dann  über  in 

dv  V        1      _.j£i- 

-7~  =   ^-Z —     •   -77  •  C      1600  t  . 

dx        35-4      tf* 
und  wenn  wirken  Werth  1,000,000,000  oder  einen  etwas  kleineren 
Werth  ertheilen,   so  wird  der  Exponentialfactor  weniger  als  t 

(was  ungefähr  gleich  -tzt  ist  und  daher  als  unmerklich  angesehen 

werden  kann),  wenn  x  grösser  als  3,000,000  engl.  Fuss  oder 
568  engl.  Meilen  ist.  Danach  wird  während  der  ersten  1000  Mil- 
lionen Jahre  die  Variation  der  Temperatur  in  Tiefen,  welche  568  Mei- 
len überschreiten,  nicht  merklich;  sie  ist  also   auf  eine  so  dünne 

*)  ^On  the  Periodical  Variations  of  Underground  Temperatare."     TVtiM.  Ä^- 
Soc.  Edinb^t  March  1860. 
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Kruste  beschränkt,  dass  der  Einfloss  der  Krammung  Yernachlässigt 
^werden  kann. 

(p)  Vertheilung  der  Temperatur  100  Millionen  Jahre  nach 
Seginn  der  Abkühlung  einer  hinlftnglich  grossen  Felsmasse.  — 
'W^enn  wir  jetzt  voraussetzen,  die  Zeit  vom  Beginn  der  Veränderung 
a.11  sei  100  Millionen  Jahre,  so  geht  die  Gleichung  über  in 


dv         r 


aß 


d  X        354,000 


e    160,000,000,000 


I>ie  Zeichnung  zeigt  daher  (S.  444),  wie  die  Temperatur  in  der  Erde 
jetzt  yariiren  würde,  wenn  die  ganze  Masse  derselben  anfanglich 
fest  gewesen  wäre  und  vor  100  Millionen  Jahren  überall  dieselbe 
TenoLperatur  besessen  hätte,  und  wenn  die  Temperatur  ihrer  Ober- 
fläche plötzlich  überall  um  V  Grad  erniedrigt  und  sodann  constant 
erhalten  worden  wäre ;  die  hierbei  benutzten  Maasse  sind  folgende :  — 

(1)  Für  die  längs  OX  zu  messenden  Tiefen  unter  der  Oberfläche 
stellt  die  Länge  a  400,000  engl.  Fuss  dar. 

(2)  Für  die  Curve  der  Temperaturzunahme  per  Fuss  Tiefe  stellt  die 

längs  d^r  0  Y  parallelen  Ordinaten  zu  messende  Ijänge  h  von 

V  per  Fuss  dar.   Wenn  z.  B.  F  =  7000<^  ist,  so  wird  dieser  Maass- 

stab  so  beschaffen  sein,  dass  h  — r-r  eines  Grades  per  Fuss  darstellt. 

506  *^ 

(3)  Für  die  Curve  des  Temperaturüberschusses  drückt  die  längs  der 

V 

OY  parallelen  Ordinaten  zu  messende  Länge  h  die  Grösse aus ,  ist 

also  7900»,  wenn  V  =  7000»  ist. 

Danach   nimmt   die  Temperatur    von  der  Erdoberfläche    nach 

innen  zu  für  die  ersten  100,000  Fuss  um  ungefähr  -—  Grad  F.  per 

Dl 

Fuss   zu.      Unter  dieser  Tiefe    beginnt  die  Temperatur    merklich 

langsamer  zu  steigen.     Bei  einer  Tiefe  von  400,000  Fuss  beträgt 

ihre  Zunahme  nur  noch  ungefähr  —7-   Grad   per  Fuss.      Bei   einer 

141 

Tiefe  von  800,000  Fuss  ist  die  Zunahme  auf  weniger  als  tt    ihres 

anfanglichen  Werthes  gesunken,  d.  h.  beträgt  weniger  als  ^      Grad 
per  Fuss;  in  dieser  Weise  wird  die  Zunahme  rasch  kleiner,  wie  aus 
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Zunahme  der  Temperatur  in  der  Erde. 


a  =  2V«T 
dv      V     NP 


X 

NP  =  -areaONPÄ  =  -  f  y^dx. 

0 


dx  a  .  1 
2 
NP 


4« 


V — t^  =  F- 


o^r. 


Ih        -21»        -3h         4b        '5h         Qh        Tb         -Sb        -Sb 


Die  Curve  0  P  Q  zeigt  den  Ueberschoss  der  Temperatur  über  die  der  Oborfficbe. 

Die  Curve  A  P'  R  zeigt  die  Grösse  der  Temperaturzunahme  nach  dem  MitlelpQiki 

.  der  Erde  zu. 
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der  Curye  ersichtlich  ist.  Dies  ist  im  Granzen  die  wahrscheinlichste 
Darstellung  der  jetzigen  Temperatur  der  £rde  in  Tiefen  von  lOOFuss 
an,  wo  die  jährlichen  Variationen  aufhören  merklich  zu  sein,  bis  zu 
100  Meilen,  unterhalb  welcher  Grenze  die  Masse  der  Erde  (sei  sie 
nun  flüssig  oder  fest)  entweder  ganz  oder  mit  Ausnahme  eines  von 
Anfang  an  kalten  Kernes,  wahrscheinlich  die  dem  Druck  in  jeder 
Tiefe  entsprechende  Schmelztemperatur  oder  doch  eine  davon  nur 
sehr  wenig  abweichende  Temperatur  hat. 

(q)  Das  Klima  wird  durch  die  Erdwärme  nicht  merklich 
beeinflusst.  —  Die  oben  dargelegte  Theorie  wirft  Licht  auf  die  so 
oft  discutirte  Frage:  —  Kann  die  Erdwärme  lange  geologische  Perioden 
hindurch  auf  das  Klima  von  Einfluss  gewesen  sein  ?  —  und  erlaubt 
uns,    dieselbe  ganz  entschieden  zu  verneinen.     In   dem  Falle,  den 
wir  vorausgesetzt  haben,  würde  die  Temperaturzunahme  10,000  Jahre 
nach  dem  Beginn  der  Abkühlung  in  der  Nähe  der  Oberfläche  2^  F. 
per  Fuss  Tiefe  betragen.     Die  Ausstrahlung  von  der  Erde  und  der 
Atmosphäre  in  den  Weltraum  (über  welche  wir  noch  keine  zufrieden- 
stellende absolute  Messung  haben)  würde  im  jetzigen  Zustande  der 
Erde  fast  gewiss  genügend  stark  sein,  um  zu  verhindern,  dass  eine 
Zunahme  um  2^  F.  per  Fuss  Tiefe  die  Temperatur   der  Oberfläche 
um  mehr  als  etwa  1^  erhöht;  und  daraus  schliesse  ich,  dass  das  all- 
gemeine Klima  nicht  länger,  als  etwa  während  der  ersten  10,000  Jahre 
nach  dem  Beginn  der  Erstarrung  der  Oberfläche  durch  die  aus  dem 
Innern  zugeleitete  Wärme  merklich  beeinflusst  gewesen  sein  kann. 
Unzweifelhaft  kann  allerdings  an  einzelnen  Orten  eine  Erhöhung  der 
Temperatur  durch  warme  Quellen  oder  durch  Eruptionen  geschmolzener 
Lava  stattfinden,  und  überall  würde  während  der  ersten  drei  oder  vier 
Millionen  Jahre  auf  die  Vegetation,  wenn  eine  solche  so  bald  nach 
der   Epoche   der  Erstarrung   existirt   hätte,   die   merklich    höhere 
Temperatur  von  Einfluss  gewesen  sein,  welche  die  einen  Fuss  weit 
oder  noch  tiefer  in  die  Erde  eindringenden  Pflanzenwurzeln  ange- 
troffen hätten. 

(r)  Welches  auch  die  Grösse  solcher  Wirkungen  zu  irgend  einer 
Zeit  ist,  dieselbe  würde  sich  nach  dem  umgekehrten  Verhältniss  der 
Quadratwurzeln  der  seit  der  Anfangsepoche  verflossenen  Zeiten  ver> 
ringem.  Wenn  wir  also  10,000  Jahre  nach  diesem  Zeitpunkt  2^ 
Zunahme  per  Fuss  Tiefe  haben,  so  würde  die  Zunahme  nach 
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40,000  Jahren    1    Grad  per  Fuss 

160,000       „         I      „       „       „ 
4,000,000       „        ^      „       «       n 

100,000,000       „        ^      „       „       „ 

betragen.     Es  ist   daher    wahrscheinlich ,  dass  während  der  letiten 

96,000,000  Jahre  die  Zunahme  der  Temperatur  nach  dem  Mittelpunkt 

11' 
der  Erde  hin  allmälig  von  —  bis  zu  —  Grad  F.  per  Fuss  üriner 

XU  0\} 

geworden  ist,  nnd  dass  die  Dicke  der  Erdrinde,  dnrch  welche  hindnrck 
irgend  ein  festgesetzter  Grad  der  Abkühlung  zu  Stande  gekommen  ist, 

in  derselben  Periode  allmälig  von  —  ihrer  jetzigen  Grösse  zu  dieser 

5 

letzteren  zugenommen  hat.  Steht  dies  nicht  im  Ganzen  mit  dfD 
richtig  interpretirten  Zeugnissen  der  Geologie  in  Uebereinstimmnng'? 
Stimmen  nicht  die  ausgedehnten  Basaltmassen ,  das  allgemeine  iof- 
treten  von  Bergketten,  die  gewaltsamen  Verschiebungen  und  Dmrtk- 
brechungen  der  Schichten,  das  bedeutende  Vorherrschen  umge- 
staltender Thätigkeit  (welche  in  Tiefen  von  wenigen  Meilen,  nel* 
leicht  nicht  einmal  so  tief  stattgefunden  haben  muss)  alle  darin  übereis, 
zu  beweisen,  dass  die  Zunahme  der  Temperatur  im  Innern  der  Erderiel 
rascher  gewesen  sein  muss,  und  es  wahrscheinlich  zu  machen,  dis 
die  vulcanische  Energie,  die  Erdbeben  und  jede  Art  der  sogenanntci 
plutonischen  Wirkung  in  den  früheren  Perioden  der  Erde  im  Gamei 
weit  reichlicher  und  heftiger  thätig  gewesen  ist  als  in  der  Ge- 
genwart ? 

(s)  Einwände.  —  Gegen  diese  Anwendung  der  mathematiscbes 
Theorie  lassen  sich  jedoch  folgende  Einwände  erheben:  -r 

(1)  Die  Erde  war  einst  ganz  oder  wenigstens  auf  ihrer  gan»« 
Oberfläche  geschmolzen,  und  man  kann  von  ihr  nicht  oder  dodi 
nur  mit  grosser  Unwahrscheinlichkeit  voraussetzen ,  wie  es  in  den 
mathematischen  Problem  geschieht ,  dass  sie  je  ein  gleichmässig  tt- 
wärmter  fester  Körper  gewesen  sei,  dessen  Temperatur  die  jetiigf 
Temperatur  der  Erdoberfläche  um  7000^  übertroffen  habe. 

(2)  Keine  Wirkung  in  der  Natur  ist  im  Stande,  eine  Erniedri- 
gung der  Temperatur  der  Oberfläche  um  7000*^  in  einem  Aogeo* 
blick  zu  erzeugen  und  für  alle  spätere  Zeit  zu  unterhalten. 

Den  zweiten  Einwand,  den  wir  zuerst  vornehmen  wollen,  er* 
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ledige  ich  durch  die  Bemerkung,  die,  glaube  ich,  wohl  nicht  bestritten 
uverden  kann,  dass  eine  der  Luft  und  dem  Himmel  i&ei  ausgesetzte 
grosse  Masse    geschmolzenen  Gesteins,   nachdem   sie   erst  sich  mit 
einer   Kruste  überzogen   hat,  in  wenigen  Stunden,  oder   in   wenig 
Tagen  oder  doch  in  wenig  Wochen  eine  so  kalte  Oberfläche  besitzen 
-wird,    dass  man  ungestraft  darüber  hingehen  kann.     Folglich  wird 
nach   10,000  Jahren  oder  in  der  That  schon  nach  einem  einzigen 
Jahre  ihr  Zustand  ziemlich  derselbe  sein,   als  wenn  die  von  ihrer 
Oberfläche  erlittene  Temperaturerniedrigung  in   einem  Augenblick 
erzeugt   und   für  alle  folgende  Zeit  constant  erhalten '  wäre.     Den 
ersten  Einwand  beantworte  ich  damit,   dass  ich  sage,   dass,  wenn 
die    latente  Schmelzwärme   und   die  Variationen    des   Leitungsyer- 
mögens    und    der  specifischen  Wärme  der  Erdrinde  bis  zu  ihrem 
Schmelzpunkt  hinauf  experimentell  bestimmt  sein  werden ,  es  leicht 
sein  wird,    die  oben  gegebene  Lösung  so  zu  modificiren,    dass  sie 
für  den  Fall  einer  flüssigen  Kugel  passt,  welche  in  Folge  der  Wärme- 
leitung durch  die  feste  Rinde  in  ein  äusseres  kaltes  Medium  allmälig 
von  aussen  nach  innen  zu  erstarrt.     Inzwischen  können  wir  sehen, 
dass  diese  Modification  keine  beträchtliche  Aendemng  in  der  Tem- 
peratur hervorbringen  wird,  die  sich  für  einen  Punkt  der  Rinde  er- 
gibt ,  wofern  sich  nicht ,  entgegen  dem ,  was  wir  nach  der  Analogie 
erwarten,  die  bei  der  Erstarrung  frei  gewordene  latente  Wärme  als 
gross  erweist  im  Vergleich  zu  der  Wärme,  welche  eine  gleiche  Masse 
des  festen  Körpers  abgibt,    während  sie  sich    von   der  Temperatur 
des  Erstarrungspunktes  zu  derjenigen  der  Oberfläche  abkühlt.    Was 
aber  die  Sache  näher  trifft,   ist,    dass  der  Einwand,   so  plausibel  er 
auch  erscheint,   trotzdem  nicht  stichhaltig  ist,   und  dass  das  oben 
gelöste  Problem  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  weit  mehr  der  wirk- 
lichen Geschichte  der  Erde  entspricht,  als  das  durch  diesen  Einwand 
vorgeschlagene  modificirte  Problem.     Obwohl  die  Erde  einst  ganz 
oder  wenigstens  auf  ihrer  ganzen  Oberfläche  geschmolzen  war ,   so 
ging  sie  demnächst  doch  wahrscheinlich  in  einen  fester  Körper  über, 
dessen  Temperatur  überall  oder  überall  in  den  äusseren  Schichten,  die 
geschmolzen  gewesen  waren,  die  des  Schmelzpunktes  war,  und  die 
Oberfläche  fing  nicht  an  abzukühlen,  bevor  die  Erstarrung  in  dieser 
Weise    oder  doch   nahezu  in   dieser  Weise  vollständig   war.     Dass 
diese  Ansicht  die  richtige  ist,  kann  kaum  bezweifelt  werden,  wenn 
man  die  folgenden  Gründe  beachtet. 

(t)  Zunächst  werden  wir  voraussetzen,  dass  die  Erde  zu  einer 
Zeit  aus  einem  festen  Kern  bestand,  der  überall  mit  einem  sehr 
tiefen  Ocean  geschmolzener  Felsmassen  bedeckt  und  der  Abkühlung 
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durch  Ausstrahluug  in  den  Weltraum  überlassen  war.  Dies  ist  der 
Zustand,  in  welchen  ein  kalter  Körper,  der  yiel  kleiner  als  unsere 
Erde  ist,  durch  den  Zusammenstoss  mit  vielen  noch  kleineren  kalten 
Körpern  gelangen  würde,  und  steht  daher  in  Uebereinstimmung 
mit  der  Hypothese  über  die  Vorgeschichte  der  Erde,  die  wir  als 
eine  wahrscheinliche  ansehen  können.  Es  ist  darin  als  ein  beson- 
derer Fall  die  mehr  verbreitete  Annahme  enthalten,  dass  die  Erde 
einst  vollst&ndig  geschmolzen  war,  ein  Zustand,  der  durch  den  Zu- 
sammenstoss von  zwei  nahezu  gleichen  Massen  bätte  herbeigefubrt 
sein  können.  Die  Beweise,  welche  die  meisten  Geologen  zu  der 
Ueberzeugung  gebracht  haben ,  dass  die  Erde  einen  feurig-flüssigen 
Anfang  hatte,  beziehen  sich  aber  nur  auf  eine  sehr  kleine  Tiefe 
unterhalb  der  Oberfläche  und  liefern  uns  durchaus  keine  Mittel, 
zwischen  den  wirklich  stattfindenden  Erscheinungen  und  denjenigen 
zu  unterscheiden,  die  sich  ergeben  haben  würden,  wenn  die  Erde 
entweder  eine  vollständige  Kugel  flüssiger  Felsmasse  oder  ein  bia 
zu  einer  Tiefe  von  mehr  als  60  bis  100  Meilen  mit  einer  solchen 
Flüssigkeit  bedeckter  fester  kalter  Kern  gewesen  wäre.  Indem  wir 
daher  von  jeder  Hypothese  in  Betreff  der  Antecedentien  absehen,  aus 
welchen  der  anfängliche  feurig  -  flüssige  Zustand  der  Erde  durch 
natürliche  Ursachen  hervorging,  und  indem  wir  einfach  annehmen, 
was  die  Geologie  als  wahrscheinlich  erweist,  dass  die  Erdoberfläche 
zu  einer  Zeit  ganz  mit  geschmolzenen  Felsmassen  bedeckt  war, 
brauchen  wir  nicht  vorauszusetzen,  dass  die  Tiefe  dieser  Lava  mehr 
als  50  oder  100  Meilen  betrug,  obschon  wir  die  Annahme  einer 
grösseren  Tiefe  oder  einer  vollständig  flüssigen  Kugel  nicht  anszu- 
schliessen  brauchen. 

(u)  Convectives  Gleichgewicht  der  Temperatur.  —  In  dem 
Process  der  Abkühlung  muss  die  Flüssigkeit  [wie  ich  bei  einer  Be- 
trachtung der  Sonne  in  einem  Artikel  in  Macmillan's  Magazine 
(März  1862)  und  in  einer  Betrachtung  der  Atmosphäre  der  Erde  in 
einer  Mittheilung  an  die  Literary  and  Philosophical  Sciciety  von 
Manchester*)  bemerkt  habe]  durch  Fortführung  (Convection)  der 
Wärme  dazu  gebracht  werden,  dass  sie  einem  bestimmten  Gesetz  der 
Temperaturvertheilung  genügt,  welches  ich  „das  convective  Gleich- 
gewicht der  Temperatur*' genannt  habe.  Dasheisst,  die  Temperaturen 
in  den  verschiedenen  Theilen  im  Innern  müssen  für  verschiedene 
Werthe  des  Drucks  um  solche  Diflerenzen  der  Temperaturen  von 


')  ProceedingSf   Jan.  1862.     „On  the  Convective  Eqailibriam  of  Tempentuit 
i  Atmosphere". 
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einander  abweichen,  wie  sie  irgend  ein  Theil  der  Flüssigkeit  zeigen 
würde,  wenn  er  mit  der  Temperatur  nnd  dem  Druck  einer  bestimm- 
ten Schicht  gegeben  und  dann  einer  Variation  des  I^rucks  ausgesetzt, 
dabei  aber  verhindert  worden  wäre,  Wärme  zu  verlieren  oder  zu 
gewinnen.  Der  Grund  davon  ist  die  grosse  Langsamkeit  der  eigent- 
lichen Wärmeleitung  und  der  folglich  überwiegende  Einfluss,  welchen 
did  grossen  Ströme  in  einer  continuirlichen  Flüssigkeitsmasse  auf 
die  Vertheilung  der  Temperatur  in  der  IKf  asse  ausüben. 

(v)  Das  thermo-dynamische  Gesetz,  welches  den  Zusammenhang 
ausdrückt  zwischen  Temperatur  und  Druck  in  einer  flüssigen  Masse, 
der  man  nicht  gestattet,  Wärme  zu  verlieren  oder  zu  gewinnen,  ist 
theoretisch  erforscht  und  in  den  Fällen  von  Luft  und  Wasser  von 
Joule  und  mir  selbst*)  experimentell  bewahrheitet.  Es  zeigt,  dass 
die  Temperatur  in  der  Flüssigkeit  von  der  Oberfläche  nach  unten 
zu  wächst,  wenn,  wie  es  am  wahrscheinlichsten  der  Fall  ist,  die 
Flüssigkeit  bei  der  Abkühlung  sich  zusammenzieht.  Wenn  die 
Flüssigkeit  andererseits,  gleichwie  Wasser  in  der  Nähe  seines  Ge- 
frierpunktes, bei  der  Abkühlung  sich  ausdehnte,  so  würde  die  Tem- 
peratur nach  den  eben  ausgesprochenen  convectiven  und  thermo- 
dynamischen  Gesetzen  (§§  u,  v)  thatsächlich  in  grosseren  Tiefen 
niedriger  als  in  der  Nähe  der  Oberfläche  sein,  selbst  wenn  die  Flüs- 
sigkeit sich  von  der  Oberfläche  aus  abkühlt,  und  nur  eine  sehr 
dünne  Schicht  leichterer  und  kälterer  Flüssigkeit,  welche  durch  wirk- 
liche Leitung  Wärme  verlöre,  würde  längs  der  Oberfläche  bestehen, 
bis  die  Erstarrung  an  der  Oberfläche  anfinge. 

(w)  Wirkung  des  Drucks  auf  die  Temperatur.  —  Femer 
wird  nach  dem  von  meinem  Bruder,  Professor  James  Thomson  **) , 
erforschten  und  von  mir  ***)  für  Wasser  experimentell  bewahrheiteten 
thermo  -  dynamischen  Gesetz  des  Gefrierens  die  Temperatur  des  Ge- 
frierpunktes in  grossen  Tiefen  des  grossen  Drucks  wegen  höher  als 
an  der  Oberfläche   sein,  wenn  sich  die  Flüssigkeit  beim  Gefrieren 


*)  Joule,  „On  the  Changes  of Teroperature  produced  by  the  Rarefaction  and 
Condensation  oi' Air,  PhU,  Mttg,  1845.  Thomson,  „On  a  Method  for  Determining 
Experimentally  the  Heat  erolred  by  the  Compression  of  Air:  Dynamical  Theory 
of  Heat,  Pari  IV,  Trans.  R,  S.  £.y  Session  1850  bis  1851;  wieder  abgedmckt  in 
Phil,  Mag,  Joule  and  Thomson,  „On  the  Thermal  EfTectit  of  Fluids  in  Motion **, 
Trans.  R.  S.  London,  Juni  1853  und  Juni  1854.  Joule  and  Thomson,  „On 
the  Alterations  of  Temperature  accompanying  Changes  of  Pressure  in  Fluids",  Pro- 
eeeding  R.  8.  London,  Juni  1857. 

**)  „Theoretical   Considerations   regarding   the  Effect   of  Pressure   in    lowering 
tbe  Freczing-Point  of  Water",  Trans.  R.  8,  E.,  Jan.  1849. 
***)  Proeeedings  R.  8.  £.,  Session  1849  bis  1850. 

Thomson  n.  Tait,  tbeoretitoho  Physik.    II.  29 


450  Säculare  Abkühlung 

zusammenzieht,  oder  niedriger  als  an  der  OberÜäche,  wenn  sich  die 
Flüssigkeit  beim  Gefrieren  ausdehnt. 

(x)  In  welchem  Znsammenhange  die  Temperatur  derErstaming 
für  jeden  Druck  mit  der  entsprechenden  Temperatur  des  convecÜTen 
Gleichgewichts  steht,  ist  unmöglich  zu  sagen  ohne  Kenntniss  —  und 
diese  besitzen  wir  noch  nicht  —  der  durch  die  Wärme  bewirkten 
Ausdehnung,  sowie  der  specifischen  Wärme  der  Flüssigkeit,  ferner 
der  beim  Uebergang  aus  dem  flüssigen  in  den  festen  Zustand  ein- 
tretenden Aenderung  des  Volumens  und  der  frei  werdenden  latenten 
Wärme. 

(y)  Erörterung  der  Frage,  ob  die  Erstarrung  an  der  Ober- 
fläche oder  im  Centrum  oder  auf  dem  Boden  begonnen  hat.  — 
Wenn  wir  z.  B.  voraussetzen,  wie  es  höchst  wahrscheinlich  richtig 
ist,  dass  sich  die  Flüssigkeit  sowohl  bei  ihrer  Abkühlung  bis  zum 
Gefrierpunkt,  als  auch  beim  Gefrieren  selbst  zusammenzieht,  so 
können  wir  ohne  bestimmte  numerische  Daten  in  Betreff  jener  Ele- 
mente nicht  angeben,  ob  die  durch  Anwendung  eines  gegebenen 
Drucks  erzeugte  Erhöhung  der  Temperatur  der  Erstarrung  oder  der 
wirklichen  Temperatur  eines  Theils  der  Flüssigkeit,  die  sich  gerade 
noch  über  ihrem  Gefrierpunkt  befand,  die  grössere  ist.  Wenn  die 
erstere  grösser  ist  als  die  letztere,  so  würde  die  Erstarrung  am 
Boden  oder  im  Centrum  beginnen,  falls  kein  fester  Kern  da  ist,  an 
dem  sie  ihren  Anfang  nehmen  könnte,  und  würde  von  da  nach  aussen 
zu  Yorschreiten ;  in  diesem  Falle  könnte  keine  vollständige  dauernde 
Ueberkrustung  der  ganzen  Oberfläche  erfolgen,  bis  die  ganze  Engel 
fest  geworden  ist,  ausgenommen  möglicher  Weise  unregelmässige, 
verhältnißsmässig  kleine  Räume  voll  Flüssigkeit. 

(z)  Wenn  dagegen  die  durch  Anwendung  eines  Drucks  auf  einen 
gegebenen  Theil  der  Flüssigkeit  erzeugte  Erhöhung  der  Temperatur 
grösser  ist  als  die  durch  den  gleichen  Druck  erzeugte  Erhöhung 
der  Temperatur  des  Gefiierpunktes  ^  so  wird  die  Oberflächen  schickt 
der  Flüssigkeit  zuerst  den  Gefrierpunkt  erreichen  und  auch  wirklich 
zuerst  gefrieren. 

(aa)  Wenn  aber  nach  der  zweiten  Voraussetzung  des  §  v  die 
Flüssigkeit  sich  in  der  Nähe  ihres  Gefrierpunktes  bei  ihrer  Abkühlung 
ausdehnte,  so  würde  der  feste  Körper  wahrscheinlich  ebenfalls  von 
kleinerem  specifischen  Gewicht  sein  als  die  Flüssigkeit  in  ihrem 
Gefrierpunkt.  Folglich  würde  sich  die  Oberfläche  dauernd  mit  einer 
festen  Kruste  überziehen,  und  diese  Kruste  würde  fortwährend  nach 
innen  zu  wachsen,  da  durch  die  Kruste  Wärme  nach  aussen  geleitet, 
folglich   immer  mehr  Flüssigkeit  im   Innern  gefrieren  würde.    Auf 
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diese  Weise  würde  der  Zustand  erzeugt,  der  von  den  meisten  Geologen 
vorausgesetzt  wird. 

(bb)  Wichtigkeit  einer  experimentellen  Bestimmung  der 
bei  der  Erstarrung  geschmolzener  Felsmassen  eintretenden 
Volumenänderung.  —  Bischofs  Experimente,  deren  Zuverlässig- 
keit, so  viel  mir  bekannt  ist,  niemals  angezweifelt  wurde,  zeigen 
aber,  dass  geschmolzener  Granit,  Schiefer  und  Traohyt  sich  sämmt* 
lieh  beim  Gefrieren  um  etwa  20  Proc.  zusammenziehen.  Es  sollten 
in  der  That  über  diesen  so  wichtigen  Gegenstand  mehr  Experimente 
angestellt  werden,  sowohl  um  die  von  Bischof  für  Steinmassen  erhal- 
tenen Resultate  zu  bewahrheiten,  als  auch  um  zu  bestimmen,  wie 
sich  in  dieser  Beziehung  Eisen  und  andere  nicht  oxydirte  Metalle 
verhalten.  Inzwischen  müssen  wir  es  als  wahrscheinlich  ansehen, 
dass  die  geschmolzene  Masse  der  Erde  beim  Festwerden  in  der  That 
eine  beträchtliche  Contraction  erlitten  hat. 

(cc)  Bischofs  Experimente,  welche  eine  Contraction 
beweisen,  machen  es  wahrscheinlich,  dass  die  Erdoberfläche 
sich  nicht  abkühlen  konnte,  so  lange  nicht  das  Innere  im 
Ganzen  erstarrt  war.  —  Wenn  daher  nach  irgend  welchen  Rela- 
tionen zwischen  den  verwickelten  physikalischen  Umständen,  die 
hier  in  Betracht  kommen,  die  Erstarrung  wirklich  an  der  Oberfläche 
begann,  entweder  überall  oder  in  irgend  einem  Theil  derselben,  so 
musste,  so  lange  nicht  die  ganze  Kugel  erstarrt  war,  die  fest  gewor- 
dene Oberflächenschicht  zerbrochen  und  auf  den  Boden  oder  zum 
Centrum  hin.  gesunken  sein,  bevor  sie  eine  hinreichende  Dicke  er- 
langt haben  konnte,  um  auf  einer  unter  ihr  liegenden  specifisch 
leichteren  Flüssigkeit  stabil  zu  bleiben.  Es  ist  in  der  That  ganz 
klar,  dass,  wenn  die  Erde  zu  irgend  einer  Zeit  aus  einer  festen 
Granitschicht  von  etwa  50  oder  100  Fuss  Dicke  und  einer  davon 
umschlossenen  continuirlichen  geschmolzenen  Masse  bestanden  hätte, 
die  in  ihren  oberen  Theilen,  wo  der  Druck  klein  ist,  ein  um  20  Proc. 
kleineres  specifisches  Gewicht  als  die  feste  Rinde  besessen  hätte, 
dieser  Zustand  nur  wenige  Minuten  gedauert  haben  könnte.  Die 
Starrheit  einer  festen  Schale,  deren  Fläche  so  ungeheuer  gross  im 
Vergleich  zur  Dicke  ist,  musste  gleich  Null  sein,  und  bei  der  ge- 
ringsten Störung  würde  ein  Theil  sich  biegen,  bersten  und  die  Flüs- 
sigkeit über  die  ganze  Binde  auslaufen  lassen.  In  Folge  davon 
würde  die  Rinde  selbst  in  Stücke  zerbrechen,  und  diese  müssten  zu 
Boden  sinken  oder  sämmtlich  nach  dem  Mittelpunkt  hin  fallen  und 
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dort  einen  Kern  bilden »  falls  ein  solcher  nicht  schon  Yorhanden  ist, 
so  dass  bei  ihm  die  Erstarrung  beginnen  könnte. 

(dd)  Es  ist  jedoch  «kaum  möglich,  dass  sich  eine  solche  conti- 
nuirliche  Kruste  jemals  zu  einer  Zeit  auf  der  ganzen  geschmolxeDCi 
Oberfläche  gebildet  haben  und  hinterher  eingesunken  sein  kinn. 
Die  in  §  y  angegebene  Art  der  Erstarrung  scheint  im  Ganzen  so 
meisten  in  Uebereinstimmung  mit  dem  zu  sein,  was  wir  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Masse  wissen,  um  die  es  sich  han- 
delt. So  weit  das  Resultat  in  Betracht  kommt,  fällt  sie,  glaube  ich, 
mit  der  Ansicht  zusammen,  welche  Hopkins*)  als  die  wahrscfaeiih 
liebste  adoptirt  hat.  Mag  es  nun  daher  kommen,  dass  der  Zustand 
für  die  ganze  Erdsubstanz  oder  für  einige  Theile  derselben  mehr  der 
'in  §  z  beschriebene  war,  was  wohl  als  möglich  erscheint,  oder  mag 
die  Ursache  in  der  Zähigkeit  (wie  sie  Mörtel  besitzt)  liegen,  welche  in 
einer  geschmolzenen  Flüssigkeit  sich  zeigen  muss,  deren  Bestandtheüe 
während  der  Abkühlung  dadurch ,  dass  sie  vor  Vollendung  der  Er- 
starrung bei  verschiedenen  Temperaturen  krystallisiren,  getrennt 
werden ,  und  welche  wir  thatsächlich  an  der  aus  den  heutigen  Vnl- 
canen  ausströmenden  I^ava  bemerken:  es  ist  wahrscheinlich,  dtss. 
wenn  die  ganze  Kugel  oder  eine  sehr  dicke  Oberflächenschicht  der- 
selben, die  noch  flüssig  oder  auch  schon  zähe  sein  konnte,  bis  in  die 
Nähe  der  Temperatur  der  vollständigen  Erstarrung  abgekühlt  wir, 
eine  Bekrustung  an  der  Oberfläche  beginnen  musste. 

(ee)  Es  ist  wahrscheinlich,  dass  sich  so  über  ausgedehnten 
Theilen  der  Oberfläche  eine  Kruste  bilden  kann,  und  dass  dieselbe 
zeitweilig  [sei  es  nun  wegen  der  in  ihr  enthaltenen  blasenartigen 
Hohlräume ,  die  noch  eine  Folge  des  Aufwallena  der  Flüssigkeit  an 
einigen  Orten  sind,  oder  auf  alle  Fälle  wegen  der  Zähigkeit  der 
Flüssigkeit]  oben  auf  der  Flüssigkeit  liegen  bleibt,  bis  sie  eine  hin- 
reichend grosse  Dicke  erlangt  hat,  um  der  Schwerkraft  zu  gestatten, 
ihren  Anspruch  geltend  zu  machen  und  die  schwerere  starre  Masee 
unter  die  leichtere  Flüssigkeit  zu  senken.  Dieser  Process  muss  so 
lange  seinen  Fortgang  nehmen,  bis  die  gesunkenen  Krustentheile 
vom  Boden  aus  ein  hinlänglich  eng  geripptes  Skelett  aufbauen,  so 
dass  eine  neu  entstandene  Kruste,  indem  sie  gewissermaassen  die 
kleiner  gewordenen  Flächen  der  Lavateiche  oder  Seen  überbrückt, 
bestehen  bleiben  kann. 


♦)  Siehe   dessen  Report   on  „Earthqaakes   and  Volcanic  Action".     British  A« 
sociation  Report  for  1847. 
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(ff)  Wahrscheinliche  Ursachen  derVuIcane  und  derErd- 
l>eben.  —  Hat  sich  so  ein  Theil  der  Flüssigkeit  in  einen  von  Hohl- 
ränmen  durchzogenen  festen  Körper  verwandelt,  so  muss  die  flüssig 
gebliebene  Masse  ihres  kleineren  specifischen  Gewichts  wegen  fort- 
^wahrend  bestrebt  sein,  sich  an  die  Oberfläche  hindurchzuarbeiten. 
JSs  kann  dies  dadurch  geschehen,  dass  Massen  des  festen  Körpers 
von  den  Decken  der  Hohlräume  oder  Tunnel  herabfallen,  wodurch 
Crdbebenstösse  verursacht  werden,  oder  dass  die  Decke,  wenn  sie 
recht  dünn  ist,  ganz  durchbricht,  wodurch  entweder  zwei  solcher 
Hohlräume  sich  vereinigen,  oder  der  Flüssigkeit  eines  derselben 
gestattet  wird,  frei  über  die  äussere  Fläche  der  Erde  hinzufliessen; 
endlich  gelangt  die  flüssig  gebliebene  Masse  noch  durch  das  all- 
mälige  Sinken  der  festen  Masse  nach  oben,  welches  daher  rührt, 
dass  nach  den  neuerdings  von  Professor  James  Thomson  veröf- 
fentlichten Ansichten  '*')  Theile  derselben  unter  dtfm  grossen  Zwange, 
dem  sie  ausgesetzt  sind,  wieder  schmelzen  müssen.  Die  Resultate, 
welche  sich  aus  diesem  Streben  der  flüssigen  Masse  ergeben  müssen, 
scheinen  hinlänglich  gross  und  mannigfaltig  zu  sein,  um  alle  Er- 
scheinungen der  Erdbeben,  der  Hebungen  und  Senkungen  fester 
Massen  und  der  Eruptionen  geschmolzener  Felsmassen  zu  erklären, 
sowohl  diejenigen,  die  wir  auf  der  Erde  jetzt  vor  sich  gehen  sehen, 
als  auch  alle  diejenigen,  welche  die  Geologie  uns  kennen  lehrt. 

(gg)  Diese  Schlüsse,  die  wir  bloss  aus  einer  Betrachtung  der 
Aufeinanderfolge  von  Abkühlung  und  Erstarrung  gezogen  haben, 
wie  sie  nach  dem  von  Bischof  für  die  speciflschen  Gewichte  fester 
nnd  geschmolzener  Steinmassen  erhaltenen  Resultate  nothwendig 
erfolgen,  stehen  hinsichtlich  des  jetzigen  Zustandes  des  Erdinnern 
in  vollständiger  Uebereinstimmung  mit  §;^  832  .  .  .  849;  danach 
ist  die  Erde  nicht,  wie  gewöhnlich  vorausgesetzt  wird,  ganz  flüssig 
bis  auf  eine  dünne,  feste  Schale  von  30  bis  100  Meilen  Dicke,  son- 
dern sie  ist  im  Ganzen  sicherlich  von  grösserer  Starrheit,  als  eine 
continuirliche  Glaskugel  von  demselben  Durchmesser,  und  wahr- 
scheinlich auch  starrer,  als  eine  ebenso  grosse  Stahlkugel. 


*)  Proceedings   of  the  Royal  Society   of  London  j    1861.     „ün    Crystallization 
and  Liquefaction  as  influenced  by  Stresses  tending  to  Change  of  Form  in  CryÄtals". 


F£B  11  Idl^ 


